Korespondenc¢ni seminaif MFF UK pro zakladni skoly Reseni IX.111.5

Uloha IIL5 ... Jeskyné a jidlo 7 bodii; (chybi statistiky)

Na konci osmnéctého stoleti jeden velice stydlivy muz jménem Henry Cavendish jako prvni
clovek presnéji zméril tzv. gravitacni konstantu G, ktera ﬁguruj£ v Newtonové gravitacnim
zékoneé.

K meéreni vyuzil velmi presné tzv. torzni vahy (viz obrdzek), v nichz jsou konce lehkého
vodorovného torzniho ramena zatizené kulickami o hmotnosti m. K témto obéma konciim jsou
ve vzdalenosti r priblizeny dvé tézsi koule o hmotnostech M. Na obou tak vznikd moment sily
tzv. torznim zdavésem, coz je kterykoli pevné ukotveny drat ¢i tyc¢, ktery se pri otaceni ramena
krouti. Jeho krut vytvari protichidny moment sily, ktery je primo umérny torzni konstanté
vldkna k a thlu stoceni mezi jeho konci 6 (neboli ihlu pootodeni celého ramena) v radidnech.

1. Sestavte rovnici pro pisobici sily/momenty, vyjadrete z nich gravitacni konstantu a upra-
vte ji tak, aby fungovala, kdybychom 6 mérili ve stupnich.

2. Uvazujte, zZe vSechny velic¢iny az na méreny tthel  a samotnou konstantu G zndme presné.
Necht x = 2,3-1073N-m, m = 1kg, M = 10kg, r = 10mm a pribliznd hodnota tihlu
je (6) = 0,2°. Jaka by musela byt délka celého ramena L, abychom pri 1% relativn{
nejistoté méreni hlu dosdhli 1% nepresnosti urceni gravitacni konstanty™ Vztdhnéte ji
k jiz zndmé piesné hodnoté ziskané jinou metodou: 6,6743 - 10~ m3 kg~ t.s72.
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Obr. 1: Zjednodusené schéma torznich vah

1. Zacnéme urcenim momentu sily gravitacni, tedy té, kterou na sebe ptsobi velkd a mala
koule. Pro moment sily obecné plati

M = Fdsina,

kde F' je sila pusobici ve vzdélenosti d od osy rotace a « thel, ktery svird vektor si-
ly F' s vektorem r. Protoze je ale thel a u torznich vah témér pravy, mizeme pouzit
i zjednoduseny vztah pro moment sily

M = Fd.

1 kdyz se ve skole ¢asto setkdte se symbolem kappa (k), tak ve védé (a zejména teorii relativity, kterd se
gravitaci nejvice zabyva) se jiz vice pouzivd symbol G.

2Pro praci s nejistotami vam miize pomoci na$ tahak: https://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/jak_resit/tahak.
pdf.
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Jelikoz se osa otaceni torzniho ramena nachézi presné v jeho stfedu, bude vzdélenost
kouli, a tim padem i pusobicich sil od osy, rovna poloviné jeho délky:

Ponévadz se malé koule nachazi na obou stranach torzniho ramena a na obé ptisobi velké
koule stejnou silou a ve stejném sméru, bude celkova sila, kterda nuti rameno k rotaci,
rovna dvojnasobku sily gravitacni:

F =2F;.

Protoze je ale gravitacni sily dvojnasobek a délky torzniho ramena naopak jen polovina,
dvojky se vykrati a moment sil, ktery roztaci torzni rameno, je tedy roven:

M, = Fo L,

pricemz gravitacni silu Fg vypocitdme pomoci Newtonova gravitacniho zakona, jenz zni

Mm

r2 ’

Fe =G
kde r je vzdalenost tézist velké a malé koule, kterou zname ze zadani. Dilezité je, Ze jsme
jiz pridali gravita¢ni konstantu G do vztahi. Nésledné dosadime gravitacni silu do rovnice
pro moment sily:

My = oM
T

Aby se torzni rameno vyrovnalo do pozice, pri které je otoceno o tihel €, musi se proti-
chiidny moment sily (protichudnost vyjadiime zapornou hodnotou momentu) vyrovnat
momentu gravitacni sily

My + M2 =0,

kde M je moment gravitacéni sily a Mz protichidny moment sily vyvijeny torznim zave-
sem. Pokud nebude zdvés namdhan za svou mez pruznosti (tedy pokud nebude nevratné
deformovan), budou platit jiz vyféené vztahy ze zadédni, tedy Ze je protichudny moment
sily pfimo imérny torzni konstanté zavésu k a thlu stoceni 6 v radidnech:

M2 = 7&0.

Pokud tedy porovndme oba momenty, ziskdme rovnici

GLMm = kb,

r2

ze které urcime vztah pro gravitacni konstantu

_ KkOr?
T MmL’

Problém je v tom, Ze thel stoCeni § musi byt vyjddfen v radidnech (jelikoz torzni konstanta
se uvad{ pro radidny) a my jej madme mit vyjaddieny ve stupnich. Nasi hodnotu ve stupnich
tak musime umeéle prevést na hodnotu v radidnech, aby rovnice platila.
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Pfi pfevodu ze stuptiti na radidny ndm vznika konstanta nrad/180° (jelikoz nrad odpovida
180° a chceme, aby se stupné zkratily a aby radidny zustaly). Mame tedy 6 = 04 - /180,
kde 6 je v radidnech a 64 je ve stupnich. Muzeme tak dosadit

_Lnﬁdﬂ
T 180 MmL

2. Pro prehlednost si schovejme vsechny presné znamé veli¢iny pouzité ve vztahu pro gravi-
ta¢ni konstantu (ze kterého budeme vychézet) za konstantu, kterou si ozna¢ime k

T KT2

180 Mm *

Potom miizeme zapsat, zZe
k
G=04—.
7
V nésledujicich vypoctech budeme pouzivat dvé jednoduché pravidla. Prvnim je, ze pokud

plati vztah
a=kb,

kde a je zavisla veli¢ina, k je ¢islo bez nejistoty (tedy konstanta) a b je nezdvisld veliina,
potom pro jejich (normdln{) nejistoty plati

Ug = kup .

Druhym je vztah pro relativni nejistotu

00 = — .

Diky prvnimu pravidlu plati mezi nejistotami G a 04 néasledujici vztah:
ug = ued Z )

coz diky druhému pravidlu prepiSseme pomoci relativnich nejistot:

56 (G = 6o, (Ba) .
L

Dostali jsme rovnici, kterd fikd, ze pokud chceme mérit G s nejistotou da o velikosti

jednoho procenta a mame k dispozici aparaturu, kterd dovoluje mérit thel s nejistotou

0o, (v nasem pfipadé taktéz jedno procento), tak vSe musime kompenzovat odpovidajici

délkou vah L. Z toho si vyjadfime ono potiebné L a dosadime za konstantu k

69d<0d> _ s Ii’/‘2(59d<9d>

L=k35.0G) = 180 66(G)Mm *

Nakonec dosadime hodnoty ze zadani:

T 2,3-103N-m- (1072m)?-1%-0,2

L=—
1801%-6,6743 - 101 m3-kg—1-s=2 - 10kg - 1 kg

=12m.
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Aby byly splnény zadané podminky pro relativni nejistoty gravitacni konstanty a dhlu
stoceni, musi byt délka torzniho ramena L = 1,2m.

Mizeme si vSimnout, Ze délka ramena je dost malé na to, aby se vesla napf. do mistnosti.
Chyba experimentu bude pravdépodobné vétsi diky cizim vliviim, jako jsou poryvy vét-
ru ¢i cizi gravitacni pole. V zadani jsme predpokladali, ze Cavendish naméril hmotnosti
a vzdélenosti dokonale presné. Tento predpoklad je i za Cavendishovy doby velmi dob-
fe splnitelny, nebot tyto veli¢iny 1ze opakovanym meéfenim dobfe urcit. Vidime tedy, ze
Cavendish mohl vskutku pred vice nez 200 lety uskutec¢nit relativné presné méteni.

Chcete-li se o chybach méteni dozvédét vice, prectéte si nas text Hokus Pokus:
https://vyfuk.mff.cuni.cz/jak_resit/hokus_pokus.

Tomds Patsch
patscht@vyfuk.mff.cuni.cz
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