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Uloha ILE ... Bojo(vé) jojo 7 bodli; pramér 4,96; fesilo 45 studentt
Cfm je kolo &8 a vétsi, tim vice nds stoji jej roztoéit. Tomuto prirodni-
mu zdakonu se nevyhne ani tak malé kolecko, jakym je jojo. Nékteri z vas
mohli v minulé tiloze zkoumat existenci vztahu mezi tim, jak je jojo tézké
a jak rychle se odviji na svém provazku — provérme to nyni experimen-
talné! Seznamte se s délkou provazku na svém joju a zmeérte, jak dlouho
trva, nez se vlastni vahou samo rozvine. Poté své jojo vylepSete a sy-
metricky na néj, napriklad pomoci spejli, pripevnéte promérené zavazi
(napr. z plasteliny), které se bude tocit spolu s nim. Vyzkousejte, jak
ovlivni ¢as to, Ze jste pridali zatéZ na stred joja (oproti joju bez zdvazi),
ale také to, jak ovlivni ¢as odmotavani posouvani zavazi dale od stredu
Jjoja (v idedlnim pripadé to miZete zndzornit graficky). Nakonec popiste,
jaka casova zména by pro vas byla intuitivni a proc, a zda ji experiment
potvrdil.

Teorie

V této ¢éasti se pokusime odvodit teoreticky model. Diky nému dokadzeme predikovat, jak by
mél byt méreny cas ovlivnén tpravou polohy zavazi v zavislosti na jeho poloze od stiedu. Jde
o pokro¢ilejsi tlohu z mechaniky, jejiz feseni po véas nikdo ve vasich feSenich nevyzaduje. Vyuziva
se pri ni totiz vyrazné konceptu tzv. momentu setrvacnosti, se kterym jste se na zakladni skole
nemuseli setkat. Proto pokud se o tuto tlohu nezajiméate do hloubky z hlediska teoretického
vysvétleni, miizete tuto Cast preskocit a pak v té druhé a ttreti vidét, jak maji spravné namérené
vysledky vypadat.

Moment setrvac¢nosti je velicinou popisujici zjednodusené feceno , jak Spatné se téleso roz-
taci“, tedy ¢im je moment vétsi, tim vétsi silou nebo delsi dobu musime na téleso pusobit,
abychom jej roztocili. Samotnému joju se moment setrvacnosti Jj = mjrj2/2 neméni. Jeho
hmotnost m; je stile stejnd — konstantni, stejné jako jeho polomér rj.

My ale na jojo priddme prstenec plasteliny, tedy zvétsime moment setrvac¢nosti soustavy
joja s plastelinou o J, = my - r,°. Hmotnost plasteliny m,, zachovime pro vSechna méieni
konstantni. Zajimé nés, co se bude dit se zménou poloméru prstence r,. Cim bude prstenec dal
od stfedu joja, tim vétsi bude (podle vzoreckl vyse) hodnota momentu setrvacnosti a tim hite
se jojo bude roztacet. Vyssi silou jej roztacet nemuzeme — pusobi na néj tihova sila zptusobend
gravitaci Zemé, a tu doma jen tézko ovlivnime.

Aby se tedy jojo s vétsim polomérem plastelinového prstence roztocilo na stejnou ihlovou
rychlost jako jojo s prstencem mensim, muselo by se roztacet delsi dobu. Z toho plyne, Ze ¢im
mensi mé jojo plastelinovy prstenec, tim rychleji se bude odvijet z provazku a dorazi tak na
konec driv.

Nyni trocha matematiky pro zvidavé — vypocteme si explicitni vzorec pro Cas, za ktery se jojo
odmoté. V ruce mé jojo potencidlni energii E = mgl, kde m je hmotnost joja i s plastelinou a [ je
délka provazku, tedy vyska nad bodem, kde se jojo zastavi. Ze zakona zachovani energie plyne,
ze celkova kinetickd energie joja, které se dorozvine na konec provazku, se rovna potencidlni

!Pochopitelné je také pro porovnani vhodné zmérit i hmotnost samotného joja bez provizku.
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energii joja v ruce. Jojo mé dva druhy kinetické energie — otacivou E, = Jw?/2 a posuvnou
E, = mv?/2 (neboli rotaéni a translaéni). Ze zdkona zachovéani energie tedy dostaneme rovnici:

mgl = é]wQ + %va.

Pottebujeme vyjadrit posuvnou rychlost joja v, ale nez upravime rovnici, dosadime za nor-
maélni rychlost tthlovou w = v/r¢, kde r¢ je polomér osy (tycky), na které je navinuty provazek.
Za jednu otocku osy se jojo odvine o jeji obvod, tedy rychlost, jakou se posouva, je stejna
jako obvodové rychlost osy. Nyni miizeme vytknout v?, vyjadfit jej z rovnice a odmocnit ji.
Dostaneme tak:

2mgl
-7

rZ4+m

v =

Dale vime, ze drahu rovnomérné zrychleného pohybu vypocéteme jako | = vt/2. Polovina
koncové rychlosti v je totiz prumérnd rychlost joja. Z toho vyjddiime ¢as t = 2[/v. Dosadime
za rychlost predchozi vzorec a za moment setrvacnosti J = Jj + J, a dostavame:
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Po zjednoduseni tak dostaneme netrividlni vzorec:
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Meéreni
Abychom omezili relativni nepfesnost méreni zpusobenou nenulovym reakénim casem c¢lovéka,
bude pouzité jojo mit provazek o délce I = 2m. Cim deldi provizek, tim deldf ¢as a tim mensi
relativni nepfesnost Casu. Jojo navineme, umistime dostatecné vysoko, aby po odvinuti do
niceho nenarazilo, a pustime. V tentyz moment spustime stopky, které zastavime, jakmile se
provizek odmoté cely. Ze se jojo odvinulo, pozndme nejen pohledem, ale i jemnym Skubnutim,
které ucitime, pokud provazek drzime v ruce. Aby bylo nase méreni jesté presnéjsi, pro kazdou
vzdélenost plastelinového prstence od stiedu joja mérime alespon desetkrat. Deset méreni pak
zprumeérujeme a vypocteme z nich odchylku®

Ve vyse odvozeném vzorci pocitame s plastelinou jako s tenkym prstencem, ktery idedlné
mé zanedbatelnou tloustku. Redlné prstenec plasteliny o hmotnosti m, = 7g zanedbatelnou
tloustku mit nebude, takze by se namérené hodnoty mély od téch teoretickych lisit. Abychom
mohli hodnoty vypoétu a méfeni porovnat v jednom grafu, budeme jako polomér prstence

2Jak na to se dozvite na nasich webovych strankach v sekci Hokus Pokus.


http://vyfuk.mff.cuni.cz/jak_resit/hokus_pokus
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uvazovat polomér pomyslné kruznice uprostied tloustky naseho skutecného plastelinového kolaE
Ve vzorci si muzete v§imnout, ze pokud polomér plastelinového prstence bude nulovy, ,,zbude“
pouze moment setrvacnosti joja. Nastane tedy situace, kdy na joju zddna plastelina neni.

Polomér plasteliny ~Prameérny naméteny ¢as/s  Odchylka/s

rp0 = 0,0 cm 1,46 0,06
rp1 = 0,5 cm 1,40 0,03
rp2 = 1,0 cm 1,60 0,05
rp3 = 1,5cm 1,72 0,04
rpa = 2,0cm 1,90 0,04

Tab. 1: Vysledky méreni

Hmotnost pouzitého joja je mj = 22g, polomér stfedové tycky r¢ = 0,5cm a polomér
joja rj = 2cm.
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Obr. 1: Vysledné naméfené hodnoty casu

Jak je z grafu vidét, vysledky méreni teoretickému predpokladu odvozenému na zacitku
odpovidaji pouze chovanim, nikoliv hodnotou, ackoliv u nékterych se teoretickd hodnota na-
chazi v intervalu odchylek. Pri vypoctu teoretického predpokladu jsme totiz zanedbali nékteré
vyznamné vlastnosti, jako napfiklad t¥eni o provdzek, nenulovou tloustku plasteliny (ovlivni

3Nadsenci si mohou na vlastni nebezpeé&i sami zkusit odvodit vzorec, ktery by zohlednil nezanedbatelnou
tloustku plasteliny.
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moment hybnosti), fakt, ze osa otaceni joja je lehce posunutd od jeho osy soumérnosti, fakt, ze
pri odvijeni provizku za¢indme na vétsim poloméru, protoze je nenulové tlusty, a polomér osic-
ky se, jak jojo klesa, zmensuje. Déle jsme zanedbali jesté nespocet dalsich jevi, které ovliviiuji
chovani joja.

Také jsme pfi vypoctu teoretickych hodnot poéitali s tim, Ze zméfené parametry joja (jeho
hmotnost, polomér. . .) jsme namérili pfesné, coz se redlné nestalo.

Zéaroven znacné chyby zpusobi i nase pozornost. Stojime-li dva metry nad koncem provazku
a jojo se po klesnuti ihned zacne vracet, Spatné se odhaduje, kdy je vlastné opravdu v nejnisim
bodé. Ono zminované skubnuti lanka totiz neni tak vyrazné, aby odhad usnadnovalo. To také
mohlo zpusobit, ze prvni naméfend hodnota je vyrazné vétsi, nez druhé, ackoliv podle teorie
by to mélo byt naopak.

Zavér
Namérili jsme cas, za ktery se jojo odvine z provazku, a to jak pro jojo samotné, tak i pro jojo
s prilepenou zatézi v podobé plasteliny ruzné daleko od stredu.

Podle teoretického predpokladu by se jojo bez plasteliny mélo odvijet po nejkratsi cas, avsak
vysledek méteni predpokladu neodpovida. Muzeme se jen domnivat, zda to bylo zptsobené ne-
presnostmi méfeni nebo zanedbanim spousty faktori ve vypoc¢tuf Jojo se bez plasteliny odvi-
nulo za ¢as to = (1,46 +0,06) s. Ostatni hodnoty odpovidaji pfedpokladu, ze éas se vzdalenosti
z4té7e od osy soumérnosti joja poroste. Zadns se viak, jak je vidét z grafu, nerovnd hodnoté
vypoctené. I zde mtze byt odchyleni se zptsobené nepresnostmi v méreni, avSsak pro nékterd
méreni lezi teoretickd hodnota alespon v intervalu odchylek. Spis tedy neshodu teorie s praxi
pripiseme zanedbanim pii odvozovani vzorce. Jojo s plastelinou nejblize stredu se odvinulo za
¢as t1 = (1,40 £ 0,03) s, déle ¢as se vzdélenosti rostl, t2 = (1,60 +0,05)s, t3 = (1,72 +0,04)s
a jojo s plastelinou nejdal od stfedu se odvinulo za t4 = (1,90 £ 0,04) s.

Pomalého roztaceni pri zdvazi daleko od osy otaceni vyuzivaji napiiklad setrvacniky, které
miuzete potkat i ve spousté hracek, tfeba oblibenych auticek. Podivéate-li se zpatky na vzorecky
energii v teoretickém uvodu, muzete si vSimnout, ze ¢im vét$i moment setrvacnosti, tim vice
energie se ulozi v podobé té otacivé (na posuvnou pak ,nezbude“, protoze potencidlni pied
pusténim joja mdme omezené mnozstvi, tedy rychlost posouvani musi byt nizs{). Kdyz se pak
setrva¢nik nékam kutdli, tfeni mu ubird energii posuvnou, ktera se doplni ze ,,zadsob® té rotacni
a setrvacnik se vydrzi otacet déle.

Soria Husdkovd
sona@vyfuk.mff.cuni.cz
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4Mize to znit, Ze zanedbavani je §patné, ale mnohdy musime nékteré véci zanedbat, abychom viibec byli
schopni se svymi znalostmi matematiky piiklad spocitat. Kazdé zanedbani vsak, jak muzete vidét, prindsi
oddaleni se od skutec¢nosti.
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