Vypoéty fyzikalnich tikolti — kores. sem. MFF UK pro ZS Reseni IV.L.5

Uloha L5 ... Spousta rezistoru 8 bodii; priamér 3,95; Fesilo 44 studentt

Pato objevil na Matfyzu skrini plnou rezistorii s odpory 1€). Z dlouhé chvile je zacal zapojovat
do zebrikového zapojeni, viz obrazek. Jedna ,bunka“ schématu se sklddala ze dvou rezistorii a
po kazdém pripojeni dalsi buriky Pato popadl multimetr a zméril odpor svého zapojeni mezi
body A a B.

B

a) Spoctéte odpor 1, 2, 3 a 4-burikového Zebiiku.

b) Mozn4 jste sami zjistili, Ze odpor ¢tyr bunék spocitame snadno z odporu tii bunék. Naleznéte
vztah pro odpor n + 1 buiikového zapojeni (ozn. R,+1), pokud zndte odpor n bunék R,.
c¢) Prepiste tento vzorec do vhodného tabulkového editoru (napr. Excel) a vzorec ,roztdhnéte*
pres alespon 50 bunék. Meéli byste tak zjistit, k jakému cislu se bude blizit odpor Patova
zapojeni pro velky pocet bunék. Napiste nam tuto hodnotu s presnosti na 6 desetinnych

mist.

Najskor vypocitajme podla zadania postupne pre pocty buniek n = 1 az n = 4 celkové odpory.
Pro n =1 tu nie je Co riesit. V obvode mame iba dva sériovo zapojené rezistory

Ri=R+R=2R=2Q.

Pro n = 2 je situdcia iba o trosku komplikovanejsia. Na vyriesenie si sta¢i obvod prekreslit
do sympatickejsieho tvaru jako na obrazku 1 tak, aby sme vedeli s istotou urcit, ktoré rezistory
su voci sebe zapojené sériovo a ktoré paralelne
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Obr. 1: Prekreslené rebrikové zapojenie pre n = 2
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Oznacéme si odpor paralelnej casti ako R*. Jeho hodnotu vypocitame klasickym spdsobom,
dosadenim do vzorca pre paralelné zapojenie

L1
R* 2R R
Celkovy odpor zapojenia Rs teda podla obriazku bude

+_ 2
= R —3R.

RQ:R+R*:2R£1,67Q.

Pro n = 3 vidime, Ze v tomto pripade uz zacina byt trosku problém pocitat celkovy odpor.
Nie kvoli tomu, ze by sme nevedeli, akym sposobom to urobit (vSak si vSetko len sériové
a paralelné zapojenia), ale preto, lebo to za¢ina trvat dlho.

Existuje vsak trik, vdaka ktorému si vieme pocitanie omnoho zjednodusit. Sta¢i si uvedomit,
ze vacsinu obvodu sme uz vlastne zratali. A to hned v Casti pred chvilou, ked mal obvod este
len dve bunky.

Obr. 2: Nahradenie ¢asti obvodu uz zndmym odporom

Ked sa poriadne zahladime na siet odporov pozostavajici z troch buniek, vidime v nom
skryty obvod pozostdvajuci z dvoch buniek. Ale ten sme uz predsa vypocitali. Vdaka tomu, ze
odpor Rz uZ pozndme, vieme velmi rychlo spocitat aj celkovy odpor Rs
R:R 2R+ R, 13

=R = R=—R=1,6250Q.
+R2+R Ra+ R 8 ’

1
Ry=R+ 31—

i + —_
R Ry
Pro n = 4 opét vyuzijeme rovnaky trik. Kedze pozndme odpor rebrika pre n = 3, vieme
rychlo spocitat aj odpor toho istého rebrika, ktory ma o jednu bunku navyse. Pouzijeme uz
upraveny tvar vztahu, ktory sa nachddza vyssie

_2Rs R, 34

Ri=28 T p _2"R—_1619Q.
‘T Rs+ R 21 '

Zaciname si uvedomovat, ze takto by sme postupne dalej vedeli spocitat vdaka zndmemu
odporu R4 aj odpor Rs. A z Rs zase Rg. A tak dalej az donekonec¢na.
Teda vSeobecne, ak ma rebrik n buniek a zndmy odpor R,,, tak celkovy odpor rebrika, ktory
ma o jednu bunku viac je jednoducho
2R, + R
Rpy1=—=———R.
TR+ R
Takyto vztah sa nazyva rekurentny. Ked je nejakd rovnica rekurentnd, zmanend to, ze vdaka
nej vieme pocéitat nejakti novi hodnotu (v tomto pripade odpor R, +1), iba ak pozndme ,start®
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hodnotu (odpor R,). V dalsom kroku sa tato novd hodnota nazve starou a cyklus sa zopakuje,
pricom na jeho konci bude ind nova hodnota. Takto mdze cyklus prebiehat donekonecna.

Obzvlast vo fyzike existuja pripady rekurentnych vztahov, kedy sa dalsie a dalSie nové hod-
noty pomaly blizia k ur¢itému ¢islu. Ako priklad sa pozrime na takyto jednoduchy rekurentny
vztah

— l‘n
Tn4+1 = 7 .
Ked zac¢neme ¢&islom z1 = 1, tak budeme postupnym dosadzovanim dostévat nové hodnoty 1/2,
1/4, 1/8, ... Je zrejmé, zZe vSetky tieto hodnoty sa postupne blizia k ¢islu 0. Ako zistime, ¢i sa

odpor rebrika tiez blizi nejakej pevnej hodnote? Ide to rovno dvomi spésobmi. V jednom budeme
vyuzivat tabulkovy editor (napriklad Excel) a v druhom to vypodéitame priamo. Ukdzeme si
obidva sposoby.

Pouzitie Excelu

Excel je v prvom rade Sikovny program. Stac¢i, ked mu napiSeme do prvych dvoch policok
podiatoéné hodnoty (pre nds to je n = 1 a R1 = 2Q) a napovieme mu, aby dalsie hodnoty
pocital podla rekurentného vztahu

2R, +1

Rn+1: Rn+1 .

Ako mu to ale povieme? Uplne jednoducho. V jednom stipci budeme mat zoradené hodnoty
pre n (tie budi postupne rast: 1, 2, 3, ...). Celkové odpory, ktoré bude Excel sddzat do polic¢ok
druhého stipca vypoéita vdaka tomu, Ze poznd to predoslé policko (o jedno vyssie).

Momentélne pozname iba hodnotu R;. Ak chceme vypocitat hodnotu Rs, klikneme na
policko pod R; a povieme mu, aby Rs vypocital podla rekurentného vzorca, ktory do policka
napiseme za znamienko =. Aby sme tento vzorec nemuseli pisat pre kazdé dalSie policko, Excel
to vyriesi za nés. Uplne staéi, ked policko potiahneme (akoby prediiime) o kus nizsie. Program
automaticky vypocita vsetky dalsie hodnoty od Rz az po R, ktoré chceme. Vystup hodnot pre
prvych desat buniek vyzera ako v tabulke.

R0
2,0
1,666667
1,625
1,619048
1,618182
1,618056
1,618037
1,618034
1,618034
1,618034

OO Ui W3

—_
o

Uz z prvych desiatich vysledkov vidime, ze hodnota celkového odporu rebrika sa od n = 8
nemeni uz ani na prvych 6 desatinnych miestach. To znaci, ze odpor rebrika sa blizi k nejakej
pevnej hodnote. Nie je dovod pochybovat, ze pre vicsie n by sa tato hodnota na prvych Siestich
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desatinnych miestach mala menit (overte si, Ze sa nemeni, ked natahujete vzorec v Exceli dalej).
Celkovy odpor rebrika dlhsieho nez 7 buniek je teda priblizne

R.=1,618034Q.

Matematicky pristup

Vypoctom v Exceli sme overili, Ze odpor rebrika sa pomaly blizi k nejakej konecnej hodnote Ry,
aj keby sme do obvodu zapojili nekone¢no buniek. Ak je to skuto¢ne tak, potom musi platit,
ze ked uvazujeme velikdnsky, takmer nekonecny pocet buniek N rebrika, ich odpor bude velmi
blizky hodnote Rx. Ak k tomuto zapojeniu priddme dalsiu bunku, zmena odporu bude naozaj
malink4, takmer nijaka.! Pre odpor R mozeme teda priblizne napisat

R _2Rk+R
TRt R

Roznésobenim sa dostdavame ku kvadratickej rovnici
R~ RRR—-R*=0.

TWto rovnicu vieme riesit bud sami, alebo pomocou lepsej kalkulacky. Sami si mézete overit, ze
rieSenia tejto rovnice si hned dve

R+ VR*+4R* _1++5
2 T2 ’
R—VR?+4R? 1-+5
2 T2

Mat dva rézne vysledky nie je uplne najlepsie, pretoze fyzika je len jedna a keby sme si Patov
rebrik postavili, urcite by sme nenamerali naraz dve rézne hodnoty odporov.

Nastastie existuje zdchrana. Ak si oba vysledky napiSete do kalkulacky, mozete zistit, ze
druhé riesenie je zaporné. Moze byt ale elektricky odpor zdporny? Nemodze. Preto mozeme
prehlasit, ze druhé riesenie, aj ked matematicky spravne, nemd fyzikdlny zmysel. Pretoze nieco
také vo fyzike jednoducho neexistuje.

Spravna hodnota odporu Ry je teda rovnd prvému rieseniu rovnice Ry

1+2\/5Q

Ri =

Ry> = Q.

Ry =

=1,618034%Q2.
Vidime, ze obidva postupy (Excel aj priamy vypocet) ddvaji rovnaké vysledky, ¢o ukazuje,
Ze spravna cesta k vysledku nie je len jedna.
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Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

!Predstavte si, ze by sme mali zapojenych nekoneéno buniek a ich odpor by bol presne Ry. Ak by sme
pridali dalsiu bunku, je to stdle nekoneéno (lebo nekonec¢no 4+ 1 = nekonec¢no) buniek a odpor sa nezmeni.
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