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Uloha ILI.V ... Moment setrva¢nosti 7 bodii; (chybi statistiky)

1. Matéj mél po skole hodné casu, a tak se rozhodl, Ze si zajede na vylet na kole. Pri jizdé zacal
premyslet, pro¢ maji kola slapky a na jakém principu vlastné funguje hiidel. Doma nasel
model hridele s klikou a zacal ho zkoumat. Zkuste to taky, vypocitejte moment setrvacnosti
hridele s klikou vzhledem k ose hridele. Hridel s klikou jsou homogenni télesa a maji
hmotnost M = 15kg a tloustku d = 5 cm. Hridel ma délku | = 1m, svisla c¢ast slapky ma
délku d a jeji vodorovna cast délku 3d. Soustava je tedy celkem dlouha vodorovné l + 2d
a svisle 3d (vizte obrazek |1).
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Obrézek 1: Nakres konstrukce hiidele

2. Matéj piisobil na stred Slapky tecnou silou F' = 200N kolmou ke sméru otaceni. Jakou
préci vykona po t = 3s otaceni?

Moment setrvacnosti plného vélce vzhledem k jeho ose symetrie je mr? /2, kde r je polo-
mér valce. Moment setrvacnosti vzhledem k ose kolmé na tyc¢ prochazejici jejim koncem
je mL?/3, kde L je délka tyce.

Népovéda: Ve Vyfucteni si pozorné vsimnéte znéni Steinerovy veéty. Ke které ose télesa se
vzdy vztahuje piivodni moment setrvacnosti, od néhoz se pak urcuji momenty setrvacnosti
vzhledem k rovnobéznym osam?

3. Spocitejte kinetickou energii jedouciho Matéje vcetne jeho kola. Matéj jede konstantni
rychlosti v = 20km-h™", kola jeho bicyklu maji tvar tenké kruhové obruce o poloméru r =
= 584 mm a hmotnost kazdého z nich jem = 1800 g. Celé kolo i s Matéjem vazi M = 76 kg.
Pohyb cyklisty pri slapani a odpor vzduchu zanedbejte. Kola neprokluzuji. Kolik procent
celkové energie tvori rotacni energie?

1. Hiidel s klikou si rozdélime na 3 ¢asti (vilce) a postupné spocitdme jejich momenty setr-
vacnosti vzhledem k jednotné ose otaceni O.

Moment setrvac¢nosti (vzhledem k ose O) Ji vodorovné ¢ésti o délce | vypocitame snadno
podle vzorce pro moment setrvacnosti plného valce vzhledem k jeho ose symetrie uvede-
ného v zadani jako

mi(d/2)?  mid?

h=—5 =%
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kde m; je hmotnost uvazovaného vélce a d/2 je dle obrazku jeho polomér.

Moment setrvacnosti (vzhledem k ose O) Jo vodorovné ¢dsti o délce 3d vypocitame podle
Steinerovy véty jako

33

2
mad +m2(2d)* = §m2d2,

Jo =

kde ms je hmotnost tohoto vélce, d/2 je jeho polomér a 2d je vzddlenost jeho osy symetrie
od osy otdceni O. Steinerovu vétu zde mizeme pouzit, protoze jsou obé osy, vici nimz
momenty setrvacnosti poc¢itdme, rovnobézné.

Moment setrva¢nosti (vzhledem k ose O) J3 svislé ¢ésti o délce d vypocitame jako moment
setrvacnosti svislé tyce, na kterou dany valec aproximujeme. Dle Steinerovy véty plati

Jz = Jar +mad®,

kde Js3T je moment setrvaénosti tyde vzhledem k ose (rovnobézné s osou O) prochdzejici

Steinerovu vétu a vzorec pro moment setrvacnosti tyce vzhledem k ose otaceni prochazejici
jejim koncem

msd® (1 )2 1 2
3 = Jsr +mg3 2d =  J3r = 12m3d s
kde d/2 je vzdélenost tézisté (stfedu) od konce tyce. Dosazenim do vztahu pro J3 dosta-

neme

1 2 2 13 2
J3 = 12m3d + msd” = 12m3d .

Pozor, pokud bychom se pokusili ziskat vysledek pomoci Steinerovy véty rovnou z mo-
mentu setrvacnosti tyce kolem jejiho konce m3d2/37 tedy jako
1

2
J3 = §m3d2 —+ ms (g) = lmng,

dospéli bychom k jinému (a Spatnému) vysledku, nebot Steinerova véta plati pouze, pokud

Nyni musime vyjadrit hmotnosti mi, me a ms jednotlivych casti. Jelikoz je celé téleso
homogenni, bude pomér objemu dané ¢asti ku objemu V' celého télesa stejny jako pomér
hmotnosti dané ¢asti ku hmotnosti celého télesa. Staci tedy vynésobit konkrétni pomér
objemu celkovou hmotnosti télesa M a ziskdme hmotnost odpovidajici ¢asti télesa. Ob-
jem hiidele dostaneme sou¢tem objemu vSech tii valcti, priCemz obecné je objem vilce
o priiméru D a délce L roven (nD?/4)L.

rd? rd? rd? rd?

Hmotnosti jednotlivych dila jsou pak
_ I(rd?/4) 1
™= Gt T raath
3d(nd?/4) 3d
= = M
"2 Gd2 /01 + 4d) I+4d"
2
- d(nd*/4) d M

(rd2/4)(1 +4d) "~ 1+4d
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Zbyva uz jen dosadit hmotnosti do odpovidajicich momentti setrvacnosti a vsechny mo-
menty setrvacnosti secist.

J=Ji+Ja+ J3
l 5 33-3d 2 13d 2 3l+323d

— " Md® =2 M
8( + 4d) 8( 1 4d) 12(1 + 4d) 24( 1 4a) ¢

Dosazenim hodnot veli¢in v zdkladnich jednotkach (d = 0,05 m) ndm vyjde vysledek J =
= 0,025 kg-m?.

2. 7 Vyfucteni vime, Ze pro praci W vykonanou pfi ota¢ivém pohybu plati
W =Mop,

kde M je moment sily, kterym téleso roztacime, a ¢ je tihel, o néjz se téleso otodi.

Moment sily spoéteme jako soucin velikosti sily F' a kolmé vzdélenosti pusobisté sily od
osy otaceni, v nasem piipadé 2d

M =F-2d=2Fd.

7 obdoby druhého Newtonova zdkona pro rotacni pohyb uvedeného ve Vyfucteni ve tva-
ru Je = M vyplyva, ze vysledny moment sil udéluje télesu thlové zrychleni e = M/J.
Vztah mezi thlem otoceni ¢ za ¢as t a thlovym zrychlenim e pri rovnomérné zrychleném
otacivém pohybu pak koresponduje se zndmym vztahem pro drahu s primocarého pohybu
télesa z klidu s konstantnim zrychlenim a.

2

! 2 1et
s=—-a =-
2 L

Dosazenim za thlové zrychleni a moment sil dale upravime na

— lgf — EtQ
LI A A
Nakonec dosadime za veli¢iny M a ¢ do rovnice pro vykonanou praci W a upravime

Fd , 2F%d%?
W=2Fd —t*="—",
J J

Ciselné (s vyuzitim J z predchozi podilohy) vychazi W = 72kJ. Je nutné dodat, Ze pro
cyklisty je takova prace nerealisticka*

3. Energii E slozeného pohybu, ktery cyklista a kolo vykonava, si rozlozime na soucet
translaéni (posuvné) a rotaéni (otécivé) slozky, tj. Eu a Fros. To ndm povoluje Koni-
gova véta (zminénd ve Vyfudteni).

Matéj s bicyklem konaji (nezrychleny) posuvny pohyb. Velikost jeho translacni energie
spocteme jednoduse jako

1
Ey = §Mv2.

LTi nejlepsi kratkodobé dosahuji vykonu kolem 2000 W, tedy ani ne desetiny vysledku.
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Otéacivy pohyb konaji pouze kola bicyklu. Velikost rotacni energie obou dvou kol je
Bt =2- %JW2 = JW27

kde J je moment setrvac¢nosti rotujiciho kola vzhledem k ose otdceni umisténé v tézis-
ti (zde totozném s geometrickym stiedem) kola a w je jeho thlovd rychlost. Jelikoz se
vSechna hmota kola nachézi ve stejné vzddlenosti r od osy otaceni, odpovidd moment
setrvacnosti J = mr?. Z podminky, e kola neprokluzuji, plati rovnost mezi posuvnou (v)
a obvodovou (wr) rychlosti kol

v
V= wr = w = —.
T

Nyni jiz muzeme dosadit do vzorce pro rotacni energii

2 (V)2 2
FErot = mr (7) =muv°.
r

Celkova energie jedouciho Matéje i s jeho kolem je tedy

1 M
E=FEi + Erot = §M'U2+m'U2 = (? +m) 1)27

76 kg 20
B= (28 118K
( g TS g) (3,6

2
m~sl> =1230J.

Pomeér rotacni a celkové energie pak ¢ini

FErot _ mv? _ 2m _ 2-18kg 459
E  (M/2+m)v2 M+2m T6kg+2-18kg
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