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{Z@?ﬁ Vyfucteni: Rozmérova analyza

Predstavte si, ze stavite obrovsky most. Na stole mate plany, v pocitaci model a v hlavé spoustu
fyzikélnich vzorcu. Ale nez se pustite do prace, chcete védét, jestli to celé dava vibec fyzikalni
smysl. To je chvile, kdy do hry vstupuje rozmérova analyz — metoda, kterd funguje jako rychla
»btechnickd kontrola® vasich rovnic.

Rozmérova analyza se pta na jednoduchou otazku: ,,Odpovidaji si jednotky na obou stranach
rovnice?“ Pokud ne, je néco Spatné, at uz to na prvni pohled vypada jakkoli elegantné. To ale
neni vSechno — tato metoda umi odhalit i zdkladni vztahy mezi veli¢inami bez slozitych vypoctu
jen z toho, jaké maji jednotky.

D4 se Fict, ze rozmérové analyza je takovy (ne plné uéinny) fyzikdlni detektor nesmysli.
Umoznuje ovérit, zda v daném vztahu ¢i vzorci vystupuji prislusné veli¢iny ve spravnych moc-
nindch. Rozmérova analyza je ovSem zcela bezbrannd proti bezrozmérnym® konstantam a ve-
licindm. V tomto Vyfucteni si ukdzeme, jak rozmérova analyza funguje, pro¢ je tak uzitecna

Fyzikalni veli¢iny a jednotky

Fyzikdlni veli¢iny predstavuji zdkladni ndstroj kvantitativniho (¢iselného) popisu p¥irodnich
jevi. Kazda veli¢ina je charakterizovdna ciselnou hodnotou a pfifazenou jednotkou, pricemz
jejich souc¢in dava mérené hodnoté fyzikalni vyznam. Kdyz budeme mit napiiklad hmotnost m =
= 5kg, pak {m} = 5 je ¢iselnd hodnota a [m] = kg je jednotka. Pouziti hranatych zévorek kolem
znacky veli¢iny ndm iika, ze myslime jednotku této veli¢iny.

K jednotnému a prehlednému popisu byla prijata Mezindrodni soustava jednotek SI, kterd
definuje jak soubor zakladnich veli¢in, tak i od nich odvozené veli¢iny. Zdkladni veliciny tvori
nezavisly systém, z néhoz lze pomoci matematickych vztahu a definic odvozovat ostatni fyzikal-
ni veli¢iny. Tyto veli¢iny nelze vyjadrit kombinaci jinych velic¢in, tvori tedy zakladni stavebni
zavadéjl jednotky odvozené. Odvozené fyzikalni veliciny se vyjadiuji vzdy unikatni kombinaci
zékladnich veli¢in. Kazda jednotka je tedy bud pfimo zékladni, nebo kombinaci nasobeni sed-
mi zakladnich jednotek. Dopliime, ze odvozené jednotky maji casto zavedenu néjakou vlastni
znacku — napifklad abychom nemuseli psét kg-m-s~2 jako jednotku sily, piSeme N jako newton.
Je dobré alespon u casto pouzivanych jednotek tento ptrepis do zdkladnich jednotek znat.

Metody rozmérové analyzy
Homogenita rovnic

Prvni a zdkladni metodou je ovérovani homogenity rovnic. Kazda fyzikalni veli¢ina musi byt
rozmérové homogenni. To znamend, Zze na obou stranich rovnice se musi shodovat jednotky.
Neboli kdyZ méme rovnost néjakych obecnych veli¢éin A = B, musi nutné platit [A] = [B]
a samoziejmé i {A} = {B}. My se v tomto Vyfuéténi zaméiime primarné na rovnost jednotek,
ktera se d4 pomérné snadno ovérit — bez potreby néco pocitat.

! Bezrozmérné veli¢iny jsou takové, které nemaji jednotku. Napi. G¢innost 7, koeficient smykového tieni f,
index lomu n...
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veli¢ina znacka  jednotka SI
délka l m
hmotnost m kg

cas t S
elektricky proud 1 A
termodynamicka teplota T K
latkové mnozstvi n mol
svitivost 1 cd

Tabulka 1: Zakladni veli¢iny SI spolu se svymi jednotkami.

Vezméme si kuptikladu vztah pro vypocet potencidlni energie £ = mgh. Vime, Ze jednotka
energie je joule a Ze plati J = kg-m?.s™2. Mé&lo by tedy platit [m][g][h] = [E] = J. Hmotnost
a vyska jsou zakladnimi veli¢inami a jednotkou zrychleni ¢ je m-s~2. Dohromady tedy mame

[m][g][h] = kg -m-s"% - m = kg-m®.s>
Jednotkové je rovnice = mgh opravdu v poradku.

Mozny problém tohoto pristupu spociva v tom, ze je potieba si pamatovat vyjadieni odvoze-
nych jednotek pomoci téch zdkladnich. Tento nedostatek vsak mtizeme obejit tim, ze si pamatu-
jeme alespon jedno vyjadreni dané veli¢iny pomoci veli¢in, jejichZ jednotky bezpecné znadme, coz
obvykle neni problém. Z tohoto Vzoreéku si potom zjistime jakou mé dana veliéina jednotku
vzorecek pro hydrostaticky tlak p = hpg, hned vime, ze

Pa = [h][p]lg] =m-kgm * -ms > =kgm s 7.

Mocninny zakon

Druhou metodou je odvozovani mocninnych zakont mezi veli¢inami. Pokud neznédme presny
fyzikalni vztah, ale vime, které veli¢iny jej ovliviiuji, muZeme se pomoci rozmérové analyzy
dopracovat k tomu, jak by mohl dany vztah potencidlné vypadat.

Tlustrujme si tuto metodu na snaze nalézt vztah pro periodu matematického kyvadla. Bude-
me predpokladat, ze perioda kyvadla t zavisi na délce zavésu [, hmotnosti kyvadla m a tthovém
zrychleni g. Muzeme ji psat jako

t=C-1*-m’. g7
kde C je bezrozmérné konstanta, kterou pomoci této metody nedovedeme uréit a «, 3, v jsou
exponenty veliCin, které se snazime zjistit. Rovnice vyse, jak jsme jiz uvedli, musi platit i pro
jednotky, neboli

(1] = [ - [m]” - [g]" -

Rozepiseme si jednotky pouzitych veli¢in pomoci zédkladnich jednotek
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Rovnost jednotek na levé a pravé strané ndm tedy dava
s=m" kg’ - (m-s_Q)w =m*™ . kg” .57,

Jelikoz ndsobenim zakladnich jednotek mezi sebou nemuzeme dostat zakladni jednotku, ziskdme
z rovnice vyde pro kazdou jednotku samostatnou rovnici. Nasf vyslednou jednotkou musi byt s.
Vsechny ostatni jednotky se ndm vykrati, takze ndm z nich zistane m® a kg®. Musi tedy platit,
ze

rn0 — ma-M ,
0 B
kg” =kg",
st=g727

Pokud se rovnaji tyto hodnoty, museji se nutné rovnat i samotné exponenty. Resime tedy
soustavu linedrnich rovnic, v niz vystupuji nezndmé exponenty «, 3, v

O=a+7y,
0=25,
1=—-2v.

Snadno najdeme FeSeni soustavy a = 1/2, 8 =0, v = —1/2, dostaneme tedy predpis

t=C V2 m g = f’
g
coz je presné vyjadreni, které najdeme v tabulkdch. Experimentem nebo pokrocilejsim teore-
tickym vypoctem pak mtzeme urcit konstantu imeérnosti C' = 2.

Dodejme, ze tato metoda méa svd omezeni. Neumi totiz odhalit jakékoliv prendsobeni bezroz-
mérnou konstantou ¢i pripadné bezrozmérnou veli¢inou. Kdybychom tedy naptiklad zvazovali,
zda miuze perioda kyvadla zaviset na poméru hmotnosti zadvazi mi a Mésice mwm, ktery je bez-
rozmérny, tato metoda by ndm nepomohla. Idedlni je tedy pouziti v situacich, kdy presné vime,
jaké veli¢iny ve vysledném vzorci vystupuji.

Bezrozmérné veliciny

Dalsi metoda se zaméfuje na kombinaci bezrozmérnych veli¢in. Vétsina fyzikdlnich velic¢in je
vyjadiena v urcité jednotce (napf. délka v metrech, ¢as v sekunddch, hmotnost v kilogramech).
Avsak bezrozmérné veli¢iny jsou Cisla Cisté bez jednotek. Tato ¢isla hraji ve fyzice dilezitou roli,
protoze vyjadfuji napf. poméry sil, umoznuji porovnavat ruzné jevy a urcuji charakter pribéhu
déju.

Bezrozmérné veli¢iny se utvareji jako kombinace fyzikdlnich veli¢in, pri nichz se rozméry
navzdjem vyru$i. Vyslednd jednotka je tedy rovna 1 (bez jednotky).

Vyznamnym néastrojem rozmérové analyzy, ktery souvisi s bezrozmérnymi veli¢inami, je
Buckinghamova véta!

Pro fyzikdlni jev popsany n velicinami, které jsou slozeny z r zdkladnich jednotek,
existuje k = n — r nezavislych bezrozmeérnych kombinaci danyjch velicin.

2Buckinghamova véta je zajimavym rozsifenim tématu rozmérové analyzy. Na vyfeSeni tlohy neni nutna.
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Tyto bezrozmérné kombinace se nazyvaji 7 skupiny. V ptipadé, kdy n—r = 1, je jednoznacné
urceno, jak muze takovy vztah mezi zadanymi velicinami vypadat. Toto byl priklad i u popisu
matematického kyvadla, kde n = 4 byl poéet veli¢in (perioda, délka zdvésu, hmotnost zévazi,
tihové zrychleni) a r = 3 byl podet zdkladnich jednotek, z nichz jsou tyto veli¢iny slozeny (metr,
kilogram, sekunda). Proto k = 4 — 3 = 1, tedy diky Buckinghamové vété vime, Ze existuje jen
jedna kombinace, kterd dava bezrozmeérné ¢islo. Pokud je ale jiz rozdil vétsi, musime z moznosti
jak sestavit m skupinu vybrat tu, kterd dava fyzikalné smysl. Tato metoda je tedy vlastné
zobecnénim mocninného zdkona — iika ndm, kolik viibec miize existovat vzorci se zadanymi
veli¢inami, které budou jednotkové spravné. Mezi vSemi pak musime jesté vybrat i ten, ktery
je spravné i fyzikalné, coz muzeme rozhodnout naptiklad mérenim.

Dalsi pouziti

Uvedme jesté nékolik prikladu, jak si elegantné pomoci rozmérovou analyzou pri pocitani fy-
zikélnich tloh. Velmi casto zndme nékolik zdkladnich vztahd a jejich kombinovanim chceme
vyjadrit jednu fyzikalni veli¢inu s pomoci nékolika jinych znamych. Pri algebraickych dpravach
takovych vyrazii muzeme snadno udélat chybu — napf. nékde prohodime citatele a jmenovatele.
Pokud nedostaneme jako vysledek vylozené nesmyslné ¢islo, nemusime si toho vS§imnout. Prave
pomoci kontroly rozmérové homogenity ale mizeme tento problém snadno a rychle odhalit.
Pamatujme pri tomto na dalsi pravidla, kterda mohou pomoci odhalit nesmyslny vyraz. Jednak
nesmime nikdy séitat a odecitat veli¢iny s riznymi jednotkami — jaky fyzikalni smysl by mélo
napftiklad 5kg + 3s? Déle musime do funkci jako sin, cos, In dosazovat jen bezrozmérna cisla.
Jakmile néco z toho neni splnéno, nas vzoreCek nemuze byt spravny. Naptiklad kdybychom
dosli k zavéru, ze y = yo sint, bylo by zfejmé, ze je nékde chyba, nebot do sinu dosazujeme cas
v sekunddch. Kdyz zde ale bude sin(wt), jiz ptijde o bezrozmérné ¢islo. Obecné se u jakéhokoliv
slozit&jsiho vyrazu hodi otestovat, Ze rozmérové sedi. Nedokéze ndm to 100 % ovéfit spravnost,
ale spolehlivé to ukaze na chybu.

Zavér
Jednotky jsou Casto opomijené téma — po tomto Vyfucteni by mélo byt zrejmé, ze rozhod-

né nepravem. Nejen Ze s jejich pomoci dokdzeme velmi dobfe rozeznat chyby v odvozenich
a vzoreccich, ale obcas ndm mohou pomoci spravné vztahy mezi velicinami zcela odvodit.
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Korespondencni seminadr Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
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