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N @f& Vyfucteni: Otaceni, moment setrvacnosti
=

Mili fesitelé, vitejte u letosniho druhého dilu Vyfucteni, tentokrat vénovanému otaceni téles. Ve
skole ¢i pfi feseni Vyfuku jste se jisté jiz potkali s posuvnym pohybem (napf. auto jedouci po
délnici, volny pdd apod.) My si predstavime ota¢ivy pohyb a s nim tzce spojenou veli¢inu mo-
ment setrvacnosti vzhledem k ose otdceni a zjistime, Ze jeho porovnanim s posuvnym pohybem
nalezneme urcitou podobnost.

Abychom si nase tivahy a vypocty zjednodusili, nebudeme popisovat pohyb realného télesa,
protoZe to se muze ruzné natahovat, ohybat a jinak deformovat, ale jeho fyzikdlnich modelu
hmotny bod, potazmo tuhé soustavy hmotnych bodi a tuhé téleso. Jak nazvy napovidaji, na
rozdil od skutec¢ného télesa postradd hmotny bod objem, zatimco tuhé téleso si zachovava
tvar (nedeformuje se). Tuhd soustava hmotnych bodt pak mé tu vlastnost, ze se vzdjemné
vzdélenosti hmotnych bodu neméni.

Téleso miize konat pohyb posuvny (neboli translacni), otaéivy (neboli rotacni), nebo slozeny
sestavajici pravé z posuvného a otac¢ivého pohybu. P¥i posuvném pohybu se vSechny body télesa
pohybuji po rovnobéznych trajektoriich (pfimkach). Za jednotku ¢asu pak urazi vSechny body
télesa stejnou vzdalenost, z ¢ehoz plyne, Ze se pohybuji drdhovou rychlosti v jednotnou pro celé
téleso. Pri otacivém pohybu opisuji vSechny body télesa soustfedné kruznice se stifedem v ose
otaCeni. Za jednotku casu se vSechny body télesa oto¢i o stejny thel, plati tedy, Ze rotuji
spolec¢nou whlovou rychlosti w.

Zakladni veli¢iny posuvného a otacivého pohybu

Posuvny pohyb popisuji veli¢iny drdha s, drahova rychlost v a drdhové zrychleni a téles.afE
Otécivy pohyb charakterizuji veli¢iny tihel otoceni ¢, thlova rychlost w a thlové zrychleni e.
Z veli¢in popisujicich rotaci ziskdme odpovidajici veli¢iny translace vyndsobenim vzdalenosti
bodu od osy otaceni (r).

s = r v=uwr a=cer

Radiany
Mald matematickd odbocka: velikost thlu bézné udédvame v dhlovych stupnich (°), ty vsak
nejsou jednotkami SI¥ a proto je pred dosazenim musime prevadét na jednotky obloukové miry,
tj. radidny (rad). Pfevodni vztah vychézi z vlastnost{ jednotkové kruznice (kruznice s polomé-
rem r = 1): délka jejiho oblouku odpovidé velikosti pfislusného stiedového dhlu v radidnech.
Obvod kruznice vypocitame jako 2nr, obvod jednotkové kruznice je tedy 2rn. Tato hodnota od-
povidéa plnému thlu: 360° = 2nrad. V praxi se ale jednotka rad vétSinou nepiSe a nechdvd se
jen samotnd hodnota velic¢iny, jeji vyznam je vSak Uplné stejny. Ze stupni na radidny a naopak
prejdeme nésledovné:
T

{x}oz{x}-lgorad, {x}rad:{x}-lgoo.

T

Slozené zévorky v zapisu {x} vyjadiuji, Ze se jednd o ¢iselnou hodnotu veliiny z bez jednotky.

1V kontextu posuvného pohybu se bézné pouziva jen ,rychlost* a ,zrychleni
2Pat¥i mezi tzv. vedlejsi jednotky.
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Moment sily vzhledem k ose otaceni

Vratme se k otacivému pohybu.
Z Newtonova zakona sily
F =ma,

kde m je hmotnost télesa a a jeho zrychleni,E vime, Ze pusobime-li na téleso silou, zménime
tim velikost nebo smér jeho rychlosti (pro ni totiz plati v = at). Téleso tak muzeme uvést do
posuvného nebo otacivého pohybu.
Otécivy ucinek sily popisuje velicina zvand moment sily vzhledem k ose otdceni M, pro jeho
velikost plati
M =Fd,

kde d je rameno sily, coz je vzdalenost sily od osy otaceni kolma ke sméru sily. Smér momentu
sily uréime podle pravidla pravé ruky: zahnuté prsty ukazuji smér pusobici sily a vztyceny palec
smér momentu sily. Ze znaménkové konvence prislusi momentu sily otacejici téleso proti sméru
hodinovych rucicek kladné znaménko a naopak.

Vsimnéme si, Ze jednotka momentu sily [M] = N-m odpovid4 jednotce préace [W] = J. Neni
to ndhoda. Pti pootoceni télesa o tthel ¢ bod vzdaleny d od osy otdceni opise drdhu s = ¢d.
Préce sily F' pusobici v te¢ném smeéru je tedy

W =Fs=Fed.

Protoze M = Fd, miuzeme psat
W=Mep.

Tento vztah vystihuje praci vykonanou na celém tuhém télese, protoze diky tuhosti se pri
otoceni posouvaji vSechny jeho body soucasné. Proto nemusime praci pocitat pro kazdy bod
zvlast — staci pouzit moment sily a tihel otoceni.

Pusobi-li na téleso vice sil, 1ze je v obecném pfipadéE nahradit jedinou silou

F=Fi+F2+---+F,.
Jeji pusobisté je pak nutné takové, Ze se zachova celkovy moment sil
M=M; +Mz+---+M,

Jelikoz jsou vSechny momenty sil télesa (rotujictho v jedné roving) rovnobézné, je celkovy mo-
ment sil pouze algebraickym souc¢tem momentu jednotlivych sil.

Uvedme podminky rovnovahy. Nekoné-li téleso translaci, je z 1. Newtonova zakona vysled-
nice na néj pusobicich sil 0. Nekoné-li rotaci, plati momentovd véta, Cili se celkovy moment sil
rovnd 0.

Jak jsme jiz vidéli a jesté uvidime, charakteristika rotujiciho télesa vzdy zavisi na ose otaceni.
Kterd to ale je? Pokud je téleso upevnéno (napf. dvefe, padajici latka), prochdzi osa otdceni

3Tlusté veli¢ina znadi, Ze se jednd o vektor, takze kromé vlastni hodnoty ji definuje i smér.

4Specialni piipad, kdy to nejde, se nazyva dvojice sil. Tyto sily maji stejnou velikost, ale opaény smér
a pusobi v riznych mistech, jejich vyslednice je tudiz 0, ale jejich moment je nenulovy. Tyto sily tak maji
pouze otacivy ucinek.
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Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni

Podivejme se na rotaci télesa z hlediska jeho kinetické (pohybové) energie. Kinetickd energie

translace je jednoduse
1
FEi. = §m112 .

drahovou rychlost, ale maji stejnou tthlovou rychlost, bylo by tedy vhodné vyjadrit kinetickou
energii pravé pomoci ni.

Predstavme si tuhou soustavu tii hmotnych bodi s hmotnostmi m1, me, ms s postupné
zvétsujicimi se vzdalenostmi od osy otaceni r1, r2, r3 rotujici thlovou rychlosti w. Kinetickou
energii soustavy vyjadiime jako soucet kinetickych energii jednotlivych bodi, drahova rychlost
jednoho bodu se pfitom rovné v; = r;wk

1 1 1 1 1
Eror = §m1(r1w)2 + imz(rzwf + §m3(7’3W)2 = 5(m1r% +mars + mgrg)af = 5J(.u2

Veli¢ina J = mir} + mari 4+ mars se nazyvi moment setrvacnosti vzhledem k ose otdcen,
jeji jednotkou je kg-m?2. Abychom uréili moment setrvacnosti télesa, museli bychom poséitat

Vv

hodnoty m;r? vech jeho bodil, ¢ehoz se dosdhne vyuzitim slozitéjsich matematickych metod.
Nékdy je ale takovy tkol snadny, napf. moment setrvacnosti tenké homogenni duté obruce

J:mlr2+m2r2—|—~~~:(m1+m2—|—...)r2:mr2.

Momenty setrvacnosti nékterych dalsich téles najdete na obrazku ﬂ

Téleso J

%TTLT'Q
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Obrazek 1: Moment setrvacnosti pro riizna télesa

5Doln{ indexy i v tomto pi{padé znadi pouze &slo bodu, tedy i € {1;2;3}.
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Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni charakterizuje setrvacnost télesa, tedy jeho
odpor vuci zméné rychlosti. U posuvného pohybu reprezentuje setrva¢nost hmotnost télesa (na
roztlaceni/zastaveni tézsiho voziku potfebujeme vice energie). U rotace také zdlezi na hmot-
nosti ale i na rozlozen{ hmoty télesa, proto naptiklad koloto¢ roztoc¢ime/zabrzdime snaz, sedi-li
pasazéri blize ose otaceni.

Moment setrvacnosti nam poskytuje uzitecny vztah mezi momentem sily a thlovym zrych-
lenim télesa, ktery je vlastné rotacni obdobou druhého Newtonova zakona F' = ma

M = Je,

kde ¢ je thlové zrychleni télesa. Vztah plati pouze za podminky, Ze se osa otaceni nepohybuje.
Rovnici vyuzijeme, chceme-li napt. zjistit, s jakym drdhovym zrychlenim a se ota¢i obvod
hmotné kladky, na niz piisobi sily znamych velikosti. Staci nam pak spocitat celkovy moment
sil M, moment setrva¢nosti J najdeme v tabulkdch (pro plny homogenni valec s polomérem r
se rovna J = mr?/2) a nakonec vyuzit vztah a = er. Moment setrvaénosti ma mnoho dalsich
praktickych aplikaci, o nichz si povime v posledni kapitole tohoto Vyfucteni.

Steinerova véta

Vvev

Pokud zndme moment setrva¢nosti vzhledem k tézisti télesa Jr, dokdZeme snadno spocitat
moment setrvacnosti vzhledem k ose posunuté o libovolnou vzdélenost d pouzitim Steinerovy
véty

J = Jr +md*,

kde m je hmotnost télesa.

Dokéazeme, ze véta plati.

Tuhou soustavu z predchozi kapitoly umistime do kartézské souradnicové soustavy Oxy se
stfedem v tézisti soustavy hmotnych bodi. Soufadnice tézisté se ziskaji sectenim souradnic
vsech bodu nasobenych jejich hmotnostmi a vydélenim souc¢tem vsSech hmotnosti.

miz1 + maZ2 + M3x3 miyi + may2 + mays
rT = =0 YT = =0
mi1 + ma2 + ms m1 + mz +ms3

Body o hmotnostech m1, ma, ms lezi po fadé na soufadnicich [z1,y1], [z2,y2], T3, y3]-

Nyni priddme druhou kartézskou souradnicovou soustavu posunutou o vzdalenost d ve smé-
ru osy x, jejimz stfedem bude nova osa otaceni o’. V posunuté soufadnicové soustavé budou
souradnice bodl [z, y1], [T, y2], [T3,ys], kde z; = z; — d a jejich vzdélenosti od o' po fadé 1,
rh, 4.

Pro vzdalenost bodu od osy otdceni (stfedu dané souradnicové soustavy) plati Pythagorova
véta.

T .
2

r? =2 4 yf = (:Bifd)2+yi2 =z —2dzi+d* +yl=ri—2dv; +d°
Moment setrvaénosti vzhledem k ose otaéeni o’ tedy bude
J =ma(r; — 2dxy + d*) + ma(rs — 2dzs + d°) + ma(r; — 2dzs + d°)

= mir? + mars + msrs + (m1 +m2 + mg)al2 — 2d(miz1 + maz2 + msxs) = Jr + md> .
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které jsme polozili do poc¢atku prvni soustavy souradnic.
Téleso 1ze rozlozit na nekoneéné mnoho hmotnych bodu a my jsme ukazali, ze pro libovolnou
trojici z nich plati Steinerova véta, ta tudiz plati i pro celé téleso.

SloZeny pohyb

Pro kinetickou energii slozeného pohybu plati Kénigova véta

1 1
E = Ey + Erot = 5777/02 + 5(]&}2,

ziskali celkovou kinetickou energii télesa, mizeme jeho pohyb rozlozit na posuvnou a otacivou
slozku, pro kazdou zvlast spocitat kinetickou energii a ty poté secist. Popsany postup lze snadno
vyuzit, umime-li pohyb télesa jednozna¢né rozdélit (musime tedy v kazdé chvili znat polohu
osy otaceni télesa).

Setrvacniky

Na rotujici téleso pusobi setrvacné odstredivé sily, sméfujici od osy otdceni, a zpusobuji na-

Téleso otacejici se kolem volné osy s velkym momentem setrva¢nosti (tedy s hmotou soustte-
dénou co nejdal od osy otdceni) se nazyva setrvacnik. Do setrvacniku lze ulozit zna¢né mnozstvi
energie a zména jeho rychlosti ¢i sméru otaceni vyzaduje velky moment sily. Diky zminénym
vlastnostem nachéazi setrvacniky uplatnéni v siroké skale oblasti. Vyrabéji se détska natahovaci
auticka pohdnénd setrvaénikem uvnitf, v automobilech (ale také t¥eba v parnim stroji) zase
setrvac¢niky udrzuji rovnomérny chod spalovacich motort, na principu setrvac¢niku funguji ves-
keré turbiny (klicova soucdst vodnich a vétrnych elektraren ¢i proudového motoru), v letectvi
stabilizuji setrvacniky s velkou dhlovou rychlosti otd¢eni umély horizont a s vyctem bychom
mohli pokracovat jesté o mnoho déle. S rotacnim pohybem se setkavadme na denni bazi. Jeho
pochopeni a vyuziti ndm vyrazné usnadnuje kazdodenni zivot.

Michaela Urbanova

michaela.urbanova@vyfuk.org

Korespondencni seminadr Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
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