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o @@ Viyfucteni: Srazky, tézistova soustava
h

Vvev

Dostavate do rukou prvni Vyfucteni 15. roé¢niku Vyfuku, vénované tézistové soustaveé. Jednd se
o ponékud pokrocily koncept, ktery ndm umoznuje hlubsi porozumeéni pohybum téles. Zaroven
poskytuje zpusob, jak jednoduse vyfesit priklady na pruzné srazky. Abychom hned ze zacatku
ro¢niku nezachézeli do prilis komplikovanych oblasti matematiky a fyziky, budeme se v textu
soustTedit primarné na TeSeni pfikladd. Potrebnou teorii kolem srazek a samotného pojmu
tézisté tedy predstavime jen kratce v néasledujicich dvou kapitolach.

Tuha a pruzna srazka

Se srazkami se v zivoté muzeme setkat v rtznych situacich — od sporti k dopravnim nehoddm.
Popsat tplné obecnou srazku dvou objektu redlného svéta mize byt komplikované. Proto fyzici
prisli se zjednodusenymi modely, které popisuji redlné srazky pouze priblizné. Stdle ndm ovsem
daji dobrou predstavu, co se pii ptrislusnych srazkdch muze stat. Tyto zjednodusené modely se
nazyvaji tuhd a pruzna srazkat

Uvazme nejjednodussi moznou situaci, kdy proti sobé v pfimce leti dva hmotné body o hmot-
nostech mi a ma rychlostmi v; a v tak, jako na obrazku ﬁ

Nasim cilem bude vypocitat rychlosti obou bodu po srazce.

pred srazkou po srazce

/ /
mi1 U1 V2 M2 v oma ma Uz

Obréazek 1: Rychlosti dvou hmotnych bodu pred sréazkou a po srézce

Jaké rovnice mame k dispozici? Zndme 2. Newtontuv zdkon, ktery fikd, ze Casovd zména
celkové hybnosti soustavy téles je rovna vnéjsi sile

Apcelk
= —. 1
At (1)

Pripomenme, ze hybnost hmotného bodu o hmotnosti m a rychlosti v je definovana jako p = muv.
Celkova hybnost nasich dvou hmotnych bodu pak je

Peelk = M1V1 + Mav2 . (2)

V uvazované srazce zadnd vnéjsi sila nepiisobi (pii srédzce na sebe ptisobi hmotné body pouze
vzéjemné, toto pusobeni diky zdkonu akce a reakce celkovou hybnost nezméni), celkovd hybnost
je tedy u srazek konstantni a tomuto tvrzeni fikdme zakon zachovani hybnosti.

!Neboli dokonale nepruzné a dokonale pruzné srézka.

2Castéji se s 2. zékonem setkdvame ve tvaru F = ma. Kdyz si uvédomime, ze zrychleni je ¢asovd zména
rychlosti @ = Av/At, tak vidime, Ze jsou obé& rovnice ekvivalentni. V textu pouzivdme formulaci pomoci
hybnosti, protoze je to praktické pti studiu srazek.

3Fyzikdlné zkuSenéjsi z vés vi, ze sila i rychlost jsou vektorové veli¢iny (kromé velikosti jsou definovany
i smérem, kterym pusobi). Stejné tak je i hybnost vektor. V obecném pripadé by tedy byla celkovd hybnost
vektorovym souctem hybnosti jednotlivych téles. V celém Vyfuéteni vSak uvazujeme pouze srazky v jedné
piimce, proto si pfi vyjadfovani sméru vystacime pouze s kladnym a zadpornym znaménkem.



Vyfuk Vyfuéteni XV.I Srazky, tézistova soustava

Takto jsme ziskali jednu rovnici. V nasi tloze ovsem chceme spocitat dvé rychlosti, proto
musime doplnit rovnici z dodate¢ného predpokladu a tim je tvrzeni o kinetické energii. Zde pak
rozliSujeme tuhou a pruznou srazku.

U pruzné srazky zanedbavame ztraty a pracujeme tedy se zdkonem zachovani kinetické
energie. Kinetickd energie jednoho hmotného bodu je rovna Ex = mov? /2, tedy pro dva body
mame

1 1
By coik = imlvf + §m21}§~ (3)

Pruzna srazka dobre popisuje napriklad srazku dvou micki.

Naopak tuha srazka je takova, ze télesa prijdou o maximalni mozné mnozstvi kinetické ener-
gie (toto obecné neznamend, ze se télesa Uplné zastavi, stdle musi byt splnén zdkon zachovéni
hybnosti). Lze ukdzatf Ze toto nastane, pokud se télesa po srdzce spoji. Pak médme jen jed-
nu rychlost po srazce a vystacime si se zachovanim hybnosti. V praxi tuhou srazkou mutzeme
popisovat napiiklad srazku dvou aut.

Podivejme se nyni na priklady. Méjme dvé kulicky o stejné hmotnosti m, které proti sobé
leti stejnou rychlosti v. Jak dopadne tuhd srdzka? Intuice ndm napovida, ze se kulicky tplné
zastavi. Ovéfme to jesté vypoctem. Celkova hybnost p je rovna

p=mv+m(—v) =0,

kde druha kulicka ma u rychlosti znaménko minus, protoze leti opacnym smérem. Celkova
hybnost a tedy i spole¢nd rychlost kulicek po srézce je skute¢né nulova.

Co by se stalo v pfipadé pruzné srazky téchto kulicek? Opét muzeme uhadnout, ze se kulicky
po sréazce rozleti opaénym smérem stejnou rychlosti v. Snadno si rozmyslime, Ze toto je skute¢né
spravné feseni. Celkova hybnost je stdle nulovd, takze zachovani hybnosti je splnéno. A jelikoz
se velikosti rychlost{ kuli¢ek nezménili, ztustala konstantni i celkova kineticka energie

Ey = %va + %va = mo?.

Takto jsme snadno spocitali nejjednodussi moznou srazku. Podivejme se nyni na obecnou
situaci, kdy jsou hmotnosti i rychlosti kuli¢ek ruzné, tj. mi1 # meo a v1 # vz (tyto rychlosti
mohou byt kladné nebo zdporné podle toho, kterym smérem kulicky leti, viz vyse).

Zde je mozné stile pomérné snadno spocitat tuhou srazku. Celkovou hybnost jsme jiz spoci-
tali v rovnici (B). Po srazce se obé kuli¢ky spoji, celkovd hmotnost je M = m1+mz a rychlost v je

potom rovna
mi1v1 + mav2

= = (4)

mi1 + ma
Opét dodejme, ze pokud kulicky leti proti sobé, mize ndm po dosazeni ¢iselnych hodnot vyjit
kladny, nebo zaporny vysledek. Podle toho poznadme, ktery smérem se spojené téleso pohybuje
(z vysledku vidime, ze se bude pohybovat stejnym smérem jako se pivodné pohybovala kulicka
s vétsi hybnosti).
Nyni uvazme stejnou situaci pro pruznou srazku. Tentokrat mame dvé neznamé rychlosti
po srézce, oznacme je v] a vy. Podle rovnic (f]) a () si napiSeme zdkon zachovani hybnosti

! !
miv] + Mavy = M1v1 + Mav2, (5)

4Napiiklad pomoci tézidtové soustavy.
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a zédkon zachovani energie

%mlv? + %vaf = %mlvf + %mgvg . (6)
Je to tedy soustava dvou rovnic o dvou neznamych, pticemz jedna z rovnic je navic kvadraticka.
Pokud bychom tuto soustavu chtéli fesit ptimo, museli bychom pravdépodobné pouzit dosazo-
vaci metodu. Tedy bychom vyjadiili naptiklad v5 z prvni rovnice a dosadili do druhé. Tim by
vysla uz jen jedna kvadratickd rovnice pro v}, kterou je mozné fesit standardnim zpisobem.
Tento postup je ovSem pracny a pii Upravich vyrazi snadno udéldme chybu (specidlné pokud
tlohu potfebujeme vytesit v omezeném ¢ase). Proto se v praxi ¢asto pii vypoctech pouzivd trik
s tézistovou soustavou, ktery vysvétlime v nasledujicich kapitolach.

Téziste
Vratme se k teoretickym tvahdm. V rovnici (ﬂ) jsme vidéli, ze vnéjsi sila zpusobuje zménu

celkové hybnosti. Toto plati jak pro soustavu bodi, tak pro tuhé télesa. U tuhych téles nas pak
miize napadnout, ze by celkova hybnost mohla jit zapsat jako

Peelk = Mur, (7

nebo hmotny stred:

Uvédomme si, ze tato konstrukce skutecné déava smysl. Predstavme si, ze bychom vzali né-
jaké nesymetrické tuhé téleso, napiiklad bramboru, a hodili ji vzduchem. Tato brambora se
v pribéhu letu bude typicky néjak komplikované otécet, ale bude existovat jeden bod, ktery
tematicky to plati diky rovnicim () a (ff), které Fikaji, Ze pohyb t&zisté je uréeny stejnymi
rovnicemi jako pohyb hmotného bodu.

Zbyva otazka jak nalézt tézisté. Ve skutecnosti jsme se k nalezeni tézisté jiz dostali velmi
blizko pfi studiu tuhych srdzek. Pro dva hmotné body je celkovd hybnost dédna rovnici (E) Kdyz

ji porovnéme s ([q), dostaneme
miv1 + Mmav2

A ®

coz je presné stejny vysledek jako rychlost po tuhé srazce dvou hmotnych bodi, kterou jsme
spoéitali v rovnici ({), nebot M = m1 + mo. Nyni vime, Ze po tuhé srazce se hmotné body
spoji, tedy poloha tézisté jednoduse odpovidé poloze téchto bodiu. Zavedme nyni v této tloze
soutfadnicovou osu x s pocatkem v misté srazky tak, jako na obrazku PJ. Tésné pred srazkou
jsou vsechny rychlosti v tloze konstantni, tedy pro polohu plati z = v ¢, kde ¢as t predstavuje
néjaky okamzik pred srazkou, proto uvazujeme t < 0. Vyjddfenim rychlosti a dosazenim do

rovnice () dostaneme
J— mix1 + maT2 9)
mi+ma

jen v kontextu hleddni rovnovazné polohy tuhého télesa v tihovém poli. OvSem tézisté i hmotny stred ve
skutecnosti predstavuji ten samy bod, proto je v textu budeme chépat jako synonyma.
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misto srazky
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Obrazek 2: Soutadnicova osa s poCatkem v misté srdzky

mnozi z vas setkali, vzdyt pomoci vdzeného pruméru vétSina uciteli pocitd vasi zndmku na
vysvédceni.

hmotnych bodt

J— miri1 + mz2T2 +... + MNIN .

mi1+mz+...+mn

Specidlni pripad je, kdyz maji vSechny body stejnou hmotnost m. Pak je celkovd hmot-
nost M = Nm a vyraz se redukuje na

Ty + T2+ ...+ TN
N b

T =

coz uz je jen aritmeticky primér. Tento vztah nyni muZzeme pouzit jako névod, jak hledat
tézisté tuhych téles. Pokud ma téleso konstantni hustotu, pak je tézisté jakousi primeérnou

polohou tohoto télesa. Na obrézku f je zndzornéna poloha tézisté obdélniku, stejnorodé tyce

tuhych téles se zde vsak podrobné zabyvat nebudeme, konec koncti nasim hlavnim cilem je

pocitat priklady na sréazky. Vratme se tedy k nasemu cili a zavedme tézistovou soustavu.

Obrézek 3: Polohy tézist nékolika ruznych tvara

TéZistova soustava

Predstavme si, ze by po nés nékdo chtél vyresit pruznou srazku dvou kulicek o stejné hmotnosti,
pricemz prvni z kuli¢ek m4 rychlost v a druhd mé nulovou rychlost. Tuto lohu bychom mohli
fesit pomoci rovnic (ff) a (fj). OvSem existuje i rychlej$i zptsob, a tim je pfevést tuto tlohu na
jinou ulohu, kterou jsme jiz vyresili.
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Uvazme, ze bychom zminénou srazku nestudovali z pohledu pozorovatele, ktery je v klidu,
ale z pohledu pozorovatele, ktery se pohybuje rychlosti v/2 stejnym smérem jako prvni kulicka.
Z jeho pohledu maji obé kuli¢ky stejnou rychlost v/2 a pohybuji se proti sobé. Ale tuto srdzku
jsme jiz vytesilil Kulicky v dusledku pruzného odrazu zméni smér rychlosti, tedy se prvni
kulicka pohybuje rychlosti —v/2 (je to opacny smér) a druhd kulicka mé rychlost v/2. Je tedy
tloha vyteSena? Ne, nas zajimal vysledek srdzky z pohledu pozorovatele, ktery je v klidu.
Musime tedy jesté k obéma rychlostem pficist rychlost pohybujiciho se pozorovatele, tedy v/2.
Dostaneme tak, ze se prvni kulicka, kterda méla ptavodné rychlost v, Uplné zastavi a preda
veskerou svoji kinetickou energii druhé kuli¢ce. Schématicky je celd situace z pohledu obou
pozorovateld znazornéna na obrazku H.

pred srazkou po srazce
v = % T = %
i 4 —>» +—> o . +—> [ m—
klidové soustava - 7 m m F m

vT:O

v v
ey .2, vr=0 h .2,
tézistova soustava m T T m

SIK\D\CI

v
2
<+
m

Obrézek 4: Znazornéni pruzné srazky dvou hmotnych bodu se stejnou hmotnosti m v klidové
a teézistové soustave

Trik, ktery jsme pri feseni tlohy pouzili, se nazyva prechod do jiné soutadnicové soustavy.
t6zi8t¢ presné mezi sebou a jeho rychlost je tedy skuteéné v/2 (alternativné bychom mohli
vyuzit rovnici (E) kterd vede na stejny vysledek).

Zjistili jsme tedy, ze prechod do tézistové soustavy je vyhodny v pripadé kulicek stejné
hmotnosti. Nyni ukdzeme, Ze je to tak i u obecné pruzné srazky, tj. pro kulicky o hmotnos-
tech ma, ma s rychlostmi v1, v2 (viz obrazek p).

Rychlost tézisté u této obecné srazky jsme jiz spocitali, je ddna rovnici (E) Nyni prejdeme

Pro u; mame

miv1 + Mmav2
U=V —Vvr=v1 — —————,

M
coz lze jesté upravit na
=2 (y — ). 10)
“ mi + ma (1 = v2) (
Podobné pro rychlost druhé kulicky
up = ﬁ(vrm. (11)

V této soustavé nyni vyfreSime nasi pruznou srazku. Nejprve pozorujme, Ze hybnost obou
kulicek mé stejnou velikost a opaény smér. Bud muzeme ndsobit rovnice ([L(J) a ([L1]) hmot-

a tedy soucet hybnosti kulicek musi byt nulovy. Potom lze pséat

U2 = 7mu1 . (12)
ma
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jsou stale hybnosti opacné, tedy mame

uh = — L (13)
ma
Rovnice (@) a (@) dale dosadime do zdkona zachovani kinetické energie, analogicky k rovni-
ci (). Tim dostaneme
2 2

%mlu'lz + %%u? = %mluf + %%uf,
odkud snadno zjistime, Ze FeSeni rovnice je u} = Fwui, a tedy i ub = Fus. V tomto postupu
vidime sflu t&zistové soustavy. Po vyjadieni rychlosti u5 ze zdkona zachovani hybnosti a dosazeni
do zékona zachovani energie vyjde kvadratickd rovnice pro u}, kterd je na rozdil od klidové
soustavy snadno resitelna.

Pro¢ ndm vysla dvé reseni? Je to dusledek toho, Ze nase rovnice predstavuji pouze zakony
zachovani. Ty musi byt splnény jak ptred srazkou, tak po srazce. Tedy kladné reseni odpovida
situaci pred srézkou a zadporné feseni uj = —u1 a ub = —us situaci po srdzce. Pak uz zbyva jen
prepocitat rychlosti kulicek do ptivodni klidové soustavy prictenim vt a jsme hotovi.

Na zavér si tedy shriime postup pro vypocet pruznych srazek pomoci tézistové soustavy:

1. Nalézt rychlost téziste vr.

vvev

2. Prepocitat rychlosti kulicek do tézistové soustavy odectenim rychlosti tézisté vr.

3. V tézistové soustavé je vysledek pruzné srdzky uj = —ui, ub = —us.

pred srazkou po srézce
! ’
Klidova U1 U2 U1 V2
idova soustava m > < i < i ma >
! !
. Uy U2 Uy = —uL Ug = —U2
tézistova soustava my > < e < m1 ma >

Obrézek 5: Znazornéni rychlosti hmotnych bodi pred srazkou a po srézce v klidové a tézistové
soustaveé
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