Korespondencni seminaf MFF UK pro zakladni Skoly Reseni XIV.VL.V

Uloha VL.V ... Zanedbavaci 7 bodil

1. Ve Vyfudteni jsme dokdzali, Ze pro x < 1 a prirozend k plati aproximace (1 +1’)k ~ 1+kx.
Podobné dokazte, Ze se aproximace da pouZit i pro zaporna k tim, Ze aproximaci dokazete
alespori pro (1+2)™" a (1 + x)72. Uvedte cely postup fesen.

2. V blizkosti povrchu Zemé miizeme gravitacni pole aproximovat jako homogenni a pocitat
s gravitacnim zrychlenim ag = 9,8m-s~2. Do jaké vysky h nad povrchem bude rozdil
uvedené konstanty ag a opravdové hodnoty zrychleni mensi nez 10 % opravdové hodnoty?

3. Mozna vite, ze pro teplotni délkovou roztaznost se uvadi vztah
I=1(1+ aAt), (1)

kde ly je pocdtecni délka télesa, | je jeho koncovd délka (tzn. délka po roztazeni), At znaci
zménu teploty a « tzv. koeficient teplotni délkové roztaznosti. Predstavme si, ze mame
ty¢ o délce lo, ndsledné zvysime jeji teplotu o At a zmérime jeji délku li. Poté ohrejeme
nameérit
lo = ll(]. + OéAt) = lo(l —+ aAt)(l + OéAt) = l()(]. —+ aAt)2 .
Na problém bychom ale mohli nahlizet i tak, ze jsme celkem ohrali ty¢ o 2At, a délku ls
spocist jako
lo = lo(l —+ 204At) .

Ktery ze vzorci je ten spravny? A proc¢?

4. Kromé délkové roztaznosti se také u pevnych latek pocita i tzv. objemova roztaznost,
ktera funguje na principu zvétsovani objemu télesa vlivem zvyseni jeho teploty. Plati pro
ni obdobny vztah

V = Vo(1 + BAL),

kde misto délek vystupuji objemy a koeficient o je nahrazen tzv. koeficientem teplotni
objemové roztaznosti 3. Casto se oba koeficienty spojuji ptibliznym vztahem

B =3a.

Pro¢ tomu tak je? Dokazte alespori na dvou tvarem riiznych télesech (napr. na krychli
a kouli).

1. Ve Vyfuéteni jsme dokazali, ze pro & < 1 miizeme vyraz (14+x)? aproximovat na jednodussi
vyraz 1+ 2z. K tomu jsme dosli klasickym roznasobenim piivodniho vyrazu na 1+ 2z + 2>
a vynechanim é&lenu z?, ktery je kviili malé velikosti = zanedbatelny. Podobné jsme pak
pravidlo (1 + x)k ~ 1+ kx dokazali pro vSechna pfirozend k. Nyni mame dokazat, ze
stejné pravidlo muzeme pouzit i pro zaporna k.
Zacnéme tim, ze dokdzeme, ze pravidlo plati pro & = —1. Méli bychom dojit k apro-
ximaci (1 4+ z)™! ~ 1 — 2. Nejprve si ale rozmysleme, co vlastné umocnéni zépornjm
exponentem znamend. Pro zdporné exponenty plati, ze a™" = 1/(a"). Pokud tedy mame
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vyraz (1 + x)~ ", mizeme ho zapsat jako 1/(1 4+ z). Kdyz ted zlomek rozsitime (1 — z),

dostaneme
1—2 _l-z 1_ 2
A+z)(1—2) 1—a2 '
Ve jmenovateli se objevila druhd mocnina x. Ta je v porovnédni s 1 velmi mald a muzeme
ji tak vynechat. Tim dostaneme vysledny tvar 1 — z, ktery odpovid4 pravidlu (1 + z)* ~

~ 1+ kx.

Ted podobné dokdzeme to samé pro (1 + w)fg. Vyraz znovu vyjadiime zlomkem a rozna-
sobime zavorku ve jmenovateli
1 _ 1
(14+z)2  1+2x+a2°

Clen s 2 opét mizeme vynechat, &im# dostaneme 1/(1+2z). Po rozsifeni zlomku (1—2z)

dostaneme
1-2z 1—2x

(1+22)(1—2z) 1-4a2

Po vynechani mocniny dojdeme k 1 — 2z.

~1-—2x.

Jako bonus si muzeme ukdzat, ze aproximace plati i pro k = 0. Podle pravidla (1 + x)k ~
~ 1 + kxz bychom méli dostat 1 + 0 -z = 1. Jelikoz vsechna nenulova ¢isla umocnéna na
nultou jsou 1, vidime, ze aproximace plati pro opravdu vsechna celd k.

2. Obecné pro gravitacni zrychleni plati vztah
M
Ag = G’I‘T s

kde G = 6,674 - 107" m® kg~ '-s7? je gravitacni konstanta, M hmotnost télesa, které
zrychleni zptsobuje, a r je vzdalenost od stfedu tohoto télesa. Pokud hleddme gravita¢ni
zrychleni na povrchu planety, za r dosadime polomér planety a za M jeji hmotnost. Gra-
vitaéni zrychlenf na povrchu Zemé agz = 9,8m-s~ 2 dostaneme vypoéitanim pravé tohoto
vztahu pro hmotnost Zemé Mz = 5,97 - 10** kg a polomér Rz = 6,378 - 10° mE] Mame
vypoditat, do jaké vysky h nad povrchem (tedy do vzdédlenosti (Rz + h) od stfedu Zemé)
je rozdil konstantniho gravita¢niho zrychleni a skuteéné hodnoty mensi nez 10 %. Jelikoz
zrychleni s vyskou klesa, hledame vysku h, ve které bude konstantni udévané gravitacni
zrychleni 1,1krat vétsi nez opravdova hodnota zrychleni

GM 1,1GM

=11 — =
Qg L e = h o

—Ryz.

Vyjadifenim rovnosti pro h a dosazenim hodnot dostaneme vysledek 310 km. Vidime tak,
Ze v blizkosti Zemé muzeme pocitat s konstantnim gravitacnim zrychlenim a,, protoze se
od skutecné hodnoty nelisi o vice nez 10 % az do vysky A = 310 km nad povrchem.

! Je vsak dulezité poznamenat, ze timto vypodtem dostaneme hodnotu zrychleni gravitaéniho a ne tihového,
které zapocitava i silu zpisobenou rotaci Zemé a které se pouziva Castéji.
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3. V jednom ze vzorcti se objevuje (1+aAt)?, ve druhém je (1+2aAt). Mizeme si v§imnout,
7e za predpokladu aAt < 1, je druhy vyraz aproximaci vyrazu prvniho. Koeficient teplotni
délkové roztaznosti byva typicky velmi maly, a pokud tak neohfivame tyc o teplotu v fadu
tisict kelvinti, muzeme vzorec takto aproximovat. Odpovéd tedy je, Zze oba vzorce davaji
pro bézné hodnoty « a At velmi podobné vysledky. Je vSak dobré mit na paméti, ze
samotny koeficient « je jen jakasi primérna hodnota platnéd v urcitém teplotnim rozmezi,
takzZe vypocet je vzdy jen priblizny bez ohledu na pouzity tvar vzorce. Samotny vzorec [ =
= lo(1 + aAt) plati pouze za predpokladu aAt < 1.

4. Objemové roztazeni télesa si muzeme predstavit jako délkové roztazeni ve vSech tfech
smérech. Napriklad u krychle roztazeni kazdé hrany délky a podle vzorce

a1 = a(l + aAt).

Piavodni objem takové krychle byl Vo = a®. Po oht4ti krychle o At se hrana zvéts{ na as
a novy objem tedy bude

Vi =d} = ad®(14 aAt)® = V(1 + aAt)®.

Za predpokladu, Ze je aAt < 1, coz je pro bézné hodnoty pravda, mtizeme (1 + aAt)?
aproximovat podle vzorce (14 z)* ~ 1+ kz na (1 +3aAt). Tim dostaneme aproximovany
vzorec pro objemovou roztaznost

Vi = Vo(1 + 3aAt).
Ptiblizny vztah pro koeficient objemové teplotni roztaznosti ze zadéni je 8 = 3a. Vzorec
vyse tak muzeme vyjadrit s S jako

Vi = Vo(l + /BAt) s
coz je stejny vzorec jako ten, co je uveden v zadani. Potvrdili jsme tak, ze (3 je priblizné
trojnasobek ca.

Vztah 8 = 3a dokazeme jesté na kouli. Pti roztazeni se polomér koule r zvétsi na rq, pro
ktery plati
ri =r(l+ aAt).

Dosazenim do vzorce pro objem koule V = (4/3)nr® dostaneme

4 4
Vi= gnrf = gnrg(l + aAt)?,

kde (4/3)nr? je objem piivodni koule Vo. Viraz (1 + aAt)® miizeme stejné jako u krychle
aproximovat na 1 + 3aAt, tim dostaneme vzorec

Vi = Vo(1 + 3aAt).
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Vidime, ze jsme dosli k iplné stejnému vzorci jako u krychle. To potvrzuje, ze vztah 8 =
= 3a plati obecné. To plati diky tomu, zZe kazdé téleso mizeme priblizné rozdélit na
spoustu malych krychlicek. Objem krychlicky Vi se pfi zahfati zméni na Vi = Vo(1 +
+ 3aAt). Kdyz nyni secteme tyto rovnice pro vsechny krychlicky, pouze se Vp a Vi sectou
na objemy celého télesa pred roztazenim a po ném. Koeficient (1 + 3aAt) vSak zistane
nezmeénén.
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