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Mili kamaradi,

skolni rok se pomalu chyli ke konci a s nim pfichézi{ i letosni posledni sada dloh Vyfuku. Tésit
se muzete naptiklad na pratrz mracen, smycku smrti, ¢i na experiment o presypacich hodinach.
Nesmi chybét ani Vyfucteni, které se tentokrat zabyva zanedbavanim a aproximacemi.

V brozurce také naleznete vzorova feseni 5. série a pribézné poradi po této sérii. Do konce
gkolniho roku se jesté muzete tésit na posledni brozurku, ve které budou posledni vzorova reseni
spolecné s konecnym poradim v rdamci letosniho roéniku Vyfuku.

S touto sérii méte také posledni prilezitost ke ziskdni odmén ve Vyfuéim bingu, tak si ji
nenechte ujit!

Aby se vdm po nés pres prazdniny nestyskalo, chystdme opét dvé prazdninové série a jiz
tradi¢ni letni tabor, na ktery vsak jiz mame zcela naplnénou kapacitu.

Organizdtori

5:10m

vyfuk@vyfuk.org
o Zadani VI. série
& L\

=
Termin odeslani: 26. 5. 2025 20.00

Uloha VI.1 ... Vyfuéek triumfuje ® @ 5 bodit

Vyfuéek dokéze porazit kohokoliv ve své oblibené hre. Jeji pravidla jsou jednoduchéa: Na stole
lezi 17 Zzetonti a dva hraci se po jednom tahu st¥idaji v jejich odebirani. Hra¢ musi ve svém tahu
odebrat pravé 1, 2, nebo 3 zetony. Prohravé ten, kdo odebere posledni Zeton(y).

Vyfucek ze své slechetnosti nechava vzdy zacinat soupere. Dokézete odhalit Vyfuckovu stra-
tegii? Pro které vSechny pocatecni pocty zetonu by také fungovala?

LN

matfyz
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Uloha V1.2 ... Pritrz mraten ® @ © © 5 bodi

Viktor si poridil sud ve tvaru vélce, aby mohl zachytavat desto-
vou vodu na zalévani svych kvétin a Setfit tak pfirodu. Sud mé
objem V = 2001 a vysku hi = 120cm. Pfed bourkou byl sud
prazdny, ale po ni hladina vody dosahovala ha = 30 cm pod jeho
horni okraj. Voda do sudu stéka okapem ze stfechy, kterd ma plo-
chu S = 20m? a sklon o = 60° (viiéi vodorovné roviné). Pomfizete
Viktorovi spocitat, kolik milimetru srdzek spadlo na metr ¢tvereéni
béhem bourky?

Ndpovéeda: Pokud béhem svého feseni nehodlate vyuzit tzv. goniometrické funkce, mize vam
pomoci uvédoméni, ze vnitin{ thel 60° je velmi vyznamny pro jeden konkrétni typ trojihelni-
ku.

Uloha VL.3 ... Problematické dievo ® @ © ©

Vyfucek se rozhodl usporadat letni tabordk a opéct spekacky. V noci ovsem
prselo a jeho pripravené borové dievo zmoklo. Suchd borovice mé vyhiev-
nost 4,4kWh-kg*. Jakou nejvyssi vlhkost (tj. mnoZstvi vody v procentech
celkové hmotnosti dfeva a vody) muze dfevo mit, aby pfi jeho spéleni uvol-
néné energie stile prevysovala energii potiebnou na odpateni obsazené vody,
a Vyfucek si tak mohl $pekécky opéct? Aby se voda pti hofeni rychle odpafrila,
je potieba, ji dodat energii 2,6 MJ-kg™".

Uloha VI.4 ... Dlouh4 skluzavka ® @ ©® © 7 bodii

Viktor s Jardou si hraji na détském htisti. Poté, co se sklouzli ze skluzavky vysoké h = 4,5 m
(tzn. zacatek skluzavky je 4,5m nad zemi), se vsadili, kdo dffv dokéze od spodniho konce
skluzavky poslat sviij mobilni telefon az nahoru. Jestlize ma Jardiv mobil s povrchem klouzacky
koeficient smykového tfeni f = 0,35, jakou minimdlni rychlosti ho musi poslat, aby dojel az
k jejimu hornimu konci? Skluzavka mé po celé své délce konstantni sklon o = 30°.

Uloha VL5 ... Smyc¢ka smrti ® @ © © * 8 bodu

Vojta si hrdl s Hot Wheels drahou a sestrojil smycku smrti s polomérem R jako na obrazku B
Z rampy na ni poustél kulicku o poloméru r a zajimalo ho, jestli kulicka smyckou projede.
1. Jakou rychlosti se bude kulicka pohybovat, kdyz od své vychozi polohy klesla o vysku Ah?
2. 7 jaké nejmensi vysky hmin musi Vojta kulicku pustit, aby smyckou projela?
Veskeré ztraty mechanické energie zanedbejte a uvazujte, ze se kulicka vali po draze bez pro-
kluzovani.
Ndpoveda: Rotujici kulicka ma kromé kinetické energie posuvného pohybu i energii kinetic-
kou rotacni, kterou pro plnou homogenni kouli valici se bez prokluzovani rychlosti v mtuzeme
vypocitat jako

2
Eroy = gmv )

kde m je hmotnost koule.



Korespondencni seminai MFF UK pro zakladni skoly rocnik XIV ¢islo 6/7

hmin

Obrézek 1: Nékres smycky smrti

Uloha VLE ... Tik tak, b&%i ¢as... ® @ © ©

Kdyz sla jednou Verca ze Skoly, potkala Anezku, a jak uz to byvéa, dala se s ni do
teci. Po chvilce si vsak uvédomily, ze se zapovidaly déle, nez by se jim libilo — ¢as
bézel az moc rychle. Nez se stihly rozloucit, zamyslely se, jakymi zpusoby se da
mérit ¢as a jak vlastné funguji presypaci hodiny.

Pokuste se zméfit rychlost vyprazdnovani libovolné sypké suroviny (napfiklad
mouky nebo pisku) z (komolého) kuzele v zdvislosti na poloméru spodniho kru-
hového otvoru kuzele. Dejte pozor na to, abyste vzdy odsypéavali stejné mnozstvi
sypké suroviny.

Uloha VL.V ... Zanedbavaci ® @ © © 7 bodii

1. Ve Vyfucteni jsme dokézali, ze pro x < 1 a pfirozend k plati aproximace (1 +a)* ~ 1+ka.
Podobné dokazte, ze se aproximace da pouzit i pro zadporné k tim, ze aproximaci dokazete
alespoti pro (1 + )~ ' a (1 4+ z) 2. Uvedte cely postup fesen.

2. V blizkosti povrchu Zemé miizeme gravitacni pole aproximovat jako homogenni a pocitat
s gravitacnim zrychlenim a; = 9,8 m-s~2. Do jaké vysky h nad povrchem bude rozdil
uvedené konstanty ag a opravdové hodnoty zrychlen{ mensi nez 10 % opravdové hodnoty?

3. Mozné vite, ze pro teplotni délkovou roztaznost se uvadi vztah
l=1o(1+ aAt), (1)

kde Iy je poc¢atecni délka télesa, [ je jeho koncova délka (tzn. délka po roztazeni), At znaci
zménu teploty a « tzv. koeficient teplotni délkové roztaznosti. Predstavme si, Ze mame
ty¢ o délce 1y, nasledné zvysime jeji teplotu o At a zmérime jeji délku [1. Poté ohfejeme
nameérit
lo =11 (14 alt) =lo (14 alAt) (14 aAt) =l (1 + aAt)? .
Na problém bychom ale mohli nahlizet i tak, Ze jsme celkem ohréli ty¢ o 2A¢t, a délku Is
spocist jako
lo =lo (1 + QOcAt) .

Ktery ze vzorcu je ten spravny? A proc?
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4. Kromé délkové roztaznosti se také u pevnych latek pocitd i tzv. objemovd roztaznost,
ktera funguje na principu zvétsovani objemu télesa vlivem zvyseni jeho teploty. Plati pro
ni obdobny vztah

V =W (1+ BAYL),

kde misto délek vystupuji objemy a koeficient « je nahrazen tzv. koeficientem teplotni
objemové roztaznosti 3. Casto se oba koeficienty spojuji pfibliznym vztahem

8 =3a.

Pro¢ tomu tak je? Dokazte alesponl na dvou tvarem riuznych télesech (napt. na krychli
a kouli).

0 @E VlyfucCteni: Zanedbat, ¢i nezanedbat?
RS

V Sestém a poslednim Vyfucteni tohoto ro¢niku se podivame na téma, které se ve fyzice vyuziva
moznd vice, nez si myslite. Nékteré vzorce jsou pro nase ucely nékdy az moc presné a slozité.
Mizeme je ale upravit tak, aby pro néjaky okruh cisel — typicky tfeba pro malé hodnoty —
byly jednodussi a témér nezménily vysledek. Této technice fikdme aprozximovdni a pravé na
aproximace se v tomto Vyfucteni podrobné podivame.

Aproximovani mocnin

Mocniny si vétsinou spojujeme se zvétSovanim c¢isel, feknéme ale, ze mame néjaké kladné x, které
je velmi malé ve srovnani s &islem 1¥ Zvolme napiiklad = = 0,001 = 10~3. Pokud = umocnime,
dostaneme z? = 0,001 = 0,000001 = 10~%. Vidime, %e umocnénim jsme dostali podstatné
mensi hodnotu.

Pfedstavme si nyni x ve vyrazu (1 + 1)2. Kdyz vyraz klasicky roznasobime, dostaneme

(1+m)2:1+2x+x2.

V predchozim odstavci jsme si ale ukazali, ze kladné mocniny x jsou oproti x velmi malé a ve
vétsiné piipadi zanedbatelné. Pii aproximaci tak mizeme ¢len z? jednoduse vynechat, ¢imz
dostaneme

(1+xz)°~142z.

Je dilezité poznamenat, Ze tyto dva vyrazy se nerovnaji. D4 se pouze fict, Ze pro mald x
maji vyrazy priblizné stejnou hodnotu. Zkusme si nyni ovérit, ze aproximace vysledek témér
nezméni, tedy vypoéitdme hodnoty vyrazu bez aproximace a s ni pro diive zvolené z = 1073.
Bez aproximace mame 1+ 2z 4+ z? = 1,002001. S aproximaci dostaneme 1+ 2z = 1,002. Rozdil
se projevi az na 6. desetinném misté, coz je ve vétsiné vypoctu jiz opravdu zanedbatelny rozdil.

Co kdybychom ale méli vyraz s vys$i mocninou? Ukazali jsme si, ze 22 = 107% je podstatné
men$i nez x = 1073, Asi vas nepfekvapi, ze t¥eti mocnina bude jesté mensi, 2> = 1079,

' Matematicky zapis této skutecnosti je ¢ < 1, znak < znamena mnohem mensi. Ten pouzivame, pokud je
rozdil porovnavanych veli¢in alespon 2 fady napfr. 1 < 100.
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Je evidentni, ze pokud je x malé, neméd smysl s vySsimi mocninami pocitat. Vratme se
ted k nasemu puvodnimu vyrazu (1 4+ z). Tentokrdt ho ale umocnéme na treti. Rozlozenim
dostaneme

(1+42)°=1+3z+3z>+2°.
Cleny s 22 a z® mizeme opét zanedbat a dostaneme tak (1 + z)® ~ 1 4+ 3z. Obdobné mizeme
aproximovat jakoukoli dalsi vyssi mocninu
(I+2)' =1+42+62° +42° + 2" ~ 1 + 4z,
(142)° =1+ 52+ 102> + 102> + 52" + 2° ~ 1 4 5z

V tabulce m je vidét, jak se vyraz (1 + x)* méni pro postupné vyssi mocniny (pro « = 0,001).

(14 x)* 1+ zk

k

1 1,001000000 1,001000000
2 1,002001000 1,002000000
3 1,003003001 1,003000000
4
5

1,004 006 004 1,004 000 000
1,005010010 1,005 000 000

Tabulka 1: Vy¢isleni mocniny (1 + m)k a jeji aproximace 1 + zk, pro z = 1073

P1i aproximovani tedy pro kazdé z < 1 plati
1+2)~1+ke. (2)

Prestoze jsme tento vyraz vzdy upravovali pro prirozend k, aproximace plati pro libovolné
celé k, coz si muzete zkusit odvodit v 1. tloze spojené s timto Vyfuctenim. Obdobné lze vzorec
upravit pro (1 — z)*. Dokonce se d4 dokézat (sice uz ne tak snadno), ze vzorec (B) plati i pro
libovolné realné k.

Aproximaci mizeme rozsifit i na obecny vyraz ve tvaru (y + z)*, kde z < y, coz se da
dokazat nasledujici ipravou

k
(y+x)k—yk<1+m) %yk<1+km).
Yy Yy

Vytknutim y* ze zavorky dostaneme vyraz ve tvaru (1 + kz/y), kde z/y < 1.

Prikladem pouziti této aproximace je vzorec pro pozorovanou frekvenci pri relativistickém
Dopplerové jevu

c—v
f=1Fo\/ e

Tento vzorec udava, jak se pro pozorovatele zméni frekvence fo, kdyz se od néj vzdaluje zdroj
svétla rychlosti v ve vakuu. Podivejme se na priklad prolétavajici rakety, jejiz rychlost je vyrazné
mensi nez rychlost svétla v < ¢. Poté muzeme vzorec aproximovat a dostaneme zndméjsi tvar

= oy S50 = oy [T = o1 = /)21 f )
h(1-5) (1-5) =n(1-5) ~p(1-5)
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Aproximace malych whli

Dals$i typ aproximace se tyka goniometrickych funkci, konkrétné funkce sinus. Pokud funkci
sinus znate, vite, ze se nejednd o linearni funkci® Pokud se vSak podivame na sinus v blizkém
okoli 0, uvidime, ze zde funkce roste skoro linedrné (vizte graf P). Pokud nds tedy zajimaji
jen malé dhly, mizeme zavést aproximaci sinz = z. Tato aproximace ale plati jen pro thly
vyjadrené v radidnech — ve stupnich by ndm vysla Spatnd hodnotak

Y y=x

1+ y =sinzx

Obrazek 2: Porovnani funkci y =z a y =sinx

Opét si aproximaci ovéfime. Znovu zavedeme x s malou hodnotou, tentokrit tieba x =
= 0,1rad. Pokud do kalkulacky zaddme sinz, vyjde nam hodnota 0,099 8. Vidime, ze nam
vysla témér stejnd hodnota funkce sinus jako jejtho argumentu. Aproximace sin z &~ z je celkem
presnd az do zhruba 0,2 rad, coz odpovida thlu 11,5 °. Nékdy nepotiebujeme tak piesny vysledek
a muzeme aproximaci pouzit i pro jesté vétsi uhly, nékdy uz ale nebude stacit ani presnost
u 0,2rad. Zalezi na tom, co zrovna pocitdme, a musime sami zvazit, jestli je aproximace jesté
postacujici.

U funkce kosinus tuto aproximaci pouzit nemuzeme (alesponi ne tak jednoduse), protoze se
kosinus v blizkosti 0 nechova linedrné — v blizkosti 0 je ve svém maximu a ma hodnotu 1. Toho ale
miuzeme vyuzit jinde. Pokud zndte goniometrické funkce, vite, ze funkce tangens je definovana
jako tgx = sinz/cosx. U sinu jsme si ukdzali, ze je v blizkosti 0 ptiblizné roven z. O funkeci
kosinus zase vime, Ze je v blizkosti 0 priblizné rovna 1. Tim pro tangens dostdvame tgz =
=sinz/cosz = x/1 = z. I pro funkci tangens tak mizeme vyuzit aproximaci tgz =~ x. Opét
ale musime dosazovat thel v radidnech. Aproximace neni tak presnd jako u sinu, lze ji tedy
vétsinou pouzit jenom do hodnot 0,15rad, viz tabulka g.

?Linedrni funkce je funkce, jejimz grafem je pifmka.
3Uhel mizeme vyjadiit v radidnech vynisobenim jeho hodnoty ve stupnich konstantou 7/180.
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T
rad
0,1 0,0998 0,1003
0,2 0,987 0,2027
0,3 0,2955 0,3093
0,4 0,3894 0,4228
0,5 0,4794 0,5463

sinx tgx

Tabulka 2: Porovnani sinxz a tgx pro malé hodnoty = v radidnech. Zaokrouhleno na
4 desetinna mista.

Pravdépodobné nejznaméjsi pouziti aproximace sinx & x je ve vzorci pro periodu matema-
tického kyvadla. Tento vzorec nejspise znate ve tvaru

kde [ je délka lana a g tithové zrychleni. VétSinou, kdyz se tento vzorec uvadi, je u néj pripsano,
ze je pouzitelny jen pro malé vychyleni kyvadla. Pii urceni sily, ktera navraci kyvadlo do
rovnovazné polohy, se potkdme s tvarem —mgsina a pro malé a dostaneme —mga, tudiz je
vratné sila v priblizeni linedrni funkci ihlu vychyleni. Z této aproximace se pak dostaneme
ke vzorci pro periodu uvedenému vyse, to ovsem vyzaduje slozitou matematiku, kterd je nad
drovni tohoto Vyfucteni.

Zajisté jste si také vsimli, ze perioda kmiti matematického kyvadla nezdvisi na pocatec-
nim vychyleni. To je pravda jen v pripadé, kdy vyuzijeme vySe zminénou aproximaci. Pokud
bychom vsak spocitali periodu presné, zjistime, ze na pocatecni vychylce zavisi. OvSem pro
malé vychylky se stavd témér konstantni a plati tedy priblizny vzorec vyse.

Odpor vzduchu

Doba volného padu télesa o hmotnosti m je popsana vzorcem

s
g

Tento vzorec vSak muzeme pouzit pouze v piipadé, kdy odpor vzduchu nehraje velkou roli.
Poéitdme tak vlastné, jak dlouho by dany predmét padal ve vakuu (v homogennim gravitac-
nim poli). Pro zanedbédvani odporu vzduchu existuje velmi jednoduchy duvod. Pokud bychom
chtéli odpor vzduchu zapocitat, v prvni fadé bychom potiebovali znat hustotu vzduchu, od-
porovy koeficient pfedmétu (ten zavisi na tvaru télesa) a plochu kolmého prifezu predmétu.
I kdybychom tyto tidaje méli, nestacilo by pouze ,dosadit do kratkého vzorecku®. Kvuli tomu, ze
odporova sila velmi slozitym zptisobem zavisi i na rychlosti télesa, museli bychom resit matema-
ticky velmi slozitou tzv. diferencidlni rovnici, nebo bychom dobu padu museli fesit numericky —
pocitali bychom pozici a rychlost predmétu po malych casovych intervalech.

Pro malou kulicku o hmotnosti m = 10g a s polomérem r = 1cm, kterd padd na zem
z vysky h = 10m, je doba padu bez odporu vzduchu t = 1,428s. Pokud ale uvazujeme odpor
vzduchu, dostaneme hodnotu t' = 1,451s. Zapod&itani odporu vzduchu zméni vysledek pouze
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ot —t=0,023s, ndm ale vypocet zabere minimalné o nékolik minut déle. Neznamen4 to ale,
ze odpor vzduchu se dé zanedbat vzdy. Pokud predmét padd z vysoké vysky nebo je velky
a zaroven lehky, odpor vzduchu ovliviiuje vysledek mnohem vice. V tabulce f§ muzete vidét, jak
se rozdil ¢asu s rostouci vyskou zvétsuje.

h t t t—t
m S S S

10 1,428 1,451 0,023
20 2,019 2,084 0,065
30 2473 2,593 0,120
50 3,193 3,452 0,259
100 4,515 5,256 0,741

Tabulka 3: Porovnéani potfebného casu k urazeni vzdélenosti h, kde ¢ je ¢as padu bez odporu
a t’ ¢as padu se zapoéitdnim odporu.

V nasem prikladu jsme pouzili jesté dalsi aproximaci, kterd ma na vysledek mnohokrat
mensi vliv nez odpor vzduchu. Pocitali jsme totiz s tthovym zrychlenim g. Pfedpoklddame tak,
Ze gravitacni pole je homogenni — v kazdém bodé m4 stejnou hodnotu. V realité se ale gravitacni
pusobeni méni se vzddlenost{ téles a mif{ do stfedu planety (jedna se totiz o tzv. radidlni pole).
Za predpokladu, ze vyska nad povrchem je mnohem mensi nez polomér planety, mizeme v této
oblasti gravitacni pole aproximovat na homogenni.

Vypocet pomoci plochy pod grafem

Ve fyzice miize nastat piipad, kdy je jednodussi problém vyTesit graficky nez slozitym vypoctem.
Co tim myslime, si ukdzeme na piikladu vypocétu préce.

Préaci lze za ptisobeni konstantni sily jednoduse popsat vzorcem W = F's, kde s je urazend
draha, po kterou jsme silou F' ptsobili. Vzorec prace ndm miize pripominat vzorec na vypocet
obsahu obdélniku S = ab o strandch a a b. Kdyz si nakreslime zdvislost F' na s, zjistime, ze W
se opravdu rovné plose pod grafem — v tomto pripadé obdélniku o stranach F' a s.

Co kdyz ale sila v prubéhu pohybu nebude konstantni? Podivejme se na piiklad pruziny. Pri
vychyleni z rovnovazné pozice o vzdéalenost x zjistime, ze velikost vratné sily roste v pribéhu
natahovani. Velikost vratné sily je rovna F = kz, kde k je tuhost pruziny, kterd popisuje,
jak narocné je s pruzinou pohybovat. Naivné bychom mohli predpokladat, ze préce, kterou
vykondme natdhnutim pruziny, poté bude W = Fz = ka2. Ale neni tomu tak. Podivejme se na
situaci graficky. Stejné jako predtim si nakreslime zavislost F' na x, avsak tentokrat vznikly tvar
nebude obdélnik, ale trojihelnik. Jelikoz vime, Ze sila roste podle rovnice F' = kz, dokdzeme
uréit plochu pod grafem jako W = ka2 /2. Vidime, ze vzorec se oproti naivnimu vypoctu lisi
o nasobek jedné poloviny.

Ve vyse uvedeném pripadé se ndm podarilo timto zpisobem problém vyftesit exaktné. Podi-
vejme se na pripad, kdy zndme redlnou zavislost rychlosti automobilu na ¢ase — viz obrazek Y.
Jak bychom dokazali uréit celkovou urazenou drahu? Znovu ndm pomuze vzorec, ktery popi-
suje nejjednodussi pripad rovnomérného pohybu. Ma tvar s = vt, coz jde znovu chapat jako
plocha obdélniku. Méli bychom byt znovu schopni v zobecnéni vypocitat drahu jako obsah pod
kiivkou.
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—
X X
Obrazek 3: Grafy zavislosti velikosti sily na dréze pro ruzné pohyby
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Obrézek 4: Zavislost rychlosti na ¢ase pro stfidavé zrychlujici a zpomalujici automobil

Plochu nebudeme pocitat presné, ale po jednotlivych obdélniccich, protoze ty umime pocitat
jednoduse. Osu z si rozdélime na dilky strany jedna a vysku obdélniku uré¢ime vzdy jako hodnotu
rychlosti na levé strané obdélnicku. Celkové dostaneme soucet ploch 6 obdélniki

s=(1-4+1-541-441-3+1-4+41-5m=25m.

To se moc nelis{ od redlného vysledku, ktery je s’ = 25,27 m. Pii vypoétu lze vidét, Ze i kdyz
jsme plochu pro nékteré obdélnicky nadhodnotili a pro jiné podhodnotili, tyto nepfesnosti se
vzajemné vyrusily a ziskali jsme relativné presny vysledek. Vypocet by Sel vylepsit napi. volbou
mensiho kroku (uzsich obdélni¢ki) nebo volbou jiného geometrického tvaru napf. kombinace
trojihelniki a obdélnikd.

Zavér

V tomto Vyfucten{ jsme si ukédzali celkem Ctyfi zpusoby, jak (nejen) ve fyzice aproximovat.
Pri vypoctech ve fyzikalnich situacich je tedy vzdy dobré se zamyslet, jak pfesné potrebujeme
znat odpovéd na urcitou otdzku. Podle toho, zda potfebujeme mit vysledek na 3 platné cifry
nebo nam stac¢i rddovy odhad, pak mizeme zvolit zptisob, jakym budeme pocitat.

Max Mencik Patrik Kaspdrek
max.mencik@vyfuk.org patrik.kasparek@vyfuk.org


mailto:max.mencik@vyfuk.org
mailto:patrik.kasparek@vyfuk.org

Korespondencni seminai MFF UK pro zakladni skoly rocnik XIV ¢islo 6/7

v,

@.
&Q QETI Reseni V. série %@3}

Uloha V.1 ... Dfevorubecka 5 bodii; pramér 4,69; fesilo 39 studentt

Adam s Michalem vozili na dvoukolovém voziku z lesa pokacené klady dreva. Na vozik nalozili
tri homogenni klady o stejnych délkdch a hmotnostech tak, jak je vidét na obrazku {j. Jelikoz ale
nedbale kazdou kladu polozili do nahodné pozice, vozik se jim neustale prevazoval. Aby tomu

1,6 m

Obréazek 5: Znazornéni voziku s riuzné posunutymi klddami vuci ose otaceni kol O

staCi vypocitat aritmeticky pramér poloh tézist jednotlivych klad. Matematicky to lze zapsat
nésledovné

_  M-xAa+M-25+M-2c _ xA+2TB+TC 3)
M+M+M 3 ’
kde z1 je poloha spolecného tézisté klad, xa, s a xc jsou polohy tézist jednotlivych klad
a M je hmotnost jedné klady.
Pro dalsi pociténi si zavedeme soufadnicovy systém s osou x (osa, na které méfime polohu

xrT

10
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soufadnic vyjadiit polohy tézist jednotlivych klad (za, =B, zc) a pozadovanou polohu jejich

osou otaceni kol O. Z obrazku ze zadani je patrné, ze kldda A je oproti nasi soustavé souradnic
posunutd o 1,2m doleva, tedy jeji levy konec m4 soutfadnici 2/, = —1,2m. Stejny zplisobem
jsme z obrazku schopni uréit i souradnice levych konci klad B a C. Ziskame tak

zh =—1,2m,
25 = —1,6m,
2o =—0,6m.

levého konce. Polohu tézist jednotlivych klad tak jednoduse urcime prictenim hodnoty 1m

k souradnicim levych koncu klad. Zndme tedy nésledujici souradnice tézist klad na obrazku ze
zadani
rzp =0m,
Za=ah+1m=-12m+1m=—-02m,
zp=25+1m=—-16m+1m=—0,6m,
zc=2c+1m=—-06m+1m=04m.

TA =3 2T —TB — ZC.
Po dosazeni znamych hodnot z1, g a x¢ dostaneme
2a=3-0m—(-0,6m) —0,4m =0,2m.

O jakou vzdalenost musi Adam s Michalem klddu A posunout vypocitdme jednoduse jako rozdil

Azpa =02m— (—-0,2m) =0,4m.

Aby se vozik neprevracel, musi Adam s Michalem posunout klddu A o 0,4 m smérem doprava.

K vysledku se miizeme dostat i prostou tivahou. Pokud chceme, aby se vozik neprevracel,
vychyleni na stranu druhou. Konkrétné to znamend, ze kdyz je klada C odchylend o 0,4m
doprava a kldda B o 0,6 m doleva, potiebujeme, aby kldda A byla vychylena o 0,2m doprava
a pomohla tak kladé C vyvazit kladu B. Jestlize je ale podle obrazku klada A vychylend o 0,2 m
doleva, musime ji posunout o 0,4 m doprava, abychom doséhli rovnovazné polohy.

Vojtéch Kubrycht
vojtech.kubrycht@vyfuk.org

40sa otaceni kol O zdroveri predstavuje osu y nasi soustavy soufadnic. Tou se ale p¥i Fedeni této tlohy

11
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Uloha V.2 ... Vyfuckovy plany 5 bodt; primér 4,34; Tesilo 96 studentii

Vyfucek mysli na budoucnost planety, a proto by chtél zajistit do-
statek energie z obnovitelnych zdroji, primarné ze Slunce. Solarni
panely vsak zabiraji az moc mista, takze Vyfucka napadlo, Ze by je
mohl umistit na jinou planetu. Ale na kterou? V uzs$im vybéru mu
zistali dva kandidéati: Merkur a Jupiter. Kdyby jednu z téchto pla-
net celou pokryl soldrnimi panely (pro potreby této tilohy uvazujte,
Ze to je mozné), ze které by mohl odebirat vice energie a kolikrdt
vice by to bylo? Poloméry planet, jejich vzdalenost od Slunce a dalsi
potrebné konstanty si dohledejte.

Slunce v kazdy moment vyzari do vSech sméru zhruba stejné mnozstvi energie. Ta se od néj
$ifi do vesmiru po povrchu koule se stredem v jadru Slunce. Plosny obsah tohoto povrchu je
ve vzdalenosti R od st¥edu Slunce roven 4nR?, proto na ¢ast povrchu této koule o obsahu S
dopadd S/4nR? celkové energie.

Slunce v jednu chvili osvétluje pouze polovinu planety, tj. plochu o obsahu nr? (v prufezu),
kde r je polomér planety? Planeta z celkového vykonu Slunce tedy ptijimé céast

7'[7’2 7’2

P=—es=—.
4nR?  4R?

Merkur méa polomér ry = 2440 km a jeho prumérna vzdalenost od Slunce je Ry = 5,791~107 km.
Polomér Jupiteru je r; = 69910km a obihd v pramérné vzdalenosti Ry = 7,785 - 108km od
Slunce. Podilem ¢ésti zarivého vykonu, které planety odebiraji, dostaneme vysledek

=45.

rj/ART (RMTJ)Q
TI%/[/ZLRii o RJ’/‘M
7 Jupiteru by Vyfucek ziskal pfiblizné 4,5krat vice energie nez z Merkuru.

Miichaela Urbanovd
michaela.urbanova@vyfuk.org

Uloha V.3 ... Rozdvojené lano 6 bodi; priamér 4,96; Fesilo 84 student

Kdyz se Vyfucek naposledy nudil, vyrobil si vskutku netradic¢ni kladkostroj (viz obrdzek B), lano
se u néj v jednom misté totiz rozdéluje. Na jednom konci visi zavazi o hmotnosti m; = 10kg.
Druhy konec pokracuje ddle pres nékolik kladek. Druhé zavazi vazi ms = 50kg. Diky tomu
miize Vyfucek zvedat obé zavazi zaroven. Jakou silou musi Vyfucek tahat, aby se obé zavazi
zacala zvedat? Predpokladejte, ze se béhem pohybu bod rozdvojeni lana prilis neposune.

Vyfuéek ke zveddni dvou téles vyuziva kladkostroj, ktery umoznuje rozlozit silu potifebnou
k jejich zvednuti mezi vice tsekt lana. Pokud je lano rozdéleno na vice tsekidt pomoci volnych
kladek¥ sila potiebna k vyrovnani tihové sily zavazi se snizuje nepiimo imeérné poctu téchto
tsekd.

5Vzhledem k poméru velikosti poloméru planety a jeji vzdalenosti od Slunce miizeme zanedbat zakiiveni
povrchu koule Sifeni energie a predpokladat, ze odpovida rovnému prifezu planety.

SPevn4d kladka pouze méni smér piisobeni sily, volné kladka umoziuje zvedat téleso na konci lana silou,
kterd je rovna poloviné jeho tihové sily.

12
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Obrazek 6: Nakres Vyfuckova kladkostroje

Prvni zévazi je zavéSeno na jednoduché pevné kladce, kterd méni pouze smér sily, ne jeji
velikost. Sila potfebna k jeho vytazeni je tedy rovna tihové sile, kterou téleso na lano pusobi.

Fi =mig=10kg-9,8m-s"2 = 98N

Druhé zévazi je zavéSeno na systému nékolika kladek, které rozdéli silu mezi vice tiseku lana.
V pripadé Vyfuckova kladkostroje jsou tyto useky Ctyfi, coz znamend, ze sila potrebna ke
zvednuti zavazi bude pouze ¢tvrtina sily tihové.

mag _ 50kg-9,8 m-s~2

=
2 4 4

=1225N
Celkovou silu, kterou potrebujeme ke zvednuti obou zavazi, uré¢ime souctem velikosti jednotli-
vych sil.

F=F +F,=98N+1225N =220,5N = 221N

Aby Vyfucek zvedl obé dvé zdvazi, musi za konec lana tahat silou alespon 221 N.

Alena Mouchovd
alena.mouchova@vyfuk.org

Uloha V.4 ... Déarek k narozeninam 7 bodii; pramér 5,87; Fesilo 68 studentt

Peta dostal k narozenindm auto na dalkové oviadani o hmotnosti m = 0,80kg a rozhodl se,
Ze ho poradné otestuje. Vyrobil si ze dreva rampu o délce s = 4,5m, kterou upevnil pod
tthlem o = 30° jako na obrdzku [{. Za rampou vykopal prohluberi, ze které auto vystreli pod
stejnym uhlem « nahoru. Jaké nejvétsi vysky nad zemi auto dosahlo, pokud motor ptisobil pri
Jjizdé dolii po rovné casti rampy silou F' = 5,0N a po vjeti do prohlubné byl vypnut? Veskeré
ztrdty mechanické energie (napfr. tfenim, odporem vzduchu, valivym odporem. .. ) zanedbejte.
Pocitejte, ze auto je malé a prohlubni bez problému projede.

Kdyz se auticko rozjizdi po naklonéné rampé, pusobi na néj kromé tahové sily motoru F' také
tthova sila Fo = mg, kterd sméruje svisle doli. Smér pohybu auticka vsak neni svisly, ale rovno-
bézny s naklonénou rovinou. Proto musime tihovou silu rozlozit na dvé slozky — jednu kolmou
k povrchu rampy Fg a druhou rovnobéznou s rampou Fg Pouze rovnobézna slozka tihové

13
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Obrézek 7: Nékres Petovy sestavené rampy

sily ovliviiuje pohyb auticka po rampé, nebof pisobi ve sméru jeho pohybu. Tuto slozku Fg
vypocteme diky goniometrické funkci sinus

F(!w = Fgsina =mgsina.

Tato slozka tihové sily tedy prispiva ke zrychleni auticka po rampé a kona préci spolu se silou
motoru. Sily tedy na rampé dlouhé s = 4,5m vykonaji praci

W =mgssina + Fs = s(mgsina + F),

kterd bude rovna kinetické energii auticka v okamziku, kdy najizdi do prohlubné. Je jasné, ze
kdyz auticko prohluben opousti a je ve stejné vysce, mé opét kinetickou energii rovnou praci W.
Pak mtizeme z rovnosti téchto energii urcit rychlost auticka v tomto bodé drahy. Dostaneme
tedy
. 2s(mgsina + F

—mv® = s(mgsina+ F) = v= M

2 m
Jelikoz chceme urc¢it maximélni vysku, do niz se auticko dostane, zajima nas pouze svisla slozka
této rychlosti vy. Stejné jako u rozkladu sil vyuzijeme funkce sinus a dhlu «, pod kterym vektor
rychlosti v mifi, a zjistime, Ze

vy =vsina.

Jelikoz pohyb auticka béhem letu je vlastné Sikmy vrh, a diky tomu, zZe uz zname svislou
slozku rychlosti, muzeme pouzit zndmy vzorec pro vypocet vysky vrhu, ktery vychézi ze zdkona
zachovani energie. Dostaneme rovnost

2 . . .
vy  v?sinfa s(mgsina + F)sin® a

2 2g mg

)

kde jsme postupneé dosadili za v, vyrazy, které jsme dostali vySe. Dosadime-li hodnoty ze zadani,
dojdeme k vysledku

_ 4,5m-(0,8kg-9,81m=s"?-0,5+5N)-0,5

h 0,8kg - 9,81 m-s—2

=1,28m.

Auticko tedy dosdhlo maximalni vysky necelych 1,3 m.

Lukds Linhart
lukas.linhart@vyfuk.org

"Pokud by vés zajimalo, jak se rozklad sily pomoci goniometrickych funkci provadi, miizete si precist nase
Vyfucteni na vektory: https://vyfuk.org/_media/ulohy/r5/vyfucteni/vyfucteni_1.pdf.
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Uloha V.5 ... (Ne)Vylité kafe 8 bodti; primér 5,91; fesilo 56 studentt

Verca s Pétou se jeli projet autem a pravé projizdi kruhovou drdhu s polomérem R = 400 m.
Silnice je vSak naklonéna o 35° vici roviné (vnitini oblouk silnice je niZe nez vnéjsi). Verca
ma uvnitt auta V = 450ml vybeérové kavy v kelimku ve tvaru vdlce o poloméru r = 4cm
a s vyskou h = 10 cm. Nadoba je pevné uchycena k interiéru auta. Jaka je nejmensi a nejvétsi
rychlost, kterou miizou Verca s Pétou po okruhu jet, aby se kafe nevylilo?

Na kévu v kelimku piisobi v prubéhu jizdy z pohledu vnitiku auta dva ruzné typy zrychleni, ti-
hové a odstiedivé. Tihové zrychleni je dano silovym pfisobenim Zemé a odpovidd g = 9,8 m-s™*,
odstredivé zrychleni vypocitame jako

kde v je rychlost pohybu auta a R polomér drihy.

Nejprve ale potfebujeme zjistit, jak moc se mize hladina kdvy naklonit vii¢i kelimku. Vime,
ze kelimek ma tvar vélce s polomérem r = 4 cm, vyskou h = 10cm a je v ném V = 450 ml kévy.
Z téchto hodnot dokézeme spocitat, kolik mista je v kelimku nad hladinou, a tim i maxim&ln{
vysku, o kterou se miize hladina kdvy na jedné strané kelimku zvednout

Ah=h--L
r
Ve vzorci jsme jen odecetli od vysky kelimku vysku, do které kava dosahuje za normalnich
podminek® (to jsme odvodili ze vzorce pro objem vélce V = TE7'2h).
Nyni potfebujeme vyjadrit, jaky by byl tthel hladiny vaci dnu kelimku a v situaci, kdy se
kéva na jedné strané zvedne o vysku Ah. To zjistime pomoci funkce arkus tangens

Ah h V
a = arctg - = arctg (; - ﬁ) .

Zde si Ah muzeme predstavit jako protilehlou stranu a polomér kelimku pak predstavuje stranu
pfrilehlou.g

Samotnd draha, po které auto jede, ma sklon 35°. S vyssi rychlosti se odstiedivé zrychleni
zvétsuje. Uhel hladiny kévy viici zemi tedy bude pii nejvyssi , bezpeéné® rychlosti 35° + a, pro
nejnizsi rychlost to pak bude 35° — a.

K vyjadfeni poméru mezi velikostmi g a a, znovu pouzijeme funkci tangens. Protilehld
strana je v nasem pripadé tihové zrychleni g a prilehld je odstredivé zrychleni a,. Tento pomér
se musi rovnat tangens maximalnfho/minimalniho thlu. Dostaneme tedy rovnosti

Qo

tg(35° +a) = 22

g( ) g

2
tg(35°iarctg(%—%)):;—R.

Ted uz nezbyva nic jiného nez vyjadrit ze vztahu rychlost v

v = \/tg (35°:|:arctg (% — %))QR
T

8Normélnimi podminkami mame na mysli stav, kdy je hladina kdvy v kelimku rovnobézna se dnem.

9Je nutné také dokazat, ze hladina bude skuteéné rovna plocha i po naklopeni, abychom mohli pro vypoéet
pouzit pravouhly trojihelnik. Pokud na vSechna mista v kapaliné pusobi sila o stejné velikosti a sméru (coz
je v nasem pripadé splnéno), tak je intuitivné hladina kdvy rovna.
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Po dosazeni ndm vyjde nejvyssi rychlost vmax = 67,9m-s™* = 244 4km-h™! a nejnizsl vmin =
= 382m-s ! = 137,4km-h~!. Kdyz tedy auto pojede libovolnou rychlosti mezi 140 km-h™*
a 240km-h™!, kdva se z kelimku nevylije.

Max Mencik
max.mencik@vyfuk.org

Uloha V.E ... Nosnost magneti 8 bodii; pramér 5,68; Fesilo 63 studentt

Vyfucka velmi zaujaly magnety. Pokuste se stejné jako on zmérit, jakou silou je pritahovan mag-
net k dané feromagnetické kovové plose v zdvislosti na vzdalenosti, ktera jej od kovové plochy
deli. Pokuste se nalézt vzdalenost, v niz se pritazlivi magneticka sila mezi plochou a magnetem
vyrovng s tihovou silou magnetu. Méreni provedte alespori pro 5 riznych vzdalenosti. Ménit
vzdalenost mezi deskou a magnetem miizete napriklad postupnym vkladanim listi papiru mezi
né. Méjte vsak na paméti, Ze i papiry maji néjakou tihu, kterou mohou prispivat k sile oddélujici
magnet od desky.

Teorie

V kazdém fyzikalnim poli pusobi na jisté typy téles urcita sila — napriklad v gravita¢nim poli
télesa padaji vlivem gravitacni sily Fy a v elektrickém poli hybe s nabitymi objekty elektricka
sila F.. Podobné i magnetické pole je spojeno s magnetickou silou Fi,, kterd vznikd v okoli
magnetu.

Kazdy magnet md dva pély — severni (N) a jizni (S), které kolem sebe vytvari magnetické
pole. Velikost magnetické sily pusobici na latku v magnetickém poli zavisi nejen na intenzité
magnetického pole (jak moc je pole slabé/silné), ale také na vlastnostech samotného materi-
alu. Feromagnetické latky jako napriklad zelezo, kobalt ¢i nikl pusobici silu typicky zvysuji —
jsou k magnetu vice pritahovany. S rostouci vzdalenosti od magnetu slabne magnetické pole
a s nim i pusobici pritazliva sila. Nasim tkolem bude namérit zavislost magnetické sily, kterou
se materidl k magnetu pritahuje, v zavislosti na vzajemné vzdalenosti.

Magneticka sila, kterou magnet ptisobi na feromagnetické latky, je nejvétsi pri primém kon-
taktu. Pokud mezi magnet a rovnou horizontalné orientovanou feromagnetickou plochu vlozime
jiny predmét, napriklad list papiru, zvétsime vzdalenost mezi nimi. Magnetické pole s rostouci
vzdélenosti sldbne, coz zpusobuje snizeni pritazlivé sily mezi magnetem a kovovou plochou.
Proto ¢im vice vrstev papiru vlozime, tim slabsi bude pritazliva sila.

Vedle magnetické sily F}, pusobi na magnet také tithova sila F. Ta bude sou¢tem Fgi1 a Fao,
kde Fg1 predstavuje tihovou silu papiru a Fgs je tthové sila samotného magnetu (magnet musi
unést nejen papir, ale i sebe). Zadani napovidd, ze ani jednu z téchto sil nesmime zanedbat.
Aby se magnet na feromagnetické plose udrzel, musi byt magneticka sila Fy, alespon nepatrné
vétsi nez celkova tihova sila F. Béhem experimentu hleddme vzdalenost, pii které se obé sily
vyrovnaji — tedy bod, kdy magnet prestane drzet na feromagnetické plose a spadne. Jelikoz se
v tomto okamziku rovna magnetick sila tihové sile (az na znaménko), lze z rovnosti vyjadrit
magnetickou silu jako souéin celkové hmotnosti a tihového zrychleni jako Fr, = g(mi+ms2), kde
m1 je postupné se ménici hmotnost papiru a mo konstantni hmotnost magnetu. Kdyz vyjdeme
z této rovnosti, snadno nahlédneme, ze nam bude stacit jednou zmérit hmotnost magnetu
a nasledné pokazdé hmotnosti papirti, které budeme vkladat mezi magnet a feromagnetickou
plochu. Na zakladé toho uz primocatre dopocitdme magnetickou silu v ruznych vzdalenostech.
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Postup méreni

K provedeni experimentu jsme pouzili magnet, feromagnetickou plochu s pozadovanymi vlast-
nostmi (v nasem ptipadé kovovy ram od dvefi) a zdvazi z papiru rtiznych rozmérua. Diky zndmé
gramézi papiru nebylo tézké vyrobit i velmi lehka zdvazi (nejmensi mélo pouhou desetinu gra-
mu) a zachovat minimdln{ odchylku uvazované hmotnosti od té skutecné. Napfiklad, kdyz jsme
chtéli vyrobit zévazi o hmotnosti 3 g, ust¥ihli jsme z papiru z gramazi 300 g-m~2 &tverec o hrané
délky 10 cm.

P1i kazdém méfeni jsme mezi magnet a ram dveri vlozili urcity pocet papirovych zavazi
tak, aby magnet sotva drzel. Zkouseli jsme ruzné kombinace tloustky a hmotnosti zdvazi, které
jesté magnet unese. Tyto kombinace ndm poskytly datové body — kombinace vzdélenosti mezi
magnetem a ramem a hmotnosti papirovych zavazi. V dalsim kroku jsme pricetli hmotnost
magnetu ma, kterou jsme urcili jako mo = 6,8 g, a hodnoty vynasobili tithovym zrychlenim g,
¢imz jsme ziskali tithovou silu pusobici na magnet a tedy i hledanou magnetickou silu Fy,. Jeji
hodnoty jsme néasledné zapsali do vysledné tabulky f a vynesli do grafu%

Pri méreni bylo dulezité priddvané papiry vycentrovat vzdy stejnym zpusobem, aby byly
podminky méreni co nejvice konzistentni. Nevyhoda klasického papiru byla v jeho prilisné
ohebnosti, a tak jsme pri méfeni pouzivali primarné tlustsi papir s vyssi gramazi.

Vzdalenost mezi magnetem a kovovou plochou [ jsme spocitali na zakladé znamé tloustky
jednotlivych papirti. Pokud bychom pracovali s papirem o nezndmé tloustce (vétsinou je ten-
to tdaj spolu s gramdz{ uvedeny na baleni), tloustku bychom s dostate¢nou piresnosti mohli
urcit napriklad narovnanim velkého mnozstvi listi na sebe, zméfenim jejich celkové tloustky
a podélenim poctem papirt.

Namérené hodnoty

l mi
mm g
0,9 46,0
1,3 38,0
1,5 265
1,7 20,3
1,8 185
2,1 143
2,2 11,2
25 81
28 6,1

3,0 4,0

Tabulka 4: Namérené dvojice hodnot vzdédlenosti mezi magnetem a kovovou plochou !
a hmotnosti papirovych zavazi m;

Namérend data jsme zapsali do tabulky H Do tabulky H jsme nasledné doplnili dopocitanou
magnetickou silu pro jednotlivé vzdalenosti.

Ukazme si vypocet jesté na néjakém konkrétnim radku tabulky, napf. pro nejmensi vzdale-
nost mezi magnetem a kovovou plochou. Tuto vzdalenost jsme urcili s pomoci znamych tlousték
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l Fu
_mm N
0,9 0,52
1,3 0,44
1,5 0,33
1,7 0,27
1,8 0,25
2,1 0,21
2,2 0,18
2,5 0,15
2.8 0,13

30 0,11

Tabulka 5: Vysledné zévislost magnetické sily Fi, na vzdélenosti mezi magnetem
a kovovou plochou [

papiru jako | = 0,9 mm. Vlozeny papir vazil m; = 46,0 g. Magnetickou silu Fy, v této vzdalenosti
Ize pak spocitat jako

Fo = g(m1 +m2) = 9,81m-s™ 2 - (0,0068 kg + 0,0460kg) = 0,52N .

Vyslednou zavislost jsme pak jesté vynesli do grafu 57 aby bylo jednodussi ji ndsledné v dis-
kuzi analyzovat.

Diskuze a zavér

V prubéhu experimentu jsme zaznamenali, ze pritazlivd magnetickd sila klesa s rostouci vzda-
lenosti magnetu od kovové plochy, coz odpovida teoretickému ocekavani slabnuti magnetického
pole.

Prestoze jsme byli schopni velmi presné urcit jak vzdalenost mezi magnetem a kovovou plo-
chou (s odhadovanou pfesnosti 0,1 mm), tak hmotnost zévazi (s odhadovanou presnosti nejmé-
né 0,1g, ale spiSe vyssi), vysledné datové body jsou zatiZeny mnohem vétsi nejistotou méfeni.
To je dano tim, ze bylo velmi tézké urcit, zda by magnet pfi trochu jiné konfiguraci vlozenych
papiri nedokédzal unést v dané vzdalenosti jesté o néco malo vétsi hmotnost.

Pro zajimavost jsme jesté vyzkouseli srovnavaci méreni nékolika riznych vyfucich magnett.
Diky tomu jsme zjistili, Ze rizné vyfu¢i magnety jsou rtuzné silné (v dané vzdilenosti jsou
pritahovdny rtznou magnetickou silou). Vysledky méfeni dédle zavisi i na vlastnostech pouzité
kovové plochy, takze prestoze méli vSichni fesitelé k dispozici jeden ,stejny“ magnet, namérené
hodnoty se mohou mezi sebou podstatné lisit.

Naméiené hodnoty a jejich presnost je také ovlivnéna pouzitou metodikou méfeni. Bylo
by napiiklad také mozné méfit kromé hmotnosti papirovych (nebo jinych vhodnych) zavazi
primo sflu, kterou je magnet pfitahovén ke kovové desce (napiiklad silomérem). Tim bychom se
zbavili nutnosti provadét méreni pouze v krajnich polohéch, kde se soucet tithovych sil vyrovna té
magnetické. V tomto pfipadé by presnost méfeni limitovala predevsim presnost siloméru, kterd
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Obrézek 8: Zavislost sily Fi, na vzdalenosti [ magnetu a kovové plochy

by ovSem u bézné dostupnych pfistroju nebyla lepsi nez pfesnost méreni pomoci papirovych
zévazi.

Nikola Nguyen Natdlie Ldszléovd
hoang.ngan.nguyen@vyfuk.org natalie.laszloova@vyfuk.org
Uloha V.V ... KombinaDORTika 7 bodit; pramér 5,49; fesilo 67 studenti

Monca s Anezkou sly do své oblibené cukrarny slavit tispésny konec semestru a koupily si do-
hromady 8 riiznych zakuski.

1. Anezka ma vsak intoleranci na laktézu, a proto si mize vzit jen nékteré z dorti. Kolika
zpusoby si mohou zakusky rozdélit, pokud jsou pravé 4 dorty bezlaktézové a kazda z nich
chce dostat alespori jeden dortik?

2. Jaky by byl pocet zpiisobu, kdyby se Anezka o kazdy dort s laktézou, ktery by na ni
pripadl, rozdélila s Lukdsem a rozdéleni dortii by tak nebylo zavislé na obsahu laktézy?

3. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 8 riiznymi ndhodné koupenymi zakusky bude alespon
jeden bezlaktézovy? A jaka je pravdépodobnost, ze mezi nimi bude pravé polovina bez-
laktézovych? Pravdépodobnost, Ze si vyberou dort s laktézou, je stejna jako pravdépo-
dobnost, ze si vyberou dort bez laktézy.
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1. Prvn{ podilohu si rozdélime na nékolik ptipadi, které mohou nastat. V prvnim (nejjed-
nodussim) dostane Monca i Anezka kazdad préavé 4 dorty. Anezka si tedy vybird 4 bez-
laktézové dorty ze étyi bezlaktézovych dortit, coz ji davé jen (}) = 1 moinost vybéru.
Tento pripad muze nastat pouze jednou, protoze nis nezajima poradi, ve kterém dortiky
Anezka nebo Monca dostanou.

V této tuloze je vSak trochu chytdk, ze Anezka muze dostavat pouze bezlaktézové dorty,
zatimco Monca si muze vybrat ze vSech. Proto v dalsich pfipadech mizou Anezce dortiky
pouze ubyvat, kdezto Monca jich bude mit ¢im dél tim vice.

V dalsich pripadech m4 tedy Anezka pouze 3, 2 nebo 1 dortik a Monci zistane zbytek.
Spocitame, kolika moznymi zpusoby si Anezka mize z bezlakt6zovych zdkusklu vybrat
praveé tyto pocty dortiku. Jak jiz bylo zminéno, nezdlezi na poradi — jednd se tedy o kom-
binace (bez opakovéan{). V prvnim ptipadé, kdyz mé Anezka 3 zdkusky, je to kombina¢ni
¢islo (i) = 4. Pro pouze 2 zikusky je to (;) = 6 a pro posledni moznost — jeden zdkusek —

(1‘) = 4. Moznost, kdy Anezka nedostane zadny dortik neuvazujeme. VSechny moznosti

seCteme a dostaneme

()7 ()< ()« (1) zrravores

Dévcata si dortiky mohou rozdélit patnacti riznymi zptsoby.

©

2. Pti reseni druhé tlohy se na problém podivame ,,z pohledu zdkusku*. Vzhledem k tomu, ze
jiz nemame zadna omezeni na obsah laktoézy, kazdy dortik si se stejnou pravdépodobnosti
vezme Monca nebo Anezka. Volba dortiku neni nijak zavisld na volbé ostatnich dortiku.
Mizeme tedy postupovat podle pravidla souc¢ini, kdy ma prvni dortik 2 moznosti, komu
mize pripadnout (AneZce, nebo Monce), a pro kazdou z jeho ,voleb* existuji pro dal-
§i dortik opét 2 moznosti. Takto se moznosti vétvi az do posledniho 8. dorttku. Mame
tedy 2% moznosti.

Jesté je vSak potifeba vzit v potaz, ze obé chtéji dostat alespon jeden dortik. Odecteme
tedy situace, kdy Anezka nebo Monéa dostane vSechny dortiky. Tyto situace jsou prave 2
(jedna pro Anezku a jedna pro Monc¢u), vysledny pocet moznosti je tedy 28 — 2 =254

3. V poslednim tikolu pomoci binomického rozdéleni spocitdme pravdépodobnost toho, ze
si Anezka s Moncou koupi urcity pocet bezlaktézovych dortiku. V prvni ¢asti mame
podminku, ze mezi koupenymi dortiky musi byt alespon jeden bezlaktézovy. Znamena to
tedy, Ze vyhovuji vSechny situace, kdy mame jeden a vice dortiku bez lakt6zy.

Ke zjisténi poctu téchto situaci pouzijeme pravidlo rozdilu. Pravdépodobnost splnéni né-
jaké podminky vypocitdme rozdilem 1 a pravdépodobnosti, Ze splnéna nebude. V nasem
pripadé nebude podminka splnéna, pokud budeme mit vsechny dortiky s laktézou. Prav-
dépodobnost vybéru laktézového dortiku je p = 50% = 0,5 (stejné pro bezlaktézovy).
Pravdépodobnost, ze koupi vSechny dortiky s laktézou, je tedy

Tuto pravdépodobnost tedy jesté odecteme od 1 a vidime, Ze situace vypadéd pro Anezku
velice priznivé, nebof pravdépodobnost toho, ze koupi alespon jeden bezlaktézovy dort,
je 99,6 %.
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V druhé ¢ésti jiz postup pouze replikujeme, ovsem ted uz bez pravidla rozdilu. Potiebu-
jeme zjistit pravdépodobnost situace, kdy budeme mit presné polovinu dortiki s laktézou
a polovinu bez ni. To odpovida situaci, kdy budeme mit n = 8 dortika, z nichz k = 4 bez
laktézy. Pravdépodobnost, Ze nastane takova situace, je

pP= (i) -0,5%- 05 =27,3%.

Idedlni situace, kdy bude pocet bezlaktézovych a normélnich dortika stejny, nastane
s pravdépodobnosti 27,3 %.

Monika Drexlerovd
monika.drexlerova@vyfuk.org

Kategorie Sestych rocnikii

jméno skola 12345EYV A% b
Student Pilnyg MFF UK 556788 7 46 229
1.—2. Krystof Bily 7S Bernarda Bolzana, T4bor 45678 46 40 216
1.-2. Jan Frantisek Lukds G Jirovcova, Ceské Budéjovice 55678 8 7 46 216
3.-3. Jakub Zelenka Gymnézium, Ri¢any 546347 2 31 144
4.—4. Matéj Novdk 7S Hranice, T¥. 1. méje 5-6787 33 138
5.—5. Anna Achedzak 7S a MS Cerveny vrch, Praha 4535—- -2 19 101
6.—6. Berenika Bromovd 7S a MS da Vinci Dolni Bfezany - — — — — - - — 100
7.—7. Marek Bielesz 7S a MS Bystfice 55 —--22 - 14 98
8.—8. Filip Kosar G, Blansko 53-—--5 - 13 67
9.—9. Monika Vétrovcovd 7S, MS a ZUS Jesenice 5 — — — 7 3 15 61
10.—10. Ondrej Pise Gymnézium Sazavskd Praha 2 -5 -—-—- -4 9 52
11.—12. Jakub Brabec ZS SVAT Olomouc  — — — — — - - — 48
11.-12. Stépdn Lysek Slovanské G, Olomouc 51— - — 6 48
13.-13. Michaela Hanouskovd ZS a MS Ji¢in 53 -——-- - - 8 42
Kategorie sedmych rocCnikii
jméno skola 12345EYV A% h
Student Pilnyg MFF UK 556788 7 46 229
1.-1. Richard Mensik G, Boskovice 556747 7 41 204
2.—2. Emilie Kimmerovd  ZS a MS Kotlafsk4, Brno 556788 5 44 198
3.-3. Stépdin Zouhar G J. Blahoslava, Ivancice 553623 7 31 176
4.—4. Michaela Plivovd 7S a ZUS Ceské Budéjovice 556668 7 43 161
5.—5. Agnes Dostdlova G Mikulasské n. 23, Plzen 4543-3 - 19 160
6.—6. Petra Linhartovd ZS a MS Bagka 552-5- 7 24 159
7.—7. Petr Kysela G, Cesky Krumlov 5267 -6 6 32 143
8.—8. Klaudie Krumpovd G dr. V. Smejkala, Usti n. L. 55—-5—- -7 22 136
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jméno skola 12345EYV A% b
Student Pilng MFF UK 556788 7 46 229
9.—9. Petr Do Vu ZS Vaclavkova, Mlad4 Boleslav 35278 2 7 34 133
10.-10. Tomds Wolf G, Nad Aleji, Praha 5567 -2 5 30 123
11.-11. Anna Zdvrbskd G prof. J. Patocky, Praha 526 -—-2 2 17 122
12.-12. Alexandr Lukdcs G J. A. Komenského, Uh. Brod 5-66 -6 2 25 118
13.-13. Kldra Simkovd G Mikulésské n. 23, Plzen 55376 -6 32 112
14.-14. Anna Lickovd G, Litoméricka, Praha 554--5 6 25 109
15.—15. Polina Efimova Sunny Can. International Sch. - — — — — - - — 107
16.—16. Ella Heinichovd G a ZUS, Slapanice 5 — — — — — 5 104
17.—17. Pavel Do Vu 7S Véclavkova, Mlada Boleslav 543732 4 28 101
18.—18. Viktorie Zidkovd ZSaMSBagka 00 - - - - - - - 93
19.-19. Karel Olsar G, Cesky Krumlov 546 -- -4 19 91
20.—20. Matej Foucek @G, Palackého 191, MI. Boleslav 4 -6 -- - - 10 88
21.—21. Fabidin Muster G Chotébor - = = = — - - - 82
22.-23. Michal Baloun G Mikulésské n. 23, Plzen 5-6 -8 - - 19 73
22.—23. Tadeas Moroz Ilandaskolan 55 --- -4 14 73
24.—25. Aurelie Kepkovd G, Olomouc-Hejé¢in -23-- -1 6 66
24.-25. Eliska Vordcovd G, Brno-Bystrc 3-—-—--5 - 8 66
26.—26. Anna Karpiskovd G Mensa, Praha 4 - - - - - - 4 63
27.-27. Jan Harmach 7ZS a MEES Nymburk - — — — — - - - 53
28.-29. Melinka Cejpovd Arcibiskupské G, Praha = - - — — — - - — 45
28.—29. Dominik Jochymek zS , Vendryné - - - - = - - — 45
30.—30. Zuzana Dorotikovd 7S a MS Liskovec, K Sedlistim, F - — — — — - - - 44
31.-31. Ivana Sarochovd 7S Amélska, Kladno - - — — — - - — 42
32.—-32. Kristyna Rybkovd 7S Uvoz, Brno 5-6 -- - - 11 37
33.—33. Elen Krskovd G, Mikulov -56 -- - - 11 36
34.—34. Josef Hlavdé G Mikulésské n. 23, Plzen 5 - —— - - — 5 35
35.-36. Rodion Pysarev G Opatov, Praha - — — — — - - - 33
35.-36. Stépdn Remes G, Hustope¢ce - = - — = - - - 33
37.-37. Zuzana Koplikovd G, Brno-Bystrc 5-—-——--3 - 8 30
38.—39. Markéta Kejrovd G T. G. Masaryka, Litvinov =~ - — — — — 3 - 3 28
Kategorie osmych rocnikii
jméno sSkola 12345EYV A% 2
Student Pilng MFF UK 5678 8 7 41 204
1.—1. Lukds Kopecky G, Litomysl -5678 8 7 41 201
2.-2. Viktorie Sndselovd Masarykovo G, Plzen -5678 7 7 40 199
3.—3. Oleg Satdnek Stredni skola Hradec Kralové -5678 8 7 41 196
4.—4. Vladimir Kotsch Gymnézium Sazavskd Praha 2 -56587 6 37 189
5.—6. Ewva Brozovicovd Podkrusnohorské G, Most -56748 7 37 185
5.—6. Amelie Zemanovd G Christiana Dopplera, Praha -5477 7 7 37 185
7.—7. Pavel Doskocil G, Zamberk -5375 7 7 34 179
8.—9. Pavla Holeckovd Jungmannova ZS Beroun 2 -46787 4 36 175
8.-9. Matyds Kubicek G a ZS Labyrinth -2658 7 7 35 175
10.-10. Lucie Bélovd G Opatov, Praha -4343 4 4 22 161
11.—11. Rafael Foltyn 7S Bozeny Némcové, Litoméiice -52647 7 31 158
12.—13. Lukds Kosovan Gymnéazium Oty Pavla, Praha -46648 5 33 147
12.-13. Bartoloméj Stokldsek 7S Troubelice -4666 — — 22 147
14.—14. Anna Privétivd G, Litoméricka, Praha - — — — — - - — 145
15.—15. Matéj Vacek ZS T. G. M. Lomnice nad Popelkou -564- -6 21 125
16.—-16. Eva Sykorovd G a JS, Bfeclav -5-5- - - 10 123
17.—17. Blanka Novdkovd G, Videnska, Brnro = — — — — — - - - 119
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jméno skola 12345EYV A% b
Student Pilnyg MFF UK 5678 8 7 41 204
18.—18. Dorota Guzi ZS a MS Pastviny, Brno -564- - 4 19 109
19.—19. Thea Pauerovd G Mensa, Praha -5 -—-—- - - 5 91
20.—20. Karel Benedikt G, Olomouc-Hejéin - — — — — - - 83
21.-21. Valentyna Sochorovd G, Olomouc-Hej¢cn - — — — — - - - 75
22.-22. Dominika Martinkova G Frantiska Kiizika, Plzen -1 --- - - 1 71
23.—23. Petr Kalina Mensa G, Praha 6 -5--6 — - 11 68
24.-24. Jaroslav Motlik G Opatov, Praha -567- — 18 66
25.—25. Lucie Jurdskovd G Dobrugka - = - - - - - - 64
26.—26. Dita Krizkovd Sportovni G, Plzenska, Kladno -—-6-- -3 9 54
27.—29. Eliska Humlovd G, Cheb - == - = - - - 50
27.—29. Lucie Vankovd 7S Dr. Frantiska Ladislava Riegr — — — — — - - - 50
27.—29. Stépin Viasdk G Jiriho z Podébrad, Podébrady -266 - -1 15 50
30.—31. Mateéj Mdsa 78 Kvitkové, Zlin - - — — - - - — 46
30.—31. Matej Straka ZS a MS Dolni Bojanovice -46 -- - - 10 46
32.—-33. Martin Konecny Masarykovo G, Vsetin = - — — — — - - - 42
32.—33. Dawvid Vancata G P. de Coubertina, Tdbor - — — — — - - — 42
34.-35. Josef Sedldcek G J. Barranda, Beroun -5 - == - - 5 40
Kategorie devatych rocniki
jméno skola 12345EYV A% b
Student Pilnyg MFF UK 5678 8 7 41 204
1.—1. Matéj Dudek ZS Polabiny 3, Npor. Elidse -5678 7 6 39 196
2.—2. Jan Horsky G, Brno - Reckovice -5678 8 4 38 193
3.—3. Vit Kupilik G, Zéabreh -5668 8 7 40 190
4.—4. Mariana Horinkovd  Wichterlovo G, Ostrava -5676 8 7 39 189
5.—5. Valentina Vykoukalo- ZS Komenského, Zlin - Malenovice -5676 8 4 36 186
vd
6.—6. Rozdlie Michaela Fur- G, Zidlochovice -5674 7 7 36 181
chovd
7.~7. Aneta Brzokoupilovd Jungmannova ZS Beroun 2 -56458 7 35 174
8.—8. Kvéta Bouchalovd G, Olomouc-Hejéin -466 - -6 22 170
9.-9. Emma Polcarova Sportovni G, Plzenska, Kladno -0650 -7 18 165
10.—10. Antonin Sreiber ZS Skélova, Turnov -4678 6 4 35 164
11.-12. Adam Houdek ZS a MS, Biezova, okr. U. H. -5578 8 7 40 160
11.-12. Viktor Novdk Novy PORG, Praha -5356 8 7 34 160
13.—14. Petr Matéjka G, Brno - Reckovice -5678 8 7 41 151
13.—14. Dan Skolar ZS a MS, Bfezova, okr. U. H. -566 -5 6 28 151
15.—15. Karolina Viipilova ZS Hrusovany nad Jevisovkou -2256 — 7 22 146
16.—17. Filip Brabec G T. G. Masaryka, Litvinov -42337 6 25 141
16.—17. Simon Swaczyna Slovanské G, Olomouc -4 -7 - 7 18 141
18.—18. Matous Stastny G, Omska, Praha -5678 - 5 31 138
19.-19. Angela Poldchovd Biskupské G, Brno -5678 - - 26 135
20.—20. Barbora Petraskovd 28. zékladni skola Plzen - - - — — - - — 131
21.—21. David Vyborny G dr. A. Hrdlicky, Humpolec -43535 6 26 128
22.—22. Katerina Kucerovd G Ustavni, Praha -56726 7 33 125
23.—23. Jaroslav Hatina 15. zakladni skola Plzen =~ — — — — — - - — 115
24.—25. Maria Sidorova Prvni ceské G, Karlovy Vary -533-8 6 25 112
24.-25. Jakub Vavra G Mikulasské n. 23, Plzen -5665 - - 22 112
26.—26. Jakub Folber G Na Vitézné plani, Praha -56141 7 24 110
27.-27. Jan Stdbl 7S Bratii Capkt, Ustf nad Orlici -5226 - — 15 102
28.—30. Michal Blahos G, Benesov -4478 -7 30 99
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jméno skola 12345EYV A% b

Student Pilnyg MFF UK 5678 8 7 41 204
28.—30. Matous Brzobohaty ZS Albertova, Krométiz -4678 - - 25 99
28.-30. Vratislav Kosina 7S a MS Véry Céslavské, Praha 6 — — — — — - - - 99
31.-31. Jaroalav Routa Mensa G, Praha 6 - 56 4 — 15 96
32.—-32. Matyds Vicha G Unicov -4356 43 25 95
33.-33. Johana Elizabeth Mensa G, Praha 6 -36 5 4 18 94

Smitkovd
34.—35. Flora Eisner G, Litoméricka, Praha -23--6 - 11 92
34.—35. Martina Merglovd Krkonosské G a SOS Vrchlabi -5676 8 7 39 92
36.—36. Lukds Cafourek G, Strakonice -56424 - 21 87
37.—37. Viadislav Efimov Sunny Can. International Sch. - — — — — - - - 83
38.—38. Laura Jurcickova FZS pii PedF UK Barrandov @~  — — — — — - - - 71
39.—40. Anna Duzi Masarykovo G, Piibor -5 -—=—-4 - 9 64
39.—40. Jan Zdmecnik Biskupské G, Brno -5---5 - 10 64
41.-41. Stépdn Bartdcek 7S Na Vysluni, Uhersky Brod - — — — — - - - 63
42.-42. Magdalena Cejpovd Arcibiskupské G, Praha = 02— - — — — - - - 59
43.-43. Tomds Malicek G T. G. Masaryka, Litvinov =~ — — - — — - - - 57
44.—44. Ondrej Paroubek 7S a MS Nerudova, C. Budgjovice — — — — — - - - 56
45.—45. Jan Bezdéek ZS Nachod - Plhov ~  — — — — — - - - 55
46.—46. Amdlie Hldvkovd 7S, Znojmo, Mladeze 3 -53-- - - 8 54

Korespondencéni seminar Vyfuk
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
V Holesovickdach 2

18000 Praha 8

www: https://vyfuk.org
e-mail:  vyfuk@vyfuk.org

K1 /ksvyfuk (O) @ksvyfuk

Korespondencni seminadr Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
Oddélenim propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky
fyziky MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyzika. Realizace
projektu byla podpotfena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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