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V Sestém a poslednim Vyfucteni tohoto ro¢niku se podivaime na téma, které se ve fyzice vyuziva
mozné vice, nez si myslite. Nékteré vzorce jsou pro nase ucely nékdy az moc presné a slozité.
Mizeme je ale upravit tak, aby pro néjaky okruh cisel — typicky tfeba pro malé hodnoty —
byly jednodussi a témér nezménily vysledek. Této technice fikdme aproximovdni a pravé na
aproximace se v tomto Vyfucteni podrobné podivame.

Aproximovani mocnin

Mocniny si vétsinou spojujeme se zvétsovanim cisel, Feknéme ale, ze mame néjaké kladné z, které
je velmi malé ve srovnani s ¢islem 1% Zvolme napiiklad = = 0,001 = 1073, Pokud z umocnime,
dostaneme z? = 0,001? = 0,000001 = 10~ 5. Vidime, %e umocnénim jsme dostali podstatné
mensi hodnotu.

Ptedstavme si nyni = ve vyrazu (1 4+ x)2. Kdy# vyraz klasicky roznisobime, dostaneme

(1+m)2:1+2m+x2.

V predchozim odstavci jsme si ale ukazali, ze kladné mocniny x jsou oproti x velmi malé a ve
vétsiné piipadi zanedbatelné. P¥i aproximaci tak miizeme é&len 22 jednoduse vynechat, &imz
dostaneme

1+xz)°~1+2z.

Je dilezité poznamenat, Ze tyto dva vyrazy se nerovnaji. D4 se pouze fFict, Ze pro mala x
maji vyrazy priblizné stejnou hodnotu. Zkusme si nyni ovérit, ze aproximace vysledek témeér
nezméni, tedy vypoéitdme hodnoty vyrazu bez aproximace a s ni pro difve zvolené z = 1073.
Bez aproximace mame 1+ 2z + z? = 1,002001. S aproximaci dostaneme 1 + 2z = 1,002. Rozdil
se projevi az na 6. desetinném misté, coz je ve vétsiné vypoctu jiz opravdu zanedbatelny rozdil.

Co kdybychom ale méli vjraz s vys$i mocninou? Ukazali jsme si, ze 2 = 107° je podstatné
men$i nez x = 107>, Asi vas nepfekvapi, ze t¥eti mocnina bude jesté mensi, 2° = 107°.

Je evidentni, Ze pokud je x malé, nemd smysl s vySsimi mocninami pocitat. Vratme se
ted k naSemu ptvodnimu vyrazu (1 4+ x). Tentokrat ho ale umocnéme na tfeti. Rozlozenim
dostaneme

(1+2)*=143c4 32" +2°.
Cleny s 2 a 7 miZeme opét zanedbat a dostaneme tak (1 + x)s ~ 1 + 3z. Obdobné muzeme
aproximovat jakoukoli dalsi vyssi mocninu
(A+2) =144+ 62" +42° + 2" ~ 1 + 4z,
(1+2)° =1+52+102” + 102° + 52" + 2° ~ 1 + bz

V tabulce m je vidét, jak se vyraz (1 + 2)® mén{ pro postupné vyssi mocniny (pro z = 0,001).
P1i aproximovéani tedy pro kazdé x < 1 plati

1+2)~1+ke. (1)

' Matematicky zapis této skutecnosti je ¢ < 1, znak < znamena mnohem mensi. Ten pouzivame, pokud je
rozdil porovnavanych veli¢in alespon 2 fady napr. 1 < 100.
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(14 z)* 1+ zk

k

1 1,001000000 1,001000000
2 1,002001000 1,002000000
3 1,003003001 1,003000000
4
5

1,004 006 004 1,004 000 000
1,005010010 1,005 000000

Tabulka 1: Vy¢&isleni mocniny (1 + z)* a jeji aproximace 1 + zk, pro = 1073

Prestoze jsme tento vyraz vzdy upravovali pro prirozena k, aproximace plati pro libovolné
celé k, coz si mizete zkusit odvodit v 1. tloze spojené s timto Vyfuctenim. Obdobné lze vzorec
upravit pro (1 — z)*. Dokonce se d4 dokdzat (sice uz ne tak snadno), ze vzorec ([I) plati i pro
libovolné realné k.

Aproximaci mizeme rozsifit i na obecny vyraz ve tvaru (y + m)k, kde z < y, coz se da
dokazat nésledujici apravou

k
(y—l—x)k:yk <1+‘;) ~ yF <1+k§) .

Vytknutim y* ze zdvorky dostaneme vyraz ve tvaru (14 kxz/y), kde z/y < 1.
Prikladem pouziti této aproximace je vzorec pro pozorovanou frekvenci pri relativistickém

Dopplerové jevu
c—v
f=r Veto

Tento vzorec udavé, jak se pro pozorovatele zméni frekvence fo, kdyz se od néj vzdaluje zdroj
svétla rychlosti v ve vakuu. Podivejme se na priklad prolétavajici rakety, jejiz rychlost je vyrazné
mensi nez rychlost svétla v < ¢. Poté mizeme vzorec aproximovat a dostaneme znaméjsi tvar

_ c—v 1—v/ec
f=1 c—l—vifo 14+wv/c

~h (-2 (- D) =n(1-2) ~n(1-Y) .

Aproximace malych uhli

= fol1 = /) (1 +v/e) /2

Dal$i typ aproximace se tyka goniometrickych funkci, konkrétné funkce sinus. Pokud funkci
sinus znate, vite, ze se nejednd o linearni funkci® Pokud se vSak podivame na sinus v blizkém
okoli 0, uvidime, Ze zde funkce roste skoro linedrné (vizte graf [If). Pokud nds tedy zajimaji
jen malé dhly, mizeme zavést aproximaci sinz = z. Tato aproximace ale plati jen pro thly
vyjadrené v radidnech — ve stupnich by ndm vysla spatnd hodnotak

Opét si aproximaci ovéfime. Znovu zavedeme z s malou hodnotou, tentokrat tieba x =
= 0,1rad. Pokud do kalkulacky zaddme sinz, vyjde nam hodnota 0,099 8. Vidime, Zze ndm
vysla témér stejnd hodnota funkce sinus jako jejtho argumentu. Aproximace sinx ~ z je celkem

2Linearni funkce je funkce, jejim# grafem je piimka.
3Uhel mizeme vyjadrit v radidnech vynasobenim jeho hodnoty ve stupnich konstantou 7/180.
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Yy y=x

14 y =sinzx

Obréazek 1: Porovnani funkci y =z a y =sinx

presnd az do zhruba 0,2 rad, coz odpovida thlu 11,5 °. Nékdy nepotiebujeme tak piesny vysledek
a muzeme aproximaci pouzit i pro jesté vétsi uhly, nékdy uz ale nebude stacit ani presnost
u 0,2rad. Zalezi na tom, co zrovna pocitdme, a musime sami zvazit, jestli je aproximace jesté
postacujici.

U funkce kosinus tuto aproximaci pouzit nemuzeme (alespon ne tak jednoduse), protoze se
kosinus v blizkosti 0 nechova linedrné — v blizkosti 0 je ve svém maximu a ma hodnotu 1. Toho ale
miuzeme vyuzit jinde. Pokud znate goniometrické funkce, vite, ze funkce tangens je definovana
jako tgx = sinz/cosz. U sinu jsme si ukdzali, ze je v blizkosti 0 pfiblizné roven z. O funkei
kosinus zase vime, Ze je v blizkosti 0 priblizné rovna 1. Tim pro tangens dostdvame tgz =
=sinz/cosz = x/1 = z. I pro funkci tangens tak mizeme vyuzit aproximaci tgz =~ x. Opét
ale musime dosazovat thel v radidnech. Aproximace neni tak pfresnd jako u sinu, lze ji tedy
vétsinou pouzit jenom do hodnot 0,15rad, viz tabulka g.

x
rad
0,1 0,0998 0,1003
0,2 0,1987 0,2027
0,3 0,2955 0,3093
0,4 0,3894 04228
0,5 0,4794 0,5463

sinx tgx

Tabulka 2: Porovnéni sinx a tgz pro malé hodnoty x v radidnech. Zaokrouhleno na
4 desetinnd mista.
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Pravdépodobné nejznaméjsi pouziti aproximace sinx ~ x je ve vzorci pro periodu matema-
tického kyvadla. Tento vzorec nejspise znate ve tvaru

kde [ je délka lana a g tthové zrychleni. Vétsinou, kdyz se tento vzorec uvadi, je u néj ptripsano,
7e je pouzitelny jen pro malé vychyleni kyvadla. P¥i urceni sily, kterd navraci kyvadlo do
rovnovazné polohy, se potkdme s tvarem —mgsina a pro malé a dostaneme —mga, tudiz je
vratna sila v priblizeni linedrni funkci ihlu vychyleni. Z této aproximace se pak dostaneme
ke vzorci pro periodu uvedenému vyse, to ovSem vyzaduje slozitou matematiku, kterd je nad
drovni tohoto Vyfucteni.

Zajisté jste si také vSimli, Ze perioda kmiti matematického kyvadla nezavisi na pocatec-
nim vychyleni. To je pravda jen v pripadé, kdy vyuzijeme vySe zminénou aproximaci. Pokud
bychom vsSak spocitali periodu presné, zjistime, ze na pocatecni vychylce zdvisi. OvSem pro
malé vychylky se stava témér konstantni a plati tedy priblizny vzorec vyse.

Odpor vzduchu

Doba volného padu télesa o hmotnosti m je popsana vzorcem

2h
t=4/—.

9

Tento vzorec vSsak muzeme pouzit pouze v piipadé, kdy odpor vzduchu nehraje velkou roli.
Pocitdme tak vlastné, jak dlouho by dany pfedmét padal ve vakuu (v homogennim gravitac-
nim poli). Pro zanedbavani odporu vzduchu existuje velmi jednoduchy divod. Pokud bychom
chtéli odpor vzduchu zapocitat, v prvni fadé bychom potfebovali znat hustotu vzduchu, od-
porovy koeficient predmétu (ten zdvisi na tvaru télesa) a plochu kolmého prifezu predmétu.
I kdybychom tyto tdaje méli, nestacilo by pouze ,dosadit do kratkého vzorecku®. Kvili tomu, ze
odporova sila velmi slozitym zpusobem zavisi i na rychlosti télesa, museli bychom fesit matema-
ticky velmi slozitou tzv. diferencidlni rovnici, nebo bychom dobu padu museli fesit numericky —
pocitali bychom pozici a rychlost predmétu po malych casovych intervalech.

Pro malou kulicku o hmotnosti m = 10g a s polomérem r = 1cm, kterd padd na zem
z vysky h = 10m, je doba padu bez odporu vzduchu ¢t = 1,428 s. Pokud ale uvazujeme odpor
vzduchu, dostaneme hodnotu ¢t = 1,451s. Zapoéitani odporu vzduchu zméni vysledek pouze
ot —t=0,023s, ndm ale vypodet zabere minimaln& o nékolik minut déle. Neznamen4 to ale,
ze odpor vzduchu se da zanedbat vzdy. Pokud pfedmét pada z vysoké vysky nebo je velky
a zaroven lehky, odpor vzduchu ovliviiuje vysledek mnohem vice. V tabulce f mizete vidét, jak
se rozdil ¢asu s rostouci vyskou zvétsuje.

V nasem prikladu jsme pouzili jesté dalsi aproximaci, kterd ma na vysledek mnohokrat
mensi vliv nez odpor vzduchu. Pocitali jsme totiz s tthovym zrychlenim g. Predpoklddame tak,
Ze gravitacni pole je homogenni — v kazdém bodé ma stejnou hodnotu. V realité se ale gravitacni
pusobeni mén{ se vzdalenosti téles a miti do stfedu planety (jednd se totiz o tzv. radidlni pole).
Za predpokladu, ze vyska nad povrchem je mnohem mensi nez polomér planety, mizeme v této
oblasti gravita¢ni pole aproximovat na homogenni.
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t ot —t

S S S
1,428 1,451 0,023
2,019 2,084 0,065
2473 2,593 0,120
3,193 3,452 0,259

100 4,515 5,256 0,741

SEESEI=

Tabulka 3: Porovnani potfebného casu k urazeni vzdélenosti h, kde ¢ je ¢as padu bez odporu
a t’ ¢as padu se zapoéitdnim odporu.

Vypocet pomoci plochy pod grafem

Ve fyzice muze nastat pripad, kdy je jednodussi problém vytesit graficky nez slozitym vypoctem.
Co tim myslime, si ukdzeme na ptikladu vypoctu prace.

Préci 1ze za pusobeni konstantni sily jednoduse popsat vzorcem W = F's, kde s je urazend
draha, po kterou jsme silou F' ptisobili. Vzorec prace ndm miize pripominat vzorec na vypocet
obsahu obdélniku S = ab o stranéich a a b. Kdyz si nakreslime zavislost F' na s, zjistime, ze W
se opravdu rovné plose pod grafem — v tomto pripadé obdélniku o stranach F' a s.

Co kdyz ale sila v prubéhu pohybu nebude konstantni? Podivejme se na priklad pruziny. Pti
vychyleni z rovnovazné pozice o vzdéalenost x zjistime, ze velikost vratné sily roste v pribéhu
natahovani. Velikost vratné sily je rovna F = kx, kde k je tuhost pruziny, kterd popisuje,
jak narocné je s pruzinou pohybovat. Naivné bychom mohli predpokladat, ze préce, kterou
vykondme natdhnutim pruziny, poté bude W = Fx = kz®. Ale nenf tomu tak. Podivejme se na
situaci graficky. Stejné jako predtim si nakreslime zdvislost F' na x, avsak tentokrat vznikly tvar
nebude obdélnik, ale trojihelnik. Jelikoz vime, zZe sila roste podle rovnice F' = kz, dokdzeme
urc¢it plochu pod grafem jako W = kx2/2. Vidime, ze vzorec se oproti naivnimu vypoctu lisi
o nasobek jedné poloviny.

F/\ F/\

gy X

Obrazek 2: Grafy zévislosti velikosti sily na dréze pro ruzné pohyby

Ve vyse uvedeném piipadé se ndm podarilo timto zpusobem problém vyfesit exaktné. Podi-
vejme se na pripad, kdy zname redlnou zavislost rychlosti automobilu na ¢ase — viz obréazek B.
Jak bychom dokazali urcit celkovou urazenou drahu? Znovu ndm pomuze vzorec, ktery popi-
suje nejjednodussi pripad rovnomérného pohybu. Ma tvar s = vt, coz jde znovu chapat jako
plocha obdélniku. Méli bychom byt znovu schopni v zobecnéni vypocitat drahu jako obsah pod
kiivkou.
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Obrézek 3: Zavislost rychlosti na ¢ase pro stiidavé zrychlujici a zpomalujici automobil

Plochu nebudeme pocitat presné, ale po jednotlivych obdélniccich, protoze ty umime pocitat
jednoduse. Osu z si rozdélime na dilky strany jedna a vysku obdélniku ur¢ime vzdy jako hodnotu
rychlosti na levé strané obdélnicku. Celkové dostaneme soucet ploch 6 obdélniku

s=(1-4+1-541-441-3+1-4+41-5m=25m.

To se moc nelig{ od redlného vysledku, ktery je s’ = 25,27m. Pii vypoétu lze vidét, Ze i kdyz
jsme plochu pro nékteré obdélnicky nadhodnotili a pro jiné podhodnotili, tyto nepresnosti se
vzajemné vyrusily a ziskali jsme relativné presny vysledek. Vypocet by sel vylepsit napt. volbou
mensiho kroku (uzsich obdélnickt) nebo volbou jiného geometrického tvaru napt. kombinace
trojihelnika a obdélniki.

Zaver

V tomto Vyfuéteni jsme si ukdzali celkem &tyfi zpusoby, jak (nejen) ve fyzice aproximovat.

Vv

Pri vypoctech ve fyzikalnich situacich je tedy vzdy dobré se zamyslet, jak presné potrebujeme
znat odpovéd na urcitou otdzku. Podle toho, zda potfebujeme mit vysledek na 3 platné cifry
nebo ndm staci radovy odhad, pak muzeme zvolit zpusob, jakym budeme pocitat.

Max Mencik Patrik KasSpdrek
max.mencik@vyfuk.org patrik.kasparek@vyfuk.org

Korespondencni seminadr Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
Oddélenim propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky
fyziky MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou cCeskych matematiki a fyzikid. Realizace
projektu byla podpotfena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.
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