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Mili fesitelé, vitejte u jiz patého letosniho Vyfucteni. V této sérii se trochu odklonime od kla-
sickych fyzikalnich témat, nicméné nemusite byt zklamani. UkdZeme si zdklady kombinatoriky
a pravdépodobnosti, které maji nejen ve fyzice, ale i v logice a pfedevsim matematice velice
giroké a praktické vyuziti. Jisté se vim uz nékdy stalo, Ze jste s nevéricim vyrazem sledovali
své okoli a kladli si otazku: ,,Jakd je pravdépodobnost, ze...?“ V tomto Vyfucteni se dozvite,
jak najit spravnou odpovéd.

Zaklady kombinatoriky

Nejdrive za¢neme rychlym piehledem zakladnich pojmi. Samotna kombinatorika je matematic-
k4 disciplina z oblasti diskrétni matematiky (coz znamend, ze pracuje pouze s pfirozenymi ¢isly).
Kombinatorika nam fik&, jak a kolika zptsoby muzeme za stanovenych podminek z daného po-
¢tu riznych prvkia (mnoziny), vybrat uréité (ne nutné rizné) pocty prvku s néjakou spolecnou
vlastnosti nebo tfeba v konkrétnim poradi. Obecné jsou tyto metody vybéru celkem tii.

Permutace

Permutace vyuzijeme ve chvili, kdy vybirdme vzdy vsechny prvky. Jednotlivé varianty vybéru
se tedy budou lisit pouze poradim (typické vyuzit{ je u otdzky kolik n-cifernych éisel dokdzeme
sestavit, pokud mdme k dispozici n éislic). Takové varianty nazyvdme permutace a jejich celkovy
pocet spocitdme tak, Ze si pro n ruznych prvku predstavime presné n pozic, na které je chceme
umistit, a polozime si otazku: ,, Kolik mam moznosti, jak obsadit prvni misto?“ Odpovéd je n.
Nyni se ptdme na druhé misto, ale tam jiz muzeme dat jen n—1 prvki, protoze jeden uz obsadil
prvni pozici. A takhle pokracujeme az do konce. Neni tézké si rozmyslet, ze se jednotlivé pocty
moznosti mezi sebou néasobi, protoze pro kazdou jednu volbu na dané pozici se pocty vybéru
vétvi do riznych moznosti na pozicich dalsich. Tim ziskdme tzv. faktoridl, ktery znacime n!
a jde o zkraceny zapis vyrazu

Pn)=nl=n-(n—-1)-(n—2)-...-1.

Vypocet poctu permutaci ndm vSak mize zkomplikovat opakovani. Muze nastat situace,
kdy vybirdme z prvki, které nejsou vSechny rizné — nékteré se opakuji. Nas vypocet se bude
ligit tim, Ze pocet permutaci vSech prvku vydélime poétem permutaci kazdého z opakujicich se
prvka (tedy pokud se ndm jeden prvek z vybéru opakuje 3krat a druhy prvek 2krdt, budeme
deélit 3!-2!). To si opét muzeme predstavit tak, Ze mezi sebou prohazujeme stejné prvky. Jenze
tim, Ze se prvky od sebe nelisi, vlastné na vysledném poradi nic neménime. Timto délenim tedy
eliminujeme vSechna duplicitni usporadani.

Variace

Variace jsou podobné permutacim, ovSem s tim rozdilem, ze vybirdme vzdy mensi pocet prvki,
nez kolik jich mame celkem k dispozici. Rovnéz vsak zélezi na poradi prvku v daném vybéru.

Pocet variaci n ruznych prvka je tedy opét sou¢inem, ale nikoliv ¢isel od 1 do n, jako je
tomu u permutace, ale pouze od n — k 4+ 1 do n, kde k je pocet prvku, které vybirdme. Mame
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totiz pouze k pozic, u nichz se postupné ptame, kolik prvka do nich muzeme dosadit. Pocet
variac{ k-té tiidy z n prvki (vybirdme k prvka z n a zdlezi na jejich poradi) zapiSeme jako:

Vikkny)=n-n—-1)- n—2)-...-n—k+1) = ———.
(k) =n (n=1) - (n=2) .. ( )=

I u variace se muzeme setkat s opakujicimi se prvky. V tomto piipadé opét vydélime souci-
nem faktorialti poétu, kolikrdt je ve vyc¢tu opakujici se prvek obsazen (zcela stejné jako u per-
mutacf).

Kombinace

Posledni metodou vybéru jsou kombinace, kde z n prvku vybirdme k prvki, na jejichz potradi
nam viubec nezalezi. Jde tedy vlastné o variace bez permutaci kazdé vybrané k-tice. Toto
reprezentuji tzv. kombinacni cisla.

Kombinacni ¢isla vyuzijeme nejen pro vypocet kombinaci, jejich vyuziti pfesahuje i do vypo-
¢tu pravdépodobnosti, které si ukdzeme déle. Kombinaéni ¢islo ¢teme ,,n nad k“ a vypocitame

jej jako
n n!
K(k,n) = (k) IO

Je jasné, ze nezalezi na tom, zda se prvky, z nichz vybirame, opakuji, ¢i jsou razné. Jejich poradi
totiz nebereme v potaz.

Kombinace s opakovanim fesime v pripadé, kdy vybirdme z n ruznych prvka néjakych
k prvkia a ve vybéru se mohou jednotlivé prvky libovolné opakovat (k tedy muze byt vétsi
nez n). Predstavme si, Ze mdme v obchodé na vybér z n = 4 druht ovoce (naptiklad banény,
jablka, merunikky a ananasy) a chceme nakoupit celkem k& = 8 kust (je ndm jedno, z kolika
druhti ovoce se nds nakup bude sestavat, mize to byt z jednoho, ale i ze vSech ¢tyr). Tuto
tlohu budeme Fesit pomoci tzv. oddélovactu — tedy od sebe pomysiné oddélime jednotlivé druhy
ovoce. Napf. v situaci BBB|JJ|M|AA vidime, ze abychom od sebe oddélili jednotlivé druhy
ovoce, museli jsme pouzit 3 oddélovace. Tyto oddélovace budou ménit svou pozici v zavislosti na
mnozstvi jednotlivého ovoce (jiné slozeni ndkupu by vypadalo napt. |JJJJJJ||AA). Celkovy
pocet kombinaci ndkupu proto zjistime jako (8453) = 165 moznosti. Tento vzorec si snadno
muzeme zobecnit — vybirdme pozice n — 1 oddélovaci (nebot oddélova¢ bude vzdy o 1 méné,
nez je pocet variant, ze kterych mame na vybér) z n + k — 1 moznych umisténi. To je tedy

K'(kyn) = (”:f;l) _ (”*:‘1)

Kombinatorické schéma, které shrnuje vsechna kombina¢ni ¢isla a dava ndm do nich jakysi
vhled, se nazyva Pascaliv trojihelnik. Ten si mizeme predstavit tfeba tak, ze se jedna o troj-
thelnik, ktery ma nahote 1 a v kazdém dalsim patfe ma soucet cisel nad nim. Po stranach
horni 1 si tedy predstavime 0 a mizeme zacit scitat dalsi a dalsi patra. To je asi nejintuitivnéjsi
zpusob konstrukce Pascalova trojihelniku.

Pro nas je vsak tento matematicky konstrukt zajimavy z Gplné jiného divodu, a tim jsou
pravé kombinacni ¢isla. Na prvni pohled se to muze zdat trochu neintuitivni, nicméné Pascaliv

Pascaliiv trojihelnik
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1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 152015 6 1

Obrézek 1: Pascaluv trojuhelnik

trojihelnik je vlastné prehled vsech kombinac¢nich ¢isel. Jeho jednotlivé ¢leny, které jsme ptvod-
né konstruovali souc¢tem predchazejicich ¢leni, totiz muzeme bez jakékoliv znalosti predchozich
pater vypocitat pravé z prislusnych kombinacnich ¢isel.

Kazdé patro je totiz kombinaéni ¢éislo (pocet prvki, ze kterych vybirdme, je pocet cisel
v predchozim patfe a poloha v fadku je, kolik ¢&isel z nich chceme vybrat). Zminénd 1 na
samotném vrcholu je totiz kombinacni ¢islo (8). Tedy kolika zpusoby muZzeme vybrat praveé
zadny prvek z celkem nula prvki — konkrétné jednim (ano, formdlné je tento zpusob to, ze
vlastné nic neudélame).

7 vlastnosti Pascalova trojihelniku muZzeme odpozorovat nékolik esencidlnich vlastnosti
kombinacnich ¢isel. Prvni z nich je evidentni ze samotného s¢itactho mechanismu vzniku troj-
thelniku. Tedy to, Ze kdyz seéteme dvé kombinacni ¢isla, dostaneme c¢islo ,pod nimi“ V feci
formélniho zdpisu kombinac¢nich ¢isel to vyjadrime

G+ ()=0)

Zapis si jiz muzete sami pomoci faktoridli rozepsat a ovérit, ze rovnost skutecné plati.
Dalsi uzitecné vlastnost vychazi ze symetrie trojuihelniku podél vysky prochézejici ¢islem
v nejvyssim fadku. Rikd ndm, Ze nékteré kombinace jsou shodné, konkrétné to plati pro

()= (%)

Tvrzeni si mizeme rovnéz ovérit tvahou, ze pokazdé, kdyz vybirdme k véci z n moznosti, je
to jako z m vybirat n — k véci, které vlastné nevybereme. V prvnim piipadé tedy vybirdme
samotné prvky mnoziny a v druhém vybirdme prvky, které v mnoziné ,nechame® Je zfejmé,
ze tato ¢isla musi vyjit stejnd, protoze pro kazdou jednu kombinaci prvki, které v mnoziné
ponechame, existuje pravé jedna kombinace prvki, jiz si vybereme. Tedy kazdé jedna varianta
musi byt obsazena v obou ¢islech.

Samotné vyuziti Pascalova trojuhelniku v realité neni moc rozsitené. Muze fungovat jako
tabulka, z niz lze ¢ist kombinacni ¢isla, pokud by se nam nechtélo pocitat faktoridly. Nicméné
jako demonstrace nékolika zdkladnich principti kombina¢nich ¢isel a toho, jak v praxi funguji,
slouzi opravdu dobfte.
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Pravdépodobnost

Nyni si jesté udélame kratky vhled do zdklada pravdépodobnosti. Pravdépodobnost néjakého
obecného jevu spocitame jako podil pripadi, ve kterych k jevu doslo, a vSech pripadu, kdy
k nému dojit mohlo. Z toho lze vyvodit dulezity poznatek, Zze zaddna pravdépodobnost neni
vetsi nez 1.

Nejdulezitéjsi vlastnosti, které mohou dva jevy z hlediska pravdépodobnosti mit, je nezavis-
lost. Znamen4 to, Ze spolu dvé veli¢iny vubec nesouvisi a jedna s druhou se nijak neovliviuji.
Pokud jsou nase dva jevy nezavislé, jejich pravdépodobnosti jsou naprosto separitni hodnoty,
tedy fakt, Ze nastala jedna z nich, ndm vibec nic nefekne o véci druhé. Nezavislé veli¢iny mohou
byt naptiklad c¢isla padla na kostce pti dvou po sobé nasledujicich hodech.

S pravdépodobnosti nezavislych jevi se tedy poté pocita tak, ze pokud chceme zjistit, s jakou
pravdépodobnosti nastanou oba zaroven, vynasobime spolu dil¢i pravdépodobnosti jednotlivych
jevu.

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

To, k ¢emu se kombinatorika, kombinac¢ni cisla a pravdépodobnost opravdu hojné pouzivaji
(nejen ve fyzice), je binomické rozdéleni pravdépodobnosti.

Slovo ,rozdéleni“ ndm popisuje skdlu nebo miru jednotlivych uddlosti. Lze si to predstavit
tak, ze hodnékrat udélate néjakou véc, kterd mize mit jen omezeny pocet vysledkii (typicky se
uddva hod kostkou nebo minci), a postupné si zapisujete, jak kazdy jeden pokus dopadl. Poté
se podivate, v jaké mite vychazely které vysledky, a — voila — méte rozdéleni.

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti ndm poté udavéa pravdépodobnost daného vysledku.
Slovo binomické nam popisuje jakousi dualitu, kterou v sobé toto rozdéleni skryva. Binomické
rozdéleni se totiz zaméfuje pouze na pokusy, které mohou skoncit bud uspéchem, nebo netispé-
chem. Pravdépodobnost tspéchu, resp. netispéchu, pritom pro vSechny pokusy zlstava stejna.
Jak si tato dvé kritéria zadefinujete uz je na véas, nicméné musi byt vzajemné jednoznacné
rozlisitelnd a musi dohromady pokryt vSechny mozné vysledky (u hodu kostkou to muze byt
napiiklad tspéch sudé ¢islo a netispéch liché).

Vzorec pro pravdépodobnost, ze v binomickém rozdéleni, v némz pravdépodobnost tspéchu
pokusu je p, nastane z celkovych n pokusu pravé k uspéchu, je

(Z) P —p) k.

Takto muzeme naptiklad vypocitat, jakd je pravdépodobnost, Ze se stielec s tspésnosti p =
=70% = 0,7 trefi z n = 5 pokusii pravé k = 4krat.

Prvni ¢initel, jimz je kombinac¢ni ¢islo, odpovida poc¢tu vSech moznych poradi, v nichz mohly
4 trefy nastat. Druhy a tfetim éinitel, tj. p* s (1- p)”_k, pak vyjadiuji pravdépodobnost, ze
nastane presné k uspéchi a k tomu presné n — k netspéchii v jednom daném poradi. Dame-li vse
dohromady, dostaneme pravdépodobnost jevu (druhy s tfetim é&initelem) v uréité konfiguraci
prendsobenou poc¢tem téchto konfiguraci, tj. moznosti, jak k jevu mohlo dojit (prvni ¢initel).

Zavér
To by od néas bylo o kombinatorice a pravdépodobnosti vSe. V matematice, fyzice, ale predevsim
statistice se jednd o dilezité néstroje, které ndm mohou mnohé prozradit o pravdépodobnosti
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naseho uspéchu v néjaké deterministické situaci, hazardnich hrach, ¢i kolik a jakych moznosti
mame, abychom mohli vybrat tu optimélni (tento princip se hojné vyuziva v tzv. diskréini
matematice). Takze piisté, az budete koukat na test, ktery jste uspé$né natipovali, muZete
si spocitat, jaké jste vlastné méli stésti, neboli s jakou pravdépodobnosti se vAm podari trefit
minimalné ten vas pocet spravnych odpovédi.
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