Korespondenc¢ni seminaif MFF UK pro zakladni skoly Reseni XIL.111.5

Uloha IIL5 ... Gedankenexperiment 7 bodi; priamér 3,41; fesilo 17 studentt

Jelikoz ¢ekdni na zelenou na semaforu je nékdy opravdu dlouhé, ma Ales spoustu casu pre-
myslet o netradic¢nich fyzikalnich tdlohach. Jednou tak premyslel o elektronech a napadla ho
myslenka, zda by bylo mozné z velkého mnozstvi elektronti vybrat pouze ty, které se pohybuji
néjakou konkrétni rychlosti, jenom s pomoci deskového kondenzdtoru. (Deskovy kondenzdtor je
soucdstka, kterd je tvorena dvéma rovnobéznymi deskami, které jsou nabity opacnym nabojem.)

V obou podiilohdch uvazujte, ze Ales mé zdroj elektronti, z néhoz vsechny elektrony vyléta-
vaji ve stejném misté a stejnym smérem. Dale uvazujte, Ze vzdalenost desek Alesova imaginar-
niho kondenzatoru je d = 1 mm, vzddlenost mezi konci kondenzdtoru (tj. sitka kondenzdtoru)
jel = 5cm a Ze na kondenzatoru je udrzovano konstantni napéti U = 10 mV. Také nejspis budete
potiebovat védét, ze hmotnost elektronu je m = 9,1-107*' kg a jeho ndboj je ¢ = 1,6-107'° C.

1. Nejprve Alese napadlo, Ze by kondenzator mohl umistit tak, aby do néj elektrony vletély
rovnobézné s jeho deskami presné v poloviné mezi nimi (obr. |1). Takto prili§ pomalé
elektrony narazi do kladné nabité desky. Jakou minimalni rychlost vi musi elektron mit,
aby vyletél na druhé strané kondenzatoru?

Poznamka: Neleknéte se, kdyz vam vyjde hodné velka rychlost.

Obrézek 1: Elektrony letici rovnobézné

2. Poté ovsem Ales dostal mnohem lepsi napad, ktery mu umozni ziskat pouze elektrony

s presné danou rychlosti. Kondenzator nyni trochu natoci a elektrony do néj budou vstu-
povat v misté, kde je okraj kladné nabité desky kondenzatoru, tak, Ze jejich rychlost bude
s deskou svirat tihel a (obr. [3).
Nejprve kvalitativné popiste, jakym zptisobem musime zvolit tihel o, aby kondenzatorem
proletély pouze elektrony s danou rychlosti. (Tedy aby elektrony s rychlosti vétsi nebo
mens{ narazily do jedné z desek kondenzdtoru.) Nédsledné vypocitejte tihel a a pocédtecni
rychlost ve elektronti, které proleti.

Népovéda 1: K vypoctium by se vam teoreticky mohlo hodit védeét, Ze elektrickou intenzitu

uvnitr kondenzatoru miizeme vypocitat jako

U
E=—
d

a ze lze uvazovat, zZe vsude mimo prostor mezi deskami kondenzatoru je intenzita elektrického
pole nulova.
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Obrézek 2: Elektrony letici pod thlem «

Népovéda 2: 'V druhé podiiloze by se mohlo stat, ze pro urceni a a v2 budete muset vyresit
soustavu dvou rovnic. V takovém pripadé doporucujeme, abyste se z nich nejprve pokusili
vyjadrit hodnotu néjaké goniometrické funkce a. Také by se vam mohl hodit vztah:

sin x

tgx = .
cos T

1. (a) Sila pusobici na elektron
Nejprve bychom se méli zamyslet nad tim, co se viibec s elektronem stane poté, co
vleti do kondenzatoru. V prvni ndpovédé je zminéno, ze intenzitu elektrického pole
uvnitt kondenzdtoru mizeme vypocitat pomoci vztahu
U
E = E 5

a tak by bylo dobré zvazit, jaky vliv to bude mit na elektron. Elektricka intenzita
nam rika, jaka sila by v daném bodé prostoru pusobila na jednotkovy ndboj. Zaroven
vime, ze elektrickd sila pisobici na téleso je vzdy piimo imérna jeho naboji. Tyto
poznatky miuzeme shrnout rovnici

F=EQ,

kterd nam tikd, jak pomoci nédboje télesa @ a elektrické intenzity ' v daném misté
vypocitame silu F, kterd na téleso kvuli elektrickému poli pisobi.

Pokud tedy pouzijeme znaceni ze zadani, tak sila ptisobici na elektron v kondenzatoru
bude

Uq

F=Fq= ]

(b) Zamysleni nad vztahem pro silul

!Nenf zcela nezbytné k vyfeseni tlohy.
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Nyni je pomérné dilezité se zamyslet nad tim, co tento vysledek znamend. Nejprve
si vSimnéme toho, ze sila F' nijak nezavisi na tom, kde v kondenzatoru se elektron
nachazi. Toto je opravdu pozoruhodné, nebot Coulombuv zdkon, ktery je jednim
ze zakladnich zdkonu elektrostatiky, rikd, ze pro silu mezi dvéma bodovymi naboji
plati F' ~ 1/r2. To znamen4, ze pri vzdalovani ndboju od sebe se sila rychle zmensuje.
Jak ale pozorujeme, tak v kondezatorech sila nijak nezavisi na tom, kde mezi deskami
se ndboj nachézi. Tato podivnost je zpusobena tim, jak se obvykle na kondenzétory
v elektrostatice pohlizi.

Vzdalenost desek kondenzatoru je obvykle velmi mald v porovnani s jeho ostatnimi
rozméry. Je tedy mozné uvazovat, ze se ndboje pohybuji velmi blizko u nabitych
desek. Tim paddem neudéldame velkou chybu, kdyz si predstavime, ze jsou desky ne-
konecné. A¢ se na prvni pohled zd4, Ze si timto vSe jen zkomplikujeme, neni tomu
tak. V ptripadé nekonecnych desek je totiz situace dokonale symetricka, z ¢ehoz plyne
mnoho vyhod® Napftiklad je jiz zfejmé, ze sila musi plisobit smérem k jedné z desek,
nebot vsechny sily ve sméru rovnobézném s deskou se ziejmé navzajem vyrusi. To,
ze elektron bude pritahovan ke kladné desce, jiz poté vyplyva jednoduse z faktu, ze
mé zaporny naboj, a je tedy pritahovan kladnym nabojem a odpuzovan zadpornym.

Prijit na to, proc¢ se sila neméni se vzdélenosti, je ponékud obtiznéjsi, ale pokusme se
najit alespon néjaké oduvodnéni. Aby se sila zmensovala se vzdédlenosti, musely by
se v néjakém misté rozbihat silocary. To by pak ale nutné znamenalo, Zze v néjakém
vedlejsim bodé musi silo¢ary mirit sikmo, a tedy mit i néjakou slozku rovnobéznou
s deskou. To ovSem neddvé smysl, jelikoz v tomto bodé (stejné jako v kazdém jiném)
bude deska v libovolném horizontdlnim sméru vypadat stejné. Neni proto mozné,
aby v nékterém takovém sméru pusobila vétsi pritazliva sila nez ve smérech jinych.

(¢) Minim&ln{ rychlost
Celkem tedy vime, ze na elektron po celou dobu, co proléta kondenzatorem, pusobi
konstantni sila F' smérem kolmo na desky kondenzatoru. Mizeme si vSimnout, ze
tato situace je v podstaté stejnd u vrhu, a muzeme ji tedy obdobnym zpisobem
pocitat. Zrychleni ptisobici na elektron je podle druhého Newtonova zdkona
F Uq

T m - omd’

Na pocatku se elektron pohybuje v horizontdlnim smeéru rychlosti v1, kterou chceme
urcit. Pro minimaln{ rychlost, kterou musi elektron na prilet kondenzatorem mit, bu-
de jeho trajektorie takovd, Ze po urazeni horizontalni vzddlenosti | (tedy ,na konci“
kondenzdtoru) se bude nachédzet ve stejné vysce jako kladné nabitd deska kondenza-
toru, tedy urazi vertikdlni vzdalenost d/2. Horizontalni pohyb je rovnomérny, plati
pro néj

l=wvit1,

a vertikalni odpovida volnému padu se zrychlenim a, z ¢ehoz plyne

d 1
- = fat?.

2 2

2N4sledujici tivahy funguji Gplné stejné i pro jednu desku, coz je jednodussi pro predstavu, tudiz doporu-
¢ujeme si situaci predstavit nejprve takto.
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Vyjadiime-li dobu letu kondenzétorem ¢; z druhé rovnice a dosadime do prvni, do-
staneme

Nyni jen vyjadrime v1 a dosadime za a, ¢imz ziskdme vysledek
a Uq 6 -1
0 :l\/g:l,/mdz —21-10°ms"".
Volba thlu «a

Nejprve se mame opét zamyslet nad tvarem trajektorie elektronu, coz tizce souvisi
s volbou thlu a. Pokud vyzadujeme, aby proletély pouze elektrony s presné danou
rychlosti, je celkem zfejmé, ze pomalejsi elektrony musi narazit do kladné nabité des-
ky a rychlejsi do zdporné nabité desky. Zafizeni nemuze fungovat tak, ze by elektrony
s rychlosti o malo vétsi i mensi narazily do stejné desky, nebot poté by do ni musely
narazit i elektrony se spravnou rychlosti.

Jak jiz vime z TeSeni prvni tlohy, na elektron pusobi konstantni zrychleni a smérem
ke kladné nabité desce, a tak muzeme k tloze pristupovat podobné jako k vrhu.
7 toho mimo jiné plyne, ze se elektron v kondenzatoru bude pohybovat po parabo-
le. Predstavme si nyni, ze pod urcitym thlem vleti do kondenzatoru tfi elektrony,
pricemz prvni bude mit mensi rychlost nez druhy a ten bude mit mensi rychlost nez
treti. Diky podobnosti s vrhy vime, Ze elektron s nejvétsi rychlosti doleti do nejvétsi
vzdélenosti a dosdhne nejvétsi vysky. Naopak elektron s nejmensi rychlosti dosahne
nejmensi vysky a doleti do nejmensi vzdalenosti. Pro trajektorie z toho plyne, Ze
trajektorie prvniho elektronu bude ,,pod* trajektorii druhého (blize ke kladné desce)
a ze trajektorie tfetiho bude ,nad* trajektorii druhého (blize k zdporné desce). Aby
tedy vsSechny elektrony s jinou rychlosti nez v narazily do nékteré desky, musi se
vSechny trajektorie ,nad“ tou spravnou protinat se zapornou deskou a vSechny , pod“
ni s tou kladnou. Spravné trajektorie se tedy v nejvyssim bodé bude témér dotykat
zdporné desky a v nejniz$im (tedy na konci kondenzéatoru) se témér dotkne okraje
kladné desky.

Zbyva otazka, jak thel a a rychlost ve vypocitat. Z tivah o tvaru trajektorie jsme
zjistili, ze mame dvé podminky — v nejvyssim bodé trajektorie se elektron témeér
dotkne ,horni“ desky, dosihne tedy vysky d, a elektron ve vzdélenosti [ se bude
nachdzet v nulové vysce (v drovni ,spodni“ desky). Tyto dvé podminky pfedstavuji
dvé rovnice, které muzeme sestavit. Povede-li se nam je sestavit tak, aby obsahovaly
pouze dvé nezndmé (rychlost v2 a tihel @), pak by tuto soustavu s trochou $tésti mélo
byt i mozné vytesit. Proto se nyni budeme snazit zbavit zdvislosti na case.

Rovnice plynouci z prvni podminky

Zabyvejme se nejdrive prvni podminkou, kterda mluvi o maximéalni vysce. Vime, zZe pti
vrhu z nulové vysky (tedy kdyz téleso vyleti ze stejné vysky do niz dopadne) dosdhne
elektron maximalni vysky v poloviné doby letu, kdy bude mit nulovou vertikalni
slozku rychlosti. Vertikalni slozku pocatecni rychlosti mizeme vypocitat jako

vy = v2sino.
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Vime, ze za ¢as t2/2 zpomali elektron prévé o rychlost v, (na nulovou rychlost), ze
vztahu pro zrychleni tak dostaneme
ta .
ag =vy =vasina.
Zaroven vime, ze v tuto chvili urazil elektron ve vertikdlnim sméru vzdélenost d.
Abychom si zjednodusili vypocty, muzeme zde vyuzit pomérné casto pouzivaného
triku: misto uvazovani elektronu, ktery zpomaluje na nulovou rychlost, si predstavime
déj pozpatku, tedy elektron zrychlujici z nulové rychlosti na pocatecni. To odpovida
rovnomérné zrychlenému pohybu s nulovou pocatecni rychlosti. Pro vzdalenost d
tedy dostdvame rovnici
1 [t2)?2
d=-a (—) .
2 2

Dosazenim za Cas t2/2 z predchazejici rovnice dostdvdme rovnici vyjadiujici prvni
podminku

(1)

. 2 2

d 1 (v251na)2 V5 sin” «

= —a = .
2a

2 a

Rovnice plynouci z druhé podminky

Zkusme nyni tedy jesté najit rovnici plynouci z druhé podminky. V nulové vysce
se elektron bude nachézet v ¢ase ta. V horizontdlnim sméru se jednd o rovnomeérny
pohyb, pro vzdalenost [ tedy bude platit

| = vpto = vata cOS .

Cas t2 jsme v8ak jiz pouzivali v odvozovani rovnice pro prvni podminku, a miuzeme
ho tedy vyjadrit naptiklad z pouzitého vztahu pro zrychleni
2vs Sin «
fo = ————— .
a
Dosazenim do predchézejici rovnice pro vzdalenost [ dostavame rovnici vyjadiujici
druhou podminku

. 202 cos asin o

l (2)

a

Reseni soustavy rovnic

Nyni ndm jen zbyva vytesit soustavu téchto dvou rovnic. Postupujme dle napovédy
a snazme se nejprve nalézt hodnotu goniometrické funkce tthlu «. Zkusme pouzit
tradi¢ni dosazovaci metodu, kdy si z jedné rovnice vyjadiime vz a tento vyraz po-
té dosadime za v do druhé rovnice. Pro mirné zjednoduseni vypoc¢tu si muzeme
vSimnout, Ze v obou rovnicich se vyskytuje pouze v3. Stadi nam tedy vyjadiit si va.
Vyjadireme si tedy druhou mocninu rychlosti z rovnice (ﬁ])

2 2ad
(%

sin? o
a dosadme tento vyraz do rovnice (B)

- 4ad cosasina 4d

sin? o a tga’
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kde jsme mimo jiné vyuzili vztah pro podil sinu a kosinu z druhé napovédy. Nyni jiz
kone¢né muzeme primo vyjadrit o

4d . o
a = arctg Td =46

a dosadit tuto hodnotu do vztahu pro v3. Ten ndm jiz staéi odmocnit a dosadit v ném
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za a a « (vztah pro a jsme odvodili jiz v prvni p0d1’1loze)H

2ad 2Uq . 5. =2
w:\/sin2a: — Ty = 4-107m-s 7.
m sin (arctg T)
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3Nabizi se zde je§té otézka, zda by kombinaci sin arctg z nebylo mozné vyjadiit néjak elegantnéji. Mozné
to skutec¢né je. Ptate-li se jak, doporucujeme vam, abyste se zkusili zamyslet nad tim, co tento vyraz vlastné
znamena.
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