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Uloha IIL5 ... Nedostavény obchvat 7 bodii; primér 3,69; fesilo 16 student

Meésto Vyfuckov lezi na hlavni cesté mezi Prahou a Brnem, tedy vétsina aut, kterd jim projizdi,
se snazi dostat ze severu na jih. Bohuzel vSak méstem protéka ve sméru z vychodu na zdpad
reka.

Aby auta nejezdila méstem, rozhodli se ve Vyfuckové stavét obchvat. Jelikoz se ale zastupi-
telé severni a jizni casti nedohodli, zacali ze severu stavbu obchvatu zapadnim smérem a z jihu
zacali stavét z vychodni strany, pficemz oba obchvaty dostavéli az po most pres reku (stary
most v centru béhem stavebniho silenstvi strhla povoderi). Pro prijezd ze severu na jih tedy
zbyly dvé moznosti, vyuzivajici vzdy na jednom brehu obchvat a na druhém priijezd méstem.

Kazda c¢ast obchvatu je kapacitni a cesta po ni trvd 30 minut bez ohledu na to, kolik aut
Jji vyuziva. Druhou cast cesty vsak ridi¢i musi jet méstem, kde cesta trva 4 minuty za kazdych
100 aut, které po dané silnici projizdéji jednim smérem.

1. Méstem kazdé rano projizdi jednim smérem 1 000 aut, jejichz ridi¢i maji chytré navigace,
tedy si kazdy z nich zvoli nejvyhodnéjsi cestu véetné dopravniho vytizeni: bud obchvatem
a pak méstem z jedné strany, nebo méstem a pak obchvatem z druhé strany (most pres
feku mésto-mésto pro auta neexistuje). Jak dlouho bude kazdému fidici trvat prijezd
méstem? Nakreslete si diagram cest.

2. Novy primator se rozhodl ¢asti usmirit, dopravni situaci vyresit a vybudovat tunel, kte-
ry nedostavéné casti obchvatu propoji. Tato vymozenost dokonale spojuje cesty v piilce
meésta: tedy kdyz auto zacne jet po obchvatu, miize pokracovat bézné méstem, nebo pro-
jet tunelem na druhou ¢ast obchvatu. Ale i kdyz zacne cestu méstem, miZe se v piilce
rozhodnout, jestli bude pokracovat po obchvatu jako bézné, nebo projede tunelem a zase
pojede méstem. Priijezd tunelem trva 3 minuty bez ohledu na to, kolik aut jim projizdi.
Jak dlouho bude nyni kazdému ridic¢i trvat nejvyhodnéjsi trasa?

3. Vyfucek se rozhodl primatorovi ukazat, co svou iniciativou provedl, a to jak jinak nez
pomoci fyzikdlniho modelu. Vzal tedy dvé pruzinky o tuhosti k = 0,25N-cm™' a podd-
tecni délce témér nulové, na kazdou navazal provazek dlouhy 30 cm a pruzinky propojil
provazkem dlouhym 3 cm. Sestava tedy odpovidala méstskym cestam, kde provazky jsou
tunel/obchvat a pruzinky cesta méstem. Na obé pruzinky ziroven pak Vyfucek povésil
zavazi pisobici silou 10 N.

Jaka bude vzdalenost zavazi od bodu zavésu? Nejspis budete muset pouzit vztah pro
skladani tuhosti dvou sériové visicich pruzinek.

4. Vyfucek poté vzal niizky a kratky proviazek 3 cm prestrihl. Co se stalo se zavazim? Jak tato
situace odpovida dopravni situaci popsané vyse (tj. které ,,pruzinkové® veli¢iny odpovidaji
kterym dopravnim)?

Predpokladejte, ze pruzinky maji nulovou klidovou délku.

1. Auta jedouci jednim smérem maji na vybér dvé moznosti. Jako prvni budeme uvazovat
cestu nejdiive pres obchvat a poté pres mésto, jako druhou moznost nejdrive pres mésto
a poté pres druhy obchvat. V pripadé, kdy je v obou moznostech pocet aut na trase stejny,
je stejny i ¢as potfebny k prekondni cesty v obou moznostech — ty jsou totiz symetrické
(coz je mimo jiné viditelné i na diagramu).
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Intuitivné plati, Ze se auta rozdéli na dvé poloviny, tedy na kazdé z moznosti bude 500 aut.
Pojdme to trochu lépe vysvétlit: predstavme si, ze jednou trasou jede vice aut nez druhou.
To je vsak v rozporu se zadanim, v takovém piipadé by néktery z ridica na delsi trase
prejel na kratsi, ¢imz by si usSetfil cas. Proto se nutné dostaneme do situace, kdy si ridici
nemohou zkratit cas, tedy obé cesty trvaji stejné, takze vSude je stejné aut. Cesta potom
kazdému ridici trva:

t=to +tm = 30min + 4 min - % = 50 min ,

a to v obou moznostech. Jako to myslime cas straveny v obchvatu, jako ¢ty ve mésté.

2. Ve vysledku zde méme Ctyti ruzné moznosti. Prvni moznosti bude opét cesta obchvat—
meésto, druhou opét mésto—obchvat, tieti nové obchvat—tunel-obchvat a ¢tvrtou mésto—

(v takovém piipadé bychom mohli rozdélit auta na ¢tvrtiny a kazdé cesta by trvala stejné).
Pro prvni moznost bude doba prijezdu:

t1 =to + tm2,
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kde za tnm2 bereme Cas straveny v druhé poloviné mésta. Pro druhy pripad analogicky:

to = tv1 +to -

Dale pro treti pripad:
ts = 2to +tT = 2 - 30 min + 3 min = 63 min,
pricemz tr je doba stravend v tunelu. Pro ¢tvrty pripad plati:

ty = tyv1 +tv2 +IT .

Jedinad z moznosti, kterd je zcela nezavisla na poctu aut, je tfeti moznost. Prujezd tudy
by vsak trval prehnané dlouho, proto zkusime tuto moznost vyloucit — pokud by vysel
vysledny cas prujezdu vic, nez Cas pro treti moznost, pak by byl nas predpoklad éﬁatny.
Auta se tedy rozdéli tak, aby byl ve vSech (tfech) mozZnostech ¢as prujezdu stejny? tedy
plati:

t1 =12=14.

Z rovnosti prvnich dvou moznosti dostavame:
ta = tve = tur,
(oba ¢asy jsme si oznadili jako tar) coz mizeme dosadit do rovnosti to = t4:
to +tm = 2tm + i1,

tm =to —tr = 27min.

Z toho lze vypocist celkovy cas prijezdu, ktery si oznacime T

ti=to=t4 =T =to +tm = 2to —tT =2 -30min — 3min = 57 min.

Celkovy cas prijezdu tedy bude vzdy 57 min, coz je méné nez 63 min v nevyuzité moznosti.
Aby vsak tento Cas mohl platit, musime si jesté ovérit, zda se shoduji poc¢ty projizdéjicich
aut. Pro ¢ty = 27 min plati:

n . tym
v = — -4 = =100 -
M 100 i " 4 min

coz je pocet aut projizdéjicich jak prvni, tak druhou ¢asti mésta. Plyne z toho, ze obchvatu
vyuzije v prvni, resp. v druhé moznosti 325 aut, coz dava smysl, protoze obé moznosti
jsou symetrické.

= 675aut,

LPro stejny ¢as prijezdu viemi trasami lze argumentovat podobné jako v prvni otdzce.
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3. Nyni fesime tlohu s pruzinkami, ktera je analogickd pravé vyresené tloze. Na kazdou
z pruzinek pusobi stejnd sila o velikosti:

F =k,

kde I je natazena délka obou pruzinek. To si vyjadiime:

l:%:400m.

Tato hodnota je ale vyssi nez délka lanka, coz znamend, ze se pruzinky plné nenapnou
a zdvaz{ bude drzeno z velké ¢asti pouze provdzky (kromé té tihy, kterd pruzinky natdhne
tak, aby se svoji délkou vyrovnaly proviazkum). Mezi lanky je vSak jesté kratky provazek,
ktery bude natazen horni pruzinkou, a tim padem zvedne druhy provazek o svou délku.
Vysledné vzdalenost zavazi od bodu zavésu tedy bude:

L=2-30cm—3cm =57cm.

4. Prestfihne-li Vyfucek kratsi provazek, pak nastane situace, kdy je zdvazi zavéseno na
dvou systémech — pruzinka—lanko a lanko—pruzinka. Oba dva systémy jsou symetrické,
tim padem se tiha zavazi rozdéli rovnomérné. Na kazdou pruzinku tedy ptisobi polovina
sily a prodlouzi se o:

l= % =20cm.
K celkové vzdalenosti od bodu zavésu pak jesté musime pricist délku lanka:

L=1+30cm =50cm.

Vzdalenost zavazi od bodu zavésu mutzeme srovnavat s celkovou dobou prijezdu. Delsi
lanka pfedstavuji obchvaty (30 cm = 30min), kratsi tunel (3cm = 3min). Pruzinky jsou
pak se zvysujici se zatézi ¢im dal delsi, a tedy doba potifebnd k prijezdu jimi predsta-
vovanym usekem se prodluzuje, coz odpovidd méstskym tsekum. Jelikoz délku pruzinky
bereme jako ¢as potiebny k piekonédni tiseku (1cm < 1min), pak mizeme pusobici silu
brat jako pocet aut (1N < 100aut), a tim pddem prevracenou tuhost pruzinky k jako
zvyseni doby priijezdu na poéet projizdéjicich aut (1cm-N~! < 100 min-aut™!). Vysledky
jsou pak analogické — tieti poduloha odpovidd druhé a ¢tvrtd odpovidd prvni.

Zakony jesté formulujeme matematicky, coz lépe zdurazni jejich podobnost. Pro pruzinku
mame:
I=F. 1
= -

Pro dobu prijjezdu ¢, podet aut N a prijezdnost p (prujezdnost definovanou jako doba
prujezdu vztazend na pocet projizdéjicich aut) médme tento vztah:

t=N-p.
Tuto tlohu bychom mohli oznacit za ptriklad Braessova paradoxu — po odstranéni tunelu

doslo k zdhadnému zlepSeni provozu (prestoze kazdy z ridic¢u si volil pro néj nejvyhodnéjsi
trasu). Braessiv paradox vychdzi z tzv. Nashovy rovnovéhy, tedy stavu, kdy uz zadny
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z Ucastnikil nemize svou situaci jednostranné zlepsit (tj. nasi ridic¢i). Pfitom z hlediska
celkového vykonu provozu tseku neni Nashova rovnovaha nejlepsim fesenim. Prfi nepro-
mysleném pridavani dalSich dopravnich spoju se tedy dopravni situace muze paradoxné
zhorsit.

Naopak pokud by se fidi¢i nerozhodovali podle Nashovy rovnovahy, mohla by se tak situ-
ace pro Cast fidi¢u mirné zhorsit, zatimco pro druhou ¢ast vyrazné zlep$it, a doslo by tak
ke zlepseni celkového vykonu dopravy tseku. Ve Vyfuckové modelu byl tento paradox vy-
jadfen pomoci zmény zapojeni pruzinek — v prvnim ptipadé sériové, ve druhém paralelné.
Pti paralelnim zapojeni se tiha rozlozi, a tim pddem se pruzinky tolik neprodlouzi.

Pokud by ridi¢i byli dokonale koordinovani (napiiklad pomoci samoridicich aut), mohli
by se v urcitych pfripadech shodnout a naleznout feseni optimalni pro vSechny: to by
odpovidalo tomu, kdyby po postaveni tunelu ve mésté ho fidi¢i ignorovali. Museli by se
na tom nicméné vsichni shodnout, coz je velmi nepraktické.

Dalsimi dopravnimi paradoxy jsou napiiklad Pigou-Knight-Downstuv paradox a Downs-
-Thomsonuv paradox. Pigou-Knight-Downstv paradox tvrdi, ze rozsitovani kapacity sil-
nice nemusi nutné znamenat vyssi efektivitu dopravy, jelikoz se doprava muze presunout
na vedlejsi silnici. Navic vice silnic motivuje lidi k ndkupu aut, coz provoz jesté zhorsi.
Downs-Thomsontuv paradox je velmi podobny — pri rozsireni kapacity soukromého tseku
se mirné snizi zatéz verejného tseku a naopak silné zvysi zatéz soukromého tseku, coz
ma ve vysledku pokles efektivity dopravy. Tyto paradoxy vsSak narozdil od Braessova
nepocitaji s Nashovou rovnovahou.
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