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Uloha IIL.3 ... Sypka véz 6 bodii; pramér 5,14; Fesilo 14 studentt

Organizatori Vyfuku si usporadali party. Podminkou ke vstupu na party bylo prinést alespon
litr sypké substance.

Kacka prinesla litr popela, ktery m4 sypny tihel 20°. Viktor pfinesl litr mletého kakaa, které
mé sypny thel 30°. Marco pfinesl litr praskové kridy, kterd m& sypny thel 45°.

Prvni vysypali hromadku popela, ta méla tvar komolého kuzele, tedy kuzele s useknutou
spickou. Splacli ji takovym zpiisobem, aby na ni mohli vrsit kakao. Stycné plochy mezi jed-
notlivymi sypkymi latkami jsou vzdy jen vodorovné. Prostredni hromadka kakaa ma také tvar
komolého kuzele a na ni je umistén kuzel z praskové kridy.

Jak (nejvice) vysokd muze byt tato hromddka?

Nejdiive se pokusime nasi hroméddku co nejpfesnéji popsat. Sklada se ze ti{ riznych (z toho
dvou komolych) kuzeli, které lez{ na sobé. Kazdy m4 svou vysku, oznacime si je shora jako vi,
vz a v3. Mezi hornimi dvéma kuzely je pak sdilena plocha S, mezi dolnimi dvéma S; a celd véz
stoji na podstavé S3. To, ze jsou plochy sdilené a stejné velké, si mizeme ukazat jednoduchou
tvahou — vrchni plocha nemuze byt vétsi nez ta spodni — substance jsou sypké a jeji Cast lezici
na rozdilu ploch vrchni a spodni ¢asti véze by se tedy sesypala.

Duvod, pro¢ nemuze byt spodni plocha na nasem spoji kuzeli vétsi nez ta vrchni, neni zfejmy
z fyzikdlnich principt, ale ze zadan{: snazime se vytvorit co nejvétsi (komolé) kuzely, pficemz pfi
daném objemu je obsah podstavy linedrné nepfimo tmérny vysce kuzele (pro vypocet objemu
kuzele muzeme vyuzit vzorec V = (Spodstavy - v)/3, kde v je vyska naseho kuzele). U komolého
kuzele pak také plati, ze se stoupajicim obsahem podstavy klesd vyska, ale u néj je jiz podstatny
obsah obou dvou jeho podstav. Protoze chceme co nejvétsi vysku, je v nasem zajmu mit obsah
podstav co nejmensi — a pri nejvétsim omezeni obsahu podstav ziskdme to, ze podstavy tedy
musi byt stejné velké (jak je jiz vySe uvedeno, dolni podstavu uZz nemuZzeme zmensit — nase
sypkd véz by se zacala sypat.)

Nyni se jiz zaméfime na feseni samotné tlohy. Pouze ze zadaného objemu nejsme schopni
tici, jak bude kuzel vypadat. Jsme to ale schopni jednoznac¢né urcit, jakmile zndme tihel mezi
podstavou a sténami a vime, Ze se snazime dosdhnout co nejvétsi vysky. Pro dalsi vypocty ale
budeme pouzivat goniometrické funkce — pokud tedy nevite, co goniometrické funkce jsou, nebg
si nejste jisti, jak je pouzivat, muzete si o nich preéist ve Vyfucteni 3. série 1. ro¢niku Vyfuku®
Pro uréeni vzhledu nasich (komolych) kuzelt tedy vyuzijeme veli¢inu sypng whel, kterd ndm
udéava, jaky muze byt maximalni ihel mezi podstavou a plastém kuzele, nez se zacne nase sypka
substance sesypavat po povrchu kuzele. Prasek se pii prekroceni ihlu sype, dokud je tthel vétsi
nez ten sypny — zbude ndm kuzel se sypnym thlem mezi podstavou a plastém.

Jaky ale bude mit thel, chceme-li, aby byl kuzel na svij objem co nejvyssi? U tohoto
problému staéi, kdyz si uvédomime, Ze jakmile je dhel mezi podstavou a plastém (oznacme
si ho «) 0°, pak nemdme kuzel, ale placku. Naopak s dhlem « blizicim se 90° se ndm kuzel
stava ¢im dal tim Spicatéjsim — plati tedy, ze ¢im vétsi mame dhel «, tim vice ndm u naseho
kuzele roste vyska (jak se ale dozvime i ze vzorce uvedeného nize, pfi neménicim se objemu se
u kuzelu bude nepfimo imérné ménit i obsah podstavy). Pokud se tedy snazime mit co nejvétsi
vysku v nasem kuzelu, chceme, aby thel o byl co nejvétsi, a to jak u kuzeld, tak u komolych
kuzeli. Pokud tedy nase (komolé) kuzely mohou mit tihel o rovny nebo mensi nez jejich sypny
thel, budeme vzdy chtit, aby se a rovnala sypnému thlu.

thttps://vyfuk.mff.cuni.cz/_media/ulohy/r1/vyfucteni/vyfucteni_3.pdf
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Vime tedy, ze dhly jednotlivych kuzeltt budou a1 = 45°, as = 30°, az = 20°. Jak ale vyu-
Zijeme goniometrické funkce? To ndm bude zfejmé, jakmile si udéldme fez (komolym) kuzelem
podle vysky.

Rez kuZelem

Po provedeni fezu u kuzele ziskdme rovnoramenny trojihelnik, ktery, kdyz si ho nasledné roz-
pilime podél vysky, vytvori pravouhlé trojuhelniky o tihlech 90°, o a 90° — «.. Strany tohoto
pravouhlého trojuhelniku pak budou:

Odvésna 1 vyska v; pro kuzel 1 atd.,
Odvésna 2 polomér podstavy ptivodniho kuzele (na kulaté podstavé Sy si jej oznadime r1 apod.),

Prepona délka s — ta ndm znaci vzdédlenost mezi vrcholem a libovolnym bodem na okraji
podstavy puvodniho kuzele.

VyuZijeme toho, Ze zndme thly «, a vzpomeneme si na definici funkce tangens: tg(tihel) =
= protilehld/ptilehld. Proto muzeme psat tg(a) = v/r, resp. v = r - tg(a), coz ndm pozdéji
pomiuize.

Rez komolym kuZelem

Rezem skrz komoly kuzel (znovu vedeny skrz vysku) ziskdme rovnoramenny lichobéznik. U néj
méame dva jeho thly o velikosti o — oba u spodni zdkladny, u vrchni zdkladny nalézdme dva
dhly o velikosti 180° — « (soudet thld v ¢tyftuhelniku je 360°). Strany tohoto lichobézniku pak
maji tyto velikosti:

Zakladny: dvakrat polomér podstavy komolého kuZele, na které zikladna lezi, tj. 2r1 apod.,

Ramena: obé jsou stejné dlouhd a muzeme si je znovu oznacit jako s, pro nas vypocet ale tuto
hodnotu potfebovat nebudeme.

Nyni vyuzijeme goniometrické funkce znovu — lichobéznik je na vSsech mistech stejné vysoky,
vysku (ta je kolmé na obé zdkladny) si tedy mizeme mezi zdkladnami spustit v libovolném
misté.

Pokud si ji spustime presné v nékterém z vrchnich vrchol lichobézniku, tak ndm krom
pravouhlého lichobézniku vznikne i pravoihly trojihelnik. Ten m4 strany s, v a jesté jednu,
kterou si oznaCime x. Proménnd x m&a poté hodnotu rozdilu poloméra podstav, na kterych
lichobéznik lezi (pro g-ty komoly kuzel ziskdme 24 = rq+1 — r4). Diky tomuto také dokdzeme
tici, ze pokud vezmeme horni polomér a pricteme k nému odpovidajici x, ziskdme polomér
dolni. Tuto rovnici si pak zavadime proto, Ze spolu s ni znovu vyuzijeme goniometrické funkce.
Stéle plati, ze tg(tihel) = protilehld/prilehld, tim paddem i tg(a) = v/z, resp. v = = - tg(a),
resp. v = (rq+1 — 7q) - tg(a).  Vzorce se ndm budou hodit prévé v tomto tvaru — kli¢ovd je
pro nas vyska. Pro samotné dosazeni do ptikladu jesté potrebujeme znét vzorecek na vypocet
objemu komolého kuzelu: V = (n-v/3) - (12 + ¢ - Tq+1 + 7o11), kde V je objem, v viska a rq
a rq+1 je mensi, resp. vétsi polomér podstavy. Protoze jsme si ale fekli, ze si zadefinujeme
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180 — 180 — «
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Obrazek 1: Rez komolym kuZelem a naért lichobéznika

Tq+1 = Tq + T4, muzeme si to vyjadrit do naseho vzorecku na vypocet objemu — bude to pro
nés praktictéjsi:

V= (“'%)’(T§+Tq‘(rq+xq)+(rq+mq)2):
v
:(n-§>-(3~7'3+3-rq-xq+x3).

Posledni dulezitd poznédmka je, Ze si musime dévat pozor na dosazovani ve spravnych jed-
notkéch, zde jsme si vybrali ty zdkladn{ — metry (s tim souvisi to, Ze musime prevést litry
na metry krychlové). Alternativni volbou by mohly byt decimetry, nebot pak bychom litry
prevadét nemuseli.

Miuzeme tedy dosazovat. Musime zacit u vrchniho kuzele, protoze pro vypocet komolych
kuzelt zatim neméme dostatek zadanych udaju.

Spodstavyv
V= —3
kde Spodstavy je obsah kruhové podstavy, ktery spocteme jako Spodstavy = T - r2. Dosazenim

za obsah dostaneme )
nrev

3
A pro kuzel z goniometrickych funkei jsme si fekli, ze plati:

V =

2 3
v=r-tgla) = V= il T;g(a) = tgg(a) .

Pro r1 tedy:
3 3-Vi
- tg(ar)

ry = WM =9,8cm.
n-1

7 toho muzeme spocitat i vysku horniho kuzele:

T =

A s hodnotami:

v1 =71 - tg(a),

v = 9,8cm.
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Diky témto vypoctim jiz zndme r1 — polomér lezici na S1, a jsme tedy schopni dopocitat i vysku
prostfedniho (komolého) kuzele. Plati, ze:

v 2 2
V= (n~§)-(3-rq+3~rq~xq+xq),

v==zx-tg(a).

Vyjadiime tedy prvni vzorecek za pomoci toho druhého:

v
V:(Tvg)~(3-r§+3~rq‘mq+z§):

tg(az)
3

=T

-(3-T§+3~rq-xq+a:§).

Jesté nasi rovnici vydélime n a tg(az2)/3:

t
Vo= (TC'JH'g(:?@)>'(3'7’%+3'7"1~$1+$§),

Va

2 2
3'm:$1'(3'T1+3'7’1’$1+1}1) .

Ziskédme tim kubickou rovnici:

V
a7§+3~r1~x§+3~rf~x1—3-72:0
- tg(az)

Po dosazeni hodnot:
z3 +0,29542 - 22 + 0,02909 - 1 — 0,001 65 =0.

Kubickou rovnici bohuzel nejsme schopni vyfesit jednoduse (vzorce pro ni sice existuji, ale
jsou velmi slozité). K feSeni vSak mizeme vyuzit néjaky matematicky program, napi. Wolfra-
mAlpha. Po zadani do kalkuldtoru ziskdme hodnotu (kubické rovnice mohou mit az t¥i kofeny,
v téchto pfipadech je ale redlny vzdy pouze jeden z nich):

X1 = 3,9 cm .
7 toho miuzeme spocitat i chténou vysku komolého kuzele va:
V2 = T tg(ag) = 273 cm.

Diky tomuto vypoctu jsme znovu, v tomto pripadé neprimo, ziskali dalsi r, tentokrat ro lezici
na So:
ro=7r1+x1 = 07137 66m = 13,766 cm.

Miuzeme tak vypocitat i vysku posledniho kuzelu. Znovu plati, ze:
v
V= (ng) . (3-r§+3~rq~wq+x3) ,

U:x'tg(a)7
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Muzeme dosadit a vzorec upravit:

t
V= <g<§>><g+3+>

V3

3. "3 e (3-7243.p,- 2\ .
- tg(aa) T2 ( ry3+3-12 I2+552>

Znovu ziskame kubickou rovnici

$§+3~T2-x§+3-r§~x2—3-L:O
- tg(as)

a znovu muzeme dosadit:
x5 +0,41298 - 23 + 0,056 85 - x> — 0,00262 = 0.
Pokud znovu pouzijeme pocitac k vyreseni této rovnice, ziskame
zo = 0,03595m = 3,595 cm .
Z ¢ehoz jsme znovu schopni zjistit vysku (i polomér doln{ podstavy):

v=2x- tg(a) =1,3cm,

r3=r2+x2 =17,4cm.

Vysku celé véze pak ziskdme velmi jednoduse — staci seéist vysky vsech ti{ (komolych) kuzeli
na sobé — protoze jsou plochy mezi kuzely vodorovné, muzeme si vSechny vysky dat doprostied
vSech kuzell, a ty ndm svym spojenim vytvori velkou vysku celého utvaru, plati tedy, ze:

Vcelkova = V1 +v2 +v3 = 9,8cm +2,3cm + 1,3cm = 13cm .
Celkové tedy miizeme ziskat véz o vysce maximéalné 13 cm.

Vdclav Verner
vasekQ@vyfuk.org

Korespondencni seminadr Vyfuk je organizovan studenty a prateli MFF UK. Je zastfesen
Oddélenim propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky
fyziky MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyzika. Realizace
projektu byla podpotfena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.
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