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Ve Vyfucteni jsme si detailné predstavili fraktal zvany Kochova vlocka. Nyni si ji mirné modi-
fikujeme a budeme zkoumat jeji vlastnosti. Zakladem nasi vlocky bude ¢ara v podobé obvodu
¢tverce a kazdy krok bude probihat tak, Ze jednu jeho stranu rozdélime na tretiny a prostredni
tretinu prodlouzime tak, aby mohla tvorit mensi ¢tverec prilozeny k piivodnimu (viz obrdzek |1).

Obrézek 1: Pocatecni kroky upravené Kochovy vlocky.

1. Jaka bude délka ttvaru po n-tém kroku? Co se s délkou bude dit, pokud budeme n
zvétsovat? Ustali se na néjaké konkrétni hodnoté?

2. Najdéte néjaky utvar s konecnym obsahem, do kterého se vlocka urcité vejde. Spocitejte
jeho obsah, pokud strana ptvodniho ¢tverce ma délku 1.

3. Urcete Hausdorffovu a topologickou dimenzi nasi vlocky. Jedna se o fraktal?

1. Po n-tém kroku bude mit upravena Kochova vlocka tvar lomené Cary slozené z tekné-
me N stran o délce a. Celkova délka vzniklého ttvaru potom bude:

l, = Na.

Nyni musime zjistit, jak se Na méni v zavislosti na n. Vime, ze po kazdém kroku se
z kazdé strany umaze prostfedni tfetina a pridaji se k ni dalsi tfi tretiny jeji ptavodni
délky. Kazda strana o délce a se proto prodlouzi o 2/3 - a, takze jeji nova délka bude:
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Pro délku celého tutvaru po n + 1 krocich potom plati:
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Tento vztah bude platit pro libovolné n, coz znamena, ze pri kazdém kroku se délka atvaru
zvetsi 5/3krat. Vime, ze pfed prvnim krokem (n = 0) méla vlocka tvar ¢tverce s obvodem
lo = 4ap. V dalsich krocich se délka zmeénila na:

Vime, ze se délka pri kazdém kroku zvétsuje stdle stejnym zpusobem, proto muzeme
jednoduse uhadnout, ze délka po n krocich je:

ln = (g) '4(10.

Délka nasi vlocky se tedy po kazdém kroku zvétsi o 2/3, coz je stéle vétsi a vétsi ¢islo.
Proto neni mozné, aby se délka ustéalila na konkrétni hodnoté. Misto toho poroste nade
vSechny meze.

2. Kdyz si nakreslime prvnich nékolik kroku (viz obrazek E), muzeme si vS§imnout, ze celd
vlocka lezi uvnitt néjakého ctverce.

Obrazek 2: Kochova vlocka

Ukazeme, ze jeho stran se dotykaji vrcholy ptivodniho ¢tverce a zZe jeho strana ma potom
délku rovnou b = v/2. Zvolime k tomu nésledujici postup — nejdifve nakreslime ptvodni
Ctverec o strané 1. Kolem tohoto ¢tverce nakreslime novy vétsi ¢tverec tak, aby se jeho
strany dotykaly vrcholi toho mensiho a spocitame délku jeho strany. Kdyz si pomyslné
rozdélime vétsi Ctverec na Styfi ¢tverecky s poloviéni stranou b/2, vidime, ze strany men-
stho ¢tverce jsou thloprickami ¢tvereckt. Diky tomu muzeme spocitat délku téchto stran
z Pythagorovy véty, protoze plati:

Délka vétstho &tverce je tedy skutecnd /2. Jesté viak stile musime dokézat, ze se celd
vlocka do tohoto ¢tverce vejde akorat. Sledujme proto, co se bude dit s mensim ¢tvercem,

N
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kdyz na néj aplikujeme nase pravidla pro kroky a bude nés zajimat jen to, co se déje
na vnéjsim okraji vzniklé krivky. Pti kazdém kroku v podstaté prilepime na stiedy vsech
krajnich stran ¢tverce s tfetinovou délkou strany (to, Ze navic umazeme prostfedn{ tfetinu
strany a ze i smérem k prostfedku vlocky vznikaji néjaké ttvary, muzeme pominout,
protoze jsme fekli, Ze néds zajima pouze okraj kfivky). To ale znamend, Zze vrcholy (mista,
kde se krivka ldme) zustavaji po kazdém kroku stdle na stejném misté. Vrcholy pivodniho
(mensiho) ¢tverce se tedy budou i po mnoha krocich stéle dotykat stran vétsiho ¢tverce.

Zbyva vytesit posledni otdazku, jestli prilepené ctverce po kazdém kroku stale lezi uvnity
vétsiho ctverce. Odpovéd je ano. Podivejme se napr. na vlocku po druhém kroku. Vrcholy
puvodniho ¢étverce se vétsiho ¢tverce dotykaji tak, ze thel mezi stranami téchto ctver-
cll je 45°. Ve tietiné strany puvodniho ¢tverce jsme vzty¢ili stranu prilepeného Gtverce
s délkou opét 1/3. Vrchol pfilepeného Ctverce a puvodniho ¢tverce mizeme proto spojit
thlopfickou, tato thlopticka je opét thlopficka Ctverce, proto svird s puivodni stranou
thel 45° a lezi tedy na strané vétsiho ¢tverce. Z podobnosti geometrické situace lze vidét,
ze prilepené Ctverce po kazdém kroku nikdy hranici vétstho ¢tverce nepiekroci, pouze se
mohou svymi vrcholy dotykat jeho stran.

Ukézali jsme tedy, ze celd vliocka se akordt vejde do Gtverce se stranou b = /2, obsah
tohoto ¢tverce potom je: S = b? = 2.

3. K vypocétu Hausdorffovy dimenze pouzijeme postup popsany ve Vyfucteni — kdyz jednu
stranu vlocky zvétsime k = 3krat, bude se sklddat z N = 5 ptvodnich stran, proto pro
dimenzi d plati:

5=3" = d=logy5=146.

I kdyz je Hausdorffova dimenze vlocky vétsi nez 1, jednd se stéle o kiivku, resp. lomenou
Caru, proto jeji topologickd dimenze je rovna 1. NasSe ctvercova vlocka je bezpochyby
fraktél, nebot spliuje zdkladni vlastnosti fraktali: jeji Hausdorffova dimenze je vétsi nez
topologicka, pfi zméné méritka pozorujeme stéle stejné struktury (viz obrizek B) a byla
vytvorena opakovanim jen jednoho pravidla.
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