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Uloha V.4 ... 24hodinova Sichta 3 body; primér 2,35; fesilo 17 studentt

Spoctéte, kolik prace vykona motor nasténnych hodin béhem jednoho dne. Hodiny maji rucic-
ky o tvaru tenkych tyci, minutova rucicka ma hmotnost m a délku [, hodinovd hmotnost M
a délku L.

Obé rucicky se pohybuji spojité. Pri brzdéni motor zadnou praci nekona, ale energie se
ztraci. Vterinovou rucicku hodiny nemayji. Marek obdivoval své hodiny

V pfipadé, Ze hodinové rucicky jsou pohdnény zvlast (jako by kazdd méla svij vlastni motor),
je situace velice jednoducha. Cestou dolt (od 12 k 6) jdou rucicky samospadem a naopak museji
byt brzdény, aby sly dostate¢né pomalu. Zde tedy zaddnou praci motor nekon4.

Rychlost rucicek ziistdva celou dobu stejné, a tedy i jejich kinetickd energie T'. Cestou
nahoru (od 6 k 12) musi motor rucicku zvedat, a tedy zvySovat jejich polohovou energii V.
Prace potfebnd k jednomu zvednut{ minutové rucicky mezi pilhodinou (6) a celou hodinou
(12) je tedy rovna pfislusnému rozdilu polohovych energii. Polohovéd energie v homogennim

svém stfedu. Bude-li rué¢icka nahofe (celd hodina), vyska jejiho tézisté bude hoom = /2, dole
(pilhodina) bude vyska hsom = —1/2. Rozdil polohovych energii

Voom — Vaom = mgl/2 — mg(—1/2) = mgl = Wy

je tedy také préce, jez je potfeba k jednomu vyneseni minutové rucicky. U hodinové rucicky
dostaneme stejnym postupem praci potiebnou k jednomu vyneseni

Wht = MgL.

Za jeden den obéhne hodinovéa rucicka cifernik dvakrdt a minutova 24krat, pri kazdém obéhu
musi motor pfislusnou rucicku jednou vynést zespoda nahoru. Celkova prace, jiz musi béhem
jednoho dne vykonat, je tak

W =2MgL + 24mgl.

Poznamky k doslym resenim

Castou a zbyte¢nou chybou bylo chybné uréeni poétu otodeni ruci¢ek za den. Ne, hodinova
rucicka skutecné neobéhne cifernik 24krat denné a minutova jej neobéhne 1440krat.
Ponékud fundamentalnéjsich chyb se mnozi dopoustéli pii pocitani prace. Vzorec pro vyko-
nanou praci
W=F-:s,

kde F' je welikost sily pusobici na hmotny bod a s je draha, na niz sila pusobi, plati pouze
tehdy, pokud tato sila ptisobi ve sméru pohybu a jeji velikost se neméni. Pokud chceme spocitat
préci, kterou pusobi sila, jez neni rovnobéznd se smérem pohybu, musime tuto silu rozlozit na
rovnobéznou a kolmou slozku® a pro vypoéet prace pouzit jenom slozku rovnobéznou.

2V homogennim tihovém poli (tj. takovém, ze tihové zrychlen{ g je vSude stejné) neexistuje zadné , pfirozend*
volba nulové hladiny (tj. mista, kde povazujeme vysku h za nulovou, a tudiz je zde nulova i polohova energie
V). Za misto s nulovou vyskou muzeme zvolit naptiklad podlahu, hladinu ocednu nebo tfeba osu hodin — a
polohova energie bude zaviset na tom, jakou nulovou hladinu si zvolime. Dulezité vsak je, ze pro fyziku jsou
dulezité pouze rozdily polohovych energii, takze je jedno, kterou z téchto hladin si zvolime, ale musime ji mit
pri vsech vypoctech stejnou.

3Rozkladu sil jsme se vénovali v seridlovém studijnim textu ve 3. sérii.
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Sila kolm& na smér pohybu nikdy zadnou praci nekon4.

Problém je v tom, ze ackoliv sila motoru ptisobici na rucicku je stéle stejnd (musi kom-
penzovat tihovou silu — tedy miri vzhuru a jeji velikost je mg, resp. Mg pro minutovou, resp.
hodinovou ruéi¢ku), smér pohybu se celou dobu méni, a tudiz se méni i slozka sily rovnobézna
se smérem pohybu. A do vyse uvedeného vzorce nemuzeme dosadit veli¢inu, kterd se stale méni.
Tudiz je tento vzorec pro nase tcely nepouzitelny.

Sprevodovany pfipad

Pro zajimavost si mizeme polozit otazku, jak se vysledek bude lisit, kdyz bude hodinova ru-
¢icka s minutovou vzdjemné spievodovand (jak to obvykle byvd, nebot jsou pohdnény pouze
jednim motorem). Podotykdme, ze k ziskdni plného podtu bodu stacilo spoéitat vysSe FeSeny
nesprevodovany pripad.

Hfidel s hodinovou rucickou a hiidel s minutovou rucickou jsou na spolecné prevodovce
v pfevodovém pomeéru 1 : 12. To znamend, ze na hiidel hodinové rucic¢ky je prendsen dvanicti-
nasobek momentu sily z hiidele minutové rucicky a naopak, dvanictina momentu sily z hiidele
hodinové rucicky je prendsena na hiidel minutové rucicky.

Rozdilnost pripadu, kdy jsou obé rucicky spiazeny, od predchoziho feseni tkvi v tom, ze ve
chvili, kdy jedna rucicka jde smérem dolti a druha nahoru, prvni zéasti ¢i zcela pohani druhou.
V pripadé nezavislych rucicek se veskerd energie cestou dolu ztratila pti brzdéni, takto se ¢ast
z ni muze prenést na druhou rucicku jdouci nahoru, ¢imz se motoru ¢ést prace usetri. Musime
tedy zjistit, kdy k tomuto vzdjemnému pohénéni dochézi a kolik energie se tim usetii.

Moment tihové sily pm pusobici na minutovou rucicku vzhledem k ose hodin dostaneme

D ——
Isiny Lsin®

Obr. 1: Poc¢itani Ghla a kolmé priméty rucicek do svislého a vodorovného sméru. Souradnice
poloh tézist ziskam jako polovinu vyznacenych prumétt v pripadé homogennich ty¢i. Rucicky
na obrazku maji jiny tvar — v takovém pripadé bychom nebrali polovinu, ale jiny podil.

4Uhel zde (ponékud netradi¢né, avSak z pochopitelnych diavodi) pocitdme kladné po sméru hodinovych
rucicek.
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ruéicky od svislého sméru nahoru (tedy od dvanictky). Mdme tedy
1 .
tm = =mglsin p.
2
Analogicky mizeme spocist moment tihové sily pn pusobici na hodinovou rucicku:
1
Uh = ngLsin P,

kde @ je odchylka hodinové rucicky od svislého sméru nahoru.

Zavedme konvenci, ze o jedné pulnoci je ¢ = ® = 0 a thel ¢ spojité roste az do dalsi pulnoci,
kdy po 24 otocenich minutové rucicky bude ¢ = 24 - 360° = 8640° = 48n a obdobné po dvou
otocenich hodinové rucicky ® = 2 - 360° = 720° = 4xn. Uhly si pfirozené miuzeme vyjadrit jako
funkce casu: )

p=wt=2n/h, ®=0t= 6n/h.
Zjevné plati, ze ¢ = 12d.
Moment tihové sily pusobici na hiidel minutové rucicky je tedy
1 1 1
W= pm + ToHe = §mglsinnp + ﬂMgLsin (%) ,

pricemz v nasi konvenci kladné p znamenad, ze hodiny jdou samospadem, musejice byt brzdény.

3 T T T T T
Moment tihové sily p
Moment tihové sily vyrovnidvany motorem
2+ i
1 i

10 12

¢/h

Obr. 2: Prispévek tihy k momentu sily na hfideli minutové rucicky v prubéhu 12 hodin,
ml = 1125g-mm, ML = 500 g-mm.

Pfi zdporném p pracuje motor, aby celkovy moment sily (u od tihy ruci¢ek a —u od motoru)
byl nulovy (a rucicky se tak pohybovaly stéle stejné rychle).
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Abychom uréili celkovou motorem vykonanou praci, je nutné zjistit, ve kterych casovych
usecich je motor zatizen (tj. spocitat doby, kdy je u zadporné) a jakou praci v téchto jednotlivych
tsecich motor vykonal. Prvni krok znamend vyftesit nerovnici u < 0, coz znamen4 fesit rovnici
u = 0. Tato goniometrickd rovnice neni analyticky tesitelnd (kromé zjevného kofenu, kdy jsou
obé rudicky na dvanéctce, ¢ = 24k, k je celé ¢islo), mizeme ji fesit leda numericky na pocitaci.

Resenfm této rovnice je az 24 kofenfi béhem 12 hodin, tj. v intervalu thla ¢ € (0,24x].
Nebude-li hodinové rucicka vyrazné delsi a t6éz5{ nez minutovd (coz nebyva), bude jich prévé
24 (v. obrézek 2; minutové ruci¢ce piislusi 12 kmitt sinusoidy a hodinové piislusi jedna velkd
,vlna“ vychyleni této sinusoidy; velikost tohoto vychyleni je imérnd ML).

Z téchto 24 kotfenu ve 12 pripadech prechdzi moment p tihové sily z kladnych hodnot na
zaporné, ty si oznacme ¢~ a ve 12 naopak ze zapornych hodnot na kladné, jez oznacme ¢ _»n,
kde v obou pripadech n jde od 1 do 12 a znamena poradi korene daného typu od pulnoci.

V tseku mezi kofenem o<, a ¢ -, tedy motor kond préci. Praci vykonanou motorem v tomto
tseku uréime rozdil polohovych energii na konci a na zacatku. Polohovou energii v libovolném
okamziku urcime z polohy tézist:

%)

Vip) = mgé cosp + Mgg cos 7o

v n. useku tedy motor vykond praci

Wn =V (o) =V (p\n)-

Sec¢tenim prace ze vSech téchto tsekil a vyndsobenim dvéma (hodiny vykonaji cely cyklus za
den dvakrat) dostdvame koneény vysledek pro vykonanou praci®

W=2) Wa=2) (V(psm)=V(eun)
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5Symbol Z pouzivame tehdy, kdyz mame ve vyrazu hodné sc¢itanci a nechceme cely vyraz rozepisovat.

12
Konkrétné ndmi pouzité E )
n=
prirozend c¢isla od 1 do 12 a pak vsechny takto vzniklé vyrazy secteme.”

znamend ,do vyrazu za timto symbolem dosadime postupné za n vsechna
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