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Vyfucteni: Goniometrické funkce

Tentokrat se seridl bude zabyvat spise matematickym nez fyzikalnim tématem. Pokud poci-
tate néjakou ulohu, ve které vystupuji sily, tak je potrebujete dost Casto rozlozit na soucet
a dopoditat v ném ty, které neznate. Tak nejen k tomu ndm slouzi goniometrické funkce. Pod
timto odstrasujicim ndzvem se skryvaji t¥i funkce (sinus, cosinus, tangens), které ndm preva-
déji velikost thlu na ¢islo. To ndm umoznuje napiiklad dopocitat délky stran a velikosti hla
v trojuihelniku.

Uhly a jak je mérit

Uhel je prostor mezi dvéma polopfimkami, tzv. rameny. Prasecik ramen

tvori vrchol thlu a pro oznaceni vybereme libovolné dva body, na kazdém A
rameni jeden, coz dohromady dava trojici pismen. Néazev vrcholu pak
piseme vizdy doprostied. Uhel na obrdzku 1 je tedy thel ABC (zkracené
znacime L ABC). Velice ¢asto se tihly znaéi feckymi pismeny («, 3,7, .. .).

Pro popis tihlu také pouzivame jeho velikost, kterou znac¢ime [{ ABC|.
Podle ni je délime do téchto skupin: Obr. 1

e plny thel — ramena splyvaji a obsahuje zbytek roviny (obrazek 2a)

e piimy thel — ramena tvoii jednu piimku (obrézek 2b)

e pravy thel — ramena jsou na sebe kolm4 (obrazek 2c)

o ostry uhel — mensi nez pravy (obrézek 2d)

o tupy thel — vétsi nez pravy (obréazek 2e)

Ke spravnému urcéeni velikosti potfebujeme jesté jednotku. Na zékladni skole se k tomu
nejéastéji pouzivaji stupné. V tom pifipadé mé plny thel 360°, pfimy (polovina plného) 180°
a pravy (polovina p¥imého) 90°.

Muzete se setkat i s tzv. obloukovou mirou. Jeji zédkladni jednotkou je 1 radidn (v praxi
se vSak jednotka radidn ziidkakdy uvadi, zpravidla se ztotoznuje s jednotkou a velikost thlu
povazujeme za bezrozmérnou, tedy lrad = 1). Takto velky thel na kruznici vytind oblouk
dlouhy jako je polomér kruznice. Kruznice o poloméru r méa potom obvod 2nr. Plny thel by
obsahoval celou kruznici, mé tedy velikost 2n. Podobné primy ithel ma velikost wt, protoze ji
obsahuje uz jen polovinu. Vyhoda méfeni tihlu v radidnech je, ze rovnou vime, jak dlouhy je
oblouk, ktery vytind na kruznici — staci velikost thlu prendsobit polomérem oné kruznice.

Prevodni vztah mezi radidny a stupni ziskdme snadno napriklad vyjadrenim velikosti plného
thlu

360° = 27.

Jak pocitat s iihly a Pythagorova véta

Pokud jsou dva dhly ve vhodné poloze vici sobé, dokdzeme dopocitat jeden z druhého (obra-
zek 3).

Utvar, v némyz se s tihly po&ita asi nejlépe a nejéastéji, je trojuhelnik. Soudet vnitinich hlt
kazdého trojihelniku je primy thel — 180° (obrazek 4a). Zndme-li dva dhly v trojihelniku,
umime dopoditat zbyvajici treti.

Specialnim pfipadem trojihelniku je trojihelnik pravouhly, ktery ma jeden ze t¥i vnitinich
uhla pravy (obrdzek 4b). Jeho nejdelsi strana (ta naproti pravému thlu) se jmenuje prepona
a zbylym dvéma tikdme odvésny.
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Obr. 2: Taxonomie thlu
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Obr. 3: Vztahy mezi thly

V pravouhlém trojuhelniku plati tzv. Pythagorova véta. Pii oznaceni velikosti pfepony pis-
menem c a odvésen pismeny a a b, zapiSeme vztah mezi nimi takto

A =a? 4.

Uvedeme si tu i jeden obrazkovy diukaz této véty. Nakreslime si dva ¢tverce o strané a + b
a kazdy rozdélime na nékolik dilt podle obrazku 5. V déleni napravo médme dva ¢tverce. Jeden
o obsahu a? a druhy o obsahu b2. V levém obrazku je étverec pouze jeden, o obsahu ¢?. V obou
Ctvercich jsou Ctyfi stejné trojuhelniky, které zabiraji v obou pripadech stejny obsah. Tedy plati,
ze ¢ = a® + b2, kde ¢ je prepona trojthelniki a b, a jsou jejich odvésny.
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Obr. 5: Dukaz Pythagorovy véty

Goniometrické funkce v pravouhlém trojihelniku

Vezmeme si pravouhly trojihelnik, kde si oznacime jako ¢ pfeponu, « jeden z ostrych hld,
a odvésnu naproti « a b zbyvajici odvésnu.

Pak goniometrické funkce thlu o zavedeme:

. a .
sina = — ¢ — prepona
c

Cteme: ,Sinus thlu a je pomér délky protilehlé odvésny k délce
prepony.

a — protilehla
odvésna thlu «

b — prilehla
odvésna thlu «

cosa =
Cteme: , Kosinus thlu o je pomér délky ptilehlé odvésny k délce prepony
tga = a
897 %
Cteme: ,, Tangens tihlu o je pomér délek protilehlé a pFilehlé odvésny
Miuzeme si v§imnout, Ze plati tg o = sin a/cos a.

Tahle definice mé vsak tu vadu, ze umime spocitat goniometrické funkce pouze hla o veli-
kosti od 0° do 90°. Proto se to pokusime jesté n&jak rozsitit i na dalsi velikosti hlu.
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Goniometrické funkce a jednotkova kruZznice

Jednotkova kruznice je kruznice o poloméru r = 1. Jeji stfed pro ndzornost umistime do pocatku
souradné soustavy. Zvolime si libovolny tthel a s vrcholem ve stfedu kruznice. Na obrazku 6 si
najdeme, kde jsou hodnoty goniometrickych funkci.

A
Yy
1
1 . tga
sin o
Q@
O| cosa 1 >
Obr. 6

Bylo by vhodné mit pomicku, podle které uréime hodnotu goniometrické funkce pro jakou-
koliv velikost «. Nakresleme si takovy obrazek pro sin a. Naneseme si na x-ovou osu stupné.
Pro kazdou hodnotu thlu « si najdeme na jednotkové kruznici velikost sinu pro tento thel
(je to y-ovéd souradnice bodu na kruznici) a zakreslime ji na spravné misto do grafu (obrézek 7).
Stejnym zpisobem bychom mohli sestrojit i graf ostatnich (obrazky 8 a 9).

« « sina  cosa tga
0° Orad 0 1 0
5° Trad L0 Y3 V3
6 2 2 3
. = V2 V2
45 Z rad 7 7 1
° b \/g 1
60 g rad 7 5 \/g
90° g rad 1 0 neexistuje

Tabulka 1: Dulezité hodnoty goniometrickych funkeci
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Obr. 8: Graf funkce cosinus
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Obr. 9: Graf funkce tangens
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Fyzikalni dloha k procviceni
Novou teorii si ukdZzeme na prikladu ze zivota.

Maly Schlitt za sebou tahne stéle stejné rychle na provazku drevéné sarky o hmotnosti 5 kg.
Uhel, ktery svird provdzek s podlahou je a = 30° (obrdzek 10). Jakou silou F; musi Schlitt séné
tahnout?

Obr. 10: Schlitt tdhne sané

Ndsledugjici resent ulohy je uplné spatné. V brzké dobé zde naleznete jinou dlohu.

Vychézime z toho, Ze pfi rovnomérném primocarém pohybu jsou sily v rovnovéze. Spocitame
si gravitacn{ silu, kterd pusobi na sdné F¢ = mg = 50N. Vime, ze plati sina = Fg/Fs.
Vyjadiime si a dosadime

p=te _5ON_ ooN.

sin o

N |

Schlitt musi sané tahnout silou 100 N.

Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou opacné funkce k funkeim goniometrickym (napt. arcus cosinus doslo-
va znamena thel cosinu). Tyto funkce slouzi k tomu, kdyz zndme hodnotu naptiklad sina = 1/2
a checeme z ného znovu vypocitat, jak je velky thel a. Pak arcsin1/2 = a.

Presnou hodnotu si muzete spocitat tieba na kalkula¢ce. Méla by to umét kazda, kterd umi
po&itat normalni goniometrické funkce. Vétsinou jsou tam znaceny takto: arcus sinus jako sin !,

arcus cosinus jako cos™! a arcus tangens jako tg™!.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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