MATEMATICKO-FYZIKALNI FAKULTA
UNIVERZITY KARLOVY
V PRAZE

katedra teoretické
fyziky MFF UK

V HoleSovickach 2
PRAHA

Fyzikalni koresponden¢ni seminar
VIILI. roé¢nik
1994/95







MATEMATICKO-FYZIKALNI FAKULTA
UNIVERZITY KARLOVY
V PRAZE

Fyzikalni
korespondenc¢ni
seminar

VIII. rocnik
1994/95



Lektoroval: Michal Fabinger

© Mirek Belai, Filip Miinz, 1995
© MATFYZPRESS



Fyzikalni koresponden¢ni seminair MFF UK Uvod

r

Uvod

Fyzikalni korespondencni seminaf (dale jen FKS), jehoz osmy ro¢nik se Vam dostava do
rukou, patii tradiéné k nejvyznamnéj$im fyzikalnim aktivitim pofddanym MFF UK pro
studenty stiednich $kol. Resenim tuloh FKS ziskaji stfedoskolaci praxi v feseni fyzikalnich
problémt a zaroveri hlubsi néhled na jejich podstatu. Narozdil od aktivit typu Fyzikalni
olympiady se organizatofi FKS soustfed’uji pfedevsim na rozvijeni fyzikalniho mysleni, bez
kterého je nemozné fesit fyzikalni problémy tak, aby feSeni méla realny vztah ke svétu.
Proto ulohy FKS svou obtiZnosti vysoko pfesahuji ramec zakladniho stfedoskolského vzdé-
lani, a tedy i pozadavky pfi pfijimacim fizeni na fyzikalni sméry vysokych skol, MFF UK z
toho nevyjimaje. Najdou se i ulohy, se kterymi maji samotni studenti ¢i uéitelé na MFF UK
problémy, coz dokazuje to, Ze neni jednoduché badat nad problémy, které pfed nés ptiroda
stavi. To v8ak neznamend, Ze to nema smysl. Naopak!

Jak tedy funguje FKS? Sestkrat do roka dostanou fesitelé (a p¥ipadni dalsi zajemci, napf.
ucitelé fyziky) zadani obsahujici p&t tloh a navic jednu ¢i dvé ulohy Seridlu na pokracovdni
(SNP). (Ulohy jsou znageny ¥imskou &islici série a samotnym pofadovym &islem v sérii,
napt. uloha III . 4 znaci ¢tvrtou ulohu tfeti série.) Po asi mésici zaSlou fesitelé sva feseni
(népady, postiehy) problémi, kterymi se zabyvali. Se zadanim dalSich sérii dostanou zpét
sva okomentovana feseni a vzorova feseni opravenych uloh. Ulohy jsou obodovany riiznym
poctem bodu (podle obtiznosti) a podle po¢tu dosaZenych bodu sestavime potadi fesiteld,
které posilame spolu s dalsi sérii.

Pro nejuspésnéjsi fesitele poradame dvakrat do roka tydenni soustfedéni v n&jakém kras-
ném zékouti nasi vlasti a na vitéze celého ro¢niku ¢ekd zajimava (fyzikalni) cena. Rovnéz
fesitelim rozesilame informace o moZnostech studia fyziky, nejriizn&jsi nabidky fyzikalnich
aktivit (napf. Univerzita mladeze, Krouzek fyziky), prosté cokoli fyzikdlné podnétného
davame dle svych moZnosti navédomi. Na druhou stranu si uvédomujeme, Ze stiedoskolska
vyuka fyziky je vzdy primarni, a tak se snazime spolupracovat i s uciteli fyziky. Tato publi-
kace mize slouzit jako zasobarna zajimavych fyzikalnich problémi, vzhledem k obtiZnosti
uloh muze napomoci udrzovat ¢tenafe ve ,,fyzikalni kondici®, Seridl na pokracovani se
snazi vhodn¢ pfiblizit téma, které je stale jesté v Ceské literatuie téZko dostupné. A pfitom je
vse psano stiedoskolsky ptistupnou fyzikalni feci.

Nas koresponden¢ni seminaf neni ojedinélou aktivitou takového druhu ve stfedni Evro-
pé, existuji korespondenéni seminaie matematiky a programovani pii MFF UK, FKS ma
své fyzikalni pfibuzné v Brné, Bratislavé a KosSicich. Rozhodné si v$ak nekonkurujeme,
pravé naopak — kazdy seminai nabizi trochu néco jiného, fesitelé si mohou vybrat z bohaté
nabidky uloh a jsou i taci nad$enci, ktefi usp&$né fesi nékolik seminaiti najednou.

Velice radi odpovime na jakékoliv dotazy tykajici se studia fyziky i samotnych fyzikal-
nich problémd, a to nejenom nasim fesitelim. Jakykoliv fyzikalni napad ¢i problém, jakako-
liv iniciativita ¢i nabidka ke spolupraci je vitana na adrese:

FKS

KTF MFF UK

V Holesovi¢kach 2
180 00 Praha 8

e-mail: munz@hp03.troja.mff.cuni.cz
tel.:  (02) 8576 2493 (sekretariat KTF)
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Zadani

Ulohal.1... golf

Hra¢ golfu fesi obtizny ukol.
Musi se trefit do jamky ve vzda- Obr. 1
lenosti d a ptitom prestielit
pfekazku vysky h. Piekazka y
prekazi ve vzdalenosti / (viz obr.
1). Jakou rychlosti v a pod jakym
uhlem a musi ten neStastnik v
odpalit micek? Jak se zméni a
feSeni, stoji-li pfed hracem pte- g 1 § : X
kazka, jejiz pfedni strana je ve g
vzdalenosti /; a zadni v 1,?

| T
=

Uloha 1.2 ... Mfidga a Zdorp

Mitaga vyjizdi na kole rychlosti 15 km.h™ z Postoloprt po piimé silnici do KoZuchova
v osm hodin rano a za jeho uchem se v tu chvili probouzi pilna véela Zofka. Soucasné
z cilové visky vzdalené 40 km jim naproti startuje Zd'orp a nasazuje tempo 25 km.h™!. Do
okamziku, neZ se oba potkaji, musi Zofka, ktera je preci jen dvakrat rychlejsi nez Midga,
plnit tkol spojovatelky — donese zpravu od Miiagy k Zdorpovi, otodi se a leti zpét. Kolik
kilometri takto naléta do okamziku setkani obou cyklistti, pokud

a) je bezvétii,

b) vane vitr od Kozuchova (podél silnice) o rychlosti 10 km.h™,

¢) vane vitr kolmo na silnici o stejné rychlosti 10 km.h™?

Uloha I . 3 ... disky

Franta vytahl z vodni lazn& dva stejné sklenéné disky o priméru 10 cm a tloustce 4 cm a
ptilozil je k sobé& (souose) jejich zcela vyhlazenymi podstavami. Mezi disky zistala souvisla
vrstvicka vody o tloustce 0,5 mm. Odhadnéte (alespori tadové) velikost sily, jakou musi
vynalozit na odtrzeni diski od sebe, ptisobi-li kolmo na jejich podstavy.

Poté disky osusil a znovu pftiloZzil k sobé, pficemz k jejich dokonalému pfilnuti mezi né
vlozil list tenkého hedvabného papiru. Jakou silou je (fadové) tfeba piisobit nyni?

Uloha 1. 4 ... setrvacnost

V autobuse (jede z pouti a ma zaviené nejen dvete, ale i okna) stoji cestujici a drzi na
provazku svijj balonek plny helia. Autobus, ktery ptivodné stal v klidu, se rozjizdi. Co se
stane s balonkem? (Cestujici je pevné spojen s autobusem, tj. dobie se drzi.) Jakym smérem
se balének pohne? Vysvétlete souvislost se setrva¢nou silou! Miizete si to také vyzkouset.

Uloha I . 5... bungee-jumping

Zajisté jste slySeli o novém druhu zabavy lidi, ktefi si potfebuji dokézat, jak (ne)snadné
je prekonat vlastni strach. Z vlastni vile skocit z vySky tfeba 50 m pfivazan jen za nohy,
neni to lakavé? Vasim ukolem pro tentokrat bude laboratorné zkoumat dynamiku tohoto
nového sportu (kdy se asi dostane do olympijskych her?) a na zakladé pokusi domacky
provedenych ucinit zavéry z toho plynouci pro ¢lovéka pfivazaného na takovém lang.
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Nejprve si obstarate kus gumy piiméfené délky. Pak si zajistite vhodny drzék a nékolik
zavazi, kterd budete poustét z mista drzaku, a miZete zacit méfit:

a) zavislost maximalni hloubky 4, do niZ se zavazi hmotnosti m klesne, na délce gumy /,

b) zavislost hloubky & na hmotnosti zdvazi m pro dvé rizné délky gumy /; a l,. Pozor
abyste neptekrodili kritické hodnoty materidlu (viz nasledujici bod)!

¢) jaka je kritickd hmotnost my, zavazi, pfi némz se guma délky / pfetrhne (tento ukol
piedpoklada, Ze mate dost experimentalniho materialu a mate tézZ vhodnou gumu — zachova-
va pruzné vlastnosti az do okamziku pfetrZeni).

Zkuste provést teoreticky rozbor situace a podle né&j pievést vase vysledky do lidskych
méfitek. Jakou gumu (z vaSeho materidlu) byste doporudili ¢lovéku skékajicimu z vysky I?
Pro ¢lovéka visiciho na takovém lané ma znaény vyznam maximalni zrychleni na n&j puso-
bici po ¢as letu. Pokuste se toto zrychleni ur€it na zakladé zmétenych vysledki.

Uloha I . 1 ... pFistdni kosmické sondy
Pfistavaci modul kosmické lodi se pfiblizu-
je k povrchu planety s konstantni rychlosti, Obr. 2
pfiCemZz predava na kosmickou lod" udaje
o tlaku atmosféry. Graf zavislosti tlaku na ¢ase p
je na obr. 2. Pfi pfistdni na povrchu planety 60
modul namé&fil teplotu T=700K a tihové "
zrychleni g=10m.s? Urgete rychlost v, 40
kterou modul pfistava, vite-li, Ze se atmosféra
sklada z oxidu uhli¢itého. Urcete teplotu T}, ve
vySce h = 12 km nad povrchem planety.

20 |-

I
2000 3000 ¢,s

Uloha I1. 2 ... schémiitko

Mezi body E a F schématu zobrazeného na
obr. 3 je nejprve zapojen idealni voltmetr a po- Obr. 3
té idealni ampérmetr. Jejich udaje jsou rovny
Uy a I,. Urcete velikost proudu 7, ktery bude
téci rezistorem R zapojenym mezi body E, F.

Uloha I1.. 3 ... nehoda ve vakuu

Dva kosmonauti se nachdzeji v otevieném
mezihvézdném prostoru. Neocekavané dojde
k ptetrzeni ptivodni hadice u jednoho z nich a
nésledné k uniku veSkerého vzduchu ze ska-
fandru. Jeho pfitel duchaplné ptipoji ventil ze
svého skafandru na utrZzeny konec hadice.
JenZe ouha! Hadice je ucpand a ke zpruchod-
néni trubice je tieba pfetlaku Aleno 1,1 atm. Pfitom standardni tlak udrzovany pfistroji ve
skafandru je roven 1 atm. Rozhodnou se k nasledujicimu kroku: Vypnou pi#ivod vzduchu
neposkozeného skafandru a spoleéné se vystavi velmi intenzivnimu zéteni blizké hvézdy,
¢imz se jejich teplota zvysi z pavodnich 27°C na 107°C. Po vyrovnani tlaku rozpoji hadice
a rychle se vrati do stinu solarniho ¢lanku, kde jejich teplota klesne k normalu. Jakého tlaku
doséhnou touto operaci v poskozeném skafandru?

Pozn.: Komu se zda tato ptihoda pfili§ fantastickd nebo malo védecka, miiZe stejnou tlo-
hu pocitat pro dvé identické nadoby spojené hadici s jednosmérné propustnou klapkou.
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Uloha I1 . 4 ... pavouk a moucha

Na povrchu sklenéné koule je pavouk a moucha. Kde musi byt moucha, aby ji pavouk
uvidél? Pocitejte s tim, Ze koule je vétSi nez pavouk a moucha (dohromady), pfi¢emZ mno-
hokrat. Index lomu pro sklo je 1,43.

Uloha I1. 5 ... problém liftboye

Liftboy v mrakodrapu jsa perfekcionistou si povésil na sténu svého vytahu piesné kyva-
dlové hodiny, aby vidél, kdy mu kon¢i pracovni doba. Doba pohybu vytahu se zrychlenim
vzhiru a dolt je stejna. Zrychleni taktéz. Co myslite, bude mit chlapec pracovni dobu delsi,
kratsi nebo stejnou?

Uloha III . 1 ... zasnéZend

Maly Bobes ptitahl pod kopec saiiky. Hledi na jeho vrchol, ktery je o kA metril vyse nez
on a vzdaleny (vodorovné) I metrd. TéZzké saiiky o hmotnosti m drhnou na Cerstvém snéhu
s koeficientem tieni f. P¥emysli, pfi jakém tvaru svahu by se dostal nahoru s vynaloZenim
nejmensi prace. Co mu poradite (dfiv neZ tam zmrzne, filozof jeden)? Zkuste tuto praci pro
zvoleny tvar svahu také vypoditat.

Uloha I11.. 2 ... kostka

Naleznéte tvar ¢ela viny na hladiné rybnika, do néhoz jsme vhodili pravidelny hexaedr
(tj. Sestistén, pro neznalé krychle) o hran& a tak, Ze dopadla na hladinu jednou svou sténou.
Jak bude tato vlnoplocha vypadat ve vzdalenosti r C a?

Uloha I11 . 3 ... polytropa na zahiti

Pod pojmem polytropicky rozumime v termodynamice proces charakterizovany rovnici
pV *=konst., kde « je dany parametr. Pro vhodné « dostdvame napt. izobaricky (= 0),
izotermicky (= 1) nebo izochoricky (a = «) dé&j.

Meéjme nejjednodussi pfipad idealniho jednoatomového plynu. Pfi jakém polytropickém
d&ji (tj. pro jakou hodnotu @) se v ném zachovava

a) pocet srazek atomi v jednotce objemu,

b) celkovy pocet srazek?

Uloha Il .. 4 ... odpor 4-rozmérné krychle Obr. 4

Ptedstavte si krychli ve ¢tyfrozmérném prosto-
ru, jejiz hrany jsou tvofeny odpory R (pomiickou
necht’ vam je obr. 4, ktery zachycuje ekvivalentni
zapojeni ve tfech dimenzich zndzornéné na dvou-
rozm&rném papife). Vasim ukolem je spocitat
vysledny odpor mezi body na té&lesové thlopficce
(mezi levym hornim piednim vné&j$im rohem — na
obrazku bod 4 — a pravym dolnim zadnim vnitf-
nim rohem — bod B). Zda-li se vam to pfili$
snadné, pokuste se zobecnit vysledek pro libovol-
nou hodnotu dimenze n (a pfipadné urcete k jaké
hodnoté se jejich odpor bliZi pro » rostouci k ).
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Uloha 111 . 5 ... grant strycka Skrblika

Vasim milovanym stry¢kem vam byl zadan ukol zjistit, zda jeho pamate¢ni rodinna 1zi¢-
ka jest skute¢né z ryziho hliniku. VaSe experimentalni vybaveni je vS8ak ponékud skromné:
kromé uvedené lzice dostanete k dispozici zavazi o zndmé hmotnosti, dlouhé pravitko,
provazek a dva hiebiky, které mizete zatlouct do zarubné dvefi. Navic zde jesté stoji kbelik
plny vody. Navrhnéte, vypocty podloZte a hlavné proved'te méfeni, pfi kterém co nejpresnéji
s pomoci jmenovanych pomucek uréite hustotu materialu 1zicky. Uskute¢néte dostate¢né
mnozstvi méfeni a na zakladé alespori n&jakych kalkulaci také odhadnéte vérohodnost vami
obdrzeného vysledku.

Ndpovéda: Pokuste se srovnat hmotnost 1Zice a zadvazi zavéSovanim na provazek, ktery
jste (s mirnym privisem) natahli mezi zarubni dvefi.

Uloha IV . 1... &istice v magnetickém poli

Nabita ¢astice vstupuje do prostiedi, ve kterém na ni pisobi odporova sila. Smér této sily
je opacny, nez je smér rychlosti ¢astice, a jeji velikost je rychlosti pfimo imérnd. Nez se
Castice zastavi, urazi v prosttedi drahu /; = 10 cm. Je-li v prostfedi navic homogenni magne-
tické pole kolmé na smér rychlosti ¢éstice, pak se ¢astice zastavi ve vzdalenosti /,= 6 cm od
mista, kde do prostfedi vstoupila. V jaké vzdalenosti /5 od mista vstupu do prostiedi se
Castice zastavi, kdyZ bude magnetické pole dvakrat mensi?

Uloha IV . 2... jak asi tihne komin?

Vertikélni roura vysky £ =1 m s plochou podstavy § = 50 cm’ je z obou stran oteviena.
V dolni ¢asti roury se nachazi ohfiva¢ o vykonu N =100 W. Jaka bude rychlost proudéni
vzduchu v troub&? Lze predpokladat, Zze veskery tepelny vykon ohfivace se spotfebuje na
ohfati vzduchu. Atmosféricky tlak je po= 100 kPa, teplota okolniho vzduchu #=20°C.
Molarni tepelné kapacita vzduchu pfi konstantnim objemu je Cp=2,5R, kde R je plynova
konstanta.

Obr. 5

Uloha IV . 3 ... smycky

V magnetickém poli jsme v roviné kolmé na
smér magnetické indukce umistili smy¢ky nasledu- a b
jicich tvart, jak je vidét na obr. 5, zhotovené
@ ’ d)< : :

z tenkého odporového dratu. Intenzita pole zaéne
klesat konstantni rychlosti. Jaké proudy potecou
v jednotlivych ¢astech smycek?

Uloha IV . 4 ... vdlec kontra zed’

Dtevény valec o poloméru R a hmotnosti m se
valil po podlaze rychlosti v do okamziku, kdy se
zarazil o zed. O jaky uhel se jesté valec pootoci,
nez se uplné zastavi (viz obr. 6)? Koeficient tfeni
mezi valcem a sténou, resp. podlahou je g

Uloha IV . 5... sférickd vada éocky

Spojnéd ¢ocka mad mit tu vlastnost, Ze svazek
paprsku jdoucich z nekone¢na rovnob&zné s osou,
se zobrazi do jednoho ohniska. Tak je tomu jen
v idedlnim ptipadé paprski jdoucich blizko osy.
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Uvazujte redlnou ¢ocku s jednim povrchem rovinnym a jednim kulovym o poloméru R, jeji
prumér jest D. V jakém bodé se protnou paprsky dopadajici rovnobéZzné s osou pravé ve
vzdalenosti x od osy? Jak velka je oblast téchto bodi na ose otky? Reste pro svétlo dopa-
dajici ze zakulacené strany, pfipadné i pro opaéné nasmérovani ¢ocky.

Uloha V . 1 ... vesmirnd katastrofa

Tii planetky o stejné hmotnosti M = 10°® g jsou umistény ve vrcholech rovnostranného
trojuhelnika o strané /=100 Gm [gigametry]. JelikoZ nemaji pocate¢ni rychlosti, nezbyva
jim nez padat vstiic jisté zahub&. Urcete, za jak dlouho se srazi (rozméry planetek zanedbe;j-
te vzhledem k jejich vzajemnym vzdéalenostem).

Uloha V . 2 ... obvod ze zdrojit Obr. 7
M¢éjme velmi jednoduchy obvod sloZeny z n
stejnych idealnich zdroji o napéti U, sériové |
zapojenych do kruhu o poloméru r. Draty je / ||
spojujici maji stejnou délku a mérny odpor p na -
jednotku délky (rozméry zdroji zanedbejte vici /
obvodu kruZnice). Jaké bude napéti mezi bodem i
A uprostied prvniho a B uprostied k-té¢ho dratu? \
Na obr.7 je nakresleno zapojeni konkrétné pro S
n=12ak=>5. B

|| \|| /||

I\Af\"\

Uloha V. 3 ... Ondrova stavebnice

Maly Ondra je na sviij vék velice zvidavy
chlapec a misto hrani si s auticky studuje takika
fyzikalné svét. Ve své stavebnici nalezl dievénou
kouli a vélec o stejném priméru i ze stejného Obr. 8
materialu a jal se délat pokusy. Vrhnul kouli a
vélec (bez roztoceni, viz obr. 8) rychlosti vy po ®
podlaze a sledoval, na jaké rychlosti v se pohyb ﬁ
téles ustali. Byl velice prekvapen, kdyZz zjistil, Ze Yo v
jedno z teles je rychlej$i nez druhé. Rozeberte F;
teoreticky jeho ,.experimentalni zjisténi a urcete
konec¢né rychlosti téles. (Uvazujte pouze smykové
tfeni s koeficientem g, valivé tieni zanedbejte.)

Uloha V . 4 ... kolik mime krve?

Jednou z metod méfeni objemu kapaliny, jejiz mnoZstvi se obtizné méfi standardnimi
zplsoby, je nasledujici metoda: Pokusné osob& vpravime do téla tekutinu o objemu
V,=4cm’ obsahujici radioaktivni atomy %Na a o celkové aktivite A;=2 500 s, Jelikoz
polocas rozpadu sodiku 24 je T =15 hod, nemusime se bat o zdravi méfené osoby. Po ¢ase
t =10 hod odebereme vzorek krve o objemu ¥, = 10 cm® a aktivitd A, = 2 s7'. Jaké mnoZstvi
krve obsahuje nas pokusny ,,objekt*?

Pozn.: Pokud neznate vyznam veli¢in psanych kurzivou, zkuste se podivat do néjaké za-
kladni u¢ebnice jaderné fyziky.
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Uloha V . 5 ... chladnuti kapalin

Ve fyzice se Casto zkoumaji tzv. relaxacni procesy, tj. postupné ustaleni urcité fyzikalni
veli¢iny na n&jaké hodnoté. V termodynamice pod pojmem relaxacni doba mame na mysli
Cas, za ktery nastane mezi sledovanym systémem a jeho okolim (s n&akou piesnosti danou
chybou méfeni nebo fluktuacemi) termodynamicka rovnovaha. Relaxa¢ni doba se samo-
zfejm& méni od procesu, ktery sledujeme — pfi vyrovnani tlaki je to asi 107's, pi¥i riznych
chemickych d&jich az mésice ¢i roky.

Vasim tkolem bude sledovat rychlost chladnuti dvou ¢i vice kapalin (napf. voda a olej)
za stejnych okolnich podminek. Aby se vase prace vice podobala skute¢nému fyzikalnimu
experimentu, proloZte nam&fenymi hodnotami funkci A7) = 4¢™ + T, a zkuste interpretovat
vypoctené konstanty nebo alespott odhadnéte, na ¢em by mohly zéaviset. Pro ty, kdo nevi, co
je to linedrni regrese, je urcen kratky odstavec o této metodé v dodatku.

Uloha V1. 1... Jupiter a kometa

Kometéarni rodina Jupiteru vzniké4 nasleduji- Obr. 9
cim zpusobem (viz obr. 9). Kometa pfiléta
k Jupiteru z velké vzdalenosti s témé&f nulovou
pocate¢ni rychlosti. Po opusténi Jupiterova
gravitaniho pole (sféry gravitaniho vlivu
Jupitera) ma jeji rychlost (vzhledem ke Slunci)
ptesn& opacny smér nez rychlost Jupitera. Poté
se pohybuje opét v gravita¢nim poli Slunce.

V jaké vzddlenosti od né&j se bude nachazet perihelium
perihelium drahy komety a jaka je jeji obézna
doba (jaka je velikost velké poloosy drahy
komety)? Uvazujte, Ze Jupiter obihd kolem
Slunce po kruznici o poloméru R = 5,2 AU. Obr. 10

Uloha V1. 2 ... rediny zdroj

Redlny zdroj elektrického napéti si miizeme
namodelovat jako soustavu idedlniho zdroje I
napéti U; se sériové zapojenym odporem R; | =|| —

(viz obr. 10). Ktomuto zdroji je pfipojen i — |
spotfebi¢ (zatéz) o odporu R. Nakreslete graf e — '
zavislosti celkového vykonu, vné&jsiho vykonu
(spotfeb& v zatézi) a ucinnosti obvodu (podilu R
téchto) na odporu spotiebice. Zjistéte, pii L |
jakém odporu R jsou uvedené veli¢iny extre-
malni, a rozhodnéte, kdy je vhodné piislusnou
hodnotu R pouzit.
Uloha V1. 3 ... pied plechem, za plechem Obr. 11
K oblibenym polozkam v matfyzackém folk-
16ru patfi tento zvyk. Zahlédne-li takové indivi- d=10 cm

duum dlouhou sténu z vlnitého plechu (nebo
jiného podobné tvarovaného materialu), postavi
se asi 5 m od ni asilné dupne. Ozve se (kromé
obvyklého plesknuti) delsi drnéivy zvuk, ktery
postupné méni svou vysku.

Strana 11



Fyzikalni koresponden¢ni seminair MFF UK Ro¢énik VIII

Vysvétlete, jak tento zvuk vznika, a spoctéte, jak se méni jeho frekvence s ¢asem. Jaka je
doba, po kterou zvuk sly$i? Tvarovéani plechu je ukazano na obr. 11.

Uloha VI . 4... expozice

Zacinajici fotograf, znalec geometrické optiky, fotografoval s urcitou expozici priiceli
domu ze vzdalenosti 100 m. Potom piesSel do vzdalenosti S0 m, aby mohl udé&lat vétsi sni-
mek. Domnival se (znaje pfitom, Ze plocha domu se zvét$i Ctyfikrat), Ze musi expozici
prodlouzit také ctyfikrat. Doma zjistil, Ze prvni snimek se povedl perfektng, ale druhy, na
kterém méla byt ptivodné i lepa divka, se nevyvedl. Kromé evidentniho diivodu, Ze to zapfi-
Cinila jeji oslniva krasa, uved'te ten méné podstatny.

Uloha V1. 5 ... hustota vzduchu

Pokuste se experimentalné ur¢it hustotu vzduchu, pokud mate k dispozici balonek napus-
tény plynem leh¢im nez vzduch. (Nevime, jak je to s poutovym $ilenim v této dobé, jestlize
nesezenete vhodny plyn, napf. vodik, zkuste pouzit horky vzduch — chyba méfeni bude

ovsem ddbelska. Piipadné miiZzete méfit s plynem t&Z$im vzduchu).
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Seridal na pokracovani

Predmluva

Za namét tohoto serialu (narozdil od lotiského ro¢niku, kdy tématem serialu byla zajima-
va, ale pfece jen prili§ abstraktni specialni teorie relativity), jsme si zvolili problematiku, se
kterou se asi musel setkat kazdy. Kazdy snad narazil na problém, k jehoz obecnému — téz lze
fici analytickému — feSeni jeho matematické znalosti nedostacovaly. Pro fadu uloh neni
obecné feseni viibec mozné a lze jen specialnim postupem ziskat numericky vysledek pro
konkrétni zadani. V minulosti byla k feSeni takovych problémi vyvinuta spousta geometric-
kych a mechanickych pomiicek, dnes vSak vétSina z nich ustoupila daleko siln&j$im pro-
sttedkiim vypocetni techniky. Domnivame se, Ze v soucasné dob¢é ma vétSina z vas jiz
vlastni pocita¢ ¢i alespoti programovatelnou kalkulacku nebo ma k nému pfistup ve Skole
(na kazdé stfedni $kole se snad najde jedno ,,pisicko*, na kterém by vam vas profesor fyziky
umoznil seriézni praci — neni-li tomu tak, radi se pou¢ime). Stejné tak si dovolime p¥edpo-
kladat, Ze kazdy z vas mél moznost seznamit se s n&jakym programovacim jazykem, at' uz na
své kalkulacce, ¢i s obecné rozsifenym BASICem nebo PASCALem (kdyz pomineme jazy-
ky jako FORTRAN, C++ nebo ADA). I pro naprosté laiky pak mizeme doporucit pro nu-
merické metody velice vhodny a u nas ojedinély systém FAMULUS, jenz obsahuje vlastni
programovaci jazyk i dostate¢né moznosti grafické prezentace vysledkid a byl vyvinut na
nasi fakult¢; jeho verze 3.1 je v soucasné dob¢ pro skoly zdarma.

Sami se budeme snazit vyvarovat se preference né&jakého programovaciho jazyka a bu-
deme klast diiraz na principy ¢innosti algoritmii. P¥esto bude nutné pouzivat k jejich popisu
jisté obecné formy syntaxe, kterou l1ze pak snadno ptevést do konkrétnich jazyki.

V numerickych fesenich pracujeme povétsinou jen s ¢isly, a proto budeme uvazovat pou-
ze dva zakladni typy proménnych: celociselné (spiSe jen ptirozena Cisla pro indexaci) a
redlné (s co mozna nejvetsi presnosti), které budeme oznacovat ,,pismem psaciho stroje*
(napt. 1,J,x,t, Suma). Dale zavedeme (i vicerozmérnd) pole Cisel s indexy v hranatych
zavorkach (napf. vzdall[I,J],Rychlost[I]). Budeme pouzivat bézné symboly pro
aritmetické a logické operace a zakladni funkce.

Navic budeme potfebovat oznaceni pro podminky a cykly — pouzijeme kurzivou psané
terminy:

Piiklad podminky: pokud x>0 potom y=1log(x) jinak y=0 konec
Piiklad cyklu:  zaccyklu
x =xD2
pokud x< 0,001 potom skonci konec
Suma = Suma + x

koncyklu.

Kapitola 1

Néamétem letoSniho SNP je vyklad nékterych vypocetnich metod pro feSeni matematic-
kych zapeklitosti v nejrizné&jSich fyzikalnich tlohach. AvSak upIné pojednéni, dostatecné
ilustrujici i pro ty, kteti do ,,vy$8i* matematiky teprve pronikaji, by zaplnilo mnohasetstran-
kovou knihu (napt. [1]). My se vS8ak budeme muset trochu uskromnit. Ze dvou nejpouziva-
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n&jsich oblasti numerickych metod si tedy zvolime tu prvni, kterd se tykd problémi spoje-
nych s feSenim rovnic: od prostého hledani kofene pfes minima a maxima funkci az k feSeni
linedrnich soustav rovnic. Druhou oblast, kterou je feSeni vyvojovych uloh (od oby¢ejnych
diferencialnich rovnic po komplexni modelovani), si radéji nechame na né&ktery dalsi ro¢nik
SNP.

Kofen rovnice

Vétsinu uloh na hledani kotene, pfestoze jejich ptivod muze byt riizny, lze zapsat v jed-
notné podobé, kdy na levé strané rovnitka stoji n&jaké funkce jedné prom&nné x, a napravo
jeji hledana hodnota, nejcastéji 0. Podobny tvar mize dostat i tloha pro hledani extrému
(f'(x) = 0 pro znalce derivaci), dokonce budeme-li namisto s €isly pracovat s vektory, ma-

zeme celou soustavu rovnic shrnout do zépisu f (Sc) =0. Ale pozor, pfes zdanlivou formalni

podobnost se metody feSeni jmenovanych problémd dosti li$i, ba dokonce u ptibuznych
uloh je teba peclivé zvazovat volbu té které metody feseni.

Za skute€nost, Ze jsme na pocitaci schopni fesit i dosti komplikované nelinearni rovnice,
musime platit tim, ze kazdé ¢islo lze zadat jen s kone€nou ptfesnosti. VSechna racionalni
i iracionalni ¢isla jsou zaokrouhlena na jisty pocet desetinnych mist a chyba timto zpisobe-
na se pii matematickych operacich a vypoctech hodnot funkei stale zvétSuje. Proto je vhod-
né uchovavat vSechny vstupni Gdaje i mezivysledky na co nejvétsi pocet mist. Abychom
potom mohli zarucit dostatecnou piesnost vysledku, je také tfeba, aby byla tloha tzv. dobie
podminénd, to znamend, aby malé zmény v zadanych hodnotach zpusobily jen malé zmény
vysledki.

Spole¢nym prvkem vSech metod je snaha co nejlépe se ptiblizit pfesnému feSeni, které
neumime vyjadfit vzorcem. Kazda obsahuje navod, jak z jistého odhadu feseni x; dostaneme
presné&jsi odhad x; ;. Takovyto proces opakujeme, dokud hodnota n&jakého kriteria, kterym
se snazime ur¢it odchylku naSeho a p¥esného feSeni, nejcastéji rozdil dvou nasledujicich
odhadu |x,~—x,-+1 , n¢kdy tfeba funkéni hodnotu fx;), neklesne (v absolutni hodnot¢) pod
stanovenou mez & Pro pouzitelnost metody je nyni rozhodujici otdzka, zda se sledovana
hodnota skute¢né opakovanim krokd zmenSuje. Fakt, Ze po ur€itém poctu krokii se dosta-
neme pod libovolnou zvolenou hranici, se odborné nazyva konvergence. Pfi hodnoceni
metody nas kromé spolehlivosti konvergence zajima také jeji rychlost, tj. jak rychle ziska-
vame dalsi platné cifry pfresného feSeni opakovanim danych krokii. U nejjednodussich
metod roste linearn&, mocnéjsi predpisy ndm mohou tfeba kazdym krokem pocet platnych
cifer zdvojnasobit.

Pozadavky rychlosti a spolehlivosti €asto stoji proti sobé. Metody slibujici rychlé naleze-
ni kotfene mohou u nékterych funkci zcela selhat. Bud™ se pfi opakovani krokd ocitneme
v kruhu, nebo nam dé tato metoda odhad naprosto mimo. Proto je zdhodno v&dét co nejvice
o prubéhu uvazované funkce a co nejptesnéji odhadnout polohu kofene. Stanovime-li inter-
val, ve kterém ma uvazovana rovnice skute¢né koten, miizeme se k tomuto kotenu jakouko-
liv spolehlivou metodou dostate¢né ptiblizit a v jeho okoli, kde se funkce chova zptisobng,
rychle zpfesnit vysledek n&jakou mocné&jsi metodou.

Vezméme si funkci f(x), jejiz graf je tvofen jednou souvislou ¢arou — takova funkce se
nazyva spojitd (napf. polynomy jako x* + 5x — 1, nebo funkce sin x). Ve vétsing metod, jez
budeme popisovat, se omezime pravé na funkce, které jsou spojité vSude az na nékolik
predem znamych bodii (jako je tfeba 1D(x*— 1) nebo tg x). Ko¥en rovnice f{ix) =0 hledejme
v jistém intervalu (a,b). Pokud plati, Ze fix) ma v krajnich bodech riiznd znaménka (to
znamena fla). f(b) <0), musi v n&akém bodé& tohoto intervalu protinat osu x. Budeme-li
ptiblizovat body a, b tak, Ze tato nerovnost bude zachovana, ziistane ndm zaruc¢ené alesport
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jeden kofen uvnitf intervalu. Tomuto postupu se fika tomu separace korene. Dobrym vo-
dem k aplikaci n&jaké metody je rozdéleni celé inkriminované oblasti na mnozstvi malych
intervald, zjistit znaménka uvazované funkce v jejich krajnich bodech a potom vzit ty z nich,
kde je splnéna podminka f{a). fb) <O0.

Bisekce neboli pileni intervalu a metoda regula falsi

Jako prvni si ukdazeme metodu nejjednodusdsi a nejpomalejsi, ale také nejspolehlivéjsi.
Vychozi interval (x;, x,) ndm separuje n&jaky kotfen rovnice fix) = 0. Postup je ziejmy jiz
z ndzvu metody. Zvolime x; = (x; + x,)D2 a v tomto bod¢ uré¢ime hodnotu funkce /. Nyni
z intervald (x;, x3) a (x3, x) vybereme ten, pro ktery je splnéna podminka f{a). fib) <0
(v ném alespoti jeden koten lezi), a pokrac¢ujeme dale v hledani bodd xy4, x5, x, ... , X, inter-
valem polovi¢nim, ¢tvrtinovym, osminovym, ... Konvergence je dosti pomald, na zptesnéni
o jeden tad je tfeba log,10 = 3.32... kroku, zato ale bezproblémova.

Ve vlastnim vypoctu si nepotebujeme pamatovat celou posloupnost x;, x5, X3, sta¢i nam
bohaté¢ tfi body a, b, c a funkéni hodnoty v nich fa, £fb, fc. K prvnimu programu, ktery
nam provadi vySe popsanou metodu, je potieba né&kolik poznamek. Funkce, jejiz kofen
chceme nalézt, je oznaCena jako funkce ( ), vstupni tdaje (pocatecni interval a pfesnost)
nam zprosttedkuje procedura zadani. Od pivodniho postupu se odchylime v jednom bodé:
nebudeme chtit, aby (a,b) byl regulérni interval, tj. aby a < b, ale budeme pozadovat fa < 0
a fb > 0, coz ndm usnadni dal$i manipulaci s proménnymi (budeme pfimo z £c védét, jestli
bod c brat jako pravy nebo levy bod intervalu).

zadani (a, b, eps) {=kraje intervalu a mez piesnosti}
fa = funkce(a) : fb = funkce (b) "
pokud fa >0 potom pokud fb >0 potom skonci
{pocate¢ni interval neseparuje koten}
jinak c=Db
b=a
a=c
konec {podminky 2}
konec {podminky 1}
zaccyklu
c= (atb)D2
fc = funkce (c)
pokud abs (fc) <eps potom skonci konec

pokud (fc<0) potom a=c
jinak b=c
konec
koncyklu

Ve snaze zrychlit tuto metodu miizeme vzit v tivahu funkéni hodnoty vypoétené v kraj-
nich bodech. Odhadneme-li pribéh funkce v uvazovaném intervalu nejjednodussim zptiso-
bem, to je linearni zavislosti, padne nam kotfen do bodu
Y. = X1/ (%) = %/ ()

= e
S (x3) = 1 (xp)

Jinymi slovy spojime useckou krajni body intervalu a jeji prasecik s osou x bereme za
dal$i bod. Pro tuto metodu existuje vzité oznaceni regula falsi (..chybného ptedpokla-
du‘ linearity zkoumané funkce).

'Pﬁ’kaz skonci znamena ukonéeni b&hu celého programu. Dvojte¢ka oddéluje dva piikazy stejné jako novy fadek.
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V uvedeném programu se pfili§ mnoho nezméni, kromé vypoctu nového bodu c je po-
tfeba pohlidat to, aby se pfi predavani poloh bodd predaly i vypoctené funkéni hodnoty
(které nyni potiebujeme).

Zda se, ze nyni mame podstatné lepsi odhad nez pti pouziti bisekce, ale lze se setkat
s funkcemi, pfi kterych je uvedena konvergence velice pomala, napt. kdyz na jedné strané
od osy dosahuje podstatné menSich absolutnich hodnot. Potom je vhodné piejit zpét
k pileni intervalu.

Uloha S . 1 (5 bodi)

Reste obéma popsanymi metodami (s piesnosti na 5 desetinnych mist) nasledujici pro-
blém. Skokan na mustku se odrazi z prkna rychlosti ¥ =5 ms ' kolmo vzhiru v okamziku,
kdy je deska maximalné prohnuta smérem doli (0 A = 30 cm pod rovnovaznou polohou). Za
jak dlouho se opét s deskou srazi, pokud prkno kmité s periodou 7= 0,5 s?

Srovnejte rychlost vypoctu v jednotlivych fazich (hrubé piiblizovani, dolad'ovani).

Kapitola 2

V kapitole 1 jsme poznali dvé nejjednodussi metody hledani kotene, piesnéji feeno po-
stupy, jak z jistého odhadu polohy kotene dospét k odhadu presn&jsimu. Rychlost, s jakou
se blizime pfesnému feSeni, zdvisi na mnoha okolnostech, v obecném ptipadé vSak lze
zavést jisté Ciselné ohodnoceni zvané Fdd konvergence. Ozna¢me si odchylku v i-tém kroku

jakog; = |x, - )?| (maximalni mozna vzdalenost bodu naseho intervalu a pfesného feseni x ).
V ptipadé bisekce plati mezi odchylkami ve dvou nasledujicich krocich ¢;,, = &; / 2, takze

u obecné metody Ize psat &,,, =const.e”, kde pravé « je ¥ad konvergence. V ptipadé

prvnich dvou metod je « = 1, fikdme, Ze konverguji linearn& (metoda regula falsi sice ¢asto
konverguje rychleji, ale v mnoha ptipadech je stejné pomala jako bisekce).

Metoda secen a tecen

Abychom dostali rychlejsi konvergenci nez line4rni, musime se vzdat pozadavku, ze dva
nasledujici odhady v kazdém kroku budou oddé&lovat kotfen. Tato podminka ndm sice dava
jistotu, Ze metoda dojde k cili, ¢asto ma vSak za disledek dosti t&Zkopadnou konvergenci.
Zkusme tedy v posledné diskutované metodé vynechat podminku separace a vysledek, ktery
dostaneme ze vzorce

Xy = XS (%) =% f (xi21)
" S(x) =1 (x)
berme za dal$i odhad bez ohledu na to, jestli nam interval {x;, x; ;) oddéluje koten ¢&i nikoli
(4. jestli plati fix;). fix; 1) <O0).

Takovy postup se nazyva metoda secen a konverguje k hledanému feseni (s vyjimkou
né&kolika patologickych ptipadi) s fddem 1,618... Riziko, které s sebou tato metoda ptinasi,
miZeme ilustrovat dvéma pi¥ipady: prvni odpovida situaci, kdy nam vypocteny bod padne
nékam daleko za ptivodni hranice (takovéto pfipady lze snadno ohlidat); druhy jev je poné-
kud vzéacnégjsi, kdy se metoda ocitne v kruhu (body na sebe odkazuji navzajem) — dosdhnout
tohoto stavu presné je téméf nemozné, ale i blizké situace zna¢né zpomaluji konvergenci.
Muzeme si vSimnout, Ze smér se€ny, jsou-li body dostate¢né blizko, vystihuje sklon grafu
funkce se smérnici tan 4. Hledame-li tento smér pfesné v daném bodé x, musime pfejit od

Strana 16



Fyzikalni koresponden¢ni seminair MFF UK Serial na pokracovani

secen k te¢n&. Sklon te¢ny, resp. jeho tangenta, se pak rovna derivaci funkce v bodé x. Vy,
ktefi jste se s derivacemi jesté nesetkali, si takto miizete ptedstavit definici: derivace funkce
f(tan S se pak stava smérnici te¢ny) v bodé x je:
*)
F0 = tanpe LD
x*—x
Zname-li derivaci nasi funkce (kterou lze spocitat u naprosté vétSiny funkei bez velkych
problémil), miizeme namisto metody secen volit postup nasledujici: v daném bodé spocita-
me derivaci a dal$i bod zvolime podle vzorce x; =x; — fix;)Df'(x;), tj. v misté, kde te¢na
protina osu x. Tak dostavame metodu tecen neboli Newtonovu metodu. Je jednodussi v tom,
7e k uréeni nasledujiciho bodu sta¢i pocitat jen s jednim namisto se dvéma body, zato je
tieba znat pribéh derivace dané funkce (a v nékterych bodech ani nemusi derivace funkce
existovat — tam, kde neumime sestrojit te¢nu ke grafu funkce). Tato metoda konverguje
dokonce kvadraticky (¥ad konvergence je 2), ale skryva tataz nebezpeci jako metoda secen.
Nezndme-li pfedem derivaci funkce £ je zde moznost nalezeni jeji hodnoty podle definice
f'(x): za bod x* vezmeme x + h, kde & je dostate¢né malé &islo, pak f'(x)=(fx+h)—
fix))Dh. To vsak ponékud zpomaluje vypocet a zatéZzuje ho zna¢nou chybou. Bud’ je 4 pfilis
malé, a pak hrozi déleni malym ¢islem, anebo naopak je pfiblizeni k te¢né& pfili§ hrubé.
Zkusenost ukazuje, Ze misto tohoto postupu je vhodngjsi a v praxi rychlej$i metoda secen.

pro dva blizké body x a x*.

Zrychleni konvergence (Aitkiniiv proces)

Podle uvodnich poznamek k této kapitole mizeme tvrdit, Ze pomér vzdalenosti dvou po
sobé& nasledujicich odhadi kofene od pfesného feseni se pro zvysujici se pocet krokil blizi
né&jaké limitni hodnoté y— to plati pfesné v pripadé, Ze ¥ad konvergence metody je roven 1,
ale postup ucinkuje i pfi jinych metodach. V jistém pfiblizeni mizeme pro tfi po sob& jdouci
odhady psat vztah

|xi_7| _|xi+1_7| ~C

|xi—l_7/| |xi—7| ’
pti¢emz rovnost plati tim 1épe, ¢im je i vy$si (a y je pak pfesnéj$im odhadem kotene). Ma-
me-li tfi odhady kotene jako vysledky nékteré z popsanych metod, mizeme odtud vyjadfit
odhad pro y

2
Xio1 X1 — X

X+ X =2,
Hodnotu y pak miizeme vzit jako nasledujici, (i + 2). aproximaci kotfene. Tento postup je
vhodny zejména pro piekonani néjakého obtizného, pomalu konvergujiciho tuseku, do
které¢ho se dostala n¢ktera z vySe uvedenych metod. Lze ji vSak povaZovat i za samostatnou
metodu hledéani kofene.

Uloha S . 2 (5 bods)

Upravte program uvedeny v minulé kapitole z metody regula falsi na metodu secen a
zjistéte, jak se zrychli konvergence metody pouzité na skokantv problém z ulohy S. 1.
Ovéfte, jak mnoho je nyni konvergence zavisla na volbé vychoziho bodu.

Pokuste se metodu zrychlit pomoci Aitkinova procesu: vzdy po tfech pfibliZzenich
spoctenych b&znym zpisobem provedte extrapolaci k feSeni y. Jak se uvedeny postup vypla-
ti pfi metodé regula-falsi a pfi metodé se¢en?
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Kapitola 3

Je nacase, abychom se po davce teorie vénovali praktickym vysledkim, ke kterym jste na
zakladé pfedchoziho vykladu méli dospét. Problém, jenz vam byl zadan, nebyl pfilis kom-
plikovany. Slo o sloZeni dvou pohybii — letu skokana neboli svislého vrhu a harmonickych
kmitd desky miistku.

Poloha skokana se méni podle vztahu hs(t) =—A+Vit- %gt2 ,
deska kmitajici s periodou T se nachazi ve vysce hd(t) =—4 cos(27rt/ T ) .

Né&kdy jste feSeni vztahovali k pocateéni poloze skokana (tak, aby A,(0) = 0); to vSak ve
vysledku nehraje roli, nebot pro nas je podstatna vzajemna vzdalenost skokana a miistku

()= ht)-n,(t)=Vt-Lgr’ — A+ Acos(27t/T).
Ukolem bylo zjistit nejblizsi bod riizny od pocatku, ve kterém dosahne £{¢) hodnoty 0.

Zadané hodnoty jsou:

A=03m, v=5ms 1, T'=0,5s, 2=9,80665 ms
(s ptesnosti na 5 desetinnych mist — pokud bychom vzali g =10 ms , dostali bychom snad-
no ptesné feSeni ¢ = 1 s).

Podstatna je volba pocatecnich mezi intervalu (a,b), ve kterém hledame koten (tj. separa-
ce). Vétsina z vas se spokojila s odhadem ,,a dostate¢né blizko 0 (tfeba 0,001), b dost velké
(napt. 10)“, aby opravdu platilo fa*fb [ I Body omezujici polohu intervalu vSak lze
odhadnout pomérné pfesné — Cas, ve kterém skokan (resp. jeho nohy) proleti vyskou +4,
resp. —A (pfi pohybu doli) je

[v N 4gAj/g ,resp.2v/g .

pro zadané hodnoty pfiblizn€& mezi 0,880 s a 1,020 s. V naSem modelu jsme pouzivali vySe
uvedeného nepfesného odhadu, nebot k tomu nepotiebujeme zadné fyzikalni znalosti.

Dal3im problémem se ukazala otazka ,,péti platnych cifer. Program v podobé¢, jak jsme
jej uvedli v druhé kapitole, pouZzival jako kritérium pfesnosti dosaZzené¢ho feSeni podminku
abs (fc) < eps, tj. funkéni hodnota v poslednim bodé vypoctu je v absolutni hodnoté mensi
neZ stanovena presnost. Toto kritérium vétSina z vas ve vypoctu pouzila. Snadno si vSak
predstavime situaci, kdy pfestoZe je funkéni hodnota blizko 0, muze byt prusecik grafu
funkce s osou jesté hodné daleko. SkuteCnym kriteriem ptesnosti dosazeného feSeni je
velikost intervalu (a,b). To ovSem plati pouze u metody bisekce a regula falsi, kdy tento
interval uzavira hledany kofen. U metod secen a tecen muzeme chybu vysledku [x,, — Xpreq|
odhadnout pomoci rozdilu dvou poslednich vysledkd |x,— x,.i|; v pfipadé, Ze metoda rychle
konverguje, se nedopustime az takové nepiesnosti (u pomalych postupt, jakym muize byt
metoda regula falsi, je toto kritérium dosti zavad&jici).

Objevily se i namitky proti realnosti zadani Glohy S . 1 — pro¢ by se mél skokan odrazet
z dolni polohy mistku, coz je pro n&j ve snaze o co nejvyssi skok pfeci nevyhodné. Je viak
jasné, ze pfi odrazu prisobi na prkno zna¢nou silou (podstatné vétsi, nez je jeho tiha), a tedy
prkno se prohne odpovidajicim zpiisobem, tj. doli.

V uloze S. 1 jste méli do popsaného algoritmu jen dosadit za funkce (t)=A1), pfipadné
upravit vyraz pro c podle vzorce pro metodu regula falsi. VétSina z vés sestavila spravné
pottebnou funkci, nékteti pfipojili i vypisy programi ¢i komentdfe k moZznym zménam
v uvedeném algoritmu. Hlavnim tkolem ale bylo zjistit, k jaké hodnoté a po kolika krocich
uvedené dvé metody dospé&ji. Mnozi se neobtéZovali s vypisem jednotlivych krokd a ¢asto
ani poctu opakovani; spokojili se s hodnocenim rychla ¢i pomald konvergence. Né&ktet

Strana 18



Fyzikalni koresponden¢ni seminair MFF UK Serial na pokracovani

dokonce ani neuvedli vysledek, ke kterému dospéli, ¢imZ ovSem ponékud zbyte¢né ptisli

o body.

V uloze S . 2 se jevila situace obdobna. Jesté pred konkrétnimi vysledky si zde uvedeme
popis algoritmu, ke kterému jste mé&li dospét. Nejprve se jednalo o upravu vypoctu pro
metodu secen, coz znamenalo jiny vzorec pro c, zarovent vSak odpadlo testovéni, zda je
hodnota vypoctend v bodé¢ c kladnd nebo zaporna. Druhou upravou bylo zavedeni Aitkinova
postupu, kdy po kazdém tietim kroku odhadneme dalsi krok podle uvedeného vzorce (od-
povida mistu, ke kterému by smé&fovala geometricka posloupnost zapoc€ata uvedenymi tfemi

body). Zavedené pole ait[1..3] uchovava koeficienty pro tento vypocet.

fa = funkce (a)
fb = funkce (b)
c=b

Dil=0

zaccyklu

c= (b*fa—-a*fb)D(fa - fb)

fc = funkce (¢)

Dil=Dil + 1 {pocet krokd modulo 3 +1}

Ait[Dil] =c

pokud Dil =3 potom c = (Ait[l]*Ait[3] -Ait[2]1"2)D

D(Ait[1]1+A1it[3] - 2*Ait[2])

Dil=0

konec

pokud abs(c —-b) <eps potom skonci konec
a=b
fa=f£b
b=c
fb = fc
koncyklu

Ted tedy kone¢né k vysledkim jednotlivych metod:

e bisekce a=0,001; b =10,
pocet krokii: 24, vysledek: 1,018158 = 0,000001.
U bisekce miize byt pocateéni odhad dosti hruby.

krok c fc
5 0,937591 2,899¢-01
6 1,093839 —5,831e-01
7 1,015715 1,410e-02
8 1,054777 —2,496¢-01
9 1,035246 —1,078e-01
10 1,025480 —4,423e-02
11 1,020598 —1,440e-02
12 1,018156 1,300e-05
13 1,019377 —7,154¢-03
14 1,018767 —3,560e-03
15 1,018461 —1,771e-03
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krok c fc
16 1,018309 —8,780e-04
17 1,018233 —4,320e-04
18 1,018194 —2,090e-04
19 1,018175 —9,800e-05
20 1,018166 —4,200e-05
21 1,018161 —1,400e-05
22 1,018159 —1,000e-06
23 1,018157 6,000e-06
24 1,018158 3,000e-06
o regula-falsi a=0,001; b =10,

pocet krokii: 59(), vysledek: 1,018128 = 0,000009.

Jak je vidét, v tomto ptipadé je konvergence opravdu désné pomald. Pravy okraj interva-
lu zistavé konstantni a levy se velmi pomalu posouva k cili. Tedy i nase kritérium rozdilu
staré a nové hodnoty je splnéno jesté dost daleko od cile — v tomto pfipadé je tieba volit
vySS$i presnost.

krok c fc
40 1,017473 3,986¢-03
41 1,017636 3,042¢-03
42 1,017760 2,321e-03
43 1,017855 1,770e-03
44 1,017927 1,349¢-03
45 1,017982 1,028¢-03
46 1,018024 7,840e-04
47 1,018056 5,970e-04
48 1,018081 4,550e-04
49 1,018099 3,470e-04
50 1,018113 2,640e-04
51 1,018124 2,010e-04
52 1,018132 1,530e-04
53 1,018139 1,170e-04
54 1,018143 8,900e-05
55 1,018147 6,800e-05
56 1,018150 5,200e-05
57 1,018152 3,900e-05
58 1,018153 3,000e-05
59 1,018155 2,300e-05
e secCny a=0,5; b=35,

pocet krokii: 18, vysledek: 1,018128 £ 0,000009.
Podstatné lepsi vysledek nez v pfedchozim ptipadé, i kdyz nékolikrat jsme skoncili hod-
né vedle. Zvlasté dolad'ovani prob&hlo neobvykle rychle a dobte se tato metoda vypotadala
i s hrubym pocate¢nim odhadem.
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krok c fc
1 0,557996 1,187e-00
2 1,348345 —2,572¢-00
3 0,807597 3,151e-01
4 0,866617 3,189¢-01
5 —4,058746 —1,011e02
6 0,851137 3,148e-01
7 0,835904 3,117e-01
8 —0,714609 —6,648¢-00
9 0,766453 3,581e-01
10 0,690752 5,935e-01
11 0,881611 3,218e-01
12 1,107614 —7,126¢-01
13 0,951917 2,632¢-01
14 0,993912 1,247¢-01
15 1,031731 —8,451e-02
16 1,016455 9,681e-03
17 1,018025 5,950e-04
18 1,018128 —5,000e-06
o regula falsi s Aitkinovym procesem  a=0,5; b=35,

pocet krokii: 22,

vysledek: 1,018156 + 0,000002.

Dosahli jsme dostate¢ného urychleni s rizikem, Ze jsme se nékolikrat ocitli mimo interval.

krok c fc
6 0,870753 3,200e-01
7 0,884250 3,221e-01
8 -0,917824 —8,866¢e+00
9 0,821068 3,116e-01
10 0,762020 3,663e-01
11 0,695374 5,738e-01
12 1,279905 —-2,212e+00
13 0,815781 3,125e-01
14 0,873241 3,205e-01
15 0,924713 3,062e-01
16 1,367190 —2,659¢+00
17 0,970411 2,141e-01
18 0,999982 9,676¢e-02
19 1,012876 3,005e-02
20 1,022848 —2,799¢-02
21 1,018039 6,950e-04
22 1,018156 1,500e-05

e secny s Aitkinovym procesem a=0,5;
pocet krokii: 11,

b=35,

vysledek: 1,018156 = 0,000002.
Zatim nejrychlejs$i metoda (popravdé to bylo v tomto pfipadé spise $tésti...).
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krok c fc
1 0,558000 1,187¢00
2 0,611386 9,752¢-01
3 0,857085 3,165¢-01
4 0,543181 1,226¢00
5 0,966309 2,266¢-01
6 1,062218 —3,085¢e-01
7 1,006921 6,204¢-02
8 1,027143 —5,469¢-02
9 1,017669 2,852¢-03
10 1,018138 1,170e-04
11 1,018159 —2,763e-07

Uloha S.3 (2 body)

Vezméte posledni popisovanou metodu te¢en neboli Newtonovu, kterd uréuje nasledujici
bod podle vzorce c =b - funkce (b) Dderivace (b) — pro ty neznalé derivovani uvadime
pro skokaniv pfipad derivace(t) = - g*t + v - 2nADT*sin (2ntDT). Reite touto
metodou zadanou ulohu a ovéfte rychlost konvergence jak pro pfesny odhad pocate¢niho
intervalu (0,88 ; 1,02), tak pro hruby odhad (0 ; 10).

Uloha S . 4 (3 body)

Zjistéte, jak zavisi presnost dosazeného vysledku na poctu kroki u vech popsanych me-
tod (bisekce, regula falsi, metoda secen a tecen), tedy ovéite, zda je zpfesitovani linearni,
kvadratické, ¢i jiné. Je tato vlastnost ovlivnéna volbou pocate¢niho intervalu?

Kapitola 4

Jak bylo poznamendno v minulé kapitole, Newtonova metoda je schopna konvergovat
velice rychle, ale je tfeba mit dostatecné dobry pocateéni odhad, jinak neni uspéch jisty.
Navic musime znat kromé funkénich hodnot i derivace v kazdém bodé. Casto viak o zkou-
mané funkci zname velmi malo a vypocet derivace mize byt dost nejisty a pracny. Proto si
uvedeme jesté jednu jednoduchou metodu nazyvanou prostd iterace.

Tak, jako jsme mohli kazdou tlohu ptevést do tvaru flx) = 0, miizeme tento pozadavek
zménit na tvar g(x) = x. Pokud nés nenapadne nic lep$iho, mizeme tedy postupovat prosté
tak, Ze novou hodnotu x, ; dostaneme prostym vypoctem hodnoty této funkce g v bodé x,,.
Tento postup povede k cili (tj. metoda bude konvergovat) za podminky, kterou formuluje
tzv. Banachova véta o kontrakci:

Na jistém intervalu / = {a,b) necht’ je funkce g(x) spojita, zobrazuje interval do sebe
(4j. pro x € I je opét g(x) € [ ) a navic je zde tzv. kontraktivni, tj. pro kazdé x a y
z intervalu / plati

*) |g(x)—g(y)|<q|x—y| pro n&jaké 0<g <1.

Pak existuje v I (jediné) feSeni g(4) =4 a posloupnost {x,} dana pfedpisem
X, 1= g(x,) k nému konverguje.
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Diikaz pfenechame matematikiim (véta plati dokonce obecné v riiznych vicerozmérnych
metrickych prostorech). Podstatné pro nds je dosédhnout toho, aby byly podminky véty
splnény, tj. aby na dostate¢ném okoli piesného feseni platila kontraktivita. To je ekvivalent-
ni podmince, Ze derivace g'(x), coz je vlastn& limita vyrazu (g(x)—g(¥))D(x —y) pro y se
blizici k x, byla na celém intervalu (v absolutni hodnot&) mensi nez 1. Toho Ize dosdhnout
vhodnym zavedenim funkce g(x) — vychazime-li piivodné z podminky ve tvaru f{x) = 0, lze
volit g(x) = f(x)k + x a parametrem k£ miZeme ménit i derivaci vysledné funkce. V naSem
problému se skokanem funkce f{x) v okoli hledaného feseni klesd, derivace je zaporna, takze
volime & jako malé kladné ¢islo.

Také je pro nés zajimavé dalsi tvrzeni véty, Ze chyba k-té iterace je

li]q |xk —x,{71| >

mame tedy souvislost mezi skute¢nou chybou a na$im odhadem z rozdilu néasledujicich
iteraci, ktery jsme pouZzivali napf. v metodé tecen. Dosadime-li si ve vyrazu (*) za y kofen 4,

|x,( —ﬂ.|£

snadno ovéfime z nerovnosti |g(x)—/1|<q|x—/'t|, Ze tato metoda konverguje linearné

(s pomérem ¢). Nabizi se pak (podobné& jako v minulych metodéach) pouzit Aitkintiv proces,
ktery (az na vyjime¢né pi¥ipady) zvysi rychlost konvergence na kvadratickou. Abychom
uvedli véci na pravou miru, je tfeba poznamenat, Ze teprve nyni je pouZiti tohoto procesu
zcela opravnéné — pouze v pfipadé, Ze se nase fada blizi k feSeni monotonng, tj. preciznéji
(x — A) neméni znaménko, lze zarucit spolehlivé chovani vzorce pro Aitkinovo urychleni.
V ptedchozich metodach totiZ mohla iterace pfeskocit z jedné strany kofene na druhou a
potom jsme Casto dostali extrapolaci odhad i mimo pivodni interval. To, Ze jsme neziidka
dosahli dobrého urychleni, bylo dano jak vhodnym prib&hem zkoumané funkce, tak i pozi-
tivnim vlivem Aitkinova procesu na naru$eni pfili§ pomalé a jednotvarné konvergence, napft.
u metody regula-falsi. Nyni jiz v§ak dava Aitkintv vzorec vzdy spolehlivé vysledky zejména
v blizkosti feseni.

Program s pouzitim této metody vznikne trivialni upravou (spise zjednodusenim) pied-
chozich, takZe ho nebudeme uvadét.

Vénujme se radéji jesté chvili problému nazna¢eném v tivodu serialu. Mame vice rovnic
(obecné n) obsahujicich také n neznamych proménnych x', ..., x". Spole¢né Feseni t&chto
rovnic pak hledame jako n-tici &isel (x', ..., "), kterou mizeme chapat i jako vektor X o n

sloZkach a soustavu rovnic psat jako f (fc) =0 (f jako vektor znamena, Ze prvni rovnici je
slozka f,(f) =0, druha fz(f) =0 atd.). To nam pomiiZe rozhodnout, jak jsme blizko pies-

, se musi blizit 0. Pro-

nému FeSeni — velikost vektoru ||i:k —3?,(71" , stejn& jako "ik = Xpres
blém je ovSem s pouzitim n&kterych metod — napt. u metody secen nebo regula falsi nam
z vychozich bodl a ab da kazda rovnice f; jiny prisecik s0. Nejsnazsi je vyjit z pravé
popsané metody prosté iterace. Pfevedeme funkce f; na g; pro které by mélo platit
gr(i) = X, a pfedpokladejme, Ze jsou splnény podminky kontraktivnosti jako v prvnim pfi-

padé: "g(i) - g(ﬁ)" <q ||fc - j" . Potom naSe metoda spolehlivé konverguje k cili.

Ilustrujme si to na ptikladu dvou rovnic o dvou neznamych: r(x, y) =0 a s(x, y) = 0. Pfe-
vedeme na pozadovany tvar napf. u(x, y) = r(x, y) + x, v(x, y) =s(x, y) + y, pfipadné zvolime
vhodné koeficienty u r a s. PoZadovanou pfesnost vysledku budeme srovnévat s vyrazem

% =% = | =5 + (6~ )
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Par slov k feSeni minulych dvou uloh. V prvni $lo o snadnou variaci na téma rozebirané
minule, vénujme se tedy radé&ji druhé z nich, ve které jste m&li analyzovat vysledky dosazené
v ptredchozich metodach v zavislosti na dosaZzené presnosti. Nékteti z fesitell se o néco
takového pokouseli jiz v minulych tloh4ch (moZna jim nebylo jasné, co se od nich zada).
Uved'me napied strohé vysledky tlohy S . 4:

o metoda bisekce:

hruby pocate¢ni interval (0,1 ; 10) jemny pocateéni interval (0,8 ; 1,02)
cislo | #ad ¢islo | #ad

froku | chyby dosazend hodnota kroku | chyby dosazend hodnota
7 1 1,05477695312500 1 1 0,98500000000000
10 2 1,02059760742187 4 2 1,01562500000000
14 3 1,01785105285644 8 3 1,01808593750000
17 4 1,01811807899475 11 4 1,01812011718750
20 5 1,01812284731864 14 5 1,01812438964843
24 6 1,01812731762230 18 6 1,01812732696533
27 7 1,01812742937989 21 7 1,01812742710113
30 8 1,01812744334959 24 8 1,01812744796276
34 9 1,01812744422270 28 9 1,01812744405120
37 10 1,01812744425907 31 10 1,01812744421418
40 11 1,01812744423634 34 11 1,01812744423456
44 12 1,01812744423435 38 12 1,01812744423430
47 13 1,01812744423410 41 13 1,01812744423408
50 14 1,01812744423410 44 14 1,01812744423411
54 15 1,01812744423411 47 15 1,01812744423411
57 16 1,01812744423411 51 16 1,01812744423411
60 17 1,01812744423411 54 17 1,01812744423411
64 18 1,01812744423411 57 18 1,01812744423411

metoda secen:

hruby pocate¢ni interval (0,1 ; 10) jemny pocate¢ni interval (0,8 ; 1,02)
Cislo | #Fad cislo | Fad
kroku | chyby dosazend hodnota kroku | chyby dosazend hodnota
1 1 0,52740834753989 1 1 1,02242032120419
11 2 1,01839659910820 1 2 1,02242032120419
12 3 1,01812275921560 3 3 1,01812630869317
13 5 1,01812743819779 3 4 1,01812630869317
14 8 1,01812744423424 4 5 1,01812744454176
15 12 1,01812744423411 5 9 1,01812744423410
16 17 1,01812744423411 6 14 1,01812744423411
17 28 1,01812744423411 7 18 1,01812744423411
17 58 1,01812744423411 9 58 1,01812744423411
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e metoda tecen:

hruby pocate¢ni odhad (5 ; 0) jemny pocateéni odhad (1 ; 0)

¢islo | #ad ¢islo | Fad
froku | chyby dosazend hodnota Jroku | chyby dosazend hodnota
9 1 1,01888631247197 0 1 1,02007489078427
10 3 1,01813018171798 1 2 1,01814523547248
11 5 1,01812744427003 2 4 1,01812744575125
12 10 1,01812744423411 3 8 1,01812744423411
13 18 1,01812744423411 4 16 1,01812744423411
5 18 1,01812744423411

Graf 1 — znazoriiuje obsah ptedchozich tabulek

podet krokia

74d presnosti

‘ —=— bisekce h. — T bisekce]. ——*——seényh. —o—sefnyj ——ftetnyh. —— teényj ‘

Metoda regula-falsi neni zde zahrnuta; jak bylo poznamenano dfive, konverguje v nasem
pfipadé velmi pomalu (hife neZ bisekce), dokud nedosdhne dostate¢ného pfibliZeni
k hledanému feseni. Proto by leZela nékde vysoko nad vynesenymi ¢arami (viz graf 1).

Jak je nejlépe patrno z grafického znazornéni, metoda bisekce je krasné linearni, u dru-
hych dvou metod neni t&Zké proloZit ziskanou zavislosti parabolu (abychom tento piedpo-
klad ové&fili, museli bychom pocitat do podstatné vysSich tadii pfesnosti, na coZ nam
nedostacuji vypocetni prostiedky). Pfitom volba pocate¢niho odhadu se projevi jen nékolika
kroky navic, tj. posunem grafu smérem vzhru.

Uloha S.5 (obycejnd — 3 body)

Sestavte program pro itera¢ni metodu a zvolte vhodnou konstantu & pro funkci g, abyste
dostali vhodny interval okolo hodnoty 1 splitujici kontraktivnost. Ovéfte linearni konver-
genci a zkuste zjistit miru zrychleni pfi uziti Aitkinova procesu.
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Uloha S . 6 (prémiovd pro ndrocéné — zvldstni dotace 5 bodi)

Chceme-li demonstrovat metodu feSeni soustavy rovnic na nasem skokanovi, budeme
muset pfidat dal$i podminku: dejme tomu, Ze prvni dopad na prkno se mu zdal p#li§ tvrdy;
rozhodl se tedy rozkyvat prkno natolik (zménit amplitudu kmitd), aby druhd srdzka
s prknem prob&hla se zanedbatelnou vzajemnou rychlosti. Tedy jak hodnota Funkce, tak
Derivace (uvedend v minulém dile) byly v okamzik sraZky rovny nule. Vasim tkolem je
najit potfebnou amplitudu 4, a dobu druhého skoku 7,, (odrazi se opét dole...).

Kapitola 5

V zéavéru minulé kapitoly jsme se pustili do rozboru problémii spojenych s feSenim sou-
stavy vice (navzdjem provazanych) rovnic. A¢ se to zda byt podivné, narazime na né i pti
feSeni obycejnych algebraickych rovnic, tj. takovych, které lze zapsat ve tvaru polynomu
P(x)=ap" + ay 1 X" '+ ... +a,=0. B&nymi postupy pro numerickd feeni nalezneme
u polynomi jen jejich realné koteny (ty odpovidaji bodim, v nichz protina graf funkce osu
x). V mnoha pfipadech ndm ale jde o to ziskat vSechny kofeny (kterych ma polynom
napf. feseni rovnice x>+ 1 =0, jimz je N-1. Ti zkusen&jsi z vas uz budou védét, Ze kazdy
obecny koten lze zapsat jako kombinaci a + bi, kde a, b jsou redlna ¢isla a i zmifiovana
absurdni odmocnina. Takovéto feSeni lze pak zakreslit jako bod [a,b] v tzv. komplexni
roving, jejiz soucasti je i mnozina realnych ¢&isel [a,0]. Proto se miZeme zabyvat témito ¢isly
jako dvourozmérnymi vektory a postupovat dle metod naznacenych v minulé kapitole.
Nasobeni komplexnich ¢isel funguje stejné jako vektorovy soudin:

la, b]*[c,d] = |ac —bd, ad + bc].

Logicky plyne ze zapisu: (a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi*= (ac — bd) + (ad + be)i,
neb i>=—1.

Pak miZeme pocitat mocniny (a + bi)" a kone¢né i hodnoty polynomu ve viech bodech
komplexni roviny. Vysledkem je ovSem opét komplexni ¢islo nebo chcete-li, vektor v rovi-
né. (Vynést komplexni graf by v tomto ptipadé tedy vyzadovalo 4 dimenze.) Protoze vSak
programovaci jazyky vétSinou neovladaji manipulace s komplexnimi ¢&isly, musime si pii-
slusné algoritmy napsat sami. K vypocétu pouZijeme velmi efektivniho algoritmu nazyvaného
Hornerovo schéma. Koeficienty polynomu jsou zadany v poli a[i] a s pomoci dal$ich poli
bli],c[i],d[i] ae[i] uréime hodnotu polynomu v bodé¢ [g,/4] i jeji derivaci (vysledkem
jsou komplexni ¢&isla [b,d] a [c,e]). Pro jednodussi implementaci jsou pole indexovana
v opa¢ném pofadi, a[0] je koeficient u nejvyssi mocniny.

b0 = a0

d0o=0

i=1

zaccyklu
bl[i] =b[i-1]*g - e[i-11*h + a[i]
d[i] =d[i-1]1*g + b[i-1]*h
i=1i+1
pokud i >n skonci

koncyklu

c0=a0

e0=0

i=1

zaccyklu
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c[i]l =c[i-11*g — e[i-11*h + DbI[i]
e[i]l =e[i-11*g + c[i-1]*h + d[i]
i=1i+1
pokud i>n-1 skonci

koncyklu

Nasim cilem je najit takovy bod [g, /4], aby absolutni hodnota funkce v tomto bodé (pfi-
padné rozdilu dvou nasledujicich kroku) |[b, d]| =+b? +d* byla mensi nez zadana pres-

nost & K tomu mizeme zvolit metodu prosté iterace, popsanou v minulém dile, nebo
Newtonovu metodu tecen (kdyZz se nam podafilo spocitat derivaci). V tloze uvedené na
zavér miizete pouzit metodu dle vaseho nazoru nejvyhodnéjsi. V metodé¢ tecen pouzivame
vzorec x; = x;+ fix)Df”(x), coZ je nyni podil komplexnich ¢isel, ten se spocita jako

a, b]D[e, d] = [a, b]*[c, dD(c* + d°)).

Pokud méame ur¢it opravdu vSechny kofeny, musime soucet a,x" + a,. X"~ +... +a roz-
lozit na soucin a,(x —x ) (x —x»)...(x —x,), kde x; je n&aky kofen (mize se i opakovat).
Abychom méli opravdu univerzélni algoritmus, musime po nalezeni kotene a vydélit poly-
nom P(x) vyrazem (x —a), tj. nalézt takovy polynom Q(x), aby P(x)=(x —a)Q(x). Tento
polynom v8ak bude mit uz obecné komplexni koeficienty, coz vypocet zkomplikuje. Pokuste
se (v souvislosti se zavérenou tlohou) sepsat algoritmus na déleni polynomu vyrazem (x —
a); pokud neuspégjete, prevedte alesport pfedchozi program na operace s komplexnimi
koeficienty polynomu.

Nyni néco k minulym uloham. V uloze S . 5 jste méli aplikovat jiz znamé pokusy na po-
sledni pfedvedenou metodu prosté iterace. Vysledky naSich vypoctd uvadi nasledujici tabul-
ka:

cislo | fad cislo | Fad

kroku | chyby dosazend hodnota kroku | chyby dosazend hodnota
0 2 1,00965000000000 0 2 1,00965000000000
3 3 1,01745698709774 3 4 1,01819505277977
6 4 1,01807869455275 6 8 1,01812744802958
9 5 1,01812392306805 9 11 1,01812744424061
11 6 1,01812683372319 22 12 1,01812744423363
14 7 1,01812740015987 103 13 1,01812744423417
17 8 1,01812744105230
22 10 1,01812744419428
27 12 1,01812744423361
32 14 1,01812744423410
38 16 1,01812744423411
43 18 1,01812744423411

Pocate¢ni hodnota 1 byla volena blizko feSeni, aby zaruc¢ené lezela uvniti kontraktivniho
intervalu. Snadno se piesvéd¢ime, Ze pro hodnoty vyssi jak 3 se po nékolika krocich dosta-
neme k obrovskym ¢isliim. Z tabulky je patrno, jak dobte je splnéna linearni zavislost mezi
fadem dosaZené pfesnosti a potem provedenych krokd.

Pouziti Aitkinova procesu dosti urychli tuto jednotvarnou konvergenci — pti kazdém jeho
uziti je dosazeno zptesnéni o n&kolik fadd. Po dosazeni dvanacti fadd se vSak, zfejmé vli-
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vem zaokrouhlovacich chyb, zpfesiiovani téméf zastavilo. V tomto okamziku (chceme-li mit
jesté lepsi presnost), je samoziejm& nejvhodngjsi pouzit metodu tecen, ktera bude velmi
efektivni a dost spolehliva.

Regenim druhé, prémiové tlohy S . 6 se budeme zabyvat az piists. Na zavér vas Sekd jes-
t& posledni uloha. Nebudeme se jiz trapit fyzikalni motivaci, takze kratce:

Uloha S . 7 (5 bods?)
Napiste (a zaslete) program, ktery ur¢i vSechny kofeny polynomu. S jeho pomoci na-
leznéte &tyfi Feseni rovnice x*+ 2x°+ 5x*—4x+3=0.

Kapitola 6

Uloha S . 5 se zabyvala metodou prosté iterace. Regitelé (kterych, pravda, nebylo mno-
ho) se Casto zabyvali otazkou, pro jaké £ ve vyjadreni funkce g(x) = f{x) k + x je konvergence
nejrychlejsi. Protoze je to otdzka zajimava a i pro dalsi problémy poucna, vénujme se ji
trochu vice. Z podminky kontraktivnosti |g'(x)|= |[f'(x)k + 1| <1 pro v8echny body x v nami
zvoleném intervalu plyne, Ze k£ musi lezet v intervalu ohrani¢eném body 0 a -2f".., c0Z je
maximum derivace na daném intervalu. Pfitom musime pozadovat, aby byla fce monotdénni,
tj. derivace neménila znaménko. V naSem p¥ipadé pfi pfesném omezeni kofene (0,88 ; 1,02)
zde fce fix) klesd, maximum derivace je v pravém krajnim bodé& zhruba 5,9. Pfitom ¢im je
derivace g'(x) mensi, tim rychleji sp&jeme k cili — optimalni hodnota je tedy k£ = —1Df" a0
jak dokazuje i ,,experimentalni“ srovnani rychlosti konvergence pro riizna k. S mensi hodno-
tou £ se k cili ptiblizujeme ,,opatrn&ji*, tj. pomalu, ale s jistou konvergenci.

Uloha S . 6 (problémova) se tykala otazky vice rovnic (v nagem p¥ipadé sice $lo dosaze-
nim pfevést na rovnici jedinou a tu pak fesit zndmymi metodami, ale obecné tomu tak byt
nemusi). Podle pfedchoziho vzoru nebyl problém napsat soustavu itera¢nich rovnic pro fci
fix) a jeji derivaci. Mohli jsme (hledame ¢as dopadu x a amplitudu 2) volit napt. tuto kom-
binaci:

X = - (A-V*X+G*X"2D2-A*cos (2*piDT*X) ) *K+X
A= (V-G*X-A*sin (2*piDT*X) *2*piDT) *J+A

Parametry kK a J (analogicky parametr £ v pfedchazejicim ptikladu) volime rad¢ji malé
(spi$ nez o rychlost nam jde o spolehlivost). Podstatna je ale volba znamének pted zavorka-
mi — musime je volit podle znamének derivace funkce na okoli kofene. To znamena, Ze
musime mit jiz jistou pfedstavu o chovéni funkce a nalézt takové okoli pfedpokladaného
kotene, kde je fce monotonni. V nasem ptipadé ¢inil pocate¢ni odhad x = 0,20 a & = 0,45.
Pro piesnost vysledku mame bud® podminku [f{x)]* + |/'(x)]* < & nebo sledujeme rozdil hodnot
spocteny ve dvou nasledujicich krocich. Po nékolika set krocich jsme pak dospéli k vysled-
ku x =0,20500 a & = 0,44403.

Uspokojeni touto pfesnosti si zobrazime, jak se méni v ¢ase vzdalenost skokana a desky.
Tato kontrola je nutna, nebot’ se miiZe stat, Ze se skokan k desce blizi zespodu (coZz pochopi-
telné neni ptipustné). Jak ukazuje graf 2, v naSem ptipadé je vSe v pofaddku a navic nam
napovida jesté jedno feSeni v okoli x = 0,79.

Pfi aplikaci novych pocate¢nich podminek musime ale zménit ob& znaménka pied zavor-
kami — pfi vSech jinych volbach nedostaneme kontraktivnost a feseni nam ,,ujede*.
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Dalsi feSeni tedy ma hodnotu Graf?2
x=0,87819 a a=0,7418. Podi-
vame-li se vSak na situaci po-
drobngji, zjistime, Ze jsme sko- 1}
kandv problém s tvrdosti dopadu
vyfesili pongkud svérazné: prkno T
dostihlo skokana je$t¢ b&hem
jeho letu vzhiru, jenom ho ,,liz- F
lo* a zastalo pod nim. K podob- n
né situaci doslo pfi letu doli a t
nakonec skokan dopadl na desku
tvrdé jako ptredtim. Nicméné
podminky ulohy byly splnény, a
proto ti fesitelé, kteti dospéli i
k podobnym vysledkdm, byli na- .

P Lt
lezité odménéni. WS tr

Zbyva nam posledni tloha S . 7, kterou k naSemu zklamani nikdo nevytesil celou az do
konce. Pouze jeden z vés dostal n&jaké body za feSeni problému, které zde byly zadany pred
sestavenim celého algoritmu.

Reseni prvniho z nich (nebylo ho vlastn& k vypoctu zapotiebi) bylo jednoduché: k upravé
Hornerova schématu pro polynomy s komplexnimi koeficienty stacilo pfidat v Sestém fadku
jeden scitanec a_imag[i]. Pro usporu paméti prepiSeme cely algoritmus tak, abychom
vystacili se dvéma vstupnimi poli koeficientl a[i] a b[i] (realnd a imagindrni ¢ast); vy-
sledkem je hodnota funkce [c,d] a derivace [e, £].

zaccyklu
c=c0*x-d0*y+alj]
d=d0*x+c0*y+b[]]
c0=c
do=d
pokud j<n potom
e =e0*x-f0*y+c
f=f0*x+e0*y+d
el=e
fo=1f£
konec
j=7+1
pokud j >n potom skonci konec
koncyklu

Dalsim problémem bylo snizeni stupné polynomu v pfipadé, ze zndme jeden kofen a, tj.
vydélenim naseho polynomu vyrazem (x —a). Opét z divodu jednoduchosti algoritmu
mame indexy v opacném potadi — v daném okamziku pro polynom (n — m)-té¢ho stupné jsou
nenulové od m-té¢ do posledni n-té pozice. Nalezeny komplexni kofen a méa hodnotu [x, y].
Vlastni vypocet je relativné jednoduchy, méné zkuSenym ctendfim vSak doporucujeme
promys|let si ¢innost algoritmu a ovéfit zpétné spravnost ziskanych koeficientl. |

k=m
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al=alk-1]
bl=Dblk-1]
alk-11=0
b[k-1] =0
zaccyklu
a0=alk]
b0 =Dblk]

alkl =alk-11*x - bl[k-11*y + al
b[kl =b[k-1]1*x + al[k-1l]l*y + bl

al=a0
bl =Db0
k=k + 1
pokud k>n potom skonci konec
koncyklu

Nyni jiz miizeme sestavit cely algoritmus. Pouzivame Newtonovu metodu ,,zpomalenou*
faktorem 20 tak, ze pfi kroku nesko¢ime ptimo do p¥edpovézeného mista kotene, ale jen se
posuneme o maly kus v tomto sméru. Takto se metoda podoba iteracni s ,,automatickou™
volbou znaménka koeficientll. Pfesto je stabilita ¢innosti algoritmu problematicka — jelikoz
nemame zadné pocateéni informace o kofenech, volime pocateéni polohu nahodné
s o¢ekavanim, Ze k nékterému z nich dokonvergujeme. Mozna vés piekvapi, Ze zde jsou dvé
podminky na opusténi smycky — splnéni prvni z nich v§ak neznamena nalezeni kofene, ale
fakt, Ze jmenovatel v nasledujicich vypoctech je pfilis§ maly a doslo by k ,.ustfelu”, proto
rad¢ji za¢neme hledat znovu na jiném misté.

zaccyklu
{zde je voléana procedura s Hornerovym schematem}
pokud (e”"2 + £72) < feps potom {spec} skonci konec
x=x0 -(c*e-d*f)D20D(e*e + f*f)
y=y0 - (c*f+d*e)D20D (e*e + f*f)
pokud sqrt((x-x0)"2 +(y-y0)"2) <eps potom skonci konec

x0=x
yo=y
koncyklu

Takto tedy, i kdyz ¢asto po velmi dlouhé dob&, nebot rychlost konvergence je s retardaci
velmi mald a ke kofentim se ¢asto dostavame po dlouhych spirdlach, ziskame vysledky

—1,3898 +2,1885 i;
0,38969 +5,4258 i.

Vyuzili jsme faktu z algebry, Ze je-li kofenem ¢&islo a + bi, je jim i komplexné sdruzené
a — bi (to se potvrdilo i na ziskanych vysledcich; zde jsou uvedeny jejich primérné hodno-
ty).

Tolik tedy k posledni uloze SNP osmého ro¢niku. Ti, ktefi dospéli az sem (a fesili ale-
spott n¢které zadané problémy), se doufdm presvédcili, Ze i suchoparna feSeni matematic-
kych rovnic v sob¢ skryvaji nemalou davku dobrodruzstvi pfi pfekonavani zaludnych tskali
ahledani nejlepsich cest k jejich feSeni. I na,,jednoduchych* ptikladech (vzhledem k tloham,
které dnes fesi nejvétsi pocitace) jsme mohli ukézat, kdy jsou které metody vhodnéjsi a kdy
je tfeba vyrovnavat se i s prvkem nahody.
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Reseni

Uloha I . 1 ... golf (4 body)
Vztahy vyjadfujici okamzitou rychlost ¢i polohu hmotného bodu vrZzeného Sikmo vzhtru
jsou dobfe znamé, nas zajima jen vyjadieni polohy micku:
. gt2
X =vgtcosp, y=vyt smqo—T .
Z tohoto parametrického vyjadfeni trajektorie snadno odvodime explicitni zavislost
y =y(x) vyloucenim parametru ¢:
2
gax
Ve o
2v; cos” @
Tento vztah pfedevs§im pouzijeme v dalsim feSeni.
a) vime, Ze mi¢ek méa dopadnout do dtilku,
d
y=0prox=d :>tggo=%
2v, cos” @

ad

. Po jednoduché upravé dostavame v} = — .
sin2¢

b) micek musi také preletét prekazku,
y>hprox=| :>tg(p>ﬁi.
ld-1
Vztahy pro pocate¢ni rychlost v, a elevaéni tihel ¢ jsou feSenim naseho problému.

Druhou ¢ast ulohy snadno zodpovime, podivame-li se na uréeni eleva¢niho uhlu. V za-
dani nebylo feceno, jak vysoka je pfedni sténa prekazky, automaticky se pfedpokladalo, ze
bude vysoka také h. Za pfedpokladu, Ze pfekazka bude mit v kolmém fezu tvar ¢tyfihelnika
o stranach hy, h,, I, — 1, stali, aby eleva¢ni uhel byl

tgp > max( h_d j
8= a— )

Uloha byla schvalné zadana tak, jak pfed nasim golfafem vyplynula b&hem golfovéni.
Proto se musim ohradit proti tomu, Ze zadani nebylo jasné formulované, naopak bylo na vas,
jakou si zvolite drahu mi¢ku. Pokud jste nékdy vidéli golf, je vam asi jasné, Ze vySe zminéné
feSeni by moc nefungovalo (micek by z dilku vyskodil). Je tedy zapotiebi vzit v potaz
koeficient tfeni mi¢ku (co myslite, valivého ¢i smykového?) po povrchu hfisté (trava, be-
ton), koeficient utlumu pfi dopadu micku atd. a délat ptislusné modely lépe vystihujici
danou skute¢nost. Fyzika tkvi uz v tom, jaky model zvolite, proto neni vhodné tento model
pfesné v zadani stanovovat.

, . Obr. 12
Uloha 1. 2 ... Mridga a Zd’orp (5 bodii)

Ve vsech tiech pfipadech se Mraga a

Zdorp potkaji.za dobu ¢ =.sD(vM+ v2) = 1 vs=30 km.h"'
h, kde vy, a vz jsou rychlosti Miidgy a Zd'or-
pa (v = 15 kmh™, vz = 25 kmh™). V
ptipadé a) je rychlost Zofky vzhledem k
silnici 30 km.h™', a tak za hodinu naléta » =\/Mkm.h’l
30 km. Ptipad c) je obdobny, jenom rych-
lost Zofky vzhledem k silnici je jina. Véel-

v, =10 km.h™
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ku totiZ neustéle strhava vitr, takze aby letéla podél silnice, musi v soustavé spjaté s vétrem
let&t ,,nagikmo®, jak je vid&t na obr. 12. Rychlost Zofky vidi silnici je tedy 10. J§ km.h™!,

takZe v¢elka za hodinu naléta 10. \/g km.

Nejslozit&jsi je &ast ), nebot” leti-li Zofka od Postoloprt, mé rychlost v; = 20 km.h™!, leti-
li pak od Kozuchova, mé rychlost v, = 40 km.h™'. Spo&téme nejprve jeji priimérnou rychlost
na useku Midga-Zd'orp-Miiaga. Zofka dorazi k Zd'orpovi za dobu ¢, = ID(v; + v3), kde [ je
vzdalenost Mitaga-Zdorp v okamziku odletu Zofky od Miagy. Miaga za tuto dobu urazi
drahu Iy, = vy, t,. Zotka dorazi nazpét k Mniagovi za dobu t, = (vit; — [1))D(v, + vy,). Primérna
rychlost na tomto tseku v, = (2viv, + v Var— vavu)D(v; +v,), Ciselné v, = 130D6 km.h™'. Jak
jsme mohli o¢ekavat, primérna rychlost Zofky nezavisi na pocate¢ni vzdalenosti mezi
Miidgou a Zd'orpem, takZe musi byt rovna celkové prim&mé rychlosti, protoZe celkovou
trajektorii vielky miZeme sloZit z téchto useki. Zofka pak v p¥ipadé b) urazi vzdalenost
d=130D6 km.h™'. Mnozi z vas vyjadiili drahu véelky ve tvaru nekone&né fady, jejiz soudet
pak pocitali numericky, coZ neni tak naro¢né jako pfimé secteni fady.

Uloha 1. 3 ... disky (4 body)

Oznaceni:
t — tloustka vrstvy vody
d — pramér disku

o — povrchové napéti vody
A) Mezi disky je voda.

V tomto ptipadé voda mezi disky vytvoii jisty meniskus, jehoz tvar je parabolicky (teore-
tické odvozeni viz literatura). Pro malé polomé&ry kfivosti se parabola béZné aproximuje
kruznici.

Sila, pasobici proti odtrZzeni, ma svij pivod v tlaku (resp. podtlaku), ktery vytvéaii menis-
kus vody mezi valci. Jeho velikost je nepfimo imé&rnéd poloméru zakfiveni r. Z toho plyne,
Ze nejveétsi bude pti nejmensim 7, a ponévadz r se s odtrhavanim zvétSuje, bude nejvétsi na
pocatku odtrhavani. Muzeme tedy polozit » = tD2.

Jelikoz d C r, miiZeme tlak pocitat jako od valcové plochy (kapilara — ¢ast koule — 26Dr,
mezi deskami — ¢ast valce — aDr).

p= a(l+ lj cosa , kde ry ar, jsou poloméry kfivosti dvou na sebe kolmych fezi.

rl r2
—(7(] 2) cosa ~ g
P r d P

Disk ma plochu S = 7zd2/4 . Pro odtrzeni je tfeba piisobit na oba disky silou
F=pS~23N.

Pro zajimavost odhadneme vzdalenost, o kterou je tieba oba disky k odtrZzeni oddalit.
Rozdélenim kapaliny na kazdy disk zv1ast se zvétsi jeji povrch o 2S, energie o 0.2S. Tato
zména musi byt rovna vykonané praci W = Fs — odtud dostaneme s ~ . Oba disky se defini-
tivné oddéli pti vzdalenosti 2¢.

B) Mezi disky je hedvdbny papir.

Jak jiz bylo v zadani naznaéeno, v tomto piipadé ptilnou disky k sobé tak, Ze se mezi né
nedostane vzduch, takZe nemuze pusobit ani atmosféricky tlak z této strany. Disledkem
tohoto je, Ze sila na odtrZzeni musi p¥ekonavat atmosféricky tlak.

Na oba disky je tieba ptisobit silou F=p,S =800 N.
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V piipadé 4) atmosféricky tlak pisobi z obou stran, nebot’ piisobi z boku na vodni me-
niskus (tlak se $iii vSemi sméry) a tedy i z vnitini strany diski.

Pozndmka: Prosim pochopte, Ze vzorec F = o/ je hezky, ale plati jen v nékterych speci-
alnich ptipadech. Obecné plati vzorec E = o' S, ktery vychézi z definice.

Uloha 1. 4 ... setrvacnost (5 bodii)

Autobus se rozjizdi se zrychlenim a vpfed. V rozjizdéjicim se autobuse piisobi na viech-
no uvnitf setrvacna sila (ve sméru zpétném). Tato sila plisobi na vSe, podobné jako sila
gravitacni.

Baloének plny helia se ve vzduchu vznasi, je nadlehCovan podle znamého Archimédova
principu — uvoliiuje misto dole (ve sméru gravita¢niho zrychleni) vzduchu, ktery ma vétsi
hustotu nez balének. Kdyby nebyl pfipevnén na $ittirce, uletél by vzhiru. Ze zcela stejného
divodu se balének pfi rozjizdéni autobusu tla¢i dopfedu (opacné nez piisobi setrvaéné
zrychleni — nasledek Archimédova zakona). Tolik kvalitativni FeSeni, které jsme chtéli
VIDET!

Uvazime-li, Ze balének se tlaci vzdy proti pisobicimu zrychleni, mizeme pii rozjizdéni
autobusu slozit zrychleni gravitaéni se setrvaénym a vime, Ze balonek se bude tladit proti
této vyslednici (tj. nahoru a dopfedu). Miizeme také urdit pfesnou polohu, kterou zaujme.
Natahne totiz provazek, ktery ho drzi, ve sméru opatném ke sméru vyslednice zrychleni.
Balonek na provazku se odkloni vpied o ¢ = arctg(aDg). Tolik kvantitativni feSeni, coZ jste
NEMUSELI!

Uloha 1. 5 ... bungee-jumping (5 bods)
Komentdre k bodiim a),b):

Ptedevsim, uloha byla experimentalni, coz néktefi fesitelé ziejmé nepostfehli a zkouseli
odvozovat ,.experimentalni* vysledky z pfiblizeni gumového vlakna coby linearniho harmo-
nického oscilatoru, aniz by si vSak viibec uvédomili meze pouzitelnosti tohoto pfistupu.
Tedy vézte, Ze guma se vesmés nechova v celé oblasti pruznych deformaci stejné jako pru-
zinka. Provéfeni tohoto tvrzeni bych pfenechal vasi experimentalni erudici, abyste z této
ulohy nevysli tak lehce. Jinym, ktefi skute¢né né&jaka méfeni provedli, ale zachovali se
k plodim své prace vice nezli mace$sky, bych zase doporucil vice se na své vysledky spo-
lehnout a pro evidentné nelinearni zavislost prodlouzeni na hmotnosti tvrdosijné nepfedpo-
kladat, Ze guma se bude chovat stejné linearné jako pruzina. Muzete si, ex post, provést
nasledujici srovnavaci méteni: v poslednim bodé komentaiti k feSeni je odvozen vztah (3)
pro maximalni hloubku poklesu zavazi hmotnosti m pfi linearnim chovani gumy o tuhosti .
Me¢feni k provedete snadno a celkem pfesné staticky a srovnanim teoretické ptredpovédi
plynouci z vySe popsaného a z vaSich experimentalnich vysledkl zjistite, nakolik je ve
vasem piipadé opravnéna linearni aproximace.
maximalni hloubky vzhledem k jeho moZné nepfesnosti. Reseni, jaké jsem nakonec pouzil,
je popsano na obrazku. Méfil jsem doma, v improvizovanych podminkéch, takZze tomu
odpovidaly i pouzité pomicky. Jako zdroj svétla jsem nasadil stolni lampi¢ku stinénou
kartonovym filtrem se $térbinou. Oby¢ejné zrcatko bylo upevnéno ve stolku sestaveném ze
stavebnice Merkur, ke kterému byl pfipevnén tthlomér kviili pfesnému (v rdmci moZnosti)
sefizeni pfistroje, nitkovy kiiz byl vyroben z kreslici ¢tvrtky a niti a nastaven za zrcatko tak,
aby byl promitan na méfitko. K jeho zaostieni na plochu jsem pouzil ¢ocku s delsi ohnisko-
vou vzdalenosti. Nevyhodou tohoto uspofadani je nutnost manipulovat se zavésem, protoze
optika zlistava po sefizeni pevna. Tato nevyhoda je ¢aste¢né odstranéna pevnym spole¢nym
zavésem pro méfidlo i gumu. Dalsi véci jsou pak jiz zfejmé z obr. 13.
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Obr. 13
] zavazi na

i

zrcatko ve
stojanu

Adc)

Odhad maximdlniho zrychleni nebyla jednoducha véc, pokud jste pfedem neuvazovali
pouze linearni pruznost (tolikrat zmifiovany harmonicky oscilator). To jste vesmés udélali,
ale chybéla z toho plynouci zakladni véc: na zéklad¢ tohohle ptedpokladu a zméfenych
vlastnosti gumy urc¢it minimalni mohutnost vaseho lana. Ziejmé $lo o to urcit z vaSich kii-
vek, kde Ze se guma chova (pro jak4 m, [ , potazmo prufez) jako pruzinka o tuhosti k. Méte-
li mez linearniho chovani a pracujete nyni pro gumové lano, které se pro ¢lovéka hmotnosti
m chova jako pruZzinka, 1ze vydedukovat toto maximalni zrychleni snadno a mnozi z vas to
také udglali. Pro ilustraci tedy postup pies energetické tivahy, o kterém jsem dodatecné
zjistil, Ze byl skute¢né pouZit jednim z vas.

Na téleso ptisobi tihova sila G' a sila
pruznosti gumového vldkna F, (viz obr. Obr. 14
14). Od nich je odvozeno zrychleni z hle-
diska inercialni soustavy spjaté s vn&jSim

pozorovatelem, tedy ne s tim nestastnikem

na konci lana. Hledame-li extrémni hodno-
ty zrychleni, pak je ziejmé, Ze extrémem

bude bud’ zrychleni v prib&hu volného G = mg

padu, nebo zrychleni v bodé obratu zavazi.
To uvidite, jakmile si napiSete druhy
Newtontv zékon pro téleso na konci lana,

(1) ma=mg—k(x—x) prox>x.

V bodé obratu je zrychleni nutné zaporné vzhledem k nasi orientaci osy x, z ¢ehoZz plyne
podminka

2) mgDk+x <x.

Pro bod obratu soucasné plati, Ze rychlost ¢lovéka je v ném nulova, tedy kineticka ener-
gie je nulova. Pokud pfedpokladame, Ze onen nestastnik na konci naseho lana za¢ina skok
z klidu, tedy bez vertikélni slozky pocate¢ni rychlosti, plati ziejmé

3) mv*D2 = mgx pro volny pad.

Kinetické energie ¢lovéka odpovida praci vykonané tihovym polem, b&hem brzdéni gu-
movym lanem ziejmé dojde k jeji ,,akumulaci* v podobé potencialni energie pruznosti lana.
Tedy mgx = kD2.(x — x )~

Resenim odpovidajici kvadratické rovnice dostaneme dva kofeny. Ten, ktery ma pro nas
smysl uréuje podminka (2):
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“4) x:xOJrEJrE ﬂxo+l.
k k \\mg

Pro zrychleni snadno obdrzime dosazenim do rovnice (1)

B 2k
a=-g m—gx0+1.

Toto v8e ovSem plati pro staticky prufez lana S C Sygezn pii daném x , m s toleranci ur-
¢enou volbou S a pfesnosti zméfeného k. Pokud vase guma vykazovala jinou zavislost neZli
linedrni, miiZete provést zcela analogické Givahy, jen je tfeba dat si pozor, kde konci oblast
pruznosti a za¢ina oblast nevratnych deformaci, pro néz se nezachovava mechanicka ener-
gie. Myslim, Ze bychom mohli tomu chudédkovi na konci lana dat vét$i Sanci na pfeziti a do
téchto oblasti deformace se nepoustét!

Uloha I . 1 ... piistini kosmické sondy (4 body)
Ozna¢me p tlak atmosféry a p hustotu atmosfé-
ry ve vySce & nad povrchem planety. Necht' dp je Obr. 15
mald zména tlaku zapfi¢inéna malou zménou
vysky h: dp=—pgdh . p
Ze stavové rovnice je vyjadfime tlak atmosféry 60}~

p=MLRT. 40

Dale vime, Ze dh =—v dt, kde v je ona rychlost, 20|
kterou sonda pfistava. Z téchto tfi vztaht uz lze L
jednoduse vyjadfit

(*) _ld_l? RT 2000 3000 ¢,s
- pdt M,g ’

T a g zname z informaci, které zjistila sonda na povrchu planety, a hodnotu
1/ p.dp/dt 1ze vy&ist z daného grafu, nebot dp/dt — derivaci zaznamenané funkce je moZno
zméfit jako smérnici te¢ny ke grafu a hledand hodnota pak odpovida délce vyznaceného
useku v grafu (viz obr. 15).

1 dp

1
Tedy ———=—>s" aodtudv=17,6 m.s™.
pdt 750

Z rovnice (¥*) lze vyjadfit

dt | M,v
T=g p—|——.
dp) R

Je teba zjistit hodnotu p% pro vysku A'=12 km. Z grafu odeéteme celkovou dobu
Ip

pohybu sondy 7 = 3580 s. Sonda se pohybuje konstantni rychlosti, ve vySce 4’ bude v ¢ase

t’=t—h— =(3580—m)s ~ 2900 s.
v 17.6

s

Pro tento ¢as z grafu odecteme p? =583 s aodtud 7"= 540 K.
Ip
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Uloha I1.. 2 ... schémitko (5 bodii)
Vzhledem k tomu, Ze obvod obsahuje pouze line-
arni soucastky, je mozno celé schéma piekreslit (viz Ry

obr. 16). Zdroj ma napéti U (napéti naméfené na- E
prazdno) a Ry = U DI, I je proud nakratko — mezi T

Obr. 16

body E a F . Kdyz ted’ pfipojime mezi E a F odpor

U() R
R, bude jim protékat proud /, zjevné dany vztahem
I = U 0 - U 0 - U 0 / 0 .
U F

R + R, R+ Yo U, + RI,

/

Takto, viceméné, feSila ulohu vétSina z vés. Miij obdiv si zaslouzila Marta Bednafova,
ktera ulohu tesila klasicky, tj. za pouziti Kirchhotffovych zakont.

0

Uloha I1. 3 ... nehoda ve vakuu (5 bodi)

Vétsina fesiteld zajisté postiehla, Ze formulace této ulohy byla jistou nadsazkou, ktera
méla zpestfit jinak vétSinou fadni zadani fyzikalnich problémi. Pravda, objevily se Casté
namitky proti ,,realnosti* takové scény (,.jak miizou vydrZet teplotu pfes 100°C...” a ,.kdyz
zvladnou to, jak se na nich podepi$i ostatni u¢inky zafeni tak blizké hvézdy... a ,,ne-
exploduje ndhodou lidsky organismus ve vakuu?...). Berte to jako autorskou licenci, tak
¢asto povolovanou tviircim sci-fi a horortl, a zaméfme se na zdliraznény fyzikéalni problém:
bude tlak vzduchu ve druhém skafandru po zdkroku dostate¢ny k pi‘eziti?

Nez pfistoupime k feseni, definujme si situaci: Mame dva totozné skafandry (az na pfi-
vodni $fidru) s objemem vzduchu V' mezi télem a vn&jsi vrstvou. Vzduch pouzity k jejich
plnéni budeme povazovat za ideélni plyn, coz, jak vétSina z vas védéla, znamena splnéni
jednoduchého vztahu mezi teplotou 7" (udané ovsem v kelvinech), tlakem p a objemem V,
tzv. stavové rovnice, pV = nRT (n je pocet mold latky v uvazovaném objemu a R je univer-
zalni plynova konstanta). Poc¢ate¢ni teplotu a tlak v dobrém skafandru budeme znacit necar-
kovanymi veli¢inami, latkové mnoZstvi n plynu se zachovava béhem celé operace.

Jak jiz byva zvykem, i tato uloha umoziovala vice interpretaci. Zna¢na ¢ast fesiteld tento
problém odhalila a nélezité¢ prodiskutovala a byla za to povétSinou odménéna priméfenym
bonusem. Mnozi z vas se ale nechali svést, a dospéli tak k feseni ponékud jiného problému,
nez bylo nami zamysleno.

Slo o otézku, zda potfebny pretlak Ap = 1,1 atm dostaduje k trvalému vyfouknuti n&jaké
prekéazky ve spojovaci hadici ¢i je pouze nutny k do¢asnému zprichodnéni jistého priskrce-
ného mista.

Prvni varianta ¢ini ulohu dosti trividlni: pfetlaku Ap dosahnou kosmonauti uz pfi teploté
57°C a nésledné po uvolnéni ucpaného mista dojde k vyrovnani tlakii v obou skafandrech.
Nezavisle na dal$im priib&hu operace se tlak ve skafandrech po ochlazeni na ptivodni teplo-
tu bude rovnat

"= n;/T = g , tedy 0,5 atm, coZ by mélo na pieZiti stacit.

Jsou tu ovsem dvé namitky, které vadi uvedenym uvaham na krase. Jednak, pro¢ zhavit
kosmonauty na takové teploty, kdyZ k dosaZeni cile sta¢i celkem ,,snesitelnych™ necelych
Sedesét stupnitl. Druhak, po zprichodnéni trubice je pieci nejpfirozenédjsi spustit fungujici
ptivod jednoho skafandru a doplnit vzduch u obou na normalni tlak 1 atm. To naznacuje, Ze
tato verze nebude ta prava.

Ve skute¢nosti ma operace prob&hnout jinak. Po pfekroceni teploty 57°C za¢ne pronikat
plyn do prazdného skafandru. Jedna se sice o expanzi, ale nikoli adiabatickou, nebot” se zde
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nekonda zadna prace — plyn se rozpina do vakua. Zahiivéani je dostate¢né intenzivni, a proto
se i plyn ve druhém skafandru rychle ohfeje na ptisluSnou teplotu 7’ = 380 K. Zanedlouho
se dosahne rovnovahy, kdy plyn v prvnim skafandru ma tlak pravé o Ap vyssi nez v tom
druhém a v obou je pfislusna teplota 7"

Podminky této rovnovahy 1ze zapsat nasledujicimi rovnicemi

n'RT’ (n—n")RT" n( ApT)
——=p'=p'+Ap="—-"T—+A = n'=—=|1l+—],
poo P Vv v 2T
kde n'je mnozZstvi latky, co zbylo v prvnim skafandru, p’je jeho tlak pti teploté 7" a p" je
odpovidajici tlak v druhém skafandru.

Plyn v obou skafandrech je poté ochlazen na teplotu 7'=300 K. Tlak vzduchu v prvnim
poklesne na kone¢nou hodnotu

P = E(l + ALTJ , v druhém na p" = ﬁ(l - M) = 6600 Pa .
20U pr 2\ pr

Tento tlak odpovida zemské atmosféfe ve vysce 19 km, coz je daleko nad hranici 6—7 km
se snesitelnym tlakem mezi 40-50 kPa.

Vzhledem k dvoji moZné interpretaci ilohy nebylo ani hodnoceni jednozna¢né. Zna¢na
Cast fesitell se spokojila s prvnim, pomérné jednoduchym feSenim. Je smutné, Ze ani tak
zavazna otazka, jakou je pfeziti kosmonauti, je nedonutila, aby zvazili oba odlisné pfipady.
I mezi vysledky téch fesitel, ktefi se zabyvali druhou verzi tilohy, se objevily rozdily zpi-
sobené predevsim odlisnym pojetim expanze (mnozi ji povaZovali za adiabatickou). Jistym
bonusem byli ohodnoceni ti, ktefi zvazili a prodiskutovali vSechny moZné okolnosti této
nehody. Naopak piekvapivé mnoho z vas nedokézalo napsat kone¢ny vztah v obecném
tvaru, tj. v fe¢i proménnych p, T, 7" a Ap, ale dosazovalo pribézné mezivysledky, coz i pfi
ptesnosti vycisleni na pét ¢i vice platnych mist znamena zbyte¢nou kumulaci chyb. Z pozice
opravovateld bychom vés tedy chtéli vybidnout, abyste své vysledky uvadéli v co mozna
nejobecné&jsim tvaru (bude-li to ve vaSich silach).

Uloha I1.4 ... pavouk a moucha (5 bods)
Tato uloha byla jednoduchd, ale pfesto nemnoho z vas ji

vyfesilo disledné a precizné. Vzhledem k tomu, Ze v zadani Obr. 17

bylo dano, Ze velikost pavouka i velikost mouchy jsou zane-

dbatelné oproti poloméru koule, bral jsem za feSeni postacuji- a

ci k ziskani plného pocétu bodu uvahu o viditelnosti mouchy m

pfes kouli. K jejimu provedeni stacilo vysetfit chovani mezni-

ho paprsku, ktery je pavouk jesté schopen zachytit. Ten odpo-

vida takovému paprsku, jenz (dle Snellova zakona lomu) jesté ;i
milZe vystoupit z prostiedi opticky hustsiho, v nasem ptipadé

skla, do prostiedi opticky fidsiho, to jest vzduchu. Snelliiv

zakon ma tvar

(M

1y

SN _ M jak je vidst z obr. 17.
sinff n

Vzhledem k tomu, Ze index lomu vzduchu je s na$i pfesnosti roven jedné a index lomu
skla byl dan hodnotou n ~ 1,43, je tim dana uloha fyzikaln¢ jednozna¢né a zbytek je geome-
trie.
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Ted tedy k té geometrii. JelikoZ jsme zanedbali rozméry pavouka a mouchy, redukovali
jsme je vlastn& na body na kouli a pravé tyto dva body a stied koule nam urcuji rovinu, ve
které budeme pracovat. Ve je vidét na obr. 18.

Nyni je jiz zfejmé, Ze pro mezni hodnotu thlu £ miizeme ze zékona (1) psat

1
2) [ =arcsin—
n
a pro uhel 3 vytinajici pfislusny oblouk kruznice v roviné fezu
1
3) 8§ =m—2.arcsin—,
n

vzdalenost moucha-pavouk na sféfe musi byt tedy vétsi nezli d =r9, aby byla moucha pro
pavouka viditelna. Pro na$i hodnotu indexu lomu skla snadno dopoéteme, ze S~ 74, a pro
nas z toho plyne, Ze moucha je pro pavouka viditelna zhruba na odvracené polokouli.

maji n&jaké vysky 4, h, a pro né najit feSeni této ulohy jakozto pro dva parametry. Nebudu
je zde v8ak pro jejich sloZitost uvadét.

Obr. 18
) Pozice
Usecka vznikla pavouka na
prumétem kruznice kouli
do roviny. KruZnice
je uréena Mezni paprsek
dopadajicimi
meznimi paprsky a ,
ziejmé vymezuje Lomeny
oblast viditelného paprsek
povrchu koule
Pozice
mouchy na
kouli

Uloha I1. 5 ... problém liftboye (4 body)

Kupodivu nejvétsi problém vam ¢inilo rozmyslet si, co vlastné mate pocitat. Pracovni
doba odméfend hodinami znamend, jak dlouho podle idaje na ciferniku kyvadlovych hodin
bude liftboy pracovat. Ukazi-li hodiny konec pracovni doby diive (jdou rychleji), ma ji nas
perfekcionista kratsi.

To, ze jdou hodiny rychleji, zase znamena, ze pocet tikli (kmitd kyvadla) za jednotku ¢a-
su je vétsi nez v klidu. Pocitat v tomto pfipadé s relativistickymi efekty je zna¢né nemistné.
At uz se specialnimi (pfi zrychleni se nejedna o inercialni soustavu) ¢i s obecnymi (ano,
OTR lze pouzit na neinercialni soustavy, ale pouziva se az pfi extrémnich hodnotach gravi-
ta¢niho pole ¢&i zrychleni — coz vskutku neni pfipad realného vytahu). Pokud bylo napsano
v uvodu k celému seminéfi, Ze ulohy jsou fesitelné stiedoskolskymi znalostmi fyziky, byla
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to pravda (a nesmé&jte se tolik!). TakZe je sice hezké, Ze se nékteti z vas neboji na(o)psat
vzorec z OTR, ale nejdiiv by ten pfiklad mohli spo¢itat tak, jak mé&l byt.

Chod hodin je ur¢en periodou kyvadla. MiiZeme ho pokladat za fyzické,
J

T=2r s
mgr

nebo za matematické,

T=27z'\/z.
g

Diilezita je zavislost na zrychleni — ostatni faktory se v tomto pfipadé neméni. Zanedbani
provedené pti odvozeni tohoto vzorce (malé kmity) je také opravnéné. Nejde nam o ¢iselny
vysledek, ale o kvalitativni odhad a ¢len reprezentovany uvedenym vzorcem je urcujici.
Zrychleni se méni dvéma zpusoby. Piisobenim setrvacné sily pii rozjezdu ¢i brzdéni vytahu
(v dolni ¢asti pohybu vzdy g + a a v horni naopak g — a). A jak néktefi spravné podotkli,
také zménou vysky nad Zemi. V tomto ptipadé lze uvazovat vliv vzdalenosti od Zemé na
tihové zrychleni celé, nejen na gravita¢ni ¢ast. Mizeme vSak tuto nepatrnou zménu zanedbat
(stéZovala by zbyte¢né vypocet), pfipadné diskutovat jeji vliv (viz nize).

Pro pocet kmiti kyvadla za stejnou dobu v klidu a pfi cesté vytahem tedy plati

1 /g
no=(t +t, +t.)—, =,
0 (I 2 7)272_ l
n=t /g+a+,zi /5%; /ﬁ
2 [ AN 27 /

kde jsme pro jednoduchost pouzili vzorec pro periodu matematického kyvadla. Dejme tomu,
Ze v ptipadé fyzikalniho jsou vSechny neménné faktory (délka kyvadla, moment setrva¢nos-
ti, hmotnost) zahrnuty do zde uvedené délky kyvadla /. Casy #; a t; jsou ze zadani stejné,
¢ast rovnomérného pohybu (#,) pfispiva k obéma udajum stejné — nemusime ji tedy uvazo-
vat. Cely problém se redukuje na urceni spravného znaménka nerovnosti

ny # N, 2£¢1lg+a+1/g—a,

coz lze délat naptiklad pomoci Taylorova rozvoje (pokud to umime) nebo prostymi ekviva-
lentnimi upravami. Pouze pfi umociiovani je tieba si dat pozor na nezapornost obou stran.
Nakonec dojdeme k vysledku

0£-a> = 0>-a° = n,>n.

Vidime, Ze za stejnou dobu ukazi hodiny ve vytahu mensi ¢as — pracovni dobu bude mit
liftboy delsi.

Vratime se ke zmén¢ tihového zrychleni — se stoupajici vyskou klesa, perioda kmitii roste
a jejich pocet ubyva — byly-li hodiny sefizeny na troveil pfizemi, ve vyssSich polohach jdou
pomaleji a pracovni doba bude jesté o néco delsi.

Nékterym vysel spravny vysledek i pfi pouhém porovnani klidové periody a primérné
periody za dobu pohybu vytahu, ale za to vd&¢i jen konkrétnimu tvaru zavislosti. Obecné
totiZ neplati matematicka ekvivalence

1 1
at+b>ces—+—<—.
a b ¢

To jen na vysvétlenou, pro¢ jsem jim nedal vic jak 50% bodii, fakt si myslim, Ze tenhle

ptiklad byl dost jednoduchy a vyzadoval spise zdravy rozum nez né&jaké pokrocilé znalosti.
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Uloha I1I . 1 ... zasnd¥end (5 bodsi)
Uvazujme nejprve element drahy As (viz

obr. 19). Primét sily F do sméru pohybu je Obr. 19
zfejmé F = mgf cosa + mg sina . Element

prace AW vykonané podél této drahy je pak

AW = FAs, neboli v naSem piipadé mame ¢)
AW = (mgf cosa + mg sina)As.

A
JelikoZz cosa = AxDAs a sina = AyDAs, g Ay

dostavame AW = mgfAx + mgAy. Po secteni \ @
vSech pfispévkll W = mgfx + mgy. Prace

potfebna na vytaZeni sanék nezavisi na tvaru

kopce, jak vétSina z vas spravné uvedla.

Nejcastéjsi chybou bylo nespravné pouziti vztahu W = Fs , ktery plati pouze tehdy, ma-li
sila F stejny smér jako draha s . Obecné plati W = F. s = Fs cosf, kde £ je tihel mezi
vektory F as.

Ax

Uloha I11.. 2 ... kostka (3 body)

Po vhozeni hexaedru do vody se vzniklé vIinéni $ifi podle Huygensova(-Fresnelova)
principu. Znamena to, Ze chceme-li znat novou vlnoplochu, zkonstruujeme ji jako vn&jsi
te¢nou obalku tzv. elementarnich vinoploch. Tyto maji kruhovy tvar a vychazeji ze vsech
bodl vinoplochy staré (situaci ilustruje obr. 20). Vlnoplocha po vhozeni hexaedru bude tedy
vypadat asi jako na obr. 21. Z obréazku je také patrné, jak bude vlnoplocha vypadat ve velké
vzdalenosti — bude se bliZzit kruZnici.

Obr. 20 Obr. 21

vy tvar vlnoplochy zpozorujeme mnohem diive, nez by odpovidalo nasi predstavs. Cast
vinoplochy vznikld od hrany bude pochopitelné mnohem vyrazné&jsi nez ¢ast vznikla od
vrcholu, elementarni vinoplochy se tedy budou $ifit pfevazné od ,,hranové™ ¢asti vinoplo-
chy. Proto i amplituda vin Sificich se od hran bude vétsi a tim i jejich rychlost, nebot rych-
lost vln z&visi na amplitudé, coZ jsme v naSem feseni neuvaZovali.
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Uloha I11 . 3 ... polytropa na zah¥dti (5 bods)

Nejprve stanovime zavislost poctu sraZzek Ng za jednotku ¢asu na stavovych veli¢inach p,
V a T. Jedna Castice se za jednotku Casu srazi primérné x krat, pfi¢emz x = vD/, kde v je
stiedni rychlost atomu a / je stfedni délka drahy mezi srazkami (tzv. stfedni volna draha).
Stiedni rychlost v zavisi pouze na teplotd 7' a je tm&mna V7 (v ~ V7). Stfedni volnou drahu
spocteme za zjednodusujiciho ptedpokladu, Ze vSechny ostatni atomy stoji. Bude-li primér
atomu D, potom se srazi s prvni ¢astici, jejiz stied bude ve valci s podstavou o poloméru D a
s osou ve sméru pohybu atomu. St¥edni volna draha je takova vyska valce, pfi niZ se v ném
nachazi pravé jedna Gastice, neboli nlzD? = 1, kde n je po&et atomi v jednotce objemu. Pro
pocet srazek ¢astice x tak dostavame

x = zvD’n = ( zvD*N)DV,

kde N je celkovy pocet atomi a V' celkovy objem plynu. Pokud bychom chtéli zapoditat
pohyb ostatnich atomi, museli bychom misto stfedni rychlosti atomu v uvaZovat stiedni
vzéjemnou rychlost mezi ¢asticemi, coz by se nakonec projevilo pro nas ucel nepodstatnym
faktorem V2.

Mezi celkovym poctem srazek Ng a poctem srazek jedné Céstice x plati jednoduchy
vztah Ng = 0,5 Nx (mame N ¢&astic, z nichZ kazda se za jednotku Casu srazi x krat, faktor 0,5
je tam proto, abychom nezapocitavali srazku dvakrat). Jestlize pocet ¢astic N zistava béhem
dé&je konstantni, dostavame pro zavislost celkového poctu srazek Ny na stavovych veli¢inach
Ng~NTDV.

Ma-li se zachovavat celkovy pocet srazek, pak NTDV = K, takze T= K,*V2. Po do-
sazeni do stavové rovnice pl = K, K2V ? obdrzime pV’l = Kj, kde K, K,, K5 jsou néjaké
konstanty. V pfipadé b) jetedy a=-1.

Pocet srazek v jednotce objemu je ziejm& NgDJV ~ \NTDIA Obdobnym postupem do-
staneme N7 DV =L;; T=L2V% pV=L,L2V*% pV= =L, kde Ly, Ly, Ly jsou opét kon-
stanty. V pfipadé a) vySlo a=-3.

Spousta z véas uvazovala, Ze tlak je imérny poctu srazek Ng . Tato pf¥ima souvislost
existuje pouze pro pocet ndrazl Castic na sténu. Pocet téchto srazek je vSak pfi bé&znych
podminkéch zanedbatelny vici poctu srazek mezi atomy.

Uloha I11 . 4 ... odpor 4-rozmérné krychle (5 bods)
Odpor ¢tyfrozmérmé krychle byl pro vas
snadn&j$im ukolem, neZ jsem c¢ekal. Téméf Obr. 22
vSichni jste jej urcili spravné a vétSina z vas se
pokusila s v&t$im ¢i men$im uspé&chem vysledek

zobecnit na »n rozmé&rd. Nyni jiZ ke spravnému I I I
feSeni.
Ctyfrozm&rnou krychli je mozno vzhledem
k symetrii ulohy ptekreslit do ekvivalentniho
zapojeni podle obr. 22, nebot™ pfislusné vrcholy I I I
4 12 12 4

jsou na stejné hladiné potencialu. V i-té vrstvé je
m; odpori a kazdym tece proud /Dm;, ubytek
napéti na dané vrstvé je RIDm;. Celkovy odpor odport ve vrstvé
proto bude (vrstev mame n = dimenze prostoru)

n ]
Rcelk = RZ_ .
P
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Jedinym tukolem zistava urceni m;. Nasledujici zptisob feSeni se vyskytoval nejcastéji.
M¢jme n-rozmérny prostor, pravothlou soustavu soufadnou. Vrcholy krychle lezi v bodech
se soufadnicemi (0,0....,0) az (1,1...,1) (zapis soutadnice bodu muze obsahovat pouze 1 nebo
0). Definujme vzdalenost vrcholu od pocatku jako minimalni pocet hran, pfes které musime
projit. Pro pocet v, vrchold vzdalenych d od po&atku plati vztah v, = ("y). Z vrcholu ve
vzdalenosti d vede (n — d) odport k vrcholum ve vzdélenosti d + 1. Pocet odporl v i-té
vrstvé (mezi vrcholy vzdalené i a i + 1 od pocatku) je proto dan vztahem m; = (n — d) . ("y).
Celkovy odpor bude

Ry, = R:Z; ((n - d)(ZD ’ .

Pro n =4 dostavame R .= D . R atfeba pro n = 5 mame R = 8D,s. R. Pro velka n ta-
to fada konverguje jako R o = 2RDn, coZ znamena, Ze pro n—0: R —0.

Uloha 111 . 5 ... grant strj¢ka Skrblika (6 bodsi)

Tuto alohu vypracovalo asi 20 Fesiteld, z toho asi 'D  stale nevi, co to znamené experi-
mentéalni Gloha! Jestlize navrhnete feSeni, ale experiment, at’ jiz z jakéhokoliv divodu ne-
provedete, nemiZete bohuZel dostat vice nez 'D moznych bodi. Ale zpét k prikladu,
celkem nam dosly Etyfi zptsoby feseni:

A4) Prvnim (nevyuzivalo se zde napovézeného
provéseného provazku, ale to nebylo nutnosti) Obr. 23
bylo feSeni pomoci paky vytvoiené z pravitka. Na
jedné strand zavéSena lzice, na druhé zavazi. eA B
Posouvanim po pravitku se hledala rovnovéha.
Celé nejdiive ve vzduchu, poté s ponoifenou 1zici
ve vod&. Zde problém nebyl.

B) Druhou metodou bylo pfivazani provazku
k jednomu hiebiku a pfehozeni pfes druhy jako myz
kladku, viz obr. 23. Jeden z pifedméti pak byl
navazén na konci provéazku, druhy zavéSen na my,
useku mezi hiebiky. Soustava se vyrovnala tak, Ze
rozklad tihové sily od m; vyrovnalo zavazi my.
TotéZ pak pro jedno ze zavazi ponofené ve vodg.
Zde bylo jednodussi posunout zavazi m; do stfedu (jisté zjednoduseni silového rozkladu).
Problémem bylo jisté tfeni mezi provazkem a hiebikem, které jste fesili mazanim provazku
¢i pouzitim kolecka. I vysledky této metody vychéazely v mezich normy.

C) Tteti (oproti ostatnim asi nejméné piesnou) metodou bylo méfeni prodlouzeni nité pii
zavéSeni zavazi znamé hmotnosti a 1Zice ve vzduchu a ve vodé (dle Hookova zakona).
BohuZel hlinikova IZice neni dostate¢né t&zka, aby toto prodlouZeni bylo rozumné métitel-
né, z ¢ehoz plynula zna¢na chyba méfeni.

D) Ctvrtou a posledni metodou byla tzv. metoda ,,nitkovych vazek“. Zde si fada fesitela
s timto zafizenim nepohrala a méfila zbyte¢n& mnoho parametrii, potili se se silovymi roz-
klady atp. Proto tuto metodu bliZe rozebereme.

Vychazelo se z provazku provéseného mezi hiebiky. Na provazek se zavésila 1Zice a za-
vazi o znam¢é hmotnosti, jak je vidét na obr. 24.

Nyni se posunovalo zavazim (¢i 1zici, ¢i obojim) tak, aby se provazek mezi 1Zici a zava-
Zim (CD) stal vodorovnym (rovnob&Zznym s EF). BliZe viz obr. 25.
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Uhly e a B uréime ze vztahi
h

(@) ==t @)= =

3
Fy Fy ’

y __ X
tg(B) tgla)’

Odtud dostavame m; = 1mz .
y

po upravé atedy y.F, =x.F

gz "

Nyni ponotfime 1Zici do vody a opé&t vyrovndme podle obr. 25 a dosadime do tvaru

X\ F, =y .F} Fo =Fg =Von,08
o om
FQ’L =gV(py _puzo) 5 V=—t
P
' g.-my;
FgL = ! (P _pHJ())
Al
Po dosazeni: p =LpH 0-
xy' =x'y 77

Vsechny veli¢iny x, y, x', y* lze jednoduse a pfesné zméfit.

Zavér: Jak je vidét, u téchto metod bylo mozné dotahnout feSeni do tvaru, kde nefiguro-
val objem lzice, ktery ¢ast feSiteli zjisStovala ponofovanim lzice do kbeliku a méfenim
zmény Urovné hladiny. To je pii poméru objemu lzice a kbeliku metoda zna¢né nepiesna
(avSak pravdépodobné jedina mozna). Bylo lepsi vyhnout se mé&feni objemu lZice upravou
na tvar, kde se objem /" nevyskytoval.

Obr. 24 Obr. 25

|AE | =|BF |

Uloha IV . 1... &istice v magnetickém poli (5 bodi)

V magnetickém poli na ¢astici ptisobi dvé sily: tieci F, = kv proti sméru pohybu a Loren-
tzova (sila elmag. pole) F; = gv xB kolmo na rychlost ¢astice. Piisobici sila je rovna zméné
hybnosti za ¢as, tedy v obou pfipadech je zména rychlosti umérna pravé rychlosti ¢astice.
Vezmeme-li maly ¢asovy interval Af, mizeme tyto vztahy zapsat. Ve sméru pohybu
AvDt=FDm = kDm.v = kDm . AsDAt, kolmo na n&j AvDAt = gBDm . AsDAt. Vztah mezi
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vektory zmény rychlosti a zmé&ny polohy je takovy, Ze vzdycky sviraji konstantni thel a

pomér jejich délek je ,/kz +q°B? /m Plati-li to pro vSechny malé zmény, plati to i pro
jejich soucet, celkovou zménu polohy a rychlosti. Celkova zména v je rovna vektoru rych-
losti na pocatku, je tak stejnd pro vSechny tfi pfipady. Pro velikosti celkového posunuti
Castice v brzdicim prostiedi dostavame

I kfm=1,k* +q° B> /m= Lk +q*(B/2)’ /m .

Odtud bez problémii vylou¢ime neznamé konstanty a dostaneme pro /5 vysledek

I =212/ 1+3(L/4)" =83 m.

Uloha 1V .2 ... jak asi tahne komin? (6 bodii)

Je jasné, Ze ohfev vzduchu vede ke zmen3eni jeho
hustoty a aerostaticka sila jej za¢ne zvedat, ¢imz vznikne
v roufe tah. Nejprve vypocteme hustotu p ohtatého
vzduchu na vrchnim konci trubky, pak za jednotku ¢asu
projde kolem ohfivate n molu latky,

Spv
1 =—,
M "M

kde M,, je molarni hmotnost vzduchu, S prifez roury a v
rychlost vzduchu na konci roury. Tomuto mnoZzstvi latky
je dodano teplo N, takze se jeho teplota zvétsi o Ar:

2) N =nc,Ar,

kde ¢, je molarni tepelnd kapacita vzduchu pfi konstantnim tlaku. VétSina z vas povazovala
ohfev za izochoricky d&j, a proto ve vztahu (2) misto ¢, psala ¢y. Vzhledem k tomu, Ze plyn
neni uzavien v zadné nadobé (tj. mize se volné rozpinat), bude ohtev spi§ déjem izobaric-
kym. Mezi ¢, a ¢y plati tzv. Mayertv vztah

3) c=cpt R

Z rovnic (1) a (2) dostavame pro At
NM,

@ At=—"2
cpPSv

Vzhledem k izobari¢nosti déje dale plati pyt = p(t+At), kde py je hustota okolniho
vzduchu. Za ptedpokladu AtD¢ A 1 lze psat
- At At
5) Po—p _ AL ~ ~
Po t t+ A

Proudéni idealni kapaliny podél proudnice popisuje Bernoulliho rovnice, jejiz aplikaci
pro nas piiklad dostavame (viz obr. 26)

1
(6) E/JV2 + po + Hpg = po+ Hp,g .

Pfitom jsme pfedpokladali, Ze hustota vzduchu je v trubici konstantni (p = py + Hpg) a Ze
rychlost vzduchu v okoli spodniho okraje roury je zanedbatelnd vici rychlosti vzduchu
v roufe. Rovnici (6) upravime na tvar
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(7 v =2gHP0 =P
o
Pouzijeme-li (4) a (5), mame
At 2gHN M,

t+A1 ¢,  ptSy

a pouzijeme-li stavovou rovnici idealniho plynu, obdrzime
V= 2gHN M,  2gHNR 4 gHN

¢, potS %Rpog 7 poS

Kromé stavové rovnice py = ppRT jsme pouzili také to, Ze molarni teplo za stalého obje-
mu je ¢;-="°D, R, nebot’ ¢y je dano vnitini energii plynu. (Vzduch tvo¥i pfevazn& dvouato-
mové molekuly, takze pocet stuprid volnosti je 5.) Vysledek:

-
v=3i]\Hg~lms’].
7T poS

V priibéhu feseni jsme ucinili mnoho zjednodusujicich pfedpokladi. Napiiklad Ze prou-
déni v roufe je laminarni, Ze nedochazi ke tieni mezi vzduchem a sténami roury, Ze vzduch

v:~2gH

predpoklad je, Ze vzduch mé v okoli spodniho okraje rychlost mnohem mensi, nez je rych-
lost vzduchu v trubici. Navic Bernoulliho rovnice ve tvaru (6) popisuje pohyb nestlacitelné
tekutiny, proto by bylo vhodnéjsi pouzit Poiseuilliiv zakon popisujici proudéni realné teku-
tiny v trubici.

Uloha IV . 3... smyéky (4 body)

Jak jste spravné zjistili, budou induko- Ob

. . y r. 27

vané proudy konstantni s ¢asem, protoZe
i zména magnetické indukce B s ¢asem je
konstantni.

V ptipadé a) jde o oby¢ejnou smycku,
kde plocha je ur¢ena vysrafovanou ¢asti a
proud musi byt vSude stejny (nema se kde
hromadit).

V ptipadé b) je dobré nejprve uvazit, c ) d)
jak bude velky proud / . Kdyby byl nenu-
lovy, ptfechazel by nadboj z vnitfni na
vnéjsi smyc¢ku a tam by se nékde hroma-

dil, proud / musi byt tedy nulovy. Jestlize
spojkou netece proud, miizeme ji v dal$im
neuvazovat. Pak zbyvaji jen dvé& obycejné
kruhové smycky, ve kterych budou prou-
dy souhlasné orientovany, ale nebudou stejné.

Ptipad ¢) je symetricky — kdyZ se divame svrchu nebo zespoda, musime vidét totéz, coz
splituje jen pi¥ipad I, = 0. Stfedni propojku mizeme pak vynechat a mame opét obycejnou
kruhovou smy¢ku.

Smyc¢ka d) je samoziejmé uprostied spojena vodivé a miizeme obdobnym postupem jako
v b) s pfelévanim naboje z jedné smycky do druhé ukazat, Ze proud mezi nimi je nulovy.
Ob¢& smycky se pak chovaji jako samostatné. Tato smycka mohla byt ovSem interpretovana

/////
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i jinak — bez vodivého spojeni v misté piekiizeni. Je-li plocha levé ¢asti vétsi nez té pravé,
bude proud téct ve sméru odpovidajicim Sipce vlevo.

Uloha 1V . 4 ... vdlec kontra zed’ (3 body)

Sila smykového tfeni je, jak vSichni vime, imérné velikosti normalové slozky sily F,, pt-
sobici na sty¢nou plochu, F, = uF,. Existuje tzv. Amontosiv zdkon (takovych pojmenova-
nych vét je), podle kterého je tfeci sila nezavisla na velikosti plochy styku obou téles,
ptfi¢emZ soucinitel imérnosti na F, nezavisi. Pro malé rychlosti a rozumné povrchy nastava
pak suché tfeni (Coulombovo), kdy koeficient u# nezavisi na rychlosti smykani. Tento pied-
poklad evidentné nespliiuji nejriiznéjsi hladké povrchy (snad jste jiz uklouzli na vylesténé
podlaze) a z materiald umélé hmoty.

Ptedpokladejme, Ze nas dievény valec vykazuje Cou- Obr. 28
lombické tfeni se sténou a podlozkou a otaci se piijatel-
nou rychlosti. Pokud naSe situace nastala narazem na
sténu valce, rotujiciho po podlozce, mél by byt dostate¢né
hmotny na to, aby setrva¢na sila pfekonala impuls narazu,
jinak by vélec odskodil a buhvi, jakou rychlosti by se
tocil. Chci zdiiraznit, Ze délame zna¢né mnoZstvi piedpo-
kladd, kterymi omezujeme platnost naseho modelu. (N¢&-
které pfedpoklady jsou zfejmé a ani je nefikame, tfeba Ze
nefouka vichfice, ¢i neni zemétieseni. Je ale dulezité
uvédomit si, Ze pro umélohmotny valec pohybujici se
proti trampoliné na$ model neplati.)

Uloha byla velice snadnd, za predpokladu, e jste zvazili spravné dvé hlavni skutecnosti.
Ptedevsim bylo zapotifebi dobie zakreslit ptisobici sily (viz obr. 28), a pak spravné pouZit
Newtoniv zakon pro tuhé téleso: je-li hmotny stfed tuhého télesa v klidu, pak vyslednice
vnéjsich sil piisobicich na téleso je nulova. Vétsina fesiteld Spatné interpretovala silu F,;;
podle nich je sila dana ¢asovou zménou hybnosti, jenZe hybnosti posuvného pohybu pred
narazem. Ze tomu tak neni usoudime snadno z toho, Ze stejnou situaci jako je na obrazku
dostaneme, kdyZ rozto¢ime valec a pak jej pfilozime ke sténé libovolné pomalu. Ze zakona
zachovani hybnosti a momentu hybnosti plyne, Ze energie posuvného pohybu byla zcela
pohlcena béhem srazky (zménila se na vnitini teplo) a energie otacivého pohybu b&hem
srazky se nezménila (ale po narazu zacalo okamzité ptsobit téeni).

Rovnovahu sil dava vektorovy vzorec G — F,y + Fy — F,3 + F = 0. (F,; a F,5 jsou sily,
jimiZ puisobi téleso na podlozku). JelikoZ je problém dvourozmérny, pfedstavuje tento vztah
dvé rovnice. Zaroveit vime, ze F,, = uF,, a F, = uF,,. Dostavame tak soustavu rovnic

F F
Fy = ;2* G-F,= o
u u
Roziesime-li tuto soustavu, ziskdme velikosti téecich sil
mg mg 2
n="—75 K b =—=—u".
uo+1 wo+1

Celkovy moment sil je M = (F,; + Fo) R, kde R je polomér vélce; moment sil je samo-
ziejmé bran vzhledem k ose otaceni, kterd nam prochdzi tézistém. Zaroveni je M =Je, kde &
je uhlové zrychleni. Pro rovnomérny otacivy pohyb plati analogické kinetické rovnice jako

pro posuvny:
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2
o ()
4Rg (1 + ,u),u '
K tomuto vztahu snadno dojdeme pouZzitim zakona zachovani energie, nebot’ konstant-
nost tiecich sil d4 jednoduchy vyraz pro préci
1, 1 5
S =m =(Fy+F,)Re
Nakonec se s vami podélim o originalni #eSeni jednoho z vas, které je z matematického
hlediska trivialni a dalo by se fici zbyte¢né, zato je velice fyzikalni v pfistupu k problému.
Pro znalce: jedna se v podstaté o numerické feseni iteraci soustavy rovnic uvedenych vyse.
Tteci sila F,; je dana tihovou silou mg a jako takova je normalovou silou F ,, ktera zase
dava silu F,, JenomZe tato sila nadzvedava téleso, ¢ili ji musime od tihové sily odecist,
abychom dostali normalovou F ;| V disledku toho se zase poopravi F,, kterou zase odedte-
me od tihové sily, abychom dostali F* ;. Matematicky shrnu toto iterovani takto:

F F,
F,l=—’2, F=G—F,2=—”, = uF =F,,
H H

1
—mR%*=
2 1+ 42

mgll+ 1
—g( 'u)'uR, (ozgetz, a)=&1=% = @

() Fo=Gu > F,=G@’ - F=G-Gu’=G(1-42),

Q) F,= Gy(l—yz)—> F, = Gyz(l —yz)—> F=G- G(l —yz);ﬂ = G(l—;ﬂ +y4) .
V (n)-tém kroku dostaneme soucet prvnich # ¢lenii geometrické posloupnosti.

n—1 n—
() Fo=Gal 1= s st =il (1) )
Fy = Gﬂz(l —i - u6+...+(—1)"’1,,2("*')) ,

F= G(l -t - y6+,..+(—1)”;12") .

V limit¢ n— o obdrZime soucet geometrické fady, ktery pro vSechny tfi sily bude stejny,
s kvocientem Q = —47, a tak ziskame vysledek uvedeny vyse. JelikoZ |4 < 1, je tento postup
korektni i matematicky.

Uloha IV . 5 ... sférickd vada (4 body)

Stéricka vada Coc¢ky spociva v odchylce hodnot skute¢né ohniskové vzdalenosti a ohnis-
kové vzdalenosti fpro paprsky blizké ose (axialni paprsky), spoctené podle vztahu

(M r==
n—1
kde #» je relativni index lomu skla. Tloustku ¢oc¢ky Ize zanedbat s ohledem na to, Ze jeji vliv
na nepfesnost vztahu (1) nezkoumame, a na to, Ze s rostoucim x jeji velikost klesa. Lze tedy
psat x = x". NapiSeme Snelliiv zakon pro lomy v bodech C a D (viz obr. 29):

sina:n siny _ sin(a—ﬁ):l

sin sing sing n

()

Z obrazku je také vidét, Ze sina = xDR. Po dosazeni do (2) dostaneme

2 2
3) sing= X Jl(_j \/1(_)
R Rn R
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Ohniskovou vzdalenost furé¢ime z trojuhelnika ABC:

Vl1-sin’¢
_—x

sing

“4) /=

Obr. 29 Obr. 30

F

\< R T R

Provedeme-li zanedbéni x A R, dostaneme ze vztahii (3) a (4) vzorec (1).

Obdobné budeme postupovat v piipadé, Ze paprsek dopadd kolmo na rovinnou stranu
¢ocky, jak je tomu na obr. 30.
sinag 1
(&) — ==
sinf n

Z trojuhelniku ABC a s uvazenim vztahu sina = xDR ziskame vysledek

. X 0 x (nx)z
© ““77”\/1‘(5) = w)
[ .2
@ r= 1-sin }/x~

siny

Provedeme-li op&t zanedbani x A R, dostaneme ze vztahti (6) a (7) vzorec (1).

Intervaly hodnot ohniskové vzdalenosti uvaZzované pro sférickou vadu ¢ocky je tfeba ur-
¢it z maxim a minim funkeci (3), (4) a (6), (7) v zavislosti na x. Vzhledem k sloZitosti funkci
je asi nejjednodussi vykresleni funkce pocitacem.

Rozsifenim ulohy miiZe byt zapocitani tloustky cocky a peclivéji tak vySetiovat ohnisko-
vé vzdalenosti. Zjistime, Ze chyba vznikla sférickou vadou a nenulovosti tloustky ¢ocky se
navzajem ,,dopliuji“ svou velikosti. Lze to zjistit uzZ jen vypoctem nékolika hodnot pro
konkrétni zanedbatelnou tu ¢i onu chybu a pro konkrétni hodnoty.

Uloha V . 1 ... vesmirnd katastrofa (5 bods)

Planetky maji stejné hmotnosti, jsou umistény ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika
a nemaji pocate¢ni rychlosti. Z téchto podminek plyne, Ze pfi pohybu planetek ziistane tvar
rovnostranného trojuhelnika zachovan. Oznacime-li délku strany trojuhelnika x, bude veli-
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kost sily F pusobici na planetku F=2c0s30°.xM *Dx>. Mezi vzdalenosti » planetky od

t&Ziste a stranou trojuhelnika plati vztah r = 2D;.‘BDZ x = xDV\3. Po dosazeni do vztahu pro
silu F dostaneme
F = kMD(3 ).

Pohyb planetky je stejny, jako pohyb v radidlnim gravitaénim poli vyvolaném télesem
o hmotnosti m = MDV3 pevné umisténém v t&Zisti. Tato situace je podobna jako v pfipadd
Slunce a planet. Slunce sice neni pevné umisténé, ale jeho hmotnost vii¢i hmotnosti planet
je tak velkd, Ze se vzhledem k tézisti prakticky nehybe. Nebo si miZeme uvédomit, Ze
v pevném gravitaénim poli nezavisi pohyb télesa na jeho hmotnosti. Proto planetku o hmot-
nosti M mizeme nahradit télesem o hmotnosti # A m. V tomto p¥ipadé mizeme ,,uvolnit™
centralni téleso od t&Zist&. Opét je to situace obdobna jako v nasi Slune¢ni soustavé, coz nas
opraviiuje k pouziti III. Keplerova zakona.

Volny pad télesa si mizeme piedstavit jako pohyb po velmi protahlé elipse s pericentrem
je a; = ID(2V3). V Keplerové zakond viak vystupuje jesté doba ob&hu 75 a velka poloosa
dréhy a, dalsiho télesa. Pfedstavme si planetku, ktera obiha kolem centra po kruznici o po-
lom&ru p= a,. Dostfedivé zrychleni a,= v’*Dp je rovno gravitaénimu ag= xmDg”. Rychlost

télesa v je
v=yxm/p.

Obé&zna doba pak je 7, =2npDv =27 w/p3/1cm . Z 111. Keplerova zadkona pro nasi planet-

ku dostavame
g
Ih=2n|l——.
24/(m\/§

Doba padu 7 planetky je polovinou doby obéhu 7' po pomyslné elipse
T=mnyI*/(24x M) . Ciseln&: T=7.85.10°s = 249 let.

Uloha V . 2 ... obvod ze zdrojit (3 body)

A) Obvod je rotaéné symetricky vici svému
stfedu. Z toho vyplyva, Ze stiedy vodi¢li maji Obr. 31
stejny potencidl. Proto je rozdil potenciald mezi

libovolnymi dvéma stiedy vodic¢d nulovy. F A4 D
B) Dany obvod miiZeme ekvivalentné pie-
kreslit (viz obr. 31), coz odpovidd tomu, Ze
jsme dané dva stfedy spojili dratem o kone¢- (n-k)R |::| R’ kR
ném odporu R'. Bude-li proud 5 nulovy, je n
rozdil potencialil mezi body 4 a B také nulovy,
v opaéném piipadé by protékal né&jaky proud. (n-k)U,
Prvni a druhy Kirchhoffiv zakon daji tfi rovni- 1A
ce pro t¥i neznamé proudy. -1 ? kU,
L=1+1, L b
(n=k)U, =(n—k)RI, + R'I G B c

kU, =kRI, - R'I;
Resenim t&chto rovnic ziskame 5 = 0. Q. E. D.

Strana 49



Fyzikalni korespondenéni seminair MFF UK Ro¢nik VIII

Uloha V . 3 ... Ondrova stavebnice (6 bodsi)

Jakmile téleso (koule nebo valec) dopadne na zem, zacne na né&j pasobit odporova sila
ato tak dlouho, dokud se bude smykat po podlozce, dokud nenabude oby¢ejného valivého
pohybu s uhlovou frekvenci @ = vr, kde v je kone¢na rychlost (zanedbavame valivé tieni) a r
polomér télesa. Pro malé rychlosti je splnéno, Ze tieci sila nezavisi na rychlosti, je p¥imo
umérna tlaku na podlozku, tedy F = umg, kde m je hmotnost télesa, ¢ soucinitel smykového
tfeni a g tihové zrychleni. Zaroven zde pisobi moment tieci sily M, ktery roztaci téleso
pohybové rovnice posuvného a otacivého pohybu (a a & jsou zrychleni posuvného a otaci-
vého pohybu, 7 ¢as a J moment setrvacnosti):

@))] v=v,—at = or=v,—ugt,
M mr
2) w=gl=—rt = o=HE",
J J
Z téchto dvou rovnic miiZeme spocitat nezndmé ¢as ¢ i frekvenci @:
mvyr J %
® S et
mr-+J J+mr- ug

Odtud jiZz snadno nalezneme vzorec pro kone¢nou rychlost posuvného pohybu télesa,
bude-li se jednat o homogenni vélec (J,= D, mr?) a kouli (J; = 2Ds mr?),
2
4) vy =§Vo’ Vi =§Vo-
Porovnanim dvou zlomkii snadno nalezneme, Ze rychlost koule bude vétsi o D, .
V piipadé, Ze bychom uvaZovali zavislost tfeci sily F na rychlosti (a tim také na case),
museli bychom modifikovat nase pohybové rovnice takto:

t
(1 Or=v,— J.Edt,
m
0
t
2" w=0+ %dr.

0

Integraly v téchto rovnicich maji tento vyznam:

Za maly Cas dt se snizZi rychlost o dv = —FDm.dt a zéroveri vzroste tthlova rychlost o kou-
sek dw = FrDJ.dt. Takovy problém znamend fesit soustavu dvou diferencialnich rovnic
1. ¥adu s pocate¢nimi podminkami v(0) = vy a @(0) = 0. Tato soustava je natolik trivialni, Zze
kupodivu jejim feSenim obdrzime vysledek (3), at’ je zavislost F(v) jakakoliv.

Uloha V . 4 ... kolik mdme krve? (3 body)
Aktivita radioaktivniho vzorku je definovana jako pocet ubytku ¢astic za jednotku ¢asu,
AN
N
Je ziejmé, Ze takto definovana aktivita je pfimo imérna poctu ¢astic v daném case, tedy
A = AN, kde A je rozpadové konstanta. Uvaha, Ze ubytek &astic za jednotku &asu je pfimo
umérny poctu ¢astic (AN = ANAt), potom vede na zakon radioaktivniho rozpadu (integraci
rovnice v limité Az —0).

N =N, exp(—it) .
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Pro aktivitu vzorku pak mame 4 = 4pexp(—4 f).

Vpravime-li do téla pokusné osoby radioaktivni vzorek o aktivit¢ 4;, bude télo za Cas ¢
vykazovat aktivitu 4 = 4,exp(—4 £). Tato doba musi byt dostate¢na na to, aby se radioaktivni
latka rovnomérné promisila s krvi. Potom bude platit, Ze v objemu }, odebrané krve je
NVDV, ¢astic, kde V' je celkovy objem krve. Odtud jiZ snadno dostaneme

V=, iexp(—ﬂ.t) .
A,
Posledni nastrahou bylo spravné interpretovat polocas rozpadu, chytil se na to jen jeden
z vas (4 neni 1DT, to by byl ¢as, za ktery dostaneme jednu e-tinu vzorku).
No/2=Nyexp(-AT) = A=In2/T.
’ . > > A1 ’4 M ¥ % y_
Vysledek tedy je: V' =V, A—Z " Ciseln& spoéteme V=179 1.
2
Velice se mi libilo, jak jste se vSichni snazili zdiivodnit nepfiméfenost vysledku lidskému
télu. Ve skute¢nosti milj zamér byl pravé opacny, ale omylem jsem pichodil hodnoty obje-
mi V; a V5, potom by ¢iselny vysledek vySel méné nezli polovi¢ni a odpovédi by bylo, Ze
pokusnou osobou byl maly ¢i nedospély jedinec. Pfiznejme si, Ze jestli néco doktofi takhle
méfi, maji tam né&jaké poloempirické vzorce s n Kkonstantami zapocitavajicimi latkovou
vyménu a bihvi co jesté. Jen néktefi z vés si v8imli, Ze méfeni aktivity musi byt hodné
nepfesné v tak malych hodnotach, jako bylo A,. P¥i pfesnosti m&feni aktivity na 0,5 s™! je
vysledek s chybou (8 + 2) 1. Tohle je dobré fyzikalni zdivodnéni a vibec zpochybnéni
na$eho vysledku v danych hodnotach.

Uloha V . 5 ... chladnuti kapalin (8 bodit)

Bylo zajimavé sledovat rozloZeni nazord na pribéh tak zajimavého jevu, jako je samo-
volné ochlazovani kapaliny. Rozdé&lili jste se totiz na dv& skupiny: jedné vySlo rychlejsi
ochlazovani vody a druhé rostlinného oleje (je také zajimavé, ze nikdo nepouZil olej mine-
ralni ani neprovadél srovnavaci méfeni pro rizné druhy oleje). Popisi tedy experiment, ktery
jsem provadél sam, rozeberu jeho vysledky, ale nerozdélim experimenty na ,spravné™ a
Spatné®, protoze experiment vychazi vzdy dobte, je jen otdzkou, co z né&j plyne. Zkuste
sami vymyslet, pro¢ vam ten ktery pokus vysel zrovna tak, jak vysel.

Pfi sestavovani experimentu jsem dbal toho, aby pouzité zatizeni bylo pokud mozno do-
stupné na kazdé trochu slusné stiedni Skole. Od katedry didaktiky fyziky jsem si zapujcil
teplotni kontrolor s odporovym ¢idlem pouzZivany k demonstra¢nim G¢eldm, ponorny ohfi-
vac se stojanem a XY-zapisovac, na ktery jsem dvéma vodici pfivedl signal z teplomé&mného
¢idla. To v8e tvofi registracni a pomocnou ¢ast vybaveni. Pfi chladnuti kapaliny hraje roli
samoziejm&é mnoho vné&jsich faktoril v uspotfadani experimentu a uplatiiuje se vicero mecha-
nismi odvodu tepla, mou snahou bylo potlacit co nejvice ndhodné vné&jsi faktory a do-
sadhnout tak co nejlépe definovanych podminek po celou dobu méfeni i pti jeho opakovani.
Toho jsem dosahl tim, e dané mnoZstvi kapaliny, v mém ptipadé vzdy 'D, kg, jsem ohtal
ponornym vafi¢em v termosce, do které jsem do dané hloubky (vZdy stejné) ponofil robustni
sklenénou ty¢inku s teplomérnym ¢idlem a termosku zakrytoval kvili odvodu tepla odpato-
vanim. Pak jsem na zapisovaci oznadil bod poc¢atku méfeni s danou teplotou odectenou na
teploméru a nechal zapisova¢ pracovat. Pro pfedstavu o rychlosti — valec zapisovace odvijel
papir rychlosti 3 cmDhod po dobu asi 30-ti hodin na jedno mé&feni, pfi¢emz data, z nichz
jsou vykresleny kiivky ve zde uvedenych grafech (viz graf 3 a, b), jsou ziskana ze dvou
méfeni na kazdou kiivku. Chybi zde pouze nepiili§ zajimava koncova ¢ast kiivky, ktera byla
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navic zatiZzena znacnou relativni chybou danou malou citlivosti zapisovace a nepfesnosti
teplomé&ru a stfedni ¢ast k¥ivky pro vodu, coz nastalo vypadkem teploméru.

Data ukazuji velmi dobrou korelaci vysledki s pfedpokladanou exponencialni zavislosti.
Z grafl je vidét, Zze v takto uspofddaném experimentu chladne rychleji rostlinny olej
(vnasem piipadé slune¢nicovy Vegetol), nezli voda. Vysledky zpracovani hodnot jsou
v ptiloZené tabulce). Pokojova teplota byla 7" = 23,2°C.

Pfepoctené zavislosti pak maji tvar:
‘oda: T =76,7exp(-0,047.£)°C+ T

Olej: T=1059exp(-0.117.£)°C +T

Graf3a,b
140 1 Chladnuti oleje
120 -
O 100 - 100
g 80 - O 80
° <
L 60 - g 60
40 3 40
20 20 B
0 5 10 15 0 10 20 30
Cas [hod] Cas [hod]

S pomoci termosky se nam podafilo ,,odfiltrovat™ $patné definované procesy probihajici
pti chladnuti napt. v tenké sklenéné nadobé&, zaplatili jsme za to fadové delsi dobou experi-
mentu. Zajimavym feSenim potlacujicim vypafovani a davajicim do souvislosti povrchové
jevy pfi pokusu s vodou a s olejem, bylo naliti tenkého filmu oleje na volnou hladinu vody
pted zapocetim ohfevu.

Ted k tomu, jak jste se s experimentem vyrovnali vy. Velice hezké bylo feSeni J. Kolo-
rence, ktery ¢ast vysledkii namé&fil pomoci soupravy ISES, coz bych doporudil i ostatnim
(pokud k ni mate ptistup). Jinak kazdy z vas vi, jaké pfednosti a nedostatky méla jim pouzita
metoda. Celkové jsem ale postradal detailnéjsi rozbor vysledkd a odhad chyb zpusobenych
experimentalnim usporadanim a bylo jen malo pokust o vysvétleni toho, pro¢ se ta kapalina
chova tak, jak se chova.

Tab. A — Koeficienty regrese zavislosti In(7'— 7) = aln(¢) + b

a [In(hod) 'In(°C)] b [In(°C)] koef. kor.
Voda —0,0473 + 0,0005 43+0,1 95.6%
Olej ~0,117 + 0,001 4,66+ 0,07 96.3%
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Ne&kteti z vas si v8imli toho, Ze zadani pokracuje povidanim o ¢emsi, co se jmenuje line-
arni regrese (viz dodatek, str. 60). Ba co vice, nasli se i taci, ktefi se nebali tohoto ,,zvifete*
pouzit ke zpracovani vysledkii. Zde se ukdzala jista potieba praxe, protoZe se objevovala
témé&f nesmyslnd numera na n desetinnych mist (kde » je velké pfirozené Cislo) na strang
jedné a absence udaju (jako je napt. koeficient korelace) na strané druhé. To je ale jen
otazka praxe a rutiny, tu ziskate jenom dalSimi experimenty. Proto doufdm, Ze se pfiSté
u experimentalnich uloh sejdeme zase.

Nakonec pfece jenom vysvétleni, pro¢ voda chladne pomaleji nez olej. Staci si uvédomit,
Ze o tom, jak rychle se bude n&jaké téleso ohifivat ¢i ochlazovat, rozhoduje jeho tepelnd
kapacita. Cim je tepelna kapacita télesa vy3$si, tim pomaleji bude chladnout nebo se ohfivat.
Pokud umite jiz zachazet s derivacemi, tak ¢asova zména teploty je dana rovnici

medT = @dt

kde T je teplota télesa, @ je tepelny tok (pro chlazeni je @ zaporné, pro ohtev kladné), m je
hmotnost télesa a ¢ zminéna tepelna kapacita. ReSenim této diferencialni rovnice obdrzime

T(t)= T(O)exp{%Tj .

V nasem pfipadé chlazeni je @ (a tedy i cely exponent) zaporné. Budeme-li srovnavat
chlazeni dvou latek o stejné hmotnosti, zahtatych na stejnou pocate¢ni teplotu 7(0) za stej-
nych podminek (tj. @ je u obou latek stejné), pak pomaleji bude chladnout latka s vys$si
tepelnou kapacitou. @ je obecné funkci teploty, v dobfe izolovanych soustavach miZzeme
predpokladat, Ze @ je konstanta dana vlastnostmi nadoby.

Uloha VI . 1 ... Jupiter a kometa (5 bodii)
Péad komety z nekone¢na, kde méla piivodné& nulovou rychlost, 1ze rozdélit na tii etapy:

1) pohyb v gravita¢nim poli Slunce az do okamziku vstupu do sféry vlivu Jupitera,

2) pohyb ve sféfe vlivu Jupitera,

3) opét pohyb v gravitaénim poli Slunce.

Stéra vlivu Jupitera je oblast, ve které prevazuje gravita¢ni piisobeni Jupitera nad puso-
benim Slunce. Budeme ptedpokladat, Ze polomér této sféry je velmi maly vici vzdalenosti R
Jupitera od Slunce (ve skute¢nosti ma oblast, kde je gravitacni sila Jupitera vétSi nez gravi-
ta¢ni sila Slunce, polomér asi 0,17 AU). Déle si situaci zjednodu$ime tim, Ze v oblasti sféry
vlivu Jupitera zanedbame vliv Slunce a naopak mimo tuto sféru zase zanedbame gravita¢ni
pusobeni Jupitera.

Rozeberme si ted’ pohyb komety v jednotlivych usecich.

Ad 1) Ze zdkona zachovéni energie (ZZE) plyne, Ze rychlost v; vzhledem ke Slunci, s niZ

kometa vstupuje do sféry vlivu Jupitera, je rovna v, = m . Rychlost Jupitera v,
vzhledem ke Slunci vypocéteme z rovnosti dostfedivého a gravitaéniho zrychleni,
VIR=xkMg/R* = v, =k My/R.
Rychlosti v; a v; sviraji pravy uhel, a tak z Pythagorovy véty dostavame pro rychlost ko-
mety v, vzhledem k Jupiteru pfi vstupu do sféry vlivu Jupitera vztah
V= m , kde My je hmotnost Slunce.
Ad 2) Ze ZZE plyne, Ze rychlost komety v,, se kterou opousti sféru vlivu Jupitera,
vzhledem k Jupiteru ma velikost stejnou jako v . Ze zadani je ziejmé, Ze tato rychlost v,
vzhledem ke Slunci ma velikost
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V, =V -V =(\/§_1)W'

Ad 3) Ze zadéni je v, kolmé na priivodi¢, coz miiZze nastat jen v aféliu nebo periheliu. Je-
likoz vsak je rychlost komety mensi nez kruhova rychlost, odpovida poloha, kde kometa
opustila sféru vlivu Jupitera, aféliu: v,= v, a r, = R. Vzdalenost r, perihelia od Slunce vy-
pocteme ze ZZE a z I1. Keplerova zakona. Jak jsem se jiZz zminil, pro afélium a perihelium
plati, ze pruvodi¢ je kolmy na smér rychlosti. Plocha S, kterou priivodi¢ opiSe za maly
Casovy usek t, pak je S=rvD2=r,v,tD2, kde v, je rychlost v periheliu. Celkem tedy
méame dvé rovnice pro dvé neznamé r, a v,

II. Keplertv zékon Va =TpVp s
77E Lo kMyg 1, xMs
27 27 r,

. 2-4/3
Z t&chto rovnic hravé vypotteme r, = RJ_—\/_
3-1
Velikost velké poloosy a dréhy komety je rovna a = (r +r,)D2, ¢iselné a= 3,55 AU. Do-
bu obéhu komety 7" pak spocteme z I1I. Keplerova zakona: 7= 6,7 let.

, Ciseln& r,=1,9 AU.

Uloha V1. 2 ... redlny zdroj (4 body)
A4) Celkovy vykon (/ je proud v obvodu):

2 2 2
P-=UI= Ui :Ui 1 :A_l ; A:U_,.; [:i,
' R+R R 1+R/R 1+¢ R, R,
B) Vykon na zat¢zi (U je napéti na zatézi):
2 2
P, U i=1"R= U, R=Ui R 1 A H

(R+R) R R (1+r/RY 4 (1+1)
C) Utinnost (pfimo z definice):
P R t

Po R+R 1+t

Parametr ¢ je bezrozmérny. Funkéni zévislosti celkového vykonu na zatézi a ucinnosti
obvodu jsou zakresleny v grafech (viz graf 4 a 5).

Diskuse:

Ad 4) Celkovy vykon je maximalni pti =0 (¢ <0 samoziejme neni mozné), tj. R =0, coz
je citit pfi zkratu, ze?

Ad B) Maximum funkce snadno zjistime zderivovanim. Pro neznalce tohoto t¢inného
nastroje pfi vySetfovani prib&hu funkei uved'me nasledujici odivodnéni. P, nabude svého
maxima, kdyZ bude funkce (1+7)*D¢ minimalni. Tato funkce neni nic jiného nez soudet
hyperboly 1Dt a linearni funkce 2 + 7. Snadno nahlédnete, Ze at’ délate, co délate, je funkce
1D¢ + ¢ minimalni jen pro hodnotu 7 = 1, tj. R =R;. Vykon P potom dosahuje hodnoty 4D4.

Ad C) Opét kromé derivovani miZeme uvést toto oddvodnéni. (Nezapomerite, Ze stale
pracujeme na intervalu ¢ €(0,00)!) Uginnost bude maximalni, kdyZ funkce 1 + 1D¢ (oby&ejna
posunuta hyperbola) bude minimélni, to je pravé pfi ¢t — c a naopak hyperbola nabyva
maximum p#i ¢ — 0. Uginnost pak je monoténné rostouci funkci asymptoticky se bliZici
hodnoté = 1.

Co je tedy nejvyhodné&jsi? Jak snadno zjistite pfi pohledu na grafy, nema smysl uvazovat
o oblasti # < 1, nebot’ stejny vykon pii vyssi Gcinnosti dosdhneme i pfi ¢ > 1. Na druhou
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stranu s rostoucim odporem zitéZe roste sice ucinnost obvodu, ale zaroven klesa vykon na
zatézi i vykon obvodu. Nejlepsi je skute¢né pohybovat se v oblasti ¢ € (1,3). Uinnost je
potom 7 € ('D,,’Dy) a vikon Pz e (4 .'Dy, 4 *Dyg).

Graf 4

Graf 5
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Uloha V1. 3 ... pied plechem, za plechem (5 bodsi)

Uloha méla prekvapivé malo Fesiteld a pouze jediny z nich, Jind¥ich Koloreng, dospél ke
kone¢nému vysledku. Pfitom tloha byla jednoduchd, vystacili jste se znalostmi Sifeni signa-
lu a Pythagorovou vétou.

V nejjednodussi predstavé je

zvuk dan sérii razi vzniklych od- Graf 6

razem jednoho kratkého dupnuti od

ruznych mist' p}ochy. V jednom 60000 —

feSeni se objevila idea vlastnich 50000

kmita plechu — miizeme vsak pred- N i

pokladat, e energie pfedana vzdu- % 40000 - frekvence (Hz)
chem plechu je dost mala a rychle 30000 -

se utlumi (narozdil od okennich o 20000 |

tabulek, které vézi v pruzném tme- ‘qf)

lu). Dale lze prohlasit, Ze k odrazu += 10000 +

zpét k matfyzakovi dojde jen v pfi- 0 | | | |
padé, Ze odrazejici plocha je kolma 0,029 0031 0033 0035 0,037
na smér dopadu. Tento smér podle ;

naseho obrazku svirda s ,rovinou* Cas (s)

plechu thel @ = arctg /Ds.

Vzdélenost s 1ze brat rovnu nd pro dostateéné velkd n, kdy zanedbavame rozdil mezi
sttedem a obvodem oblouku plechu (max. dD2). Je-li vrcholovy uhel t&chto obloukii 120°,
j€ @min=30°, tedy posledni v sérii uderti bude mit potadové ¢&islo

Pmax = ID(d 12 Pnin) = \3.IDd.

Problém je v tom, Ze pro kazdé n jsou dvé mista nastavena pod ptislusnym tihlem, jedno
patii konvexni a jedno konkéavni ¢asti. Tedy jde o sadu dvojic uderi, které pro 7, splynou
v jeden. V pocate¢ni fazi jsou v8ak odrazy obou druht viici sob& postaveny tak, ze vychazi
frekvence rovna dvojnasobku frekvence jednotlivych sérii. Pro nas je zajimava spi$ nez tato
oblast (ktera lezi mimo rozsah slysitelny uchem) koncova ¢ast — zde jsou dvojice jiz blizko
sebe a frekvence odpovidéa pfipadu odrazii jediného druhu (tj. se vzdalenosti nasledujicich
odrazovych ploch d).

Pak n-ty odraz dojde zp&t k matfyzikovi za dobu ¢, = 2(* + n*d*)'®*Dv. Interval mezi na-
sledujicimi ptichody odrazené viny pro nas ale znamena periodu slySeného zvuku:

T(n) = (tyr1 — t,), resp. jeho frekvence f{n) = 1D(4,; — t,,).
Okamzik #,., si miiZzeme vyjadfit nejen pomoci #, ale i ¢,

by = 2P+ d+2nd*+d»)'"P?Dv = (1,2 + 4d >+ 4d (4,2 — 1)*)Dv.
Po dosazeni pak dostdvame explicitni zavislost frekvence na ¢ase ¢,

A0y =vD((V* + 4+ 4d(Fv>- )7 — ).

Pro velka ¢ by bylo mozné zanedbat / viii tv a dostavame logické dolni omezeni klesajici
funkce rovno vDd, pfi¢emz v pocatecnich fazich lze oCekavat i podstatné vyssi frekvence
(diskutované dvé série odrazii). Priibéh této fce je na pfilozeném grafu 6.

Celkova doba ozvény je zfejmé dle vypodéteného np,, rovna

bmax— 1 = 2(1 + t&%@in) 2 IDv —2[Dv = 2/Dv = 3,0.10 %s.

Ovsem matfyzak jsa vybaven pouze svym uchem, vnima jen ¢ast leZici pod prahem slysi-

telnosti (asi 16 kHz), zména s tim spojend je asi desetitisicina sekundy.
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Uloha VI . 4 ... expozice (4 body)

To, jak se povede kazda fotografie, Obr. 32
zalezi na né&kolika faktorech. Clona
objektivu urcuje, jak velky svazek
paprski od kazdého bodu pied nami
se zobrazi na dané misto filmu v oh-
niskové roviné objektivu (v idealnim
ptipadé by to mé&l byt bod). Expozice
je v podstaté doba, po kterou nechame
dopadat svétlo na film, miizeme pted-
pokladat, Ze mira z¢ernéni negativni-
ho filmu je pfimo Gmérna expozici.
V nasi Gloze zaleZi pouze na tom, jak
se zméni intenzita / svétla dopadajici
na celkovou plochu filmu o, tzv.
osvétleni E=I/Do. Vé&tSina z vas
spravné vysoudila, Ze toto osvétleni se
se vzdalenosti od fotografovaného
objektu neméni za piredpokladu, Ze
objekt je rovnomérn& nasvicen. Ob-
jasnéme si tento zavér ponékud po-
drobngji.

Kazda elementarni ploska domu
zati do poloprostoru pied sebou stejné
mnoZstvi energie za jednotku ¢asu (vykon) P a to izotropné (na kazdy elementarni prostoro-
vy uhel pfipadne stejné). Toto je pfedpoklad nasi ulohy, je splnén pro drsné povrchy, které
dopadajici svétlo dobte rozptyluji. Zrcadlo, ¢i néjaky vylestény plech tento ptredpoklad
nespliiuji. Intenzita svétla / dopadajici na jednotku plochy za jednotku ¢asu ve vzdalenosti r
potom je

Objektiv

I= r 7= 1—2 , ubyva tedy se ¢tvercem vzdalenosti.
27r r

Fotograf zabira stale stejny prostorovy thel (neméni parametry svého pfistroje). Prosto-
rovy uhel 1 steradian je definovan tak, Ze na jednotkové kulové plose vytkne plochu
0 obsahu 1 m? V nasich vzdalenostech bereme obsah kulového vrchliku p¥iblizné shodny
s obsahem plochy S ve vzdalenosti . Fotograf zabirajici prostorovy tihel £ tak vymezi na
objektu ve vzdalenosti  plochu o obsahu S = € r.(Kontrola: plny prostorovy uhel je 47,
obsah kulové plochy je skutedné 47+2.) Odtud plyne, Ze v poloviéni vzdalenosti se plocha
zabiraného okoli zmensi Ctytikrat. Jak je vidét na obr. 32, plocha domu se v polovi¢ni vzda-
lenosti zobrazi na ¢tyfikrat vétsi plochu filmu, ale zaroverti celkova intenzita svétla odraZzena
od domu (soucet intenzit od jednotlivych elementarnich plosek), kterou je schopen objektiv
pohltit, vzroste také Ctyfikrat. Fotograf expozici ménit nemél.

Uloha V1. 5 ... hustota vzduchu (8 bodsi)

Ach jo. Vy jste tomu dali. Experimentalni (loha je zaméfena na to, abyste si provétili své
teoretické znalosti a uplatnili je v praxi. Experimentovat je od slova experiment, zkouska,
pokus. Neni cilem priblizit se co nejvice tabulkovym hodnotdm za kazdou cenu, ale spise si
néco zkusit. Experimentélni fyzika neni obor ryze fyzikalni, v&tsinou je potfeba pouzit i zna-
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losti z jinych obord — chemie, elektroniky... Navic, neni téeba objevovat objevené, od toho
je literatura. Ale dost lamentaci. Jak tedy mélo feSeni tlohy vypadat?

VSsichni, kdoZ poslali feSeni, méli jeden spoleény napad. Napustit balének plynem leh-
¢im vzduchu (napt. vodik, helium, methan) a ze zmé&fené vztlakové sily urcit hustotu vzdu-
chu. Vztlakovou silu miizeme ur¢it tfeba takto. Na vdhu dame zavazi o hmotnosti My, napf.
100 g. K zavazi pfipevnime balének s plynem. JelikoZ na balének pusobi vztlakova sila,
namé&fime hmotnost zavazi M . Rozdil M;— M urcuje spolu s hmotnosti balonku m vztlako-
vou silu F,.. Mame tedy rovnovahu sily gravita¢ni a vztlakové

sz :V(pvz _ppl)g:(m_ MO_ M])gi'
kde g je gravitaéni zrychleni, p ; hustota pouzitého plynu a p,. hustota vzduchu, V je objem
balénku. Upravou dostaneme pro hledanou hustotu vzduchu
_m+ M,—- M,
p\';' V
Neznamymi zde zastavaji objem balénku V" a hustota pouzitého plynu p,,. Pokud pouZi-
jeme obycejny balonek (zadné zviratka ¢i jiné komplikované tvary), miiZeme tvar balonku
aproximovat napf. kouli nebo rota¢nim elipsoidem. Ale co hustota p,/? Zde jsou dvé moz-
nosti. Bud’ pouzijeme tabulky, kde jsou uvedeny hodnoty hustot plyni vétsinou pro teplotu
0°C a tlak 101 325 Pa. Anebo si miiZzeme hustotu plynu odhadnout. Jak? Je znamo, Ze
1 kmol idealniho plynu zabira za normalnich podminek objem 22.4 krychlového metru.
Molérni hmotnost souvisi s ,,normalni* hmotnosti vztahem m = nM,, , kde n je pocet moli a
M,, molekulova hmotnost. Naptiklad pro vodik H je ptiblizné M,,= 2,013 kgDkmol, a tak
pro hustotu mame

+ppl'

m_ M, 2013 kg.kmol™!

=0,0899 kg.m™ ,

V. v, 224m’.kmol’
pti¢emz tabulkova hodnota je stejna. VE&ts$i odchylky nastanou zejména pro viceatomové
molekuly. PonévadZ objem balénku budeme v nejlepSim ptipadé aproximovat, staéi na
ureni hustoty vzduchu pouZit podobny odhad hustoty pouZit€¢ho plynu g,

V experimentalni fyzice byva zvykem alespoi velice zhruba odhadnout, jak velka bude
méfena veli€ina, a tim tfeba i zvolit patficnou metodu. Vime, Ze vzduch se sklada ze 78%
z dusiku a asi z 21% z kysliku. Zbylé 1% pfisoudime oxidu uhli¢itému. Hustoty dusiku,
kysliku a oxidu uhli¢itého ur¢ime vySe popsanym postupem a dostaneme

Pu,

px, =125kgm”, po =143kgm”, po =1.96kg.m
a pro hustotu vzduchu
P =0.78py +021p, +0.01pco =123 kg.m™ .

Pro méfeni hustoty vzduchu se nejlépe hodi plyny s co nejmensi hustotou, tj. vodik, heli-
um nebo methan. Vodik Ize v malém mnoZstvi vyrobit elektrolyzou vody, popt. nékterou

z chemickych reakci, napf. Zn+2HCI— ZnCl, + H, . Helium Ize v ,,polnich® podminkach
ziskat jen velice téZko. Methan se vyskytuje asi z 80% v zemnim plynu. V laboratofi se da
vyrobit dvéma zptisoby:
a) zahfivanim smési octanu sodného s hydroxidem sodnym,
CH,COONa + NaOH — Na,CO, +CH,,
b) nebo plisobenim vody na karbid hlinity,
Al,C; +12H,0 — 4AI(OH), +3CH, .
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Pfi préaci s vodikem a methanem je tfeba byt velice opatrny, nebot oba plyny tvofi se

Dalsi metoda, jak uréit hustotu vzduchu, je popsana v knize BroZ, Jaromir a kol.: Zd-
klady fyzikdlnich mé¥eni 1., SPN 1983, strana 103. Je zaloZena na platnosti Bunsenova
zakona. Je daleko univerzaln&jsi nez vyse uvedend, nebot neklade omezeni na pouZity plyn.
Hustotu vzduchu tak miizeme urdit téeba srovnanim s chlorem, ktery ma asi 3x vétsi hustotu
nez vzduch. Pokud byste chtéli tuto metodu vyzkouset dodate¢né, sta¢i vam k tomu napf.
lahev od Dobré vody, kterou zbavite dna a do uzavéru vyvrtate (¢i jinak udélate) malinkou
dirku. Cim mensi, tim lepsi. Dirku zalepite modelinou nebo kvalitni lepici paskou. Lahev
pak ponofite do vétsi nadoby s vodou (napt. 5-ti litrové sklenice od okurek). V lahvi v3ak
zlstal vzduch, a tak hladina vody uvnitf ldhve bude nizsi nez vné lahve. Nyni dirku otevi‘ete
a zmé&fite Cas ¢, za ktery se hladina vody zvedne napt. o 5 cm. Pak lahev ze spodu zavede-
nou hadi¢kou naplnite dal$im plynem. Jakym? No tieba oxidem uhli¢itym. Staci vydechovat
do vody. Nebo si jej vzit ze sifonové bombi¢ky. Anebo opét vyrobit n&jakou chemickou
reakci (napf. uhli¢itanu vapenatého s kyselinou chlorovodikovou). Lahev nékolikrat plynem
proplachnéte, abyste se zbavili zbytku vzduchu. Pak provedete méfeni Casu #,, za ktery se
hladina vody zvedne o 5 cm. Bunseniiv zakon pak dava

2/
pi/pPr =1 /tz .
Chybu méfeni mizeme zmensit opakovanim mé¥eni, anebo pouzitim vice plynd.

Dodatek (pro ty, co chté&ji védét, jak si nékteré plyny vyrobit ,,na koleng™)
e kyslik —rozklad peroxidu vodiku na burelu (oxid manganicity)
— elektrolyza vody
— pfidavanim roztoku manganistanu draselného do okyseleného peroxidu vodiku
5H,0, +2KMnO,, + 3H,SO, — 2MnSO, + K,SO, +8H,0+ 50,
e chlor — mirnym zahfivanim kyseliny chlorovodikové
—reakei kyseliny chlorovodikové s burelem (nebo manganistanem draselnym)
4HCl+ MnO, — MnCl, +2H,0+Cl,

e dusik— zahfivani koncentrovaného roztoku dusitanu amonného nebo smési chloridu
amonného a dusitanu amonného asi na 70°C
NH,NO, - N, +2H,0
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Metoda linedrni regrese

Piedpokladejme, Ze mame k dispozici N naméfenych hodnot y,, x; mezi nimiZ teorie
pfedpoklada linedrni zavislost y; =ax; +b. Ukazuje se, Ze podminkou pro to, aby tato
zavislost co nejlépe prochazela naméfenymi hodnotami, je

N
(*) S=Z(y,- —)7,-)2 — min.
i=1

Z této podminky sta¢i nalézt rovnice pro koeficienty a, b, tomuto postupu se ¥ika metoda
nejmensich ¢tverctl. V dal$im odvozeni budu vynechavat meze sumace, s¢itime samozi'ejmé
pro i =1, ..., N. Soucet S je funkci a, b, nutnou podminkou extrému je, aby parcialni deriva-

r ~r » . r M w7 *
ce podle a a podle b byly nulové. Obdrzime tak dvé rovnice, které snadno vyiesime

6_S=inyi—a2xiz_bzxi:0 . o ZJ’:‘Z?—NZ%J’,‘

’ (Su) w3
6_S: Zyi—azxi—NbZO = be Z'xizxiy;_zyizxiz
b (Zx,-j —Nzx’_z

Pii vypo&tu je samoziejm& vhodné nejprve spoéitat pfisluiné sumy x;, Zy,, Sxpi x” a
potom jednoduse dostaneme koeficienty a, b.

Linearni regresi 1ze pouzit na kazdou zavislost f' (y,)= a. g(x,-)+b , staci provést substi-
tuci u; = f (y,), V, = g(x,) a mame linearni zavislost u; = av;, + b . Priklady takovych zavis-
losti:

=q i =yy= /"
h% x+b, substituce u =y, v A,

y=Ce™, substituce u=Iny,v=x,b=InC;
\/;= aln(bx), substituce u=4/y,v=Inx.

Ve statistické matematice se definuji nejrizng;si veliciny, které popisuji soubor &, pro

definovana vztahem

U =%Z§i a rozptyl 02 =%2(§l —,ug)z .

Na té&chto veli¢inach je zaloZena celé teorie fyzikalnich méfeni, tim se tu ale zabyvat ne-
budeme. Co je pro nés podstatné z hlediska linearni regrese, je, Ze pomoci stfedni hodnoty
a rozptylu o2, resp. smérodatné odchylky o (rozptyl je druhd mocnina smérodatné odchyl-
ky) miizeme nadefinovat tzv. koeficient korelace K, ktery nam tika, do jaké miry spolu
souvisi namé&fené hodnoty y, x. K je definovan takto a po upravach dostaneme:

* Symbol i je znakem parcidlni derivace, coz je totéz jako normalni derivace funkce, kdyz povazujeme ostatni proménné

(v nasem piipadé b) za konstanty.
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K=|ﬂxy_ﬂxyy| ‘Nzxiyi_zyizxi

| ooy | \/Nzx;_(zx,)z\/NZy?—(Z%)Z

Hodnoty koeficientu korelace lezi v intervalu (0,1), miZeme jej tedy vyjadfit v procen-
tech. I kdyz pravdépodobné& nechapete plné matematické pozadi, viibec to nevadi, pouZijete-
li pfedeslé poznatky jako kuchaiku na hodnoty y, x proslé linearni regresi. Spoctete-li jesté
sumu Zy? snadno uréite koeficient K, ktery ¥ika to, Ze &im vice hodnoty z regrese leZi na
ptimce, tim vice se blizi hodnoté 100% a této hodnoty dosahne, pravé kdyZ bude splnéno
y =ax + b. Koeficient K kolem hodnoty 50% dava ndhodnou zavislost hodnot y, x . Lezi-li
hodnota K v intervalu (80%, 100%), miiZzeme prohlasit, Ze mezi naméfenymi hodnotami je
rozumna linedrni korelace.

Zavér: Vysledky z linearni regrese maji mit asi tuto podobu:
Pro hodnoty y, x vychdzi koeficienty linedrni regrese takto: a =...; b =...
Koeficient korelace hodnot je ...%.

Pozndmka: KdyZ jsme si tak krasné nadefinovali stfedni hodnotu a rozptyl, neodpustim
si dodat jesté toto. Pfedpokladejme, Ze jsme n-krat métili jednu veli¢inu X (napfiklad hmot-
nost zavazi) a obdrzeli tak hodnoty x . Zavedeme-li jesté smérodatnou odchylku aritmetické-
ho priiméru (resp. vychazi takto z teorie méfeni) jako o = o> /(n—l), miiZeme napsat
vysledek méfeni takto:

Namé¥ili jsme hodnotu veli¢iny X =y, + o, kde chyba vysledku je smé-

rodatnou odchylkou aritmetického priiméru.

Pozor! Veli¢ina o, je parametrem popisujicim cely soubor naméfenych hodnot, kdezto

o, se tyka pouze aritmetického praméru (stfedni hodnoty) méfeni.

Uloha M . 1

Pro ty z vas, kdo si mysli, Ze pochopili metodu nejmensich ¢tverct a zaroveit umé;ji deri-
vovat funkci vice prom&nnych, mam nasledujici tkol.

Odvod'te pro soubor N hodnot y, x vztahy pro koeficienty 4, B, C, které urcuji kvadra-

tickou regresi y, = Ax,-2 + Bx, + C z podminky (*). Soucet S chapeme jako funkci tfi para-
metrtl S = S(4,B,C) a podminky minimality lze psat takto:

oS aS oS

o4 OB oC

Uloha M . 1 ... kvadratickd regrese (2 body)

Prvni a posledni specialni ilohu tohoto ro¢niku moc lidi nefesilo a neni se co divit, fese-
ni rovnice o tfech neznamych byla asi pékna otrava, stacilo jen pfepisovat vysledek podle
Kramerova pravidla. Z Kramerova pravidla plyne také to, ze v Citateli i ve jmenovateli
feSeni dvou rovnic o dvou neznamych musi byt rozdil dvou ¢lentl, neni-li soustava singular-
ni. Jak dale uvidite, soustava tii rovnic pak dava v Citateli i jmenovateli vysledki ¢lenid Sest.
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Linedrni regrese y = ax + b:

DD NED VTN YDV RPN
() -3 () w3

Kvadratickd regrese y = ax* + bx + c:

PR DREVDEDIIDRED RO RIS W PRI RE I3
PR OIMEDIIDITS WHIS DRI ROV

D30 LD 0D X IO IR L) IO D I DI DD IO RPN

LRI DRI DT DI IS I N

czzxf[zx,zzy,f I I DI RIS I (DRI ID I DI
}

DI LI )T I L) ICE IS I DI IS IR )R}

To je hriiza, co? Ale pro pocitac to je hracka, sta¢i jednou napsat program a bézi to. Exis-
tuji i jiné zpisoby, jak provadét regresi polynomem n-tého stupné, které jsou zaloZené na
rekurentnich vypo¢tech. Do programu potom napisete elegantni cykly, ve kterych vyznat se
je velice t&zké.

Pozn.: Pti psani vysledki jsem pouzil ,,format™ vzorcii vynalezeny Lubosem Zrneckem,
kteryzto byl nejstravitelng;si.

Literatura

[1] Press, Flannery, Teukolsky, Vetterling: Numerical Recipes, CUP 1986
[2] I. E. Irodov: Problem in General Physics, nakladatelstvi Nauka, Moskva 1986
[3] Casopis Kvant, ro¢niky 1988—1990, nakladatelstvi Nauka, Moskva
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v r o Va4 v v e o]
Poradi nejlepsich resitelu

Jméno Piijmeni | T¥ida |Skola Body

Student Pilny ©.© |MFF UK Praha 175

1 Jindfich Koloren¢ 4.G |G Nova Paka 144

2 |Matou§ Jirak 3.A |G Rigany 109

3 Rudolf Sykora 3.A |G Hej¢in 105
4 Martin Krsek 4.A |G J.K.Tyla Hradec Kralové 79
5 Premysl Koloren¢ kvinta |G Nova Paka 78
6 Pavel Bubak 3.A |Gt kpt. Jaro$e Brno 78
7 Michal Fabinger 4.E |G Nad Aleji Praha 75
8 Jakub Machek 3.A |G Zd4r nad Sazavou 71
9 Jifi Walek 4.B |G soukromé Havifov 69
10 [Martin Hadravek 3.A |G Jirovcova Ceské Bud&jovice 67
11 Jiri Franta 3.A |G Ptibram 61
12 - 13 |Marta Bednarova 4.A |G tt. kpt. Jarose Brno 56
12 - 13 |Peter Macéak 4.A |G Jur. Hronca Bratislava 56
14 |Vlastimil Krapek 2.C |G Kfenova Brno 53
15 |Robert Samal 4.D |G Zborovska Praha 50
16 - 17 |Jaroslav Brzak 3.2 |G Novy Bydzov 47
16 - 17 |David Necas 4.A |G tf. kpt. JaroSe Brno 47
18 |Veronika Stulikova 3.B |G Beroun 44
19 - 20 |Vaclav Porod kvinta |G 43
19 - 20 |Lubomir Zrnecko 4.? |G Rumburk 43
21-22 |Jan Foretnik 3.A |Gttt kpt. Jaro$e Brno 42
21-22 |Robert Spalek 3.A |G Brno 42
23 Michal Bursa 3.B |G Jana Keplera Praha 40
24 |Martin Hala kvinta |G Rumburk 39
25 -27 |Josef Seda 2.C_ |G Kfenova Brno 38
25 - 27 |Zdetika Broklova kvinta |G Policka 38
25 - 27 |David Stanovsky 4.D |G Pardubice 38
28  |Michal Vopalensky 3.D |G Jihlava 36
29 - 30 |Petr Vejchoda 3.A |G Brno 35
29 - 30 |Martin Vohralik 4.D |G Pardubice 35
31 Martin Cada 4.B |G Jesenik 34
32  |Pavel Klang 3.A |Gttt kpt. Jaro$e Brno 33
33 Kristyna Kupkova 4.C |G Nad aleji Praha 6 28
34  |Karel Kolat kvarta |G SuSice 27
35 Marie Maskova 3.2 |G PORG Praha - Libent 25
36 |Jan Rychtaf 4.C |G Strahonice 24
37 |Anna Jancatikova 3.C |G Zborovska Praha 21
38 |David Baca 3.A |G Frydlant n. O. 19
39-40 |Jan Horacek 4.A |G Valasské Mezitici 17
39-40 |Jana Kolackova oktava [PORG Praha 8 - Libett 17
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