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Uloha IL5 ... indukovana interakce 10 bodu

Meéjme nehybnou homogenni nenabitou vodivou sféru o poloméru R. Z nekonecna v zamérné
vzdalenosti b k ni byla rychlosti v vystrelena c¢astice s nabojem q. Urcete, za jakych podminek
nedojde ke srazce castice s vodivou sférou. Pritomnost indukovaného magnetického pole zane-
dbejte. Zamérnou vzdélenosti rozumime vzdalenost stfedu sféry od primky, po které se édstice
asymptoticky pohybuje z nekonecna, v angli¢tiné najdeme termin impact parameter.

Jarda chtel simulovat interakce molekul.

K feseni pouzijeme metodu fiktivnich naboju pro vodivou sfé]ruﬂ a metodu efektivniho potencia-
lu pro pohyb ve sféricky symetrickém potencidlu® Ten ndm umozni separovat pohyb v radidlnim
a angularnim sméru, ¢imz se uloha efektivné stane jednorozmérnou. Na problém pak budeme
moci nahlizet jako na pohyb céastice v jednorozmérném potencidlu, ktery si dobife dokazeme
predstavit.

Pole indukované vodivou sférou lze nahradit polem od fiktivniho ndboje ¢’ nachizejiciho se
nékde uvniti sféry a fiktivniho nédboje ¢’ nachizejiciho se ve stfedu sféry. Poloha naboje ¢ je
obrazem polohy realného naboje v kulové inverzi. Ozna¢me po fadé r a r’ privodice naboji ¢
a ¢’ vzhledem k poéatku umisténému ve stiedu vodivé sféry. Potom
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Nejprve uvazme, zZe sféra je uzemnénd a naboj ve stfedu je nulovy. Celkovy elektricky po-
tencidl ma byt nulovy na povrchu sféry. Zejména je tedy nulovy v priseciku spojnice naboju
s povrchem vodivé sféry, ve kterém dostavame podminku
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Redlny naboj se tedy bude pohybovat jako kdyby byl v potencidlu vytvoreném fiktivnim
nabojem
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V tomto scénaii se vSak pro pozorovatele vné sféry jevi, Ze je sféra nabit4d ndbojem ¢’. Abychom
tento celkovy naboj eliminovali, miizeme do stiedu sféry umistit ndboj ¢ = —¢’, ktery vytvori
dodateéné coulombovské pole. To jisté nenarusi konstantnost potencidlu na sféfe (coz je pfesné
podminkou vodivosti sféry) a zfejmé tak fesi nd$ pivodni problém. Celkovy potenciél je tedy
tvaru
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Potencial zdvisi pouze na poloze naboje a situace je sféricky symetrickd. Muzeme tak zavést
efektivni potencidl
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thttps://en.wikipedia.org/wiki/Method_of _image_charges
2https://en.wikipedia.org/wiki/Effective_potential
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Obrazek 1: Efektivni potencidl Veg (svisld osa) v zdvislosti na poloze r (vodorovng osa)
pro [ > k (kfivka s maximem) a [ = k (monoténné rostouci kiivka).

kde jsme zavedli konstanty k = \/(¢?R)/(4neo) al = \/k? + L?/(2m).

Resen{ tlohy nyni spociva v diskusi pritbéhu efektivniho potencidlu Vig(r), ktery je zna-
zornén na obrazku [l|. Ziejmé Veg — —oo pro r — RtaVyg — 0 pro r — o0o. Zajima néas
chovani{ pouze na intervalu (R, 00), kde se jiz zddné dalsi divergence nenachdzi. Pro dalsi tvahy

spocCtéme prvni derivaci potencialu

dVer _ 2k* 217
dr = (r2-R2)2 g3

Pro nalezeni staciondarnich bodu polozime derivaci rovnu nule
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coz je (dokud k # 1) kvadraticka rovnice pro 2. Pro 7 dostavidme kofeny

!
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ovSsem hleddame pouze koteny splnujici r > R, z ¢ehoz ihned odvodime, ze vyhovi pouze kofen
ro = R\/1/(l — k), pfiemz musi byt splnéna podminka [ > k. OvSem ta je z definice ! splnéna

vzdy, dokud k # [.
Diskuse se ndm proto déli na dva pripady.

i) Pro | > k existuje lokdln{ maximum uvnitf intervalu (R, c0). Bude tedy existovat kriticka
energie Eg = E(ro). Pro E < Ej se Castice ve smyslu radidlni slozky pohybu zastavi
a obrdt{ smér svého pohybu jesté pfed timto maximem (nebo v ném zistane stdt) a se
sférou se nemuze srazit. Pro £ > FEy je energie maxima prekonatelna a ¢astice se se sférou

srazi.
i) Pro [ =k dostévame z (f) vyjadient

R
R A RP=0 => r=-—"2.
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Extrém tak nelezi v intervalu (R, o). Potencidl je na celém intervalu (R, o) rostouci
a zaporny. Pro F < 0 zfejmé nemuze Castice existovat v nekonecnu a tento pripad je pro
nasi dlohu irelevantni. Pro E > 0 hodnota efektivniho potencidlu klesa k minus nekone¢nu
a Castice se tak se sférou srazi.

Celkem jsme zjistili, Ze Castice se se sférou nesrazi pravé tehdy, kdyz bude | > k (coz
odpovidd L # 0) a zaroven E < Ey.
Dosazenim r¢ do rovnice (@ vyjadiime kritickou energii
El—k) 11—k (1-k)?
Eo = Verr(ro) = — m T T T T m o
Nyni uvazme Céstici v poloze r s rychlosti —ve, ve vertikdlni vzdalenosti b od stfedu sféry.
Takova ¢astice mé moment hybnosti

L=rxp=—-mu(rxe;) = L=muorsinf,
Ziejmé sinf = b/r, a tedy
L:mwg = mub. (3)
Moment hybnosti ¢astice se ve sféricky symetrické tiloze zachovava. Z rovnice (E) aplikované

pfi vystieleni z nekonec¢na dostavame L = muwb, kde v a b jsou pocatecni rychlost a zadmérna
vzdéalenost. Pro parametr [ tedy dostédvame

2
l=\/k2+L Z\/k2+1mv2b2.
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Celkovou energii ¢astice udava jeji kinetickd energie v nekonec¢nu. Aby se ¢éstice se sférou
nesrazila, ma platit L # 0 a T < Eo, kde T = (1/2)mv? je po¢ateéni kineticks energie. Prvni
podminku splnime, pokud bude v # 0 a zaroven b # 0. Druhd podminka prejde na

2
Lo <L k2 4 L — lmzﬂ(lf —R®) > 2k [ k2 + L2 — o (4)
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Z rovnic (E) a (H) je patrné, ze nerovnost bude splnéna pouze pokud [b| > R. V takovém
pripadé muzeme nerovnost umocnit, ¢imz dostavdme kvadratickou nerovnici pro T' = (1/ 2)mv2
ve tvaru

T(b® — R®) 4+ 2K° > 2k /K2 +Tb2 = (b° — R*)*T? — 4K°b°T + 4k*(b*> — R*)T > 0,

kterou muzeme ihned vydélit T' (které je kladné, nebot v # 0), ¢imz dostavame

(b = R)T —4k*R*>0 = (b°— R)T > 4K°R>. (6)
Nerovnost (E) zfejmé nemize byt splnéna, pokud |b| < R. Pro |b| > R dostavdme
4k*R? 2. 1 8¢ R
T> s — > —_— 7
PR Y = dneg m - R? @)
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Obréazek 2: Prostor parametrtl b (vodorovnd osa) a v (svisld osa) pro v > 0. Srafované ¢ést
grafu odpovidd nastaveni parametru, pti kterém se ¢éstice se sférou nesrazi. Do této mnoziny
spada i jeji okraj v podobé dvou cernych kiivek.

Zbyva vyfesit pripad |b| = R. Zde podminka (B) fikd, ze k? < 0, tedy k = 0, coz muze
nastat jen pro nulovy naboj ¢ nebo nulovy polomér R. Celkem jsme tak zjistili, Ze Castice se se
sférou nesrazi, pokud bude |b| > R a zaroven bude splnéna nerovnost (1), jak je zndzornéno na
obrazku [).

Na zavér nékolik poznamek. V pripadé E = Ey pro | > k se céastice ocitne na kruhové
orbité, kterd je ale nestabilni. Stacil by tedy libovolné maly radialni impuls, ktery by ji vychylil
bud zpét do nekonecna, nebo do sparu nabité sféry. Pokud zadny takovy impuls neuvazujeme
(coz je sice nerealistické, ale v souladu se zaddnim), potom ¢éstice skutecné ztistane krouzit na
kruhové orbité a se sférou se nesrazi.

Déle poznamenejme, Ze pro vysoké rychlosti bude nutné zapodist jak relativistické efekty,
tak efekt indukovaného magnetického pole, ¢imz se iloha stane velmi netrividlni.
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