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Uloha 1.3 ... odpor k pavuéindm 6 bodu

Méjme pavucinu tvorenou kruznici o poloméru r se dvéema kolmymi prickami, které prochazi
Jjejim stredem. Do kruznice vlozime N — 1 soustrednych kruznic tak, zZe se pricky protinaji vzdy
ve vzddlenostech r/N. Jaky odpor je mezi konci jedné pricky? Materidl pavuciny mé délkovy
odpor A a uzly jsou vodivé propojené.

Bonus: Urdete totéz pro tri pricky pootocené o 120°.

Jarda md rdd dlohy se zvirdtky.

Hlavni ¢ast dlohy

Klicem k vyfeSeni dlohy je symetrie. Zapojime-li zdroj na jednu ze dvou ptfimek pavuciny, ta
druhd na néj bude kolma. Ukazeme, ze v takovém pripadé ze symetrie plyne, ze na piimce
kolmé na zapojenou primku bude nulové napéti, a tedy nulovy proud. V feseni ji tedy mizeme
zanedbat.

Ocislujme od stfedu obruce indexem n. Pro vnitini obru¢ tak mame n = 1 a pro vnéjsi
méame n = N. Pak definujme oko pavuciny jako prostor ohraniceny dvéma sousednimi kruzni-
cemi a obéma primkami, které kruznice protinaji. Zavedme pro situaci souradny systém, jehoz
stfed bude totozny se stredem pavuciny, usecka, kterou jsme zapojili do sité, bude shodna
s osou z a Usecka na ni kolm4 se zase bude shodovat s osou y. BUNO¥ mizeme zvolit libovolné
oko sité (v libovolném kvadrantu), tedy napiiklad levy horni kvadrant. Uvniti smycky plati
II. Kirchhoffuv zékon, ktery tvrdi

Un+l +Un+l,y _Un _Un+l,z 207 (1)

kde Uy, a Un 41 jsou napéti na ¢astech obruci n a n+1 vymezenych levym kvadrantem. Uy 41,4 je
napéti na tsecce y ohranicené obrucemi n a n + 1

Nyni sestavme II. Kirchhoffv zdkon pro smyc¢ku mezi n az n+1 obruéi v pravém kvadrantu.
Mame, ze

Vn+l - Vn+l,x - Vn - Un+1,y =0. (2)

Situace je symetrickd a tsecka x je rozdélend na stejné velké Casti o stejnych odporech,
které jsou samozrejmeé sériové, tedy vSechna napéti U, , a Vj, » budou nabyvat stejné velikosti.
Tedy Up,z = Vi, Na obloucich plati stejny argument a tedy U, = V,. Toto dosadime do
rovnic (E) a (E) a ty od sebe ndsledné odecteme. Tedy

0= Un+1 + Un+l,y - Un - Un+1,w_
- Un+1 + Un+1,y + Un + Un+1,x .

bez Gjmy na obecnosti
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7 toho vyvodime, Ze
2Un+17y =0 = Un+1,y =0.

Odpor na jednom dilku na ose x nebo na ose y oznacime jako p. Mame, ze

Uny
p

Vidime, ze svislou osou skutecné nepotece proud a nemusime ji tak zapocitat do obvodu.

Odpor na jedné poloving n-tého okruzi ozna¢me R,,. Z pravidel pro s¢iténi odport sestavme
rekurentni vztah. Oznacime-li odpor celé pavuciny Ry, pak odpor pavuciny o N — 1 obrucich
oznacime odporem Ry_i. Odpor Ry tak reprezentuje odpor obvodu, ktery se skldada ze tii
paralelnich linii. Na dvou z nich sedi odpory RN a na treti mame odpor 2p+ Ry—1. Dostavame
tedy rekurentni vztah

I, = =0.

1 2 1 -~ R 1
_— _— N =
RN RN 2p+RN—1 %"‘m

3)

Tento vztah tak mtzeme iterovat az se dostaneme na odpor Ri, ktery je pak vyjadien jako

Ry = . (4)

2 1

T 1
20+ " giw,

Nyni vyjadiime odpory p , Rn a Ri. Odpor p je tmérny N-tiné poloméru r. Dostdvame vztah

r
=)A= 5
P=Ay (5)
Déle mame odpor R,. Ten je tmérny délce jednoho piloblouku, tedy
R, = \nry, = )\n%n. (6)
Ted spocitdme odpor R
1 2 1 1 1
— —_— 4+ — = Ry = = R = (7)

= 2 1 2N N -
B Ry 20 RT3 Ser T ooar

Dosadme vztahy (E)7 (a) a (H) do vztahu (H) a tak dostaneme nas vysledek

1
Ry = : : (®)
2
Anr + 1
2Ar
N 1
2N +
Anr(N-—1) 1
2Ar 4 c-
N 1
2Ar
N 2N N
Anr + 2Ar
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Bonus

Bohuzel na rozdil od minulého pripadu se nam situace nezjednodusi natolik, aby byla rozumné
vyresitelnd, budeme tedy muset postupovat numericky. Jinymi slovy sestavime pomoci Kirchho-
flovych zdkonu soustavu rovnic, kterou budeme fesit pomoci néjakého pocitacového solveru.
Opét uzijme symetrie. Pavucina je symetrickd podél osy, na kterou jsme zapojili zdroj.
Nyni misto jedné priéné osy mame dvé osy, které s osou, na které je zdroj sviraji 60°. Nyni
zavedme znaceni. Pricky déli horni ¢ast pavuciny do tii sektorti. Zleva doprava je pojmenujme
jako I, II, ITI. Proud tekouci na n-té obruci v sektoru I pak oznacime jako I,,; a proud, ktery tece
po té stejné obruci v sektoru III, oznacme I,,;;. Dale pojmenujme proudy, které tecou po pric-
kach. Proudy, které teCou po vodorovné pri¢ce mezi n a n— 1 obrudi v sektorech I a III, po radé
pojmenujme Jyn; & Jnypp. Pavucinu BUNO zapojime podél pricky, kterou nazveme vodorovnou.
Pokud do stfedu pavuciny umistime souradny systém, pak pricku, kterd déli v levém hornim
kvadrantu I. a II. sektor, oznac¢me jako pricku I a pricku, kterd v pravém hornim kvadrantu
déli sektor II a III, oznacme jako III. Pak proud, ktery protékd mezi n a n — 1 obruci oznacme
jako in,. Obdobné proud, ktery mezi témi samymi obrucemi proudi oznacme jako i, . Jesté
oznacme odpory. Odpor, ktery je na libovolné ze tii pricek protinajici pavucinové soukruzi me-
zi n a n—1 pfickou pojmenujeme jako p, vzorec pro jeho vypocet je totozny s (p). Pfipomenme,
ze
r
N
Pricky d&li obrué na Sestiny. Odpor na jedné esting n-té obrude oznacéme jako R,. Je dén jako

p=2A

R, = )\%Qnrn = g,\in. (9)

Celd pavucina je symetrickd podle vodorovné osy prochéazejici stfedem, tedy proudy, které
prochézi horni ¢asti budou symetrické s proudy, které prochazi dolni ¢asti, nebot neexistuje
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zadny davod, pro¢ by tomu mélo byt jinak. Z celé pavuciny musi vychazet stejné velky proud
jako do ni vchazi. Zdrojovy proud oznacme I.. Protoze pavucina je symetrickd podél svislé osy
prochézejici sttedem, musi platit, ze vytékajici proudy v jednotlivych obruc¢ich musi nabyvat
stejné velikosti. Tedy bude platit, ze

Loy = Ingy = Indny = Jnyyy =

Protoze se dvojice proudu rovnaji, pojmenovali jsme je jednim znakem.
Nyni vezméme libovolnd dvé oka v sektorech I a III a napisme rovnice druhého Kirchhoffova
zékona. Tedy

Ruln + ping — Ruln_1y — pJn =0, (10)
Ruly — pingy — Rol(n_1y — pJn = 0. (11)
Odectenim vztahtu (@) a (@) dostaneme
Ing = —lngy -
Vidime, ze proudy tekouci v Sikmych prickach maji stejnou velikost, ale opacny smér.
Prejdéme k sestavovani rovnic. Body, kde se vodorovné osa protind s obrucemi, pojmenujme
od stfedu (samotny stfed nepojmenovavame) po okraje jako A1, Az,...An,...A,. Pruseciky
osy I s obru¢emi pojmenujme od stiedu (opét bez sttedu) po okraje jako Bi, Ba,...Bn,...Bn.
Protoze situace je symetrickd podle vodorovné i svislé osy, jsou informace nutné k vyreseni
tlohy obsazeny v jediné ¢tvrtiné pavuciny. Tedy tfeba BUNO v levém hornim kvadrantu, ve
kterém jsme nyni definovali body. Muzeme sestavit rovnice, které budou platit pro libovolné n.
Ovsem budeme muset rozlisit specidlni piipady n =1 a n = N. P¥ipad n = 1 musime rozlisit,
nebot oka v obruci n = 1 jsou jsou obepinané 3, a ne 4 draty, jako tomu je u ostatnich ok kromé
prvého. Situaci n = N zase musime vy¢lenit, nebot do téchto ok nepritékaji zidné proudy in+1,
¢imz se lisi od ostatnich ok.
Sestavme Kirchhoffovy zdkony pro n = 1. Mame, ze
I: Rl +piy—pJi =0,
IT: Rily —2pii =0,
A Jo=2LH+J1 = 2LHHH L1 —J2=0,
Bi1: Il+i2:i1+fln = 11+Z'27i17[1H:0.
Nyni sestavme rovnice pron € {2,..., N — 1}.

I: Ruly+ pin—Ry-1lh_1 —pJn =0,
IT: Rylpy —2pin — Rn1l(n_1y,, =0,
An: Jnr=20L,+J, = 2I,+J,—Jpy1=0,
Bn: In+inti=tn+Innu = In+int1 —in—Inn=0.
Zbyva uz jenom dotesit pripad n = N,
I: RnIN+pin — Rn_1In—1—pJy =0,
II: RnIng —2pin — Ry 1l(n_1); =0,
An: Iz =2In+ JN,
By: In=Ing+in = Iny+in—In=0.
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Nyni muZeme maticové sepsat soustavu, kterou budeme fesit,

Ji 0

i 0

Iy 0

- Iy, 0

- p R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 J2 0
0 -2 0 R 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 iz 0
1 0 2 0o -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 .
0 -1 1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 : -
. . . . . . . . . . . . . . . I”"l 0
: : : B : E : : : . Ity 0

0 0 0 0 0 0 Rn-1 0 - p R, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 In 0
0 0 0 0 0 0 0 —Rux 0 -2 0 Ry 0 0 0 0 0 0 0 o0 in o
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 -1 0 0 0 0 0 0o 0 I, “lo0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 0 1 0 0 0 0 0o 0 Loy 0
. . . . . L . . o Jns 0

: : : : : : : : : : = : : : R int1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 —Rn-1 0 —-p P R, 0 R A
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 “Rv.1 0 -2 Ry 0 : :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 In-1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 In-1)y 0
N 0

in 0

In I.

Ing 0

Prestoze by se tato roztomild soustava dala jakozto jednoduché cviceni z linedrni algebry
Tresit tfeba Gaussovou eliminaci, asi se vSichni shodneme, Ze Tesit ji poc¢itacové bude lepsi. Kupii-
kladu by se daly uzit programy jako python, C+4, matlab, Wolfram mathematica. Struktura
programu nemusi byt nikterak slozitd, nebot soustava rovnic je diky své repetitivni struktu-
fe kromé pripadi n = 1 a n = N, které museji byt rozebrany zvlast, fesitelnd pomoci cyklu
for. Kdyz ndm podcita¢ vyhodi vSechny nutné hodnoty, mizeme odpor pro libovolné zadané I,
spocitat jako podil celkového napéti a proudu I,. Celkové napéti je dano jako soucet napéti
po libovolné zvolené cesté pavucinou. Muzeme si tedy napriklad vybrat tu nejjednodussi, a to
pfrimou, cestu po vodorovné pticce. Odpor této pavuciny muzeme tedy spocitat jako

R _2P2i]\;1‘]i
A
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