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Uloha V4 ... houpacka na minigolfu 8 bodii; pramér 4,14; Fesilo 35 student

Mozna jste nékdy byli na minigolfu, kde na jedné jamce byla prekazka v podobé houpacky.
Houpacku si miizeme predstavit jako desku s hmotnosti M a délkou [, ktera se miize otacet
kolem horizontalni osy, jez je ve vysce h nad zemi a prochéazi stredem desky. Micek s hmotnosti m
a polomérem r na tuto rampu prijede ze sméru kolmého na otacejici se osu a postupné desku
prevazi tak, aby se otocila a micek mohl sjet na druhou stranu. Micek se po celou dobu kutali,
aniZ by doslo k prokluzu. Sestavte rovnice pohybu pro takovy systém — resit je nemusite.

O—

Ulohu, fesili t7 organizdtors dohromady 30 hod. — (ne)ispésné.

Uloha se dé fesit nékolika zptisoby. My si ukéZeme ten vice stfedogkolsky. Pfed tim, nez se
pustime do feSeni tlohy, si projdeme, co se déje s kulickou béhem prejezdu pres houpacku. Ze
zacatku bude kulicka jenom zpomalovat s konstantnim negativnim zrychlenim. V momenté,
kdy prejede pres stfed rampy, se houpacka zac¢ne pretacet kvuli tize kulicky a sklon naklonéné
houpacky a tak dale. Vidime, ze systém bude vykazovat néjakou zajimavou dynamiku. Jesté
si uvedeme jedno dtlezité pozorovani — kulicka s houpackou bude po celou dobu svého prejezdu
v kontaktu. To se mizeme presvédcit nasledujici ivahou. Protoze ze zacatku se budou oba
predméty dotykat a nebudou se otacet, bylo by nutné, aby zrychlovaly jinym tempem, aby se
od sebe vzdilily. To se ale nestane, protoze body houpacky budou zrychlovat pravé kvili tize
kulicky a pokud kulicka nebude v kontaktu, houpacka nebude zrychlovat a kulicka ji ,,dozene*.

AT

Obrazek 1: Zvolend souradnicova soustava.

Ted uz si muzeme s klidnym svédomim zavést souradny systém jako na obrazku E Pocatek
kladna je ve sméru pocatecniho pohybu kulicky a 6 thel otoceni houpacky. Dé&j si rozdélime
na dvé faze — 1. pohyb kulicky az na stfed houpacky (pokud méa dostatek energie) a 2. pohyb
kulicky a houpacky poté, co se dostane za stfed. Prvni ptipad je jednoduché uziti zdkona
zachovani energie, jelikoz houpacka zustava stabilni a pohybuje se pouze kulicka. Podivejme se
nyni, s jakou energii kulicka vstupuje do déje 1. Ta se sklddd z potencidlni, kterou polozime
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rovnu nule, a kinetické, kterd se skldda z energie posuvného pohybu a energie otdc¢eni. Pro kouli
poloméru r plati, Ze jeji moment setrvac¢nosti je roven J = (2/5)mr2. Vyuzitim vztahu w = v/r,
kde w je thlova rychlost kulicky a v jeji rychlost, dostdvame vztah pro kinetickou energii
1 5 1 4 7 2
Fy == —Jw' = — .
k 2mv —+ 5 w 1 Omv
Co se tyce energie pfi pohybu po houpacce, vztah pro kinetickou energii jsme si odvodili.
Pro vypocet potencidlni energie vyuzijeme goniometrickych vztahd, abychom pomoci nasich
souradnic zjistili zménu ve vysce. Je dulezité si zde uvédomit, ze 6y je konstantni, jelikoz ve

houpackou”, ale k tomu pozdéji. Potencialni energii tak vyjadiime ¢lenem
Ey, = (1/2 + x)sin(6o)mg,

kde 6y je pocateéni tihel ndklonu houpacky a mé hodnotu 6y = arcsin(2h/l). Nyn{ jsme schopni
vyjadrit pohyb kulicky rovnici
(1/2 4 z) sin(fo)mg + lmjcQ = lmwg
10 10
Zde tecka nad proménnou znaci jeji Casovou derivaci, neboli jeji zménu v case. V pripadé
soufadnice x to pak znaéi jeji rychlost. Jelikoz se technicky jednd o diferencidlni rovnici (rovnici
s derivaci), je dobré uréit poc¢atecni podminky, a to z(0) = —1/2 a (0) = vo.

Pfejdéme nyni k druhé fézi, kterd nastane, pokud plati (7/5)mwv? > Isin(fp)mg. Prvni
rovnici odvodime z pohybu kulicky ve sméru soufadnice  — radidlni smér. Na kulicku ptsobi
v inercidlni vztazné soustavé primarné dvé radidlni sily — gravitaéni F, = mgsin(f) a sila
treci, kterou budeme znacit Frr. Protoze vsak soustava, vic¢i niz vyjadiujeme pohyb kulicky
(osa z) vuci inercidlni vztazné soustaveé, rotuje, priddvaji se k ptisobeni téchto sil nepravé sily.
Vyslednou silu piisobici na kulicku ve sméru osy « v neinercialni rotujici vztazné soustavé Fi
miuizeme dopocitat z rovnice

FN:FI—QméXdE—méx(éxx)—méxm.

Nés ovsem zajimaji pouze slozky sil rovnobézné s x, tedy po dosazeni do vektorovych soucini
jesté vzniklé nepravé sily rozlozime do sméru rovnobézného s x a kolmého na x pomoci goniome-

r a x. Dostavame vysledek
Fxn = —mgsin0 — Fr + mb*x — mér,

kde znaménko minus u obou ,pravych“ sil ptusobicich v inercidlni vztazné soustavé je déano tim,
ze pro kladné 6 obé pusobi proti sméru pohybu kulicky. Muzeme si povs§imnout, ze Corioliso-
va sfla iplné vymizi, protoze pusobi kolmo na x, a Ze oproti pohybu hmotného bodu pribude
¢len mr — slozka tzv.: Eulerovy sily, kterd vznikd v disledku zrychlovani rotace vztazné sou-
stavy — ze zdpisu si muzeme vsimnout, Ze jeji smér ve sméru x je dan polomérem kulicky, tedy
pro hmotny bod by tento ¢len vymizel a dostali bychom typicky vztah pro rotaci hmotného
bodu ovlivnény pouze setrvacnou silou. Zbyva dosadit za Frr, kterd v inercidlni vztazné soustave
zpusobuje rotaci micku podle vztahu

2
Frr = 51717“2&7
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kde ¢ je thlové zrychleni micku, kterd muzeme prepsat z podminky dokonalého odvalovani
na re = &. Spojenim vsech vyse uvedenych rovnic dostdvame vysledek

gma’t: —mgsin 0 + mé*z — mor . (1)
Tim dostdvame prvni rovnici propojujici dvé neznamé x; 6. Pro tplny popis pohybu této sousta-
vy ovSem potrebujeme ziskat jesté druhou vazebnou podminku, kterou dostaneme, budeme-li
uvazovat druhou impulsovou vétu

M
dt £

L=rxp+Jw,

kde r je privodié¢ hmotného stfedu kulicky, p je hybnost hmotného stiedu, J = (2/5)mr?
a w = &/r je thlovd rychlost kulicky. Rychlost hmotného stfedu kulicky je ddna jednak rotaci
houpacky (kulicka rotuje kolem poéatku soustavy souradnic se stejnou tihlovou rychlosti jako
houpacka, viz diskuse na zacatku) a jednak vlastnim pohybem kulicky po houpacce, tedy

L=m(r® + 20 + mri + %mm’c,

kde jsme jiz L zapsali skalarné, vektor L by na ndkresu vyse mitil do nakresny. Nyni vyjadiime

Vvev

kulicku pusobi houpacka (je obecné jind nez mg cos 6 kvuli zrychlenému pohybu houpacky).
Mp = xz(mgcosf —T) —rmgsin0,

kde jsme opét M jiz zapsali skaldrné. Znaménka jsou dana tak, aby vektory M a L mély shodny
smér. Stejnou rovnici bychom vlastné popsali i vysledny moment sil v pfipadé nepohyblivé
naklonéné roviny (kolem paty naklonéné roviny). V tomto pripadé by ovSem platilo, ze sila,
kterou kulicka tlaci do houpacky, je stejna jako sila, kterou houpacka tlaci do kulicky mg cos 6 =
=T, tedy by se tento clen vykratil. V. momentu hybnosti by v pfipadé nepohyblivé houpacky
samozTejmé zmizel ¢len obsahujici §. Odtud jiz pouhou derivaci L podle ¢asu dostaneme druhou
pohybovou rovnici

. . .7
mr?6 + 2maxif + ma?6 + gmri =mxgcost —Tx —rmgsin6.
V rovnici ovSem pordd vystupuje ¢len Tz, ktery nemdme nikde vyjadren. Ten muzeme urcit

z rotace houpacky, protoze ze zdkona akce a reakce pusobi tato sila i na houpacku a zaroven je
jedind, tedy praveé tato sila zpusobuje rotaci houpacku, tzn.

Ty = Jhé,



FYKOS ReSeni XXXVIIL.V.4

kde J;, zna¢i moment setrvacnosti houpacky kolem pocatku soustavy soufadnic — J, = (1/12) M 12,
Tzn.: druhd pohybova rovnice méa tvar

%Mﬁé + mr®0 + 2maxi + ma + %mrjé = mzxgcosf —rmgsin6. (2)

Rovnice (E) a (E) jsou tedy dvé diferencidlni rovnice pro dvé nezndme 0; z, tedy jsou pohybovymi
rovnicemi systému. Druhou moznosti, jak odvodit druhou pohybovou rovnici, je podivat se na
situaci opét v neinercidlni vztazné soustavé, ale tentokrat rozpracovat sily kolmé na houpacku.
Ze vzorce prevodu sil pusobicich v inercidlni vztazné soustavé do neinercidlni, pfiéemz opét
vezmeme pouze ty ve sméru kolmém na x, dostaneme

FE = —mgcosO + T + 2mbi + mbz + m(0)*r.

Protoze se kuli¢ka neodlepi od houpacky (a ani neprojde skrz), v neinercidlni vztazné soustavé
musi platit, Ze sila F¥ pusobici na kulitku kolmo k z je nulovi. To znamend, Ze dostiavame
rovnici

mgcos 0 = T + 2mbi + mbz + m(0)°r . (3)

To se vSak neshoduje s predchozi rovnici, znamena to problém? No, zkusme si s tou rovnici jesté
trochu pohrat, nez vyneseme verdikt. V§imnéme si, ze oproti ostatnim ¢lentm v rovnici (f) zde
vystupuje navic élen m(6)?r, podobny élen oviem najdeme i v rovnici ([|) — zkusime si jej tedy
odtud vyjadrit
. 7 . ..
mb*or = gmr + mgrsin 6 + mér?

Kdyz rovnici (E) prendsobime x, dosadime predchozi ¢len a stejnou tvahou jako predtim vyja-
diime Tz, dostaneme

mgxz cos 0 = Jn0 + 2mabi + mbz® + gmri‘ + mgrsin @ + mér?,

coz je ovsem po preusporadani ¢lenti a dosazeni za .Jj stejnd rovnice jako rovnice (E)
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