FYKOS Reseni XXXVIIL.IV.5

Uloha IV.5 ... ku¥ik na zastavce 10 bodu; (chybi statistiky)

Jarda stoji na zastavce a ¢eka na tramvaj. Ta ale stdle neprijizdi, a proto se Jarda vyda rych-
losti v k informacni ceduli vzdalené d, aby se podival na jizdni rdd. Hned vedle cedule si ale
nékdo krati ¢ekani pokurovanim cigarety. Urcete, kdy se Jarda dostane do takové vzdalenosti
od kuraka, ze kour uciti. Koncentrace kourovych castic ve vzdalenosti do = 1m od kurdka
Jje co. Jarda ho uciti, jestlize u néj bude koncentrace kourovych ¢dstic co/N. Kufdka povazujte
za sféricky symetricky zdroj smradu. Predpokladejte, ze nefouka.

A nejhorsi jsou takovi, kteri s tou cigaretou chodi po zastdvce tam a zpét.

Nejprve si trochu vyjasnéme fyzikalni ramec celé tlohy. V zadéani je uvedeno, ze nefoukd, i presto
se vSak Céstice koute $ifi do prostoru. Tomuto jevu se fika difuze — proces samovolného rozpty-
lovani do prostoru. Je to jako kdyz do vody kapnete trochu barviva — po Case se zbarvi cely
objem vody, aniz byste ji museli promichavat.

Pokud se ¢astice mohou v prostoru pohybovat, $ifi se z prostfedi o vyssi koncentraci do nizsi.
Podstatou je jejich kondni chaotického tepelného pohybu. Atomy konaji neusporadany ndhodny
pohyb a vyménuji si pozice. Kdyz je ale atomi néjakého druhu v bodé A vice nez v bodé B,
z bodu A jich ptrejde do bodu B vice nez naopak, protoze pravdépodobnost prechodu je stejna,
ale v bodé A jich je na zacatku vice. Latky tedy difunduji z prostiedi o vyssi koncentraci do
prostiedi s nizsi a samovolné se snazi svou koncentraci vsude vyrovnat.

Uvazujme malou plosku a pocitejme pocet castic, které skrz ni projdou jednim smérem
za jednotku casu. Oznacme jej jako ji. Opacnym smérem pres tuto plochu projde pocet ja,
ktery ale muze byt jiny. Jako tok cdstic oznacme veli¢inu j = ji1 — j2, tedy rozdil téchto poctu.

Situace je dle zadani stacionarni, u kurdka pordd vznikaji nové a nové c¢astice koure. Ty od
néj difunduji, aby vyrovnaly svou koncentraci v celém prostoru. Oblast oteviené zastavky je
vSak tak velky prostor, ze miizeme uvazovat, ze Castice nakonec musi putovat az do nekonecna
a nikde se nehromadi. Jejich koncentrace se tak v okoli kufdka v ¢ase neméni. Pokud ale kurak
vyrabi x ¢astic za jednotku Casu, vSechny tyto Castice musi efektivné projit pres néjakou plochu
okolo néj, jinak by se u néj nékde hromadily. Protoze situace je dle zadani sféricky symetricka,
uvazujme jako tuto plochu kouli o poloméru r se stfedem v kutdkovi. Ze symetrie kazdym
bodem na této kouli prochazi stejny tok c¢astic j, a aby se koncentrace neménila, musi platit
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kde 4nr? je povrch na$i myslenkové koule. Tok Gastic tedy klesd se vzdélenosti od kufdka
amérné 1/r2.

Vratme se na chvili k pfedchozim tvaham. Uvedli jsme, ze rychlost difuze zavisi na koncen-
traci; z mist s vétsi koncentraci se ¢astice premistuji do mist s mensi. Z nasich jednoduchych
zékladnich tvah také vyplynulo, ze tok ji je tmérny koncentraci na jedné strané ci, podobné
pak j2 je imérny koncentraci na druhé strané plosky co. Jejich rozdil, tedy nas tok, je pak

j=j1—je=Dci—Dcz =D (c1 —c2),

kde jsme imérnost zaznacili pomoci konstanty D, kterd se nazyva difuzni koeficient. Vidime,
ze tok je umérny rozdilu koncentraci na jedné a na druhé strané plosky. Pokud se obecné
koncentrace méni v prostoru bod od bodu, je mozné zavést tok Castic jako vektor a predchozi
rovnici zapsat ve tvaru 1. Fickova zdkona

j=-DVec,
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kde V je symbol pro operator gradient. Tento operator nam rikd, jak rychle se veli¢ina za nim
uvedend méni ve sméru jejtho nejvétstho ristu — v podstaté se tedy jednd o derivace této
veli¢iny podle vSech soufadnic. Znaménko minus zde vystihuje, ze tok Castic probihd z mist

Jestlize zname tok castic v zdvislosti na poloze, fesenim této rovnice bychom se mohli
dopracovat ke koncentra¢nimu profilu. Obecné je feSeni takové rovnice matematicky narocné,
my se k nému ale dopracujeme (moznd trochu piekvapivé) pomoci analogie s gravitaénim polem.

Uvazujme sféricky symetrické gravitacni pole, které je napriklad kolem hvézd. Sile F' je podle
Newtonova zdkona imérné 1/r2, podobné jako nas tok &astic. Zaroven je v tomto poli mozné
zavést potencidlni energii V', kterd je imérnd —1/r. Obecné ale mezi silou a potencidlni energii
plati vztah, ktery jste si mozna ve skole uvadéli, a to

F=-VV .

Tato rovnice mé az na konstantu stejny tvar jako prvni Fickuv zdkon! Bude mit proto stejné
feSeni. Tedy, jestlize je tok &astic imérny 1/ (jako sila), koncentrace bude timérna —1/r (jako
potencialni energie)!

Pokud tedy ¢ < 1/r, pak soucin c¢-r = K je konstantni v celém prostoru. Zejména pak co-do =
= K, kde jsme pouzili hodnoty ze zadani. Jestlize je limitni koncentrace, kterou Jarda uciti,
ciim = ¢o/N, pak toto nastane, pokud bude ve vzdalenosti
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Protoze se zadani pta na cas, za ktery Jarda po rozejiti se uciti kurdka, musime urcit rozdil
vzdélenosti mezi Ndy a Jardovou pocatecni polohou d a vydélit jej jeho rychlosti

_d— Ndo
i

t

Pokud by bylo d < Ndy, citil by Jarda kufdka uz na druhém konci zastavky, coz se ale podle
zadéani nestalo.

Jako vysledek tlohy jsme dostali velmi jednoduchy vztah. To je samoziejmé dlisledek mnoha
zjednoduseni, kterd jsme na nasi cesté provedli. Zaroven zde ale vidime matematickou eleganci
fyziky. V Teseni jsme vyuzili analogii s gravitacni silou, ktera je zdanlivé aplné nesouvisejici. Je
to mozné kviili tomu, Ze tyto jevy jsou popsany rovnicemi se stejnym tvarem, jen vlastné jinymi
pismeny. Stejné rovnice ale musi mit stejné reseni. Mimochodem, rozmyslete si sami, jestli by
stejné analogie nesla udélat pomoci zdkont elektrostatiky.
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