FYKOS Reseni XXXVIILIIL5

Uloha IIL.5 ... piipitek u protinoZcii 10 bodi; (chybi statistiky)

Jakou thlovou rychlosti w musime roztocit sklenicku na vino otocenou
dnem vzhiiru, abychom v ni udrzeli jeji obsah? Stény sklenicky modelujte
jako tenkou kulovou slupku o poloméru R, ze které byl odstranén vrchlik
o poldrnim tdhlu 0 € (0, ). Stoji-li sklenicka v klidu na stole, sahd hladina
do vysky h € (0, R(1+cos0)). Sklenickou rotujeme kolem jeji osy symetrie.

Radka musela cistit koberec.

Uvod

Hladina kapaliny v rotujici nddobé bude takova, aby te¢nd rovina v kazdém bodé hladiny byla
kolm4 ke zrychleni ptisobicimu na element kapaliny v tomto bodé. Na ten pusobi tihové zrych-
leni g a odstfedivé zrychleni o velikosti a, = w?r. Oznaéime-li jako 7 vzdalenost od osy rotace
a z vysku nad néjakou rovinou kolmou na osu rotace, mizeme pro smérnici teCny k hladiné
v daném bodé psat

g_ao_oﬂr
dr ¢ g

; 1
neboli
gdz = w’rdr.

Po zintegrovani rovnice (m) zjistime, ze hladina kapaliny v nddobé ma tvar rotac¢niho paraboloidu
s predpisem

2.2
w'r

z(r) = 5

kde C' je néjakd konstanta. Tu typicky zafixujeme na zakladé znalosti tvaru nddoby a mnozstvi
kapaliny. Konkrétné budeme z mérit od mista pod prevriacenou sklenickou, kde by kulova plocha
stény protnula osu z.

V pripadé sklenicky popsané v zadani budeme hledat hodnotu w takovou, aby sténu rotujici
sklenicky otocené vzhiiru nohama hladina kapaliny protinala dvéma kruznicemi, z nichz jedna
se bude shodovat s okrajem sklenicky. Takto totiz najdeme nejmensi hodnotu w takovou, aby se
kapalina nevylila. VSimnéme si, ze pro thel 6 definovany v zaddni musime nutné predpokladat
0 < /2, jinak neni mozné protnout sténu sklenicky paraboloidem dle podminek vyse.

Pfi vypoctech bude vyhodné pouzivat bezrozmérné parametry p = r/R, { = z/R, v = C/R,
X = h/R a rota¢ni parametr

+C, (2)

w?R
g = .

g
Pomoci téchto proménnych muzeme rovnici (E) hladiny kapaliny v rotujici nddobé prepsat jako

() = 3o7° +7.

Objem v kapaliny ve skleni¢ce miizeme bezrozmérné parametrizovat jako 8 = v/R®.
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Maximalni vyska kapaliny ve sklenicce

Nejprve poznamenejme, ze existuje maximalni hodnota V' objemu v kapaliny ve sklenicce, pro
kterou jesté existuje koneéna hodnota tihlové rychlosti w, aby se kapalina z prevracené sklenicky
nevylila. Tomuto objemu odpovida jistd maximalni hodnota H vysky h hladiny kapaliny nade
dnem sklenicky ve stavu, kdy je v klidu a oto¢ena dnem doli. Objem V se rovnd objemu V (R, 0)
prstynku, jehoz vnitini povrch je ddn plastém valce o poloméru Rsin 6 a vysce 2R cos§ a jehoz
vnéjsi povrch je dan kulovou plochou o poloméru R. Na vnitini valcovy povrch prstynku muzeme
nahlizet jako na degenerovany paraboloid, jehoz tvar by hladina kapaliny zaujala pfi nekonecné
thlové rychlosti sklenicky w. Tento prstynek vznikne tak, ze od koule o poloméru R odecteme
stfedovy vélec (o poloméru Rsiné a vysce 2R cosf) a dvé kulové dsede (o poloméru Rsin@),
které piiléhaji na podstavy valce. Pro objem V (R, 6) = B(#)R® tedy miizeme psét

B(0) = Bioule — 2Biulova dset — Bvalec

= %n - %n(Q + cos0)(1 — cos0) — 2nsin® 6 cos 6

4
= thCOSSG.

Pokud objem v pfekro¢i hodnotu V (R, 8), neni mozné kapalinu ve sklenici otocené dnem vzhiru
udrZet zidnou koneénou thlovou rychlosti w. Objem v = BR? kapaliny ve skleni¢ce zaroven
obecné spoéitdme jako objem kulové tsece, tedy (v terminech parametru x = h/R)

T
B=3x"3-x)-
Maximélni vySka H v feéi bezrozmérného parametru X = H/R tedy spliiuje rovnici
X?(3—X)=4cos®h. (3)

V tomto bodé se zkusme nezaleknout faktu, Ze se jednd o kubickou rovnici, a pokusme se
analyticky vyjadrit X jako funkci dhlu 6. Je mozné si vS§imnout, Ze levou stranu rovnice (E) lze
prepsat jako

XPB-X)=(1-x)P°-31-x)+2.

Zavedeme-li proménnou z = (1 — X)/2, dostaneme dosazenim do (E) rovnici
42® — 3z =2cos 0 — 1.

Pomohla ndm tato substituce? Ano, tedy pokud si vzpomeneme na identitu
cos 3¢ = 40083§ —3cosé

pro kosinus trojndsobného tihlu a zaroven si v§imnéme, 7e 2 cos® 0 —1 € (—1,1) pro 6 € (0,1/2),
coz znamend, ze Uhlem & muzeme pokryt vsechny povolené hodnoty thlu 6, a to dokonce
trojnasobné. Identifikujeme-li x = cos &, dostdvame 3 Feseni

Xe(0) =1—2cos [% arccos (2 cos® 9 — 1) + %}

3

kde k € {—1,0,1}. Nakonec se zamysleme, které z téchto tii feseni je fyzikalni. Nejprve si uvé-
domime, ze lze ocekdvat H = 2R pro 6 = 0, protoze pro uzavienou sklenicku dokdzeme udrzet
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kapalinu i v pfipadé maximéalniho naplnéni. To ndm vylouci feseni dané indexem k& = 0. Nao-
pak vidime, ze musime pozadovat H = 0 pro 6 = nt/2, protoze tehdy nedokdzeme udrzet zadné
mnozstvi kapaliny pri jakékoliv tthlové rychlosti w, coz nam vylucuje i £ = 1. Fyzikélni feseni
je tedy déno indexem k = —1. Pro maximéalni vysku kapaliny ve skleni¢ce ve stavu dnem dolu
tedy muzeme psat
H#)=R {1 — 2cos [1 arccos (200330 — 1) — E} }
B 3 31

Pro h > H () neexistuje thlova rychlost w, kterd by dokdzala kapalinu ve skleni¢ce otocené
dnem vzhtru udrzet.

Zavislost w na h a 6

V dalsim ptipadé budeme predpoklddat h < H(6). Jak jsme popsali v ivodnim odstavci, vytind
hladina kapaliny na sténé rotujici sklenicky otoc¢ené dnem vzhuru dvé kruznice, z nichz jedna
se shoduje s okrajem sklenicky a je ddna polarnim thlem 6. Ozna¢me jako ¢ > 6 polarni thel,
ktery odpovidd druhé kruznici. Stejné jako v pripadé thlu 6 mérime thel ¢ ze stiedu kulové
plochy sklenicky od rota¢ni osy mfifici smérem doli (viz obréazek m) Protneme-li hladinu ve
tvaru paraboloidu s kulovou plochou sklenicky, dostdvame pro thly 6 a v rovnice

%sin26'+'y:17(:os€, (4)
%sian—Fy:l—cosw. (5)

Pokusme se eliminovat v a 1. OdeCtenim rovnic (H) a (a) od sebe ziskdme podminku

%(0052 0 — cos® 1)) = cos — cos ..
Uvédomime si, ze pokud predpokldddme 1 > 6, pak na intervalu (0,n) plati cosy) < cosé.
Miuzeme pak rozdilem kosini rovnici vydélit a ziskdme vysledky

cosz/):g—cose, (6)
o
fyzl—cose—%asin204 (7

Déle se zaméime na vypocet objemu kapaliny v rotujici skleni¢ce pro obecnou thlovou rych-
lost w. Tvar kapaliny je dan rotacnim télesem, které je omezeno povrchem paraboloidu a kulo-
vou plochou sklenicky. Pokud plati 1) < ©/2, mizeme objem tohoto télesa vyjadrit jako integrél
rozdilu z-ovych soutadnic bodi na povrchu paraboloidu a koule s vhodnou radidlni mirou, kde
meze tohoto integrilu jsou dény thly 6 a 1. Pro nazornost si integrdl muzeme rozdélit na
dvé Césti: prvni ¢ast (1 je ddna integrilem z polynomu a mé vyznam objemu rotacniho télesa
omezeného paraboloidem a rovinou z = 0. Dostaneme

sin ¢ 1 )
61:2n/ pdp (ym +v>

in 6

= %TEO’(COSQ 0 — cos® 1))(2 — cos® ¢ — cos® 0) + ny(cos® O — cos® ). (8)
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Od objemu (E) musime odecist objem 2 rotacniho télesa omezeného kulovou plochou sklenicky

a rovinou z = 0, neboli
sin ¢
52:%/ pdp<1\/1p2>- 9)

in 0

Jelikoz stdle predpokladdme, ze 6 < /2, ¥ < ©/2, mizeme integral (a) vyhodnotit jako
B2 = n(cos® O — cos® ) — %n(cos3 0 — cos® 1) .

Naopak pro 1 > n/2 musime objem (3 podéitat tak, ze k cylindrickému integrdlu pripocteme
objem B(n — ). Zaroven bude ale integral (J) ddn vyrazem

B2 = n(cos® O — cos® ) — %n(cos?’ 6 — cos® ) — %T[ cos® 6,

kde posledni ¢élen je presné roven B(rw — ). Vyraz pro celkovy objem 8 pomoci 0, ¢ a v mé tedy
stejny tvar nezdvisle na hodnoté . Dosadime-li navic ze vztahi (ff) a ([]) za ¢ a -, miZeme 8
prepsat jako funkci 6 a 0. Po nékolika algebraickych tpraviach dostdvame kompaktni vysledek

3
ﬁ:ﬁl—ﬂgzén<cos9—l) .
3 o
Odtud mizeme vyjadiit rotaéni parametr o skleniéky jako funkci x a 6. Pro 6 € (0,7/2)
a h € (0,X(0)) dostavime

o(0,x) = {COSH— Lllxg(?)—x)}é}_l . (10)

Vidime, ze pro x = X(0) skuteéné dostdvdme o = oco. Funkci danou vztahem (@) muzeme
vizualizovat pomoci vrstevnic neboli kiivek konstantni hodnoty w. Vysledny graf vidime na
obrézku , kde modr4 kiivka odpovidd hodnoté w = oo a shoduje se tedy s grafem funkce X' (6).
Chceme-li, mizeme se rovnéz vratit k rozmérovym veli¢indm a vyjadrit thlovou rychlost w jako
funkci h a 0

w(0,h) = /g {RCOSH _ EhQ(?)R— h)}é}; :

Z grafu vidime, ze w(#, h) je rostouci ve vSech povolenych bodech (6, h) v jakémkoliv sméru, ve
kterém @ i h rostou. To je ve shodé s intuici, Ze pridame-li do sklenicky vice tekutiny nebo pokud
upilujeme kus jejiho okraje, musime se sklenickou o to vice tocit, aby se kapalina nevylila.
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Obrézek 1: Schéma situace.
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Obrézek 2: Graf zavislosti dané vztahem (@)
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