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Uloha IIL.3 ... necoulombicka 6 bodu; (chybi statistiky)

Ptak Fykosak objevil v laboratori dosud neznamy druh interakce. V zapadlé skrini nasel ma-
Iy sféricky predmeét a zjistil, Ze pokud do jeho blizkosti postavi hmotny bod o hmotnosti m
a pusti jej, vzdy se s neznamym predmétem srazi za stejny cas t. Urcete, jakou silou je hmotny
bod pritahovan k neznamému predmétu v zavislosti na vzajemné vzdalenosti. Uvazujte, ze vse
probiha na vodorovné plose bez odporovych sil, a to v ramci klasické mechaniky. Ptak Fykosdk
navic neznamy predmét upevnil k podlozce, takze se vii¢i mistnosti nepohybuje.
Népovéda: Zkuste najit analogii s néjakou silou, kterou znate.

Ptak Fykosdk by mel za objev nové interakce dostat Nobelovu cenu.

Nejprve se zkusime zamyslet, jestli ilohu nezvladneme vyresit bez pocitani integralu ¢i diferen-
cidlnich rovnic. I takové Teseni si ale pozdéji ukédzeme.

Reseni pomoci analogie

Jaké sily v prirodé zname? Napiiklad gravita¢ni nebo elektrostatickou. Tam ale plati 3. Keple-
ruv zdkon, takze perioda nebo Cas srdzky zavisi na pocateéni vzdélenosti. Kdyby byla sila
konstantni, z néjaké vzdalenosti r1 by byl ¢as letu ti, ale z vétsi vzdédlenosti r2 by se hmot-
ny bod za stejny cas priblizil k pfedmétu pouze na vzdalenost ro — r1. Co kdyby sila rostla
linedrné se vzdalenosti, jako je tomu u pruziny (neboli u harmonického oscildtoru)? Pruzina
po nataZeni zac¢ne kmitat s periodou T. A pozor, tato perioda nezdvisi na nataZeni pruziny!
Cas, kdy se pruzina zkriti do rovnovazné polohy, je nezavisly na amplitudé natazeni. V nasem
feSeni potiebujeme, aby se hmotny bod dostal k predmétu za cas, ktery je nezdvisly na puvodni
vzdalenosti. Mizeme si gratulovat — model harmonického oscildtoru presné funguje pro reseni
nasi tlohy!

Oznacme r okamzitou vzdalenost mezi hmotnym bodem a podivnym predmétem a 7o jako
pocéateéni vzdalenost. Je ziejmé, Ze kdyz pustime hmotny bod z r¢, ma nulovou pocatecni
rychlost, zatimco maximélni rychlost bude naopak v okamziku r = 0. Situace je tedy analogicka
zkraceni pruziny z natazené do rovnovazné polohy. U predmétu na pruziné dojde k prekmitu
na druhou stranu, zastaveni, pohybu zpét k rovnovazné poloze a nakonec do vychozi polohy.
VsSechny ¢tyti ¢asti trvaji stejné dlouho, a to jednu ¢tvrtinu periody. Cesta z amplitudy do
rovnovazné polohy tedy trvd T/4, kde T je perioda.

Vztah pro periodu u harmonického oscilatoru je

m
T=2n /2.
™%

kde m je hmotnost predmétu na pruziné a k jeji tuhost, tedy jakou silu potfebujeme na na-
tahovdn{ pruziny. V nasem pfipadé zndme ¢ = T//4 a hmotnost m, potiebujeme tedy urcit k.

Dostaneme ji jako
2
T /m “m
2V k 4¢2

U harmonického oscilatoru je zévislost sily na vzdalenosti F' = —kx, v nasem piipadé pouze
prepiseme z na 7, dosadime za k a dostdvame

Tt2m

— r
4¢?

Zaporné znaménko znaci vzajemné pritahovani. Situaci jsme celou dobu fesili v 1D, ale tiloha

je sféricky symetricka, takze pracujeme s vektory.

F(r)=
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Reseni vypoctem
Celé nase reseni zkusime podporit i vypoctem. Jak se ale ukaze, tento vypocet nebude tplné
primocary a v jednu chvili stejné budeme muset feseni ,,uhddnout®. V pribéhu se ale pokusime
nastinit, pro¢ jsou vSechny zminéné tpravy pro fyzika vlastné prirozené.

Zacneme tim, ze si vyjadiime cas, za ktery dojde ke srazce. Za tim tucelem si oznacime
potencidln{ energii hmotného bodu viéi poli nezndmé sily jako V (r) a zapiSeme zdkon zachovéni
energie — ten ma tvar

Vre) =V(r)+ %mv2 .

Odsud muzeme vyjadrit rychlost v zavislosti na vzdalenosti od predmétu jako

o(r) = \/ 2 (Vro) = V().

kde pred odmocninou volime minus, protoze zatimco rychlost roste, vzdalenost od predmétu
se zkracuje. Zminme, ze aby toto mohlo platit, je nutné, aby potencidlni energie smérem od
neznamého predmétu rostla.

Cas, za ktery hmotny bod dorazi k pfedmétu, je potom

Tento vyraz bychom ridi zderivovali podle rg a polozili rovny nule — tim bychom totiz dokézali,
ze Cas je v zavislosti na ro konstantni. Bohuzel ale zjistime, Ze tato derivace ve vsi obecnosti
neexistuje a situace proto neni tak jednoducha. Pokracujme tedy v tpravach.

Vytkneme +/V (70)
[ m ro 1
t= dr
2V (ro) /O 1_ ‘}/(('r))
\V 0

a zavedeme substituci

Pak
dv(r)

dr

dr = V(ro)2sinz coszdz.
Dosadime zpatky a mame

m T2 1 ) za 1 .
b= 2V (1) / av(n COsmV(TO)2SIHxCOS$dx = 2V(7“0)m/ Froy sinede.
z1 dr z1

dr

Nez budeme pokracovat, uvédomme si, ze x zavisi na ro, proto opét nemutzeme jen jednoduse
derivovat. Musime si také vyjasnit integrac¢ni meze. Pokud je rozdil V (ro) — V(r) koneény, tedy
v r = 0 potencidlni energie nediverguje, mizeme polozit V(0) = 0. Pak 1 = 0. Pro r = ro je
pak

V(r) T

— 1 =sin? = ==,
V(To) SN T2 ) D)
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Integrujeme tedy vyraz
/2
1
t= \/2V(ro)m/ Wsinmdx.
o Tar

Touto upravou jsme zajistili, Zze zkoumany integral ma konstantni meze. Nyni potfebujeme,
aby byl jeho vysledek roven d/+/V (ro) (kde d je konstanta nezavisejici na ro), aby nezédlezelo
na pocatecni poloze. Vyzkousime proto snad nejjednodussi volbu — polozme

c

sing = ——, (2)

dV (r
i V(ro)

kde ¢ = 2d/n je konstanta nezdvisld na poloze, kterd ndm zaruéi rovnost jednotek.

Za sinus dosadime ze substituce /V(r)/V (ro) = sinz, takze mame

1 V(r)

C
WOV V(o) V(o)

coz upravime na

Vir)= cd‘gy) .

Toto je jednoducha diferencialni rovnice, staci obé strany integrovat

r=2c\/V(r)+C,

kde C' = 0, protoze V(0) = 0. Koneéné tedy dostdvame tvar

2
V(’f’) = 4702

Potencialni energie je imérna druhé mocniné vzdalenosti od predmétu, coz odpovidd harmo-
nickému oscilatoru!
Daéle mame i r = ro sin z. Muzeme tedy dosadit do vztahu pro c¢as

[2r2m =2 .
t= 102 / Tvey Sine dz =
0 dr

2 /2
= ,/27‘0;’1/ 1 sinxdz =
4C 0 2e2
2m /2 2 T
=1/ 2¢”dxr = V2mc2= .
402/0 2

Pokud budeme chtit porovnat tento vysledek s vysledkem ziskanym diive, srovname tvar
potencidlni energie s energii v harmonickém oscildtoru. Dostavame

§l€7" = @T )
odkud mizeme vyjadiit ¢ jako
1
2 _ -
T o
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Il m
=V

coz je presné vysledek, ktery dostdavame i z jednoduché tivahy. Tvar potencidlni energie pole je
tedy

a dosadit do vztahu pro cas

2

_1n"m 5
Vir)= 5T
a sila se pak chova dle zavislosti
_dv(r) . wm
F=—=-"="72"

kde znaménko minus odpovida pritazlivé sile.

I matematicky jsme tedy dostali ocekdvany vysledek — pii feSeni jsme ale ucinili dva hlavni
predpoklady a nemame proto zaruceno, ze jsme nasli jediné feseni. Predpokladem, ktery nés
eventudlné dovedl k feSeni, byl vztah (). A¢ se mohlo v danou chvili zd4t rozumné néco takového
predpoklddat, nemédme matematicky dokazano, ze je to jedind moznost — integrandem mohlo
byt i néco uplné jiného, aby integral vysel stejné. Jesté predtim jsme také predpokladali, ze
muZeme bez ijmy na obecnosti polozit V(0) = 0. Zkusme se proto jesté v rychlosti podivat na
pripad, kdy potencidlni energie v misté predmétu diverguje.

Polozme V(0) = —oo a zvolme nyni V' (co) = 0. V rovnici (m) z odmocniny vytkneme —V (r)

a dostavame
o -1 1
t = —_ / —_— dT
2 ), VV() [1_veo
V(r)

Znovu vyzkousime substituci, tentokrat

pak
B Vro) dV(r)
V2(r) dr

Dosadime do integralu a upravime

/m /m —sin?x 1
—_—2 = 9 —
/ Viro) (r) smxdv(r) dr = / (ro) V' Vi(ro) smxdv(r) d
_—\/2m/x1 V(To)wlwlﬂg(r)dm_\/Qm/m\l \/ _V(TO)Wd

Integrujeme od z; = 0 do 2 = n/2. Res$ime tedy podobny problém jako difve. Zkusme
proto opét polozit

dr =2sinxzcosxdx.

1
V(o) e =
dr
Upravou dostaneme
d
—V(ro) =c vir)
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Integrujeme a ziskdame
 =V(ro)r=cV(r)+C.

Tato rovnice vSak nemuze spliiovat podminku V' (0) = —oo, z této ¢asti Fesen{ tak timto jednodu-
chym predpokladem novy vysledek nedostdvame — to ale neznamend, Ze zadné feSeni neexistuje,
pouze jej nelze najit takto snadno.
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