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Uloha I1.3 ... plavajici jehlan 5 bodi; (chybi statistiky)

Méjme homogenni jehlan s hustotou p; = 250kg-m™2, ktery plave ve vodé s hustotou p =
= 1000kg-m~3. Plave tak, Ze je jeho osa svisle. Otdzka ale je, zda je stabilné&jsi poloha, kdyz
je hlavnim vrcholem vzhiru, ¢i kdyz sméruje dolii? Jehlan ma vysku h = 20cm a plocha jeho

podstavy je S = 49 cm?. Lego sa zamyslel nad dlohou, kde ten jehlan kmitd

Majme homogénny ihlan s hustotou pj, ktory pléava vo vode s hustotou p (¢ize p; < p). Plava
tak, Ze jeho os je zvislo. Otézkou ale je, ¢i je v stabilnej polohe, ked smeruje $picom nahor alebo
nadol.

Ak méame porovnat stabilitu dvoch poloh, stac¢i porovnat ich potencidlnu energiu. Nakolko
ihlan vytlac¢i v oboch pripadoch rovnako vela vody, hladina vody bude v oboch pripadoch
v rovnakej vyske, preto je rozumné zvolit hladinu ako nulovi hladinu potencidlnej energie.
Nestaci ale uvazovat iba potencidlnu energiu samotného ihlana (inak by predsa ihlan vobec
nepldval a lezal by na dne), ale sicet potencidlnej energie vody a ihlana. Zadanie nehovori nié¢
o tom, kolko vody celkovo je v nadrzi, tento idaj ale ani nepotrebujeme, nakolko nas skutoc¢ne
zaujima len porovnanie tych dvoch pripadov, nie presne kolko energie maji. Zvolime si teda, ze
budeme v oboch pripadoch pocitat o kolko je potencidlna energia vyssia, nez keby tam namiesto
ihlana bola navys$e voda s rovnakou hmotnostou (¢ize by hladina mala zas rovnaki vysku).

Objem ihlanu je Vj = (1/3)Sh. Jeho hmotnost teda je m; = Vip; = (1/3)Shp;. Preto objem
vody vytlacenej ihlanom je Vi, = m;/p = (1/3)Shp;/p.

Pri vypocétoch budeme potrebovat polohu taziska ihlanu. Nie je zlozité dohladat na internete,
ze tazisko ihlanu je v 1/4 jeho vysky nad podstavou. K tomuto vysledku sa d4 samozrejme déjst
aj pomocou integralov.

Spicom nadol

Ponorena cast ihlanu bude mat tiez tvar ihlanu. Konkrétne, vdaka podobnosti trojuholnikov
vidno, Ze zmensenej verzie samotného ihlanu. Oznacme koeficient podobnosti k. Potom vyska
ponorenej ¢asti ihlanu je kh a obsah podstavy je k*S. Cize objem ponorenej ¢asti ihanu je Vj, =
= (1/3)k*Sh. Tento objem musi byt rovny objemu vody vytladenej ihlanom V4, &ize
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Tym paddom podstava ihlanu sa nachddza vo vyske h — kh = h[1 — (p;j/p)'/?] nad hladinou.
A nakolko tazisko je o Stvrtinu vysky nizsie (lebo ihlan je natoéeny $picom nadol), tak tazisko
ihlanu je vo vyske h — kh — h/4 = h[3/4 — (p;/p)*/®]. Potom potencidlna energia samotného

ihlanu je
1
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Co sa vody tyka, tak oproti pripadu, v ktorom by hladina mala rovnaki vysku ako teraz, len
by v nej nebol ten ihlan, musime odobrat vodu tam, kde je ponoreny ihlan, ¢o matematicky ide
spravit tak, ze ,pridame* ihlan so zapornou hustotou —p, ktory teda bude maf hmotnost —m;.
Zaroven podstava tohoto pomyselného ihlanu je na vodnej hladine a jeho vyska je kh, Cize jeho
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tazisko bude kh/4 pod hladinou, presnejsie vo vyske —kh/4. Prispevok do potenciélnej energie
od vody teda bude
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Celkova potencidlna energia je v tomto pripade voc¢i nulovej hladine
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V tomto pripade bude mat ponorend ¢ast ihlanu tvar zrezaného ihlanu. Cast ihlanu tréiaca
nad hladinou bude zmensenina samotného ihlana. Oznac¢me si koeficient podobnosti g, potom
objem ponorenej cCasti bude

Spicom nahor

VvV =g teen =L 2
Vo = Vi~ Vaaa = 3Sh— 2¢°Sh = 2(1 —¢°)Sh.

A tento objem sa musi rovnat objemu vytlacenej vody

L1 _ ) sh= Leptt
§(1fq)5h_35hp,

1
p

Kedze vyska ihlanu nad hladnou bude gh, podstava ihlanu bude zvy$nych (1 — ¢)h pod
hladinou. Tazisko ihlanu bude o §tvrtinu vy$ky nad podstavou, &ize vo viske —(1—q)h+h/4 =
= (g — 3/4)h. Potom potencidlna energia samotného ihlanu je
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Avsak co teraz s vodou? Objem ,,chybajicej vody* mé tvar zrezaného ihlanu, pre ktory tak
lahko tazisko nenajdeme. Jedna moznost je priamo pouzit integraly. Druha moznost je pridat
ako "zapornt vodu” cely ihlan (polohu jeho taziska uz vieme) a nésledne pridat ,normélnu
vodu“ do ihlanu nad hladinou (¢o sa odé¢ita so ,zdpornou vodou®), ktord sme tam pridali pred-
tym a v sucte sme pridali len zdporni vodu pod hladinou. Potencidlnu energiu zodpovedajicu
pridaniu zapornej vody do celého ihlanu dostaneme tplne rovnako ako Ejz, len za hmotnost

dosadime —Vip
1
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Potencialnu energiu zodpovedajicu pridaniu vody do casti ihlanu nad hladinou dostaneme
zas podobne, len za hmotnost dosadime Viaap = (1/3)q®>Shp a fazisko je vo vyske gh/4 nad

hladinou L
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Spolu teda prispevok k potencidlnej energii od vody je
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Porovnanie

Ostéva teda otdzka, kedy je ktord z tychto energii vicsia, ¢ize napriklad kedy je vacsia Es
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ozna¢me si pomer pj/p = p. Potom dostdvame nerovnicu

0<p§—1+(11)—1) [1—(1—p)%:|,

pricom ked je tato nerovnica splnend, znamena to, ze Es je vicsia, teda Ze poloha Spicom nahor
je menej stabilnd. Uz ndm teda ni¢ nebrani dosadit sem hodnoty zo zadania, konkrétne iba
hustotu. Vidime totiz, ze otdzka nezavisi na h a S. Ked p; dosadime (¢ize dosadime, ze p =
= 0,25), dostdvame napravo —0,1. Rovnost nie je splnend, teda E2 < FEi, z ¢oho plynie, ze
poloha spicom nahor je viac stabilnd nez poloha Spicom nadol.
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Tu by mohlo riesenie kludne skoncit, ale nakolko toto je vzorové riesenie, rozoberieme si vy-
sledok este trocha viac. T4 nerovnicu je asi potrebné vyriesif numericky, napriklad nechat
pocitac¢ nakreslit graf toho, ako zavisi prava strana na p. Vyhodny je napriklad WolframAlpha,
ktory nam po zadani pravej strany rovno napise aj jej koren. Tu ale pouzijeme gnuplot.
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Obrézek 1: Graf hodnoty pravej strany v zdvislosti od p.

Vidime, ze pre p = p;/p < 1/2 je stabilnejSia poloha $picom nahor, pretoze v takej polohe
je tazisko ihlanu nizsie (predstavte si napriklad nafukovaci ihlan: jeho hustota je zanedbatelna
a je celkom intuitivne, ze nebude ,stat na $pici“). Pre p = p;/p > 1/2 je stabilnejSia poloha
$picom nadol, pretoze tam prevazi to, ktord poloha je vyhodnejsia pre vodu. Dokonca vidime,
Ze pre p = pj/p = 1 st obe polohy energeticky rovnako stabilné, ¢o déva tplny zmysel, pretoze
vtedy je hustota ihlanu rovna hustote vody, a teda je cely pod hladinou, preto bez ohladu na
jeho natocenie musi byt celkova potencidlna energia rovnaka.

Integrovanie

V tejto sekcii si integrovanim odvodim najprv polohu faziska ihlana a potom tazisko zrezaného
ihlana, ktori sme museli v Casti Spicom nahor riesit dost trikovo.

Majme ihlan s vyskou h a podstavou S. Jeho prierez vo vyske x nad podstavou bude
(z podobnosti, pretoze dizka stran kles4 linearne) S(z) = S((h — z)/h)* = S(1 — z/h).
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Jeho hmotnost teda bude
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a to sedi. Teraz vysku taziska ht spocitame tak, ze kazdy element hmotnosti vynasobime jeho
vyskou a potom to celé vydelime hmotnostou

h h x 2 h xQ .133
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¢ize potom hy = (1/12)Sh?p;/m; = h/4, ako sme mohli n&jst na internete.

Hmotnost a vysku taziska zrezaného ihlanu dostaneme analogickym postupom s jedinym
rozdielom: nebudeme integrovat az po h ale iba po vysku, v ktorej je ihlan zrezany. V nasom
priklade bol ihlan zrezany vo vyske (1 — ¢)h nad svojou podstavou. Hmotnost vytlacenej vody

je teda
(1-q)h 2 2 3 7(1—q)h
r T T
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— Shp [(17(1)7(172q+q2)+%(173q+3q27q3)}

1 a1 1
= Shp3 (1-¢°) = 3 Shpp = 3 Shpy = my,

¢o sedi, lebo tiaz vytlacenej vody sa musi rovnat tiazi ihlanu.
Teraz uz len obdobne zriatame polohu taziska
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Avsak kvoli tomu, ze podstava je (1 — g)h pod hladinou, bude aj hibka taziska vzhladom na
hladinu o (1 — ¢)h mensia, nez kolko sme prave spocitali, ¢ize

AN ek NPV (N S
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Aby sme z tohoto dostali prispevok k energii od vody, musime to vyndsobit —mjg (minus
pretoze toto je oblast, kde voda ,chyba®). Ked este dosadime spit za ¢ = (1 —p)'/® ap = pj/p

dostavame ,
1 i\
Ey2 = mjgh 3p 1 32 41} (1-2 ,
dp; 4\ pi p

¢o sedi s vysledkom, ktory sme pred tym dostali trikovejsim sposobom. Cize ako sa dalo ¢akat,
je jedno aky postup clovek zvoli.
Pripominame, ze vysledok je, ze pre zadant hustotu je stabilnejsia poloha Spicom nahor.

I = he — (1 — q)h = 3h> <1
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