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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

prisel ¢as na ¢tvrtou brozurku letosniho roéniku FYKOSu. Najdete v ni zadani ¢tvrté série,
kde se setkate s prenosem signédlu, valcovou Zemi i cestovanim relativistickymi rychlostmi.
Problémova tloha se tentokrat zabyva separaci latek ze smési a v experimentu vas ¢ekd méfeni
sypného thlu.

Kromé samotného FYKOSu nezapomente ani na Fyziklani, které probéhne 14. inora v PVA
Letnany. Budeme se na Vés tésit a doufame, ze se setkdme v co nejvyssim poctu.

Organizdtori

Zadani V. série

Termin odeslani: 23. 02. 2025 23.59
Uloha IV.1 ... pomalé spojeni 3 body

Béhem pozorovani dalekohledy na observatofi La Silla v Chile se ¢asto pouziva vzdéaleny pristup.
Pokud zmérime rychlost datového prenosu, obvykle dostaneme cas t = 213 ms pro cestu signalu
z Prahy na observator a zpét. Jakym zptisobem muze byt toto pfipojeni realizované? Uvazujte
prenos dat pres geostacionarni telekomunikaéni druzice nebo optickym kabelovym spojenim.

Uloha IV.2 ... nudni Zemé 3 body

Déavno zapomenuti bohové se pri koukani na Zemi ndramné nudili, a tak se rozhodli, ze zméni
jeji tvar z koule na vélec, jehoz osa otaceni prochazi stfedem jeho podstavy a je na ni kolma.
Jaky bude pomér délky dne na nové Zemi ku ptvodni délce dne? Povazte, Ze to jsou sice bohové,
ale rozhodné ne néjaci kouzelnici, a tak hmotnost, hustota i moment hybnosti vdlce ztstanou
stejné jako hmotnost, hustota a moment hybnosti ptivodni Zemé. Vyska valce je rovna primeéru
puvodni Zemé.

Uloha IV.3 ... kuli¢ka ve stinu 5 bodil

Malé kulicka se nachazi v co nejvétsi vzdalenosti od Zemé tak, aby ji jesté celou pokryl stin
planety. Na jaké teploté se kulicka ustali, pokud budeme Zemi povazovat za dokonalé cerné
téleso o homogenni teploté T = 20 °C? Zdroje svétla jiné nez Slunce zanedbejte a predpoklé-
dejte, zZe se paprsky svétla $ifi po pfimkéach, lom svétla v atmosfére nebo relativistické jevy tedy
neuvazujte.

Uloha IV.4 ... &as na zkousku 7 bodu

Jarda se na svou zkousku z STR pripravuje na své chaté na jednom z Jupiterovych mésicia. Néjak
si nehlidal ¢as a najednou zjistil, ze mu zkouska za¢ind uz za dvé hodiny (¢as md synchronizovany
s pozemskym). Nasedl proto do své extrémné rychlé rakety a vydal se na cestu k Zemi, kterd je
momentalné vzdalend 8 AU od jeho chaty. Po cesté se v raketé bude jesté ucit. Jde mu to tam
ovsem 1,5krat pomaleji nez pri ¢ekani ve skole pred zkouskou, protoze se musi soustfedit i na
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fizeni. Jak rychle musi letét, aby se toho stihl co nejvice naucit? Lod se celou cestu pohybuje
konstantni rychlosti. Cas na zrychleni a zpomaleni zanedbejte.

Uloha IV.5 ... kuidk na zastavce 10 bodu

Jarda stoji na zastavce a ¢ekd na tramvaj. Ta ale stdle nepfijizdi, a proto se Jarda vyda rych-
losti v k informac¢ni ceduli vzdalené d, aby se podival na jizdni fdd. Hned vedle cedule si ale
nékdo krati ¢ekani pokurovanim cigarety. UrcCete, kdy se Jarda dostane do takové vzdalenosti
od kuraka, ze kour uciti. Koncentrace kourovych c¢astic ve vzdalenosti dp = 1m od kurdka
je co. Jarda ho uciti, jestlize u néj bude koncentrace koutovych ¢astic co/N. Kurdka povazujte
za sféricky symetricky zdroj smradu. Predpokladejte, Ze nefouka.

Uloha IV.P ... sitka 10 bod

Navrhnéte co nejvice zpisobi separace latek ze smési a detailné popiste fyzikalni princip i ex-
perimentalni postup u alespon tfech z nich (tak, aby kazda rozepsand moznost vyuzivala jinou
fyzikélni/chemickou vlastnost latky).

Uloha IV.E ... antiduna 12 bodt

Najdéte v kuchyni hladkou mouku a mék. Ovérte, jestli jejich sypny dhel zavisi na vysce hro-
madky vytvorené sypanim. Dale zmérte zavislost sypného tihlu na hmotnostni koncentraci smési
hladké mouky a méku.

Uloha IV.S ... Elektrochemie 4 — kapacita a impedanéni spektroskopie 10 bo-
da
1. Geometrickd plocha na$i platinové elektrody je 4cm?. Jeji povrch je ale élenity, takze
jeho aktivni plocha muze byt vyssi. V experimentu jsme naméfili kapacitu celé elektro-
dy 700 uF. Jestlize vzdalenost adsorbovanych iontti v roztoku od povrchu platiny odhad-
neme na 1 nm, kolikrat vétsi je plocha aktivniho povrchu ku geometrickému? Experiment
probihé ve vodé s e, = 80. — 2 body

2. Nakreslete impedanéni spektrum v Nyquistové grafu pro

(a) rezistor R = 23 m¢,
(b) kondenzétor s kapacitou C' = 0,5 mF,
(c) CPEs Q=0,3Q"15* a a = 0,6,

pro frekvence od fi = 1kHz do f» = 10kHz. — 2 body

3. Z prilozeného spektra urcete vsechny parametry Randlesova obvodu. Jednotlivé body lezi
ve frekven¢nim intervalu od 10 Hz do 10 kHz, kde jsou logaritmicky rozdélené a na jednu
dekadu frekvenci pripadd 5 bodu. — 3 body

4. Impedanc¢ni spektra jednoduché reakce popsatelné Randlesovym obvodem jsme namérili
pri stejnosmérnych proudech I uvedenych v tabulce m 7 fitovani spekter jsme zjistili,
ze ohmicky odpor byl pro vSechna spektra Ro = 55€). Odpor prenosu niboje Rt mé
hodnoty uvedené nize v tabulce. Uvazujte, ze méreni probihalo v Tafelové rezimu. Urcete
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Obrazek 1: Namérené spektrum.

parametr b v exponencidle v Tafelové rovnici tvaru j = jo exp(n/b), kterd byla odvozena

ve tretim dilu seridlu. — 3 body

Tabulka 1: Hodnoty proudu a odporu.

meéreni i Ret
mA Q

1 0,13 208

2 0,24 99

3 0,57 45

4 1,11 22

5 2,04 14
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Reseni Ill. série

Uloha IIIL.1 ... lina Feka 3 body; pramér 2,41; fesilo 115 studentti

Jarda si v akvaparku jen tak lezi na svém lehdtku a nechava se undset proudem v mistni umélé
fece, kdyZ tu si vSimne, Ze k nému plave rychlosti 0,5m-s~! vii¢i proudu jeho kamarédd, aby
jej prevrhnul. Uz je vzdaleny jen 3m od Jardy, kdyz tu nahle se ziizi plocha priirezu koryta
z4m? na 3m?. Kolik m4 Jarda casu pripravit se na pievrhnuti, jestlize byla pocatecni rychlost
proudu 0,8m-s~ 17 Zdsah, potopen!

Oznac¢me pocéatecni rychlost feky vi. Rychlost Jardova kamardda je ddna souctem jeho vlastni
rychlosti vy, a rychlosti feky, tedy vk = vj, + v1. Zaénéme méfit ¢as v moments, kdy Jarda se
svym lehatkem propluje do uzsi ¢asti feky. Nez se Jardiiv kamaradd dostane k rozhrani s uzsim
prurezem feky, uplyne cas
S1 S1 .
b =—=— =23ls,
Vk Uy —+ v

kde s1 = 3m je pocatecni vzdélenost Jardy a jeho kamarada. Ze zakona kontinuity plyne, zZe
prutok obéma ¢astmi feky musi byt za stejny Cas stejny, coz muzeme matematicky zapsat jako

Sll)l = SQ’UQ .

7 toho pro rychlost v uzsi ¢asti feky vz plyne

S1
Vg = —/71 .
Sa
Za Cas t; ovSsem Teka unese Jardu o vzdéalenost
So2 = t1v2 .

Tu bude nyni muset Jarduv kamarad prekonat. Muzeme uvazovat souradnou soustavu spjatou
s fekou, tedy takovou, viiéi niz je Jarda v klidu a kamardd se pohybuje rychlosti vy. Cas,
za ktery Jardiv kamarad drahu prekond, bude

Sa S 101 .
to=2=2L__ 11 - 40925,
T T S (ot °

Celkovym vysledkem je nasledné soucet obou predchozich ¢asu, tedy

t:tl +t2£7,238.

Petr Sacher
petr.sacher@fykos.cz
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Uloha IIL.2 ... MiSo nechce zemfit 3 body; prumér 2,52; fesilo 98 studentu

Miso nasel v préci stary zaiic, ktery obsahuje °°Sr a v roce 1974 mél aktivitu 5 mCi.Jak dlouho
by se Miso musel nechat rovnomeérné ozarovat timto zaricem, aby dosahl smrtelné davky 10 Sv?
Predpokladejme, ze vSechny ndsledné rozpady jsou okamzité a ze vSechny produkty rozpadu
Miso pohlti rovnomérné. Miso vazi 65kg a zari¢ objevil v roce 2020.

Miso nasel v prdaci zdric.
998r se podle rozpadové fady preménuje S-rozpadem na °°Y, pficemz vyzai{ energii e; ~
~ 0,55 MeV. °Y se pak nisledné pfeméni opét B-rozpadem na °Zr a vyzaii energii ez ~
~ 2,28 MeV. Protoze mame vSechny rozpady po preméné °°Sr povaZovat za okamzité, budeme
poéitat pouze s polo¢asem rozpadu °°Sr, tedy t; /2 = 29let, z ¢ehoz dostdvdme rozpadovou
konstantu A = In2/t;» ~ 0,024 (let)~'. Energii E potfebnou k usmrceni Misa dostaneme ze
vztahu

A :E = FE=Am,
m

kde A je efektivni ddvka na usmrceni MiSa a m jeho hmotnost. Nyni jiz lehce zjistime po-
¢et AN rozpadu, které vyzari tuto energii
E Am

AN = = .
er +e2 e1r+ e

Déle potfebujeme zjistit, jakou bude mit zari¢ aktivitu R; v roce 2020, vyuzijeme proto vzorce
Ri = Roe ™ =1,7mCi,

kde T = 46 let je doba, po kterou nas aktivita zajiméa a Ry je aktivita starého zarice. Prevodni
vztah pro aktivitu R; a pocet ¢astic N1 v roce 2020 je

Ry = N1,
tedy pro N; plati
Ry _
N1 = 706 AT .

Navic No = N1 — AN je pocet ¢astic ve chvili, kdyz by Miso umiel. Vyjdeme z rovnice
Ny = Nie ™M,
z ¢ehoz vyjadiime Cas t, za jak dlouho by Miso umfel

Ing2 (Nl—AN) 1 (1_ AmAe”
(

A P Ny o e1 +e2) Ro

t=—
A

) =2,7-10% dni.

Po dosazeni nakonec dostaneme, ze by Miso umrel po zhruba 270 dnech ozarovani zaficem.

Ivan Huddk David Skrob
hudakivan@fykos.cz david.skrob@fykos.cz


mailto:hudakivan@fykos.cz
mailto:david.skrob@fykos.cz

FYKOS ro¢nik XXXVIII éislo 4/7

Uloha IIL.3 ... necoulombicka 6 bodt; pramér 4,47; fesilo 74 studentt

Ptak Fykosak objevil v laboratori dosud neznamy druh interakce. V zapadlé skrini nasel ma-
Iy sféricky predmeét a zjistil, Ze pokud do jeho blizkosti postavi hmotny bod o hmotnosti m
a pusti jej, vzdy se s neznamym predmétem srazi za stejny cas t. Urcete, jakou silou je hmotny
bod pritahovan k neznamému predmétu v zavislosti na vzajemné vzdalenosti. Uvazujte, ze vse
probiha na vodorovné plose bez odporovych sil, a to v ramci klasické mechaniky. Ptak Fykosdk
navic neznamy predmét upevnil k podlozce, takze se vii¢i mistnosti nepohybuje.
Népovéda: Zkuste najit analogii s néjakou silou, kterou znate.

Ptak Fykosdk by mel za objev nové interakce dostat Nobelovu cenu.

Nejprve se zkusime zamyslet, jestli ilohu nezvladneme vyresit bez pocitani integralu ¢i diferen-
cidlnich rovnic. I takové Teseni si ale pozdéji ukédzeme.

Reseni pomoci analogie

Jaké sily v prirodé zname? Napiiklad gravita¢ni nebo elektrostatickou. Tam ale plati 3. Keple-
ruv zdkon, takze perioda nebo Cas srdzky zavisi na pocateéni vzdélenosti. Kdyby byla sila
konstantni, z néjaké vzdalenosti r1 by byl ¢as letu ti, ale z vétsi vzdédlenosti r2 by se hmot-
ny bod za stejny cas priblizil k pfedmétu pouze na vzdalenost ro — r1. Co kdyby sila rostla
linedrné se vzdalenosti, jako je tomu u pruziny (neboli u harmonického oscildtoru)? Pruzina
po nataZeni zac¢ne kmitat s periodou T. A pozor, tato perioda nezdvisi na nataZeni pruziny!
Cas, kdy se pruzina zkriti do rovnovazné polohy, je nezavisly na amplitudé natazeni. V nasem
feSeni potiebujeme, aby se hmotny bod dostal k predmétu za cas, ktery je nezdvisly na puvodni
vzdalenosti. Mizeme si gratulovat — model harmonického oscildtoru presné funguje pro reseni
nasi tlohy!

Oznacme r okamzitou vzdalenost mezi hmotnym bodem a podivnym predmétem a 7o jako
pocéateéni vzdalenost. Je ziejmé, Ze kdyz pustime hmotny bod z r¢, ma nulovou pocatecni
rychlost, zatimco maximélni rychlost bude naopak v okamziku r = 0. Situace je tedy analogicka
zkraceni pruziny z natazené do rovnovazné polohy. U predmétu na pruziné dojde k prekmitu
na druhou stranu, zastaveni, pohybu zpét k rovnovazné poloze a nakonec do vychozi polohy.
VsSechny ¢tyti ¢asti trvaji stejné dlouho, a to jednu ¢tvrtinu periody. Cesta z amplitudy do
rovnovazné polohy tedy trvd T/4, kde T je perioda.

Vztah pro periodu u harmonického oscilatoru je

m
T=2n /2.
™%

kde m je hmotnost predmétu na pruziné a k jeji tuhost, tedy jakou silu potfebujeme na na-
tahovdn{ pruziny. V nasem pfipadé zndme ¢ = T//4 a hmotnost m, potiebujeme tedy urcit k.

Dostaneme ji jako
2
T /m “m
t = — —_ = k = .
2V k 4t?

U harmonického oscilatoru je zévislost sily na vzdalenosti F' = —kx, v nasem piipadé pouze
prepiseme z na 7, dosadime za k a dostdvame

Tt2m

— r
4¢?

Zaporné znaménko znaci vzajemné pritahovani. Situaci jsme celou dobu fesili v 1D, ale tiloha

je sféricky symetricka, takze pracujeme s vektory.

F(r)=
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Reseni vypoctem
Celé nase reseni zkusime podporit i vypoctem. Jak se ale ukaze, tento vypocet nebude tplné
primocary a v jednu chvili stejné budeme muset feseni ,,uhddnout®. V pribéhu se ale pokusime
nastinit, pro¢ jsou vSechny zminéné tpravy pro fyzika vlastné prirozené.

Zacneme tim, ze si vyjadiime cas, za ktery dojde ke srazce. Za tim tucelem si oznacime
potencidln{ energii hmotného bodu viéi poli nezndmé sily jako V (r) a zapiSeme zdkon zachovéni
energie — ten ma tvar

Vre) =V(r)+ %mv2 .

Odsud muzeme vyjadrit rychlost v zavislosti na vzdalenosti od predmétu jako

o(r) = \/ 2 (Vro) = V().

kde pred odmocninou volime minus, protoze zatimco rychlost roste, vzdalenost od predmétu
se zkracuje. Zminme, ze aby toto mohlo platit, je nutné, aby potencidlni energie smérem od
neznamého predmétu rostla.

Cas, za ktery hmotny bod dorazi k pfedmétu, je potom

Tento vyraz bychom ridi zderivovali podle rg a polozili rovny nule — tim bychom totiz dokézali,
ze Cas je v zavislosti na ro konstantni. Bohuzel ale zjistime, Ze tato derivace ve vsi obecnosti
neexistuje a situace proto neni tak jednoducha. Pokracujme tedy v tpravach.

Vytkneme +/V (70)
[ m ro 1
t= dr
2V (ro) /O 1_ ‘}/(('r))
\V 0

a zavedeme substituci

Pak
dv(r)

dr

dr = V(ro)2sinz coszdz.
Dosadime zpatky a mame

m T2 1 ) za 1 .
b= 2V (1) / av(n COsmV(TO)2SIHxCOS$dx = 2V(7“0)m/ Froy sinede.
z1 dr z1

dr

Nez budeme pokracovat, uvédomme si, ze x zavisi na ro, proto opét nemutzeme jen jednoduse
derivovat. Musime si také vyjasnit integrac¢ni meze. Pokud je rozdil V (ro) — V(r) koneény, tedy
v r = 0 potencidlni energie nediverguje, mizeme polozit V(0) = 0. Pak 1 = 0. Pro r = ro je
pak

V(r) T

— 1 =sin? = ==,
V(To) SN T2 ) D)
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Integrujeme tedy vyraz
/2
1
t= \/2V(ro)m/ Wsinmdx.
o Tar

Touto upravou jsme zajistili, Zze zkoumany integral ma konstantni meze. Nyni potfebujeme,
aby byl jeho vysledek roven d/+/V (ro) (kde d je konstanta nezavisejici na ro), aby nezédlezelo
na pocatecni poloze. Vyzkousime proto snad nejjednodussi volbu — polozme

c

sing = ——, (2)

dV (r
i V(ro)

kde ¢ = 2d/n je konstanta nezdvisld na poloze, kterd ndm zaruéi rovnost jednotek.

Za sinus dosadime ze substituce /V(r)/V (ro) = sinz, takze mame

1 V(r)

C
WOV V(o) V(o)

coz upravime na

Vir)= cd‘gy) .

Toto je jednoducha diferencialni rovnice, staci obé strany integrovat

r=2c\/V(r)+C,

kde C' = 0, protoze V(0) = 0. Koneéné tedy dostdvame tvar

2
V(’f’) = 4702

Potencialni energie je imérna druhé mocniné vzdalenosti od predmétu, coz odpovidd harmo-
nickému oscilatoru!
Daéle mame i r = ro sin z. Muzeme tedy dosadit do vztahu pro c¢as

[2r2m =2 .
t= 102 / Tvey Sine dz =
0 dr

2 /2
= ,/27‘0;’1/ 1 sinxdz =
4C 0 2e2
2m /2 2 T
=1/ 2¢”dxr = V2mc2= .
402/0 2

Pokud budeme chtit porovnat tento vysledek s vysledkem ziskanym diive, srovname tvar
potencidlni energie s energii v harmonickém oscildtoru. Dostavame

§l€7" = @T )
odkud mizeme vyjadiit ¢ jako
1
2 _ -
T o
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a dosadit do vztahu pro cas

coz je presné vysledek, ktery dostdvame i z jednoduché tivahy. Tvar potencidlni energie pole je

tedy
2

1n°m 2
V(T’) = 5 Z ?T
a sila se pak chova dle zavislosti
dv (r) n?
F=— ===
dr FREA

kde znaménko minus odpovidéa pritazlivé sile.

I matematicky jsme tedy dostali ocekdvany vysledek — pii feSeni jsme ale ucinili dva hlavni
predpoklady a nemame proto zaruceno, ze jsme nasli jediné feseni. Predpokladem, ktery nas
eventudlné dovedl k feseni, byl vztah (). A¢ se mohlo v danou chvili zd4t rozumné néco takového
predpoklddat, nemadme matematicky dokazano, ze je to jedind moznost — integrandem mohlo
byt i néco uplné jiného, aby integral vysel stejné. Jesté predtim jsme také predpokladali, ze
muZeme bez ijmy na obecnosti polozit V(0) = 0. Zkusme se proto jesté v rychlosti podivat na
pripad, kdy potencidlni energie v misté predmétu diverguje.

Polozme V' (0) = —oo a zvolme nyni V(co) = 0. V rovnici (m) z odmocniny vytkneme —V (r)
a dostdvame
t=,/— / sqrt ! ——dr
1 - V(o)
Vi(r)
Znovu vyzkousime substituci, tentokrat
V(ro) —sin’z
Vi(r) ’
pak
_V(ro) dV(r)

= 2si .
VQ() I dr sin x cos x dx

Dosadime do integralu a upravime

-1 1 m [ —sin?x 1
—\/ = (r ——2dx = —/— Vi(r 2dx =
/ °) V V(r) smxdv(r) 2 Jo (ro) V(ro) sinx%ﬁ”
_ F -1 1 . v L
- VIO gy v 4= V2 [V V) gy 4

Integrujeme od 1 = 0 do x2 = n/2. Redime tedy podobny problém jako diive. Zkusme
proto opét polozit

1

_V(TO)W =
dr
Upravou dostaneme
d
—V(ro) =c vir)
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Integrujeme a ziskdame
 =V(ro)r=cV(r)+C.

Tato rovnice vSak nemuze spliiovat podminku V' (0) = —oo, z této ¢asti Fesen{ tak timto jednodu-
chym predpokladem novy vysledek nedostdvame — to ale neznamend, Ze zadné feSeni neexistuje,
pouze jej nelze najit takto snadno.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha II1.4 ... forever Young 7 bodi; pramér 4,29; Fesilo 66 student

Marek ma dvoustérbinu, jejiz otvory maji zanedbatelnou sitku, jsou velmi vysoké a jejich vza-
jemna vzdalenost je b. Na stérbinu dopada svétlo o vinové délce \. Blizké stinitko, na kterém
se tvori interferencni obrazec, ujizdi malou rychlosti v pry¢ od dvoustérbiny. Jakou rychlosti se
bude na stinitku pohybovat maximum m-tého radu? Marek soucitil s Mistrem.

Oznacme si vzdélenost dvoustérbiny od stinitka jako z. Setkdme-li se s dvoustérbinovym po-
kusem ve stredoskolské fyzikalni uéebnici, vétsinou uvidime vztah

kde Ay znadi vzdalenost mezi dvéma vedlejSimi interferenénimi maximy. Tento vztah ovsem
plati pouze pro velké vzdalenosti, proto v nasem feseni pouzit nejde — ponechme si tento vztah
v paméti, na zavér si skutecné ovérime, ze pro maximum m-tého fadu skutecné dostaneme
rychlost

Vy =m - 2.

b

Abychom nalezli feseni tlohy pro blizké stinitko, zamysleme se nejprve nad geometrii celé situ-
ace. Interferencni maximum nastava pravé kdyz je drahovy rozdil mezi dopadajicimi paprsky
roven celoc¢iselnému nasobku vlnové délky A, pro maximum m-tého radu se tedy bude jednat
o rozdil mA. Kdyz budeme ménit polohu stinitka a sledovat kfivku, po které se body maxi-
ma m-tého fadu v prostoru pohybuji, zjistime, Ze se jednd o hyperbolu — z definice je totiz
pravé hyperbola mnozinou bodd, které maji od dvou ohnisek konstantni rozdil vzdalenosti.
Odmysleme si proto na okamzik stinitko a zaméfme se na to, jak tato hyperbola vypada.

Zavedme si takovy soufadny systém, aby se Stérbiny nachazely v bodech [0, —b/2] a [0, b/2].
Nyni nés zajimé, jak bude vypadat hyperbola, jez je mnozinou bodi, které maji od jednotlivych
stérbin konstantn{ vzdalenost mA. Z poznatki z geometrie kuzelosecek vime, ze hleddme hyper-
bolu s délkou hlavni poloosy (polovinou drahového rozdilu) mA/2 a excentricitou (vzdélenosti
ohnisek od stfedu) b/2, ta bude mit rovnici

49 4z?

M2ENZ D2 — m2)\2 =1.

Nyni si miizeme uvédomit, co pocitdme. Stinitko se vzdaluje rychlosti v ve sméru vodorovné
osy, muzeme proto psat, ze tato rychlost je rovna ¢asové derivaci v = % Zkoumand rychlost
dy

bodu maxima m-tého fddu pak bude rovna v, = ¥, kde bod [z, y] lezi na nasi hyperbole.
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Pro urceni v, tedy mizeme zderivovat rovnici hyperboly podle ¢asu, pfi¢emz z i y povazujeme
za zdvislé na Case (a derivujeme tedy vse jako slozené funkce). Dostédvame

8y dy 8x dzx z  m2\?
222 df b2 e g =0 T W= oo 2)2 V"
m2A2 dt b2 —m2A\2 dt y b2 —m2\
7 rovnice hyperboly jesté vyjadiime y
m\ 422
=+t—/1+ ——.
VEE N T R e

Vysly zde dvé hodnoty, protoze v kazdém bodé x existuji dva body interferenéniho maxima.
Z duvodu symetrie a pro jednoduchost staci dale uvazovat jen kladnou hodnotu. Tento vysledek
dosadme do odvozeného vztahu pro v, a upravme. Dostaneme vztah

2mAx

V(02 — m2A2 4 422) (b2 — m2\2)

Vy = v,

coz je jiz vysledkem tlohy. Vidime, Ze rychlost pohybu interferen¢niho maxima je zavisld nejen
na ocekavanych parametrech, ale také na vzddlenosti od dvojstérbiny.

Pro ponékud kompaktnéjsi zdpis muzeme zahrnout predpoklad, Ze plati b > X\ — ve skutec-
nych situacich totiz byva vinova délka zafeni oproti vzdalenosti stérbin zanedbatelna. V takovém
pripadé muzeme pouzit aproximaci

1 m2\?
~1+ ~

m2\2
1— =3

~

2b? 1

diky ¢emuz dostaneme o néco jednodussi vysledek
2mAzx
Vy R ————v
NCESTE

Nakonec, budeme-li navzdory predpokladim ze zadéni uvazovat, Ze se dvoustérbina nachézi
daleko a ze plati z > b > )\, mizeme aproximovat

1 o Pemi
b2 —m2)2 8332 ’
1 + 4z2
diky cemuz méme
~mPr =
Uy R My A =y,

coz odpovida vztahu odvozenému ,naivnim® pristupem na zacatku.
Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha IIL5 ... pripitek u protinozcu 10 bodt; prumér 4,00; fesilo 43 studentt
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Jakou thlovou rychlosti w musime roztocit sklenicku na vino otocenou
dnem vzhiiru, abychom v ni udrzeli jeji obsah? Stény sklenicky modelujte
jako tenkou kulovou slupku o poloméru R, ze které byl odstranén vrchlik
o poldrnim tdhlu 0 € (0, ). Stoji-li sklenicka v klidu na stole, sahd hladina
do vysky h € (0, R(1+cos6)). Sklenickou rotujeme kolem jeji osy symetrie.

Radka musela cistit koberec.

Uvod

Hladina kapaliny v rotujici ndadobé bude takova, aby te¢né rovina v kazdém bodé hladiny byla
kolm4 ke zrychleni ptisobicimu na element kapaliny v tomto bodé. Na ten pusobi tihové zrych-
leni g a odstfedivé zrychleni o velikosti a, = w?r. Oznaéime-li jako 7 vzdélenost od osy rotace
a z vysku nad néjakou rovinou kolmou na osu rotace, mizeme pro smérnici tecny k hladiné
v daném bodé psat

dz Ao w?r
—_— = — = — 3
dr g g (3)
neboli
gdz = wrdr.

Po zintegrovani rovnice (E) zjistime, ze hladina kapaliny v nddobé ma tvar rota¢niho paraboloidu
s predpisem

2,2
w'r

z(r) = 5

kde C' je néjakd konstanta. Tu typicky zafixujeme na zakladé znalosti tvaru nddoby a mnozstvi
kapaliny. Konkrétné budeme 2z mérit od mista pod prevracenou sklenickou, kde by kulové plocha
stény protnula osu z.

V pripadé sklenicky popsané v zadani budeme hledat hodnotu w takovou, aby sténu rotujici
sklenicky otocené vzhiru nohama hladina kapaliny protinala dvéma kruznicemi, z nichz jedna
se bude shodovat s okrajem sklenicky. Takto totiz najdeme nejmensi hodnotu w takovou, aby se
kapalina nevylila. VSimnéme si, ze pro thel 6 definovany v zaddni musime nutné predpokladat
0 < m/2, jinak nenf mozné protnout sténu sklenicky paraboloidem dle podminek vyse.

Pfi vypoctech bude vyhodné pouzivat bezrozmérné parametry p = r/R, { = z/R, v = C/R,
X = h/R a rota¢ni parametr

+C, (4)

- Ww’R
g
Pomoci téchto proménnych muzeme rovnici (H) hladiny kapaliny v rotujici nddobé prepsat jako

(p) = %U/f +7.

Objem v kapaliny ve skleni¢ce miizeme bezrozmérné parametrizovat jako 8 = v/ R3.

Maximalni vyska kapaliny ve sklenicce

Nejprve poznamenejme, ze existuje maximalni hodnota V' objemu v kapaliny ve sklenicce, pro
kterou jesté existuje konecna hodnota tihlové rychlosti w, aby se kapalina z prevracené sklenicky
nevylila. Tomuto objemu odpovida jistd maximalni hodnota H vysky h hladiny kapaliny nade
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dnem sklenicky ve stavu, kdy je v klidu a oto¢ena dnem doli. Objem V se rovnd objemu V (R, 0)
prstynku, jehoz vnitini povrch je ddn plastém valce o poloméru Rsin 6 a vysce 2R cos 6 a jehoz
vnéjsi povrch je ddn kulovou plochou o poloméru R. Na vnitini vilcovy povrch prstynku mizeme
nahlizet jako na degenerovany paraboloid, jehoz tvar by hladina kapaliny zaujala pfi nekone¢né
thlové rychlosti sklenicky w. Tento prstynek vznikne tak, ze od koule o poloméru R odecteme
stfedovy védlec (o poloméru Rsin6 a vysce 2R cosf) a dvé kulové tsede (o poloméru Rsin @),
které piiléhaji na podstavy valce. Pro objem V (R, 6) = B(#)R?® tedy miizeme psét

B(Q) = Bkoule - 2Bkulové use¢ — Bvélec

= %n — gn(Q + cos0)(1 — cos0)? — 2nsin® 6 cos 6

4 3
= -mncos 6.
3"
Pokud objem v pfekro¢i hodnotu V (R, 8), neni mozné kapalinu ve sklenici otocené dnem vzhiru

udrzet zédnou kone¢nou thlovou rychlosti w. Objem v = BR® kapaliny ve skleni¢ce zdroven
obecné spocitdme jako objem kulové tsece, tedy (v terminech parametru x = h/R)

T
B=3xX"B-x).
Maximélni vySka H v fe¢i bezrozmérného parametru X = H/R tedy spliiuje rovnici
X?(3—X) =4cos®0. (5)
V tomto bodé se zkusme nezaleknout faktu, Ze se jednd o kubickou rovnici, a pokusme se
analyticky vyjadrit X jako funkci thlu 6. Je mozné si vS§imnout, Ze levou stranu rovnice (E) lze

prepsat jako
XPB-X)=(1-X)%-31-X)+2.

Zavedeme-li proménnou z = (1 — X)/2, dostaneme dosazenim do (E) rovnici
4a® — 3z =2cos’ O — 1.

Pomohla ndm tato substituce? Ano, tedy pokud si vzpomeneme na identitu
cos 3§ = 4cos3§ —3cosé

pro kosinus trojndsobného tihlu a zaroven si v§imnéme, 7e 2 cos® 0 —1 € (—1,1) pro 6 € (0,7/2),
coz znamend, ze Uhlem & muzeme pokryt vsechny povolené hodnoty thlu 6, a to dokonce
trojnasobné. Identifikujeme-li x = cos &, dostdvame 3 Feseni

Xr(0) =1 —2cos [% arccos (2 cos® 0 — 1) + %}

3

kde k € {—1,0,1}. Nakonec se zamysleme, které z téchto ti{ feseni je fyzikdlni. Nejprve si uvé-
domime, Ze lze ocekdvat H = 2R pro 6 = 0, protoze pro uzavienou sklenicku dokdzeme udrzet
kapalinu i v pfipadé maximalniho naplnéni. To ndm vyloudi feseni dané indexem k& = 0. Nao-
pak vidime, Ze musime pozadovat H = 0 pro § = 1/2, protoze tehdy nedokazeme udrzet z4dné
mnozstvi kapaliny pri jakékoliv tthlové rychlosti w, coz nam vylucuje i k = 1. Fyzikalni feSeni
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je tedy dano indexem k = —1. Pro maximéalni vysku kapaliny ve sklenicce ve stavu dnem dola
tedy mizeme psat
H@)=R {1 — 2cos [1 arccos (2(:0830 — 1) — E} }
B 3 31
Pro h > H(0) neexistuje thlova rychlost w, kterd by dokazala kapalinu ve skleni¢ce otoc¢ené
dnem vzhtru udrzet.

Zavislost w na h a 6

V dal$im pfipadé budeme pfedpoklddat h < H(6). Jak jsme popsali v ivodnim odstavci, vytina
hladina kapaliny na sténé rotujici sklenicky otocené dnem vzhturu dvé kruznice, z nichz jedna
se shoduje s okrajem sklenicky a je ddna polarnim thlem 6. Oznac¢me jako ¢ > 6 polarni thel,
ktery odpovidd druhé kruznici. Stejné jako v pripadé thlu 6 méfime thel ¢ ze stfedu kulové
plochy sklenicky od rotaéni osy mifici smérem doli (viz obrdzek P). Protneme-li hladinu ve
tvaru paraboloidu s kulovou plochou sklenicky, dostavame pro thly 6 a 1 rovnice

%Sin29+fy:1—cos¢9, (6)
%sian—l—'y:l—cosd). (7)

Pokusme se eliminovat v a 1. Odectenim rovnic (a) a (H) od sebe ziskdme podminku
%(cos2 0 — cos® 1)) = cos ) — cos .

Uvédomime si, ze pokud pfedpokldaddme ¢ > 6, pak na intervalu (0,n) plati cosy < cos@.
Miuzeme pak rozdilem kosint rovnici vydélit a ziskdme vysledky

cosw:gfcos& (8)
o
1 .2
’y:l—COSG—EO‘Sln 0. 9)

Déle se zaméime na vypocet objemu kapaliny v rotujici skleni¢ce pro obecnou thlovou rych-
lost w. Tvar kapaliny je dan rotacnim télesem, které je omezeno povrchem paraboloidu a kulo-
vou plochou sklenicky. Pokud plati 1) < ©/2, mizeme objem tohoto télesa vyjadrit jako integral
rozdilu z-ovych soufadnic bodu na povrchu paraboloidu a koule s vhodnou radidlni mirou, kde
meze tohoto integrdlu jsou dany thly 6 a 1. Pro nazornost si integrdl muzeme rozdélit na
dvé Césti: prvni ¢dst (51 je ddna integrilem z polynomu a méa vyznam objemu rotacniho télesa
omezeného paraboloidem a rovinou z = 0. Dostaneme

sin 1
B = 2n/ pdp (5092 + 7)

in 6

= %TEO’(COSQ 6 — cos® 1))(2 — cos® ¢ — cos® 0) + ny(cos® O — cos” ) . (10)

Od objemu (@) musime odecist objem (2 rotacniho télesa omezeného kulovou plochou sklenicky

a rovinou z = 0, neboli
sin
Bg:QT{/ pdp(l—\/l—p2>. (11)

sin 6
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Jelikoz stale pfedpokladdme, ze 6 < /2, ¥ < 1t/2, miZzeme integral (EI) vyhodnotit jako
B2 = n(cos® 6 — cos® 1p) — %n(cos3 0 — cos® ).

Naopak pro ¢ > n/2 musime objem f poéitat tak, ze k cylindrickému integralu pfipocteme
objem B(r — v). Zaroveti bude ale integral (EI) dén vyrazem

B2 = n(cos® O — cos® ) — gn(cos?’ 0 — cos® ) — %n cos® 6,

kde posledn{ ¢len je presné roven B(r—6). Vyraz pro celkovy objem S pomoci 6, ¢ a v ma tedy
stejny tvar nezédvisle na hodnoté ¢. Dosadime-li navic ze vztahi (§) a () za ¢ a v, muzeme 8
prepsat jako funkci 6 a o. Po nékolika algebraickych tpraviach dostdvame kompaktni vysledek

ﬂzﬁlfﬁgzgn(cosﬁf§>3.

Odtud muzeme vyjadrit rotaéni parametr o skleni¢ky jako funkci x a 6. Pro 68 € (0,7/2)
a h € (0, X(0)) dostavame

o(0,x) = {cos@— [i)ﬁ@—x}}é}l . (12)

Vidime, ze pro x = X(0) skutetné dostdvime o = oco. Funkci danou vztahem (@) muZeme
vizualizovat pomoci vrstevnic neboli kfivek konstantni hodnoty w. Vysledny graf vidime na
obrizku [, kde modr4 kiivka odpovidd hodnoté w = oo a shoduje se tedy s grafem funkce X (0).
Chceme-li, mizeme se rovnéz vratit k rozmérovym veli¢indm a vyjadrit thlovou rychlost w jako
funkci h a 6

w(®,h) =g {Rcose Bh%sRh)F}é .

Z grafu vidime, ze w(#, h) je rostouci ve vSech povolenych bodech (6, h) v jakémkoliv sméru, ve
kterém 6 i h rostou. To je ve shodé s intuici, ze pridame-li do sklenicky vice tekutiny nebo pokud
upilujeme kus jejiho okraje, musime se sklenickou o to vice tocit, aby se kapalina nevylila.

Radka KrizZovd

radka.krizova@fykos.cz

Uloha IIL.P ... chleba 9 bodt; pramér 4,86; resilo 49 studentt

Resend této lohy naleznete jiz brzy na nasem webu: https://fykos. cz/.

Uloha IILE ... se soli 12 bodt; primér 8,84; fesilo 64 studentt

Resend této dlohy naleznete jiz brzy na nasem webu: https://fykos.cz/.
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/ v .
kruznice 6
\\~\
.

f——

~. . paraboloid
z = | Z(’f’): w?r? +C
I

29

Obréazek 2: Schéma situace.
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Obréazek 3: Graf zavislosti dané vztahem (@)

Uloha IILS ... elektrochemie 3 — kinetika a u¢innost 10 bodd; primér 4,61;
resilo 38 studenti

1. V seridlu jsme pro vypocet zmény aktivacnich bariér pro doprednou i zpétnou reakci
pouzili model, kdy Gibssova volna energie linearné roste a nasledné klesa v zavislosti na
reakcni souradnici. Uvazujme, ze sklony téchto primych timernosti na obrazku 4 v seridlu
jsou sf > 0 pro doprednou reakci a s, < 0 pro zpétnou. Najdéte vztah mezi o a praveé sg
a sp. — 3 body

2. Ke stlacovani plyni miiZzeme misto mechanickych pisti pouzit elektrochemickou celu.
Uvazujme zjednoduseny model takové cely pro kompresi vodiku. Méjme dvé standardni
vodikové elektrody v kadinkach s roztokem o koncentraci [H+] = 1M. U jedné elektrody
je rezervoar plynného vodiku o tlaku 1bar, u druhé je také vodik o stejném tlaku, ale
pouze o objemu 101. Na celu pripojime napéti o velikosti 25 mV tak, ze na druhé jme-
nované elektrodé se zacne vytvaret plynny vodik. Na tlak 2bar v Idhvi jsme se dostali
za ¢as tavar = 1,2h. Za jak dlouho se tlak zvysil na 90 % své maximdlni hodnoty? Kddin-
ky s HT jsou tak velké, Ze se v pribéhu procesu jejich koncentrace neméni, a vse probiha
pri teploté 25 °C. — 5 bodu

3. Uvazujme Carnotiiv tepelny stroj s odpovidajici tucinnosti, kde teplota chladice je T, =

= 40°C. Od jaké teploty Ty, bychom ziskali vyssi i¢innost pro tento tepelny zdroj nez pro
elektrochemickou reakci vodiku za vzniku vody, ktera by také probihala za teploty Ty, 7

17



FYKOS ro¢nik XXXVIII éislo 4/7

Pro vodni paru pocitejte s AG100 = 225 kJmol™! a AHigo = 248 kJ-molfl, které jsou
platné pfi teploté 100 °C. — 2 body

vvvo

Komentar k doslym Fesenim

V puvodnim zadéani 8. podilohy nebyla specifikovand teplota reakce vzniku vody a nebylo za-
dané, k jaké teploté se vztahuji hodnoty AGioo a AHigo. Témér vSichni fesitelé porovnavali
aéinnost Carnotova stroje s reakci vzniku vody pri zadanych AG1o0 a AHioo, tedy pri 100 °C.
Toto feseni jsme kvuli nejednoznacnosti zadani uznavali jako spravné, tedy Ty, = 3400 K.

V nasem vzorovém fFeseni ale nyni uvazujeme také snizeni ucinnosti vlivem vztahu pro
vypocet Gibbsovy volné energie z entalpie. Za neptesné zadani se omlouvame.

Druhd poduloha byla zadana tak, abychom mohli pracovat se standardni vodikovou elek-
trodou. Ta je definovdna pro tlak vodiku 1 bar, ktery ale u jedné z elektrod roste. Velikost tlaku
tedy ovliviiuje koncentraci produktt a posouvé potencial v Nernstové rovnici, takze rozdil tlaka
je nakonec kompenzovan prilozenym napétim. Podobnou tvahou muzeme dospét k tomu, ze
v Butlerové-Volmerové rovnici mame pouzit misto koncentraci piimo tlak u jednotlivych elek-
trod. Nékteri z fesitelu spravné odhadli zévislost tlaku v lahvi jako exponencidlni, zduvodnéni
Butlerovou-Volmerovou rovnici ale chybélo.

Uloha 1

Vychozim se pro nas stane obrazek 4 v seridlu, ktery prekreslime i do naseho feSeni. Uvazujme
nejprve situaci, kdy AFE = 0, pracujeme tedy za standardnich podminek. Aktivacni energie pro
dopfednou reakci necht je F,¢(0), pro zpétnou je to Fa,(0) — AG® bez ohledu na to, jestli je
reakce spontanni ¢i nikoli.

Reakeni souradnici, at uz je jeji fyzikdlni smysl jakykoli, oznac¢me jako x. Necht prox < 0je G
reaktant rovno nule a od x = 0 za¢ne linedrné rust podle zadani jako G = sgx, dokud nedo-
sahne hodnoty E,¢(0). To nastane pro

 Eas(0)
St ’

Poté zacne G linedrné klesat, a to podle vztahu
G(z) = sp (z — 21) + Ea(0),

dokud nedosdhne hodnoty —AG®, kde je pak konstantni.
Nyni snizime energii reaktantti o nFAFE tak, jak jsme to udélali v seridlu. Rust G v oblasti
energetické bariéry je nyni
Gag(z) = s;gx —nFAE,
zatimco klesajici ¢ast zlstava stejnd. Prisecik, a tedy maximalni hodnota G, se proto zménil.

Souradnice, kde je nyni nejvyssi bod energetické bariéry, je tak

E&f(O) +nFAE — spx1

stta —nFAE = sy, (x2 — 1) + Fa(0) = 2=
Sf — Sb

Vse je ndzorné vyobrazeno na obrazku H
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Gag(z) = sfyx — nFAE
1

4 | G(z) = ssa
G [
_ _' - _+_'7‘
2N
E.;(0) Le¥ 1 px-----
G=0F E.;(AE)
nFAE :
J - e
[ [
I I G(z) = sp(x — 1)
! o +Eaq,5(0)
1 [

v

T 0 Tl T2 x

Obrazek 4: Konkrétni zavislosti volné energie na reakéni souradnici s vyznacenim aktivacni
bariéry pro dopredny smér.

Vyska dopredné energetické bariéry je tudiz

E.:(AE) = Gag(z2) — Gag(0) = sfgxg — nFAE — (—nFAE) = sgze =
E.:(0) + nFAE — spx1 (st — sb) Eat(0) + sinFAE
Sf — Sp St — Sb

! _nWFAE.

= S¢

= F.¢(0
£( )+Sf_8b

V seridlu jsme uvazovali vysku bariéry jako
E.:(AE) = E.;(0) + anFAE,

takZze srovnanim téchto dvou vyrazu dostdvame hledany vztah

Sf
o=

S¢ — Sb

Uloha 2

Na druhé kadince probiha reakce
2H" (aq) +2¢~ — Ha(g),

z roztoku bubld vodik do lahve. Na této elektrodé se redukuje vodik, takze se jednéd o katodu.
Na prvni elektrodé je reakce opacnd, vodik z rezervoaru se rozkldda do vody ve formé ionta.
Zde se vodik oxiduje a jednd se o anodu. Podle této rovnice budeme v celém dal$im textu
uvazovat z = 2.

Standardni redukéni potenciél cely je

ESey = Erea(katoda) — Erea(anoda) =0V -0V =0V,
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protoze obé elektrody jsou z definice standardni vodikové elektrody (za uvazovanych standard-
nich podminek). Toto nen{ nic pfekvapivého, protoze reaktantem a produktem je tatdz latka,
H,.

Jakmile se ale na katodé vylouc¢i néjaky vodik, tlak v lahvi stoupne a prestaneme byt ve
standardnich podminkéch. Zméni se tedy napéti na cele, a to podle Nernstovy rovnice

RT

Ecen = Egen — —
ce ce ZF

In@,
kde @ je v nasem pripadé
[produkty] p

@= [reaktanty] T

Koncentrace reaktant (Hz na anodé) je imérna tlaku, ktery je p. = 1 bar. Na katodé je situace
podobn4, zde tlak oznacime jako p. Napéti na cele proto na tlaku v 1ahvi na katodé zavisi podle

Nernstovy rovnice jako
RT
Eccll - 1n<p> .
zF Pa

Je tedy zaporné pii p > pa, coz znamenad, ze reakce neprobihd spontdnné timto smérem a pro
jeji chod je potieba prilozit napéti. Toto napéti je totiz vyuzité na vtlacovani vice a vice vodiku
do uzavieného objemu, tedy na jeho stlacovani. Je potieba dodavat energii zvenci. Pokud na
celu prilozime napéti U = —25mV, které bude v absolutni hodnoté vétsi nez |Ecen|, tak tlak

poroste do doby, nez bude platit
RT P
=——In| — ).
o <p>

UzF
RT

Maximalni tlak pti napéti U tak je

Pmax = Pa eXP(— ) = 7bar.

Tolik k termodynamice. Protoze se ale zajimame o casovou zavislost, je potieba zacit pocitat
kinetiku a zjistit, jaky v obvodu tece proud, tedy jak rychle se vodik vylucuje na katodé.
Pouzijeme tedy Butler-Volmerovu rovnici, jen si musime uvédomit, jaky jeji tvar si pro dalsi
vypocty pujéime. Znadme celkové napéti na cele U a standardni redukéni potencidl Eg.; = 0V.
To by mohlo poukazovat na prvni tvar Butler-Volmerovy rovnice. Pfepéti n = U — Ecenl ovSem
konstantni neni, protoze se potencial na cele méni s tlakem, jak jsme si uvedli vyse. Nemtuzeme
pouzit ani zavedeny vymeénny proud jo, ktery také zdvisi na koncentracich (tlacich).

Pouzijeme proto opravdu Butler-Volmerovu rovnici v zakladnim tvaru

j=zFk° (crexp(—ogjliAE) —cpexp((lRC;zZFAE>) ,

kde tedy AE =U — Fpope = U = —25mV.

Nalezeny proud urcuje, jak rychle se zvysuje pocet Castic v lahvi na katodé, a tedy tlak
uvnitt. Podle stavové rovnice idealniho plynu je pocet ¢astic IV v prostoru o objemu V, teploté T'
a tlaku p roven

_r

N = .
kT

20



FYKOS ro¢nik XXXVIII éislo 4/7

Koncentrace je pak jednoduse ¢ = p/(kT).
Zména tlaku za jednotku casu proto je

dp kTdAN kT I
dt V. dt  V ze’
Posledni rovnice plyne z poctu prenesenych elektroni proudem I pres obvod, coz je imérné
mnozstvi vyloucenych molekul.
Pouzijeme jednoduchy vztah spojujici proudovou hustotu j a proud I jako I = jA, kde A je
plocha elektrody. Dosadime z Butler-Volmerovy rovnice

dp kT AF azF (1-a)zF _
i 77/6 (crexp< T AE) cpexp<RTAE =

_AF azF (1—a)zF

kam jsme ve druhé c¢asti misto koncentraci dosadili tlaky. Prvni ¢len na pravé strané je kon-
stantni, nebot mame rezervoar tlaku. Druhy je imérny tlaku na katodé. Pro ¢asovou zavislost
proto musime vyfesit tuto diferencialni rovnici.

Pro prehlednost zavedme konstanty

_AF azF _AF (1—-a)zF
B, = Vek paexp(— T AE) ybe = Vek exp( RT AE) .

Pak mé nase diferencidlni rovnice tvar

dp _

— Ba—bep.
dt p

Budeme ji resit separaci proménnych. Jednoduchou tpravou dostaneme

d
Wy,
B, — bep
kde obé strany budeme integrovat. Pouzijeme pfi tom substituci x = B, — bcp, dz = —bc dp,
coz nam po dosazeni zméni tvar na
_ldz
be ¢

Integral z dz/x je tabulkovy a jeho vysledek je Inx. Po zpétné substituci za © mame

—blln(Ba —bep) =t+C1,

C
kde C je integracni konstanta. Z rovnice budeme chtit vyjadrit zavislost tlaku na case. To vyjde

po nékolika tpravach
1
p = (B Crexp(~bt) .

c

V case t = 0 je p = pa, odkud dopocitame konstantu Cs jako

C2 = Bay — pabe .
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Dosadme zpét za konstanty B, a b a méame

zF zF
D= Da exp(—ﬁAE> (1 - (1 - exp(ﬁAE)> eXp(—bJ)) ,

Tlak tedy v zavislosti na case podle ocekavani roste a limitné se blizi maximalnimu tla-
ku pmax = paexp(—zF/(RT)AE).

Jediné, co v této rovnici nezndme, je konstanta b.. Najdeme ji ale z podminky, ze v ca-
se tabar je tlak p = p2 = 2bar. Dosadime tuto podminku do nasi zavislosti a mame

1 1-— exp(%AE)
be = In
t2bar 1-— p’%

Tady je vyhodné si uvédomit, ze stejny vztah dostaneme pouzitim dvojice pgg% = 0.9Pmax
a lgo %

1 1-— exp(%AE)
be = In P90 %
too % 1 — ax

Porovnénim téchto dvou vztaht muzeme vyjadrit

1—exp( &4 AE)>

1_P90%

In

Pmax

t9o % = t2bar .
1—exp( 25 AE
In (7])( o ) )
" Pmax

Do tohoto vztahu jiz staci dosadit pouze pggy = 0.9Pmax a dostavame konecny vysledek

. _y ln(10 (l—exp(%AE)))
90 % = l2bar 1n<liexp(%AE))

Pmax

= 14h,

ktery muzeme jesté prepsat do elegantniho tvaru

ln Pmax —Pa
Pmax —P90 %
t90% = t2bar———F>————~ "
In ( Pmax —Pa )
Pmax —P2

Dosazenim jiného tlaku za pgg e bychom dostali ¢as pro tento jiny tlak.

Uloha 3
Pro Carnotuv cyklus je i¢innost dand znamym vztahem
Tc
=1--°.
nc T

Je vidét, ze s rostouci Tj, tato Gc¢innost roste. Porovnejme ji s pomérem AG a AH v nasi
reakci

_AG  AH-TiAS
™M, = AE T T AH
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kde déinnost naopak klesa. V obou pripadech jde o ucinnost, s jakou dokazeme ziskdvat uzi-

tecnou préci z termodynamického systému.
Zndme hodnoty AHiopo = 248 kJ-mol™! a AGig = 225kJ-mol™1J pri Tioo = 100 °C.
Abychom mohli najit AG pro vSechny ostatni teploty, potfebujeme spocitat AS. To najde-

me jako

AHi00 — AG100
T100

Dostévame
T. AHioo — ThAS100 AHi00
1- 22 = = Th=4/ T .
Th AH100 b ASIOO

Po dosazeni za AS pak konecné muzeme vyjadrit hledanou teplotu

AS100 = = 0,048 kJ-mol - K~!.

AHloo . o
Th = ——————T.T100 = 1120K =850 "C.
\/AHloo — AG100

Za velmi vysokych teplot uz je elektrochemicka ti¢cinnost natolik nizké, ze je vyhodnéjsi vodik
pouzivat jako palivo pro tepelny zdroj. Jedna se ale samoziejmé pouze o teoreticky vypocet se
zanedbanim, navic by technicka realizace takového zafizeni mohla byt slozita. Vyrobeny vodik
je proto lepsi na vodu preménovat elektrochemicky za vzniku elekttiny.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Serial: Elektrochemie 4 — Kapacita a impedancni spektroskopie

V tomto dilu se setkdme s prvni experimentalni metodou, diky které se muzeme dozvédét vice
o zkoumaném systému. Budeme si k tomu muset vysvétlit, jak se pracuje s obvody se stiidavym
proudem. Je to nutné kvili tomu, ze v obvodu s elektrochemickou celou se nevyskytuji pouze
rezistory, ale mizeme zde pozorovat i kapacitni jevy.

Elektricka dvojvrstva

V minulém dile jsme odvozovali Butlerovu-Volmerovu rovnici, kterd ndm udéva zménu proudu
s napétim. Tento proud je stacionarni, v ustdleném stavu, a reprezentuje rychlost, s jakou
se reaktanty méni v produkty. Ne vsechny elektrony, které namérime v ampérmetru, se vsak
ucastni elektrochemické reakce.

Cést néboje totiz nepiejde rozhrani mezi elektrodou a elektrolytem a ziistane na ném uvéz-
néna. V kovu elektrody je to prebytek nebo nedostatek elektront, v roztoku jsou u elektrody
priblizené ionty opa¢ného znaménka. Vznikd tak situace analogickd deskovému kondenzatoru.
Ten se sklddéa ze dvou desek nabitych opacnym ndbojem. Vztah mezi napétim mezi deskami E
a nabojem @ na nich je

Q=CE,

kde C je kapacita kondenzatoru, jeho priméarni vlastnost.

V pripadé elektrody je situace stejné. Jestlize je mezi elektrodou a elektrolytem napéti F,
je pocet nosic¢i ndboje v okoli rozhrani dan predchozi rovnici. Zndme-li plochu elektrody, mu-
zeme udat plosnou kapacitu, kterd udava vztah mezi plosnou hustotou naboje na rozhrani
a napétim FE.

Je ovéem model dvou rovinnych desek dostatecné dobrou reprezentaci toho, co se u elektrody
déje? Elektrony se v kovu vzéjemné odpuzuji, takze se potfebuji usidlit co nejvice na jeho
povrchu. Oproti atomtim jsou to drobné céstice, takze to zvlddaji v posledni atomové vrstvé
struktury kovu. Tloustka vrstvy, ve které najdeme pfebytek (nebo nedostatek) elektront v kovu,
je velmi mald, v ¥4du 1072 nm. Muzeme ji tedy myslenkové sjednotit s povrchem.
nebo dokonce slozité molekuly. Naboj se zde nedokéze usporadat tak blizko rozhrani, jako je
tomu v kovu. Pro popis této ¢asti dvojvrstvy bylo proto vymysleno nékolik teorii.

Nejjednodussi z nich je Helmholtziv model. Jeho predpokladem je, ze vSechny ionty tvorici
naboj dvojvrstvy jsou tésné priblizeny k rozhrani a vsude déle v roztoku je celkova hustota
naboje nulovd, roztok je neutrdlni (viz obrazek f).

N&boj je vazan na tyto ionty, takze jeho prumérnad vzdalenost od rozhrani je r, kde r je
polomér iontu. Z analogie s deskovym kondenzatorem muzeme zapsat kapacitu dvojvrstvy jako

€o€
C=A""
T
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kde A je plocha elektrody, o je permitivita vakua a e, je relativni permitivita roztoku. V tomto
pripadé je kapacita velmi dobfe definovand, ale nezavisi jak na koncentraci ndboje v roztoku,
tak ani na napéti, coz mnohdy neodpovidd vysledkim experimentu.

Je zfejmé, ze predpoklady tohoto modelu tedy nejsou splnény. Koncentrace iontt s opacnym
niabojem, nez je na elektrodé, se smérem do hloubi roztoku snizuje pozvolné, a nikoli skokoveé
(obrézek [1). VylepSeni v tomto ohledu provedli Gouy a Chapman ve svém modelu. Dospéli
k tomu, ze potencidl p(z) se od elektrody smérem do roztoku exponencidlné snizuje (nebo
zvy$uje) podle

p@) = o exp(-3) .

kde z je vzdélenost od elektrody. Parametr A v exponentu se pak da vyjadrit jako

)\ o 60€rkBT
—V 2nz2e2

kde kg je Boltzmannova konstanta, T' teplota, z;e ndboj iontt a n je jejich koncentrace v roztoku.
Parametr A mé rozmér délky a urcuje charakteristickou vzdéalenost, do které muzeme pozorovat
jevy spojené s elektrickou dvojvrstvou. Cim vétsi je koncentrace iontti v roztoku n, tim vice
se jich dostane blize k elektrodé a A je nizsi, takze sitka vrstvy u rozhrani je nizsi. Pokud je
ale koncentrace nizka, vliv_nédboje na elektrodé je odstinén az po vétsi vzdalenosti od rozhrani.
Pro n, které je rovno 1 MF, je ve vodnim roztoku A =~ 0,3nm, tedy radové vice nez tloustka
naboje v kovu.

elektroda elektrolyt o @
elektroda o elektrolyt
e e ®
© () ~_ ¢(@)

cococae. @ -

©)

OOOOFOHO®
© O

OONMONO)
OONMONO)

elektrony kationty
elektrony kationty
Obréazek 5: Helmholtzuv model
elektrické dvojvrstvy. lonty se Obrézek 6: Gouy-Chapmantv model.
nachazi jen v tésné blizkosti Koncentrace iontt pozvolné klesa se
elektrody. Cérkované zobrazen vzdalenosti od elektrody.

priubéh potencialu.

Pozor, pro dosazeni potfeba piepoéitat do m™ 2.
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Kapacita podle tohoto modelu uz zavisi na napéti mezi elektrodou a elektrolytem. Ani tento
model vsak dostatecné dobre nevysvétlil experimentalni data. Dalsi pokrok prisel se Sternovym
modelem®, ktery spojil oba predchozi — u elektrody je adsorbovana vrstva iontu, jejich kon-
centrace se ale spojité snizuje dale do objemu elektrolytu. Postupné se pak objevovaly dalsi
a komplexnéjsi modely, které 1épe vystihuji podstatu konkrétnich elektrochemickych systémi.
Pro vysvétleni pti¢iny kapacitnich jevi na elektrodéch a v celdch ndm vsak vysSe uvedeny popis
bude stacit. Obecné plati, ze pfi rychlych zménach napéti pozorujeme vyrazny narust prou-
du zpusobeny zménou naboje v elektrické dvojvrstvé. Tento proud ale nesouvisi s tim, ktery
predpovida Butlerova-Volmerova rovnice.

Elektrochemicka impedancni spektroskopie

Doposud jsme se zabyvali obecnymi vlastnostmi elektrochemickych systémi, a to spise v teo-
retické roviné. Pro kazdou fyzikalni teorii je ale potfeba najit zputsob, jak ji méfenim ovérit.
Kazda elektrochemické cela nebude charakterizovana sadou jen elektrickych parametri, jako je
reakéni konstanta, vyménny proud nebo pravé kapacita dvojvrstvy. Dostavame se tedy k ¢asti
letosniho seridlu, kdy nakoukneme mezi ruzné experimentalni a mérici metody.

Jako prvni si zde zminime elektrochemickou impedancni spektroskopii. Nasi celu obvykle pro-
vozujeme pri stejnosmérném napéti a proudu. Zajimavé jevy ovSem muzeme pozorovat, jestlize
k danému stejnosmérnému napéti pridame stridavou slozku s frekvenci f. Pak muzeme mérit
impedanci nasi zkoumané cely v zdvislosti pravé na frekvenci, takze dostaneme spektrum dato-
vych bodti, ze kterého muizeme urcit elektrické vlastnosti cely, napiiklad kapacitu dvojvrstvy.

Prvky v elektrickych obvodech

Pojdme ale od zdkladi. Nase cela je soucésti elektrického obvodu, proto se zde chvili zastavme
u elektrickych obvodi. Pii jejich feseni nas obecné zajimé, jaky obvodem potece proud, pfi-
pojime-li k nému napéti. Ve skole jste se jiz nejspise setkali se zdkladnim prvkem elektrickych
obvodt, s rezistorem. Pfipomerime, ze pokud je na rezistoru o odporu R napéti U (pro zacatek
stejnosmérné), pak jim podle Ohmova zdkona protékd proud

I=—.
R

Uvazujme nyni zdroj stfidavého napéti o frekvenci f, které se v ¢ase méni jako
U(t) = Up coswt ,

kde w = 2nf je dhlovd frekvence daného zdroje a je pouze nasobkem frekvence. Pro frekvenci
a periodu kmita T plati vztah

1
f=g

2Vratme se zde na chvili ke véem zminénym osobnostem. Hermann von Helmholtz byl némecky fyzik, ktery
se v 19. stoleti zabyval termodynamikou, hydrodynamikou, ale nap¥. i fyzikou lidského vidéni.

Louis Georges Gouy byl francouzsky fyzik, ktery se kromé elektrochemie vénoval i optice.

David Leonard Chapman byl anglicky fyzikalni chemik, ktery prispél svymi objevy k teorii o explozich
v plynech.

A koneéné, némecko-americky fyzik Otto Stern ziskal v roce 1943 (po vice nez 80 nominacich) Nobelovu cenu

Sternova-Gerlachova experimentu, ktery dokédzal kvantovdni momentu hybnosti ¢astic.

26



FYKOS ro¢nik XXXVIII éislo 4/7

V rozvodech v naSich doméacnostech je stiidavé napéti o frekvenci f = 50Hz, jedna perioda
(éasovy usek, kdy se napéti vrati do stejného stavu) tak za jednu sekundu probéhne padesatkrat,
a trva tedy T = 0,02s.

Pokud k rezistoru pripojime zdroj st¥idavého napéti, tvar Ohmova zakona se nezméni. Proud
bude ménit svij smér se stejnou frekvenci jako napéti a jeho casova zavislost bude

U
I = Iycoswt = Eocoswt.

Zajimavéjsi véci se zacnou dit, pripojime-li ke stifidavému napéti jiny prvek, napiiklad kon-
denzator. Jaky bude nyni vztah mezi napétim a proudem? Z definice kondenzatoru je zndmy
vztah mezi ndbojem na jeho deskach @, kapacitou C' a napétim mezi deskami U

Q=CU.

Proud, jak vime, je prichod nédboje vodi¢em za jednotku casu. Pokud mame na kondenzatoru
konstantni napéti, je i ndboj na jeho deskdch konstantni a obvodem netece proud. Jestlize ale
prilozime stfidavé napéti, méni se naboj na kondenzatoru a obvodem tece proud
I = % = @ = Ci—(i = UpCwsinwt.

Zménu naboje za jednotku casu jsme vyjadrili pomoci operatoru derivace. Ta z funkce kosinus
v Casové zavislosti napéti udélala funkci sinus v zavislosti proudu na case. Je tedy evidentni,
Ze proud a napéti nejsou v obvodu ve fdzi, nejsou jen imérné jejich velikosti, ale jsou v case
posunuté o ¢tvrt periody. Kdyz je v maximu napéti, je nulovy proud, kdyz je v maximu proud,
je nulové napéti.

Pro vztah mezi napétim a proudem ve stiidavych obvodech existuje velmi elegantni zapis
pomoci komplexnich ¢isel. Pokud jesté neznédte komplexni ¢isla, nebo si je chcete osvézit, udé-
ldme zde kratkou odbocku¥ Vsichni zndme redlnd cisla, kterd jsou reprezentovand bodem na
realné ose. Co kdyz ale chceme popsat body lezici nékde v roviné? Kdyz umime popsat bod
na ose realnym cislem, zkusime pridat do roviny druhou osu a bod kdekoli v roviné popiseme
pomoci jeho kolmych primétt na obé osy. K popisu souradnice bodu potrebujeme dvé ¢isla,
neboli vektor. Kazdému bodu tak muzeme pfifadit jeho soufadnici, napt. (3,4).

Nyni jednu osu, napf. x, pojmenujeme slovem redlnd, a tu druhou imagindrni. Pak misto
vektorem muzeme popisovat polohu bodu v této komplexni roviné také dvojici ¢isel, ale uspora-
danou do komplexniho ¢éisla. N4 bod s vektorem (3, 4) nyni zapiSeme jako 34 44, kde pismeno 4
piseme vzdy k imaginarni soufadnici. Tato situace je na obréazku [j.

Dulezita je pro nas velikost komplexniho ¢isla, coz je stejné jako vzdalenost bodu v komplexni
roviné od jejiho st¥edu. Pro komplexni &islo a+4b ji uréime jako a® +b?. Jesté si musime ukézat,
co vlastné znamenda symbol ¢. Plati pro néj v redlnych cislech kacitské pravidlo, a to

3Komu by tato Gast seridlu nestacila, najde rozdifujici a dopliujici informace napt. zde http://
fyzikalniolympiada.cz/texty/stprl.pdf
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A A
L (3,4) 0+ 1d
imaginarni ) cos ¢ + tsin
osa, 3441
2
1+ 0i
1’ »
realnd osa

Obréazek 8: Jednotkova kruznice
v komplexni roviné a zapis pozice
bodu na ni.

Obrézek 7: Poloha bodu zapsana
pomoci vektoru a komplexniho ¢isla.

tedy zZe jeho kvadréat je roven minus jedné. Proto je pro toto ¢islo zaveden specidlni symbol.
Komplexni ¢isla muzeme séitat, odéitat, nasobit, délit a viibec s nimi provadét vSechny klasické
matematické operace

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+bi) - (¢ +di) = ac+ (ad + cb)i + bdi® = (ac — bd) + (ad + cb)i
a+bi _a+bi c—di 1

crdi ctdi o—di - Eya (ethe—di).

Predstavme si v komplexni roviné jednotkovou kruznici, tedy kruznici s polomérem 1 a se
stredem v pocatku souradnic. Uvazujme bod na ni. Jeho polohu mizeme popsat jedinym para-
metrem, a to dhlem ¢, ktery méfime od redlné osy smérem do kladnych hodnot imaginarni osy.
Komplexni ¢islo, jehoz velikost je rovna 1, tedy lezi na této jednotkové kruznici a miizeme ho
pomoci tohoto thlu zapsat jako cos¢ + ¢ sin ¢, protoze jeho pruméty na redlnou a imaginarni
osu jsou pravé cos ¢ a sin ¢ (obrazek g).

Véite, ze existuje jesté jiny zapis pro takové komplexni ¢islo. Bez dikazu zde uvedeme, ze
plati

cosp +1i sinp =e'?,
kde e je Eulerovo ¢islo.

Nyni se vratme k popisu stiidavého napéti. Celou pfedchozi rovnici vynisobme Uy, takze
polomér nasi jednotkové kruznice zménime na Uy, a provedme substituci ¢ = wt. Dostavame

Upe™* = Uy coswt + i Up sinwt .
Pro redlnou slozku vyrazu Upe™* tak plati

Re (eri“t) = Upcoswt = U(t),

4N4s serial se této Gasti matematiky bohuzel dopodrobna vénovat nemiize. Pokud vam tato matematicka
vsuvka nestaci, muzete navstivit napf. https://www.matweb.cz/komplexni-cisla/, nebo jiné zdroje.

28


https://www.matweb.cz/komplexni-cisla/

FYKOS ro¢nik XXXVIII éislo 4/7

coz je stiidavé napéti tak, jak jsme jej zavedli o nékolik odstavci vyse. Napéti tedy muzeme
popsat pomoci komplexniho &sla U (t) = Upe™?*, ale kdykoliv pomoci jeho redlné slozky miizeme
vytdhnout jeho aktudlni hodnotu. Mizeme si to predstavit tak, e komplexn{ napéti U (t) obihd
po kruznici s polomérem Uy s tthlovou rychlosti w, pficemz jeho prumét na redlnou osu je roven
opravdové hodnoté v Case t.

Uz se pomalu dostaneme k tomu, k ¢emu je toto vSechno ve stiidavych obvodech dobré.
Vratme se k rovnici pro proud v kondenzatoru I = UpCwsinwt. Zde nemizeme na pravou
stranu psat redlnou slozku komplexniho napéti, protoze zde vystupuje funkce sinus, a ne kosinus.
Pokud ale vyraz U(t) vynisobime hodnotou —i, pak dostévime

—iU(t) = —ilUpe™" = Uy sinwt — iU coswt

kde jsme vyuzili —i-i = 1. Redlna &ast z —iUoe™" je Up sin wt, co? je pfesné to, co pro popis
proudu v kondenzatoru potiebujeme.

Zavedme po vzoru komplexniho napéti také komplexni proud I (t), jehoz redlnd ¢ést bude
opét reprezentovat okamzitou hodnotu proudu. Pak muzeme elegantné zapsat

I(t) =iCwU(t).

Aplikujeme-li na obé strany redlnou ¢ast komplexnich ¢isel, dostavame presné rovnici pro proud
v kondenzatoru.

Nejdulezitéjsi je vsak to, ze v tomto zdpisu plati pfimd iméra mezi proudem a napétim,
stejné jako je tomu v pripadé Ohmova zdkona. Pomér komplexniho napéti a proudu je pro

kondenzétor .

Ul(t 1 ~

~( ) = = = Zc .

I(t) iCw
Vidime, ze vyraz na pravé strané je nezavisly na case a mé jednotku odporu, 2. Jedna se tedy
o komplexni odpor, jemuz rikdme impedance. Impedance pro kondenzator je tedy

~ 1 —1
o= — = —.
¢7 0w Cw

Pro vyse zminény rezistor je impedance realné cislo, a to

Zr=R.

Poslednim prvkem, se kterym se Casto pfi feseni komplexnich obvodu setkdvame, je civka. Jeji
charakteristickou vlastnosti je indukcénost L. Pro jeji impedanci plati

Zy =i Lw.

Pokud mame sériové zapojené tyto prvky, pak je celkovd impedance dand sou¢tem impedanci
jednotlivych prvka, tedy presné jako u rezistoru pfi stejnosmérném napéti

22214-224-.... (13)

Pokud jsou prvky zapojeny paralelné, je celkovd impedance takto zapojenych prvkia dand jako
prevracend hodnota souctu prevracenych hodnot impedanci jednotlivych prvki, tedy

-1
~ 1 1
ZJ==4+=+4... . 14
(z+%+) (1)
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Opét je to stejné pravidlo jako pro samotné odpory. Pomoci téchto pravidel tedy dokadzeme
stanovit, jak v zavislosti na napéti probiha v obvodu proud. Staci najit komplexni impedanci
celého obvodu a vydélit ji komplexni napéti

=I(t). (15)

Impedanéni spektra

Po této dlouhé matematicko-fyzikalni vsuvce se konecné vratime k impedanc¢ni spektroskopii.
Jiz tedy vime, co je to impedance — je to komplexni odpor obvodu. V nasem pripadé si pro na-
zornost predstavme elektrolytickou celu. K ni pfipojime zdroj stfidavého napéti o frekvenci f.
Zmérime proudovou odezvu a pomoci vztahu @ spocitdme impedanci celé cely. Jak jsme si ale
mohli vSimnout, impedance kondenzatoru a civky zavisi na frekvenci. Pokud tedy celé méreni
provedeme pro jinou frekvenci, dostaneme jinou hodnotu impedance. V impedancni spektrosko-
pii méfime impedanci tieba pro nékolik desitek ruznych frekvenci v fddech od mHz do MHz,
tedy pro velkou ¢ast frekvenéniho spektra. Proto se této metodé obecné Fiké impedancni spek-
troskopie.

Namérené komplexni impedance si muzeme zobrazit v komplexni roviné, protoze jsou to
komplexni ¢isla a kazdé ma svou redlnou a imagindrni ¢ast. Tyto body utvori néjaky tvar, a to
v zavislosti na pouzitém obvodu, ve kterém mérime. Nasim cilem je charakterizovat vlastnosti
méfené cely, napt. jeji odpor nebo kapacitu dvojvrstvy. Tvar impedan¢niho spektra na téchto
parametrech zévisi. Pokud jej prolozime vhodnou ktivkou, tedy provedeme tzv. fitovdni, mizeme
tyto parametry najit.

Jak ale urcit spravny tvar kiivky? Pro nasi celu musime vymyslet vhodny model, ktery bu-
de vystihovat jeji elektrické vlastnosti. Uvazujme elektrodu v roztoku, na které bude probihat
chemickd reakce. Naboj tak musi prejit do elektrody, zde vykonat chemickou reakci a pokra-
Covat roztokem ke druhé elektrodé. Pti pohybu ve vsech téchto prostfedich je mu vsSak kladen
elektricky odpor, ktery musi prekonavat. V modelu nasi cely tedy urcité bude rezistor, ktery
tento odpor bude reprezentovat.

Rozlisujeme zde dokonce dva druhy odporu. Jednak je to klasicky odpor, ktery musi naboj
prekovavat pri pohybu v prostiedi, at uz v dratu nebo v roztoku. Tento budeme oznacovat
slovem ohmicky. Druhy je odpor pfi pfenosu naboje ptes rozhrani elektrody, ktery je zptsoben
chemickou reakci. Tomuto odporu budeme fikat odpor prenosu ndboje (z ang. charge transfer
resistance) a je fyzikdlné odlisny od ohmického.

Jak jsme uvedli, ndboje tekouci pres nasi celu musi prekonat oba dva druhy odporu. Kazdy
budeme v nasem modelu reprezentovat rezistorem. Mame tedy dva rezistory v sérii za sebou.
Ohmicky bude mit odpor R a odpor prenosu ndboje budeme znacit Rci. Prii stfidavém na-
péti se ale uplatni také kapacitni vlastnosti elektrické dvojvrstvy na povrchu elektrody, které
bychom v nasem modelu také neméli opomenout. Pri prechodu mezi elektrodou a roztokem
bud probéhne reakce, nebo se ndboj usadi na rozhrani. Tyto dva procesy probihaji paralelné,
k rezistoru, ktery reprezentuje odpor prenosu naboje, tedy paralelné v nasem modelu pfipojime
kondenzator s kapacitou elektrické dvojvrstvy Cq;. Schéma obvodu je na obrazku .

Toto je jedna z nejjednodussich reprezentaci elektrody ve stiidavém obvodu, vyslouzila
si proto své vlastni oznaceni jako Randlesuv obvod. Jaky bychom tedy ocekévali tvar impedanc-
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niho spektra? Musime spocéitat celkovou impedanci celého obvodu. Impedance paralelni ¢asti
je podle vyse zminéného pravidla

= 1 . -1 Rt
Zonw = (g +10%) = i
Celkovou_impedanci pak dostaneme pri¢tenim sériové zapojeného rezistoru o odporu Rq podle
pravidla
Rct
1 =+ ’L.CUJRCt ’
Jak vypadd impedanc¢ni spektrum v zavislosti na frekvenci v komplexni roviné? Pro frek-
venci w = 0, tedy pii stejnosmérném napéti, je celkova impedance Zran (w=10) = Ro+ Rct, coz
souhlasi s tim, ze jsme tvrdili, ze ndboj musi prekondvat oba dva druhy odporu. Pri nekone¢né
frekvenci klesne impedance kondenzdtoru na nulu a celkovd impedance je jen Zran (w— 0) =
= Rgq. Tyto hodnoty impedance pro cely obvod jsou redlné. Pokud je ale néjaka frekvence mezi
témito krajnimi hodnotami, ma impedance obvodu i slozku imaginrni.
Rovnou prozradime, ze zavislost komplexni impedance tohoto obvodu na frekvenci tvofi
v komplexni roviné body na ptilkruznici o poloméru Rc;/2 se stiedem v bodé Rq + Ret/2.
Pokusme se tento elegantni vysledek dokézat.
Upravujme vztah pro impedanci Randlesova obvodu podle predpokladu o stfedu pulkruznice

ZRan = RQ + (16)

74 Rct Rct Rct Rct Rct 1-— ijRCt Rct
ZRan = R —— < _R : . - ==
R ot T I iCwRs 2 et S T i CORL 1 — iCwRy | 2
Rt 1 . 2 2 2.2\ Fet
=Rt S5+ T (e~ i0WRE - (14 CW'RE) ) =
C C 1 o
— Rq+ fo B (1 - C*w’R% — 2iCwRy)

2 2 1+ C2w?R2,

Posledni ¢len na pravé strané by mél reprezentovat body na pulkruznici. Pak musi mit
vSechny body na ni lezici velikost rovnu poloméru této pulkruznice. Spocitejme tedy velikost
komplexnich ¢isel

Rct 1 2 2p2 .
— (1 -C*w*R% — 2iCwR)| =
‘21+C%Uﬁ( ¢ )
Rct 1 \/ 2 2 Rct 1 2
= — /(1 — C?2w2R? 2 U L .——— S | 2002 R2)? =
21+mwﬁt( C2w2RE)" + (20w ha) 21+mwﬁt(+0“&9

_Rct
=5

Ovérili jsme, ze body v impedanénim spektru Randlesova obvodu lezi na pulkruznici. Celou
kruznici bychom dostali, pokud bychom mohli pracovat se zapornou frekvenci jako paramet-
rem. ProtoZe je z rovnice @ vidét, Ze imaginarni ¢4st impedance bude pro libovolnou frekvenci
zadpornd, a protoze je takové impedancni spektrum v elektrochemii velmi ¢asté a lidé nemaji
radi zadpornd cisla, kresli se komplexni rovina pro zobrazovani impedancnich spekter se zapor-
nou imaginarni osou smérujici vzhuru. Takovému zobrazeni se fikd Nyquistuv graf. Za odménu
si ukdzeme impedancni spektrum jednoho Randlesova obvodu na obrazku [1(.

P1i zkoumani elektrochemického systému pomoci impedancni spektroskopie je klicové zvolit
si spravny model pro fitovani spektra. Randlestiv obvod byl velmi jednoduchou reprezentaci
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chovani elektrody. Mérit ovsem muzeme napiiklad i pres dvé elektrody, pak k Randlesovu
obvodu priddme dalsi paralelné zapojeny rezistor a kondenzator, reprezentujici parametry druhé
elektrody. Ve spektru pak vidime dva piloblouky, které se v zavislosti na konkrétnich hodnotédch
odporu a kapacity mohou prekryvat a spojovat (obrazek [L1]).

f
Ca I 2 T

Rl —

R(‘.t

Obrazek 10: Nyquistuv graf pro
Randlesiv obvod s vyznacenim
charakteristickych vlastnosti.

Obrazek 9: Schéma pro
Randlestv obvod.

V modelech ¢asto musime uvazovat i dalsi prvky, abychom dostatecné dobfe popsali naméte-
né spektrum. Muze jit naptiklad o indukcénost, kterd zptsobi, Ze imaginarni hodnota namérené
impedance bude mit pii vysokych frekvencich kladnou hodnotu. Dokonce je potfeba zavadét
nové prvky do obvodu, které nezndme z tradi¢nich stiidavych obvodu.

Jednim z nich je prvek konstantni faze (z angl. constant phase element). Jeho impedance je
zavedena v zavislosti na frekvenci jako

- 1
7P = Gl

Na rozdil od predchozich prvki ma dva parametry, a to Q a «. Jedna se o zobecnéni vSech
t¥i dfive zminénych prvkia. Pro @ = 1 se jednd o kondenzator o kapacité C = Q. Pro a = 0
nen{ jeho impedance zdvisld na frekvenci, jedné se tedy o rezistor o odporu R = 1/Q. Pro a =
= —1 reprezentuje ¢istou indukénost. Jak presné vypadd impedanéni spektrum pro hodnotu «
mezi —1 a 1 si budete moci vyzkouset urcit v seridlové iloze.

Pri zkoumdani chovini na elektrodach jej ¢asto musime v modelu pouzit namisto kondenza-
tord. Pro model s kondenzatory bychom nedokézali najit takové jejich kapacity, aby vysledna
funkce dobre reprezentovala namérend data. Pridanim dalsiho parametru («) vsak ziskdvdme
mnohem vétsi manévrovaci prostor a dokdzeme popsat mnohem lépe namérené oblouky. S hod-
notou napt. v okoli & = 0,9 v zapojeni paralelné s rezistorem totiz také dostavame puloblouk, je
ale trochu zplostély smérem k redlné ose, protoze element konstantni faze nem4 ¢éisté kapacitni
ucinky. V modelech tak sice reprezentuje elektrickou dvojvrstvu, ale zahrnuje jeji nehomogenitu
a dalsi jevy, které zpusobuji jeji nedokonalost v porovnéni s klasickym kondenzétorem.

Jesté se na zavér této kapitoly vratime k odporu pfenosu naboje. Pokud méfime impedancéni
spektroskopii napr. pri elektrolyze, musime mit napéti vyssi nez FEcen. Na celu tedy privede-
me stejnosmérné napéti, napriklad na elektrolyzér vody tfeba 1,5V. K tomuto napéti priddme
slozku stfidavého napéti s nizkou amplitudou a mérime odezvu jako stejnosmérny proud se
stfidavou slozkou. S rostoucim stejnosmérnym prepétim ale roste proud, a to nelinedrné (v mi-
nulém dilu jsme si ukézali, Ze to muze byt exponencidlné). Jak tedy definovat odpor pfenosu
néboje za takovych podminek?
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Obrazek 11: Nyquistuv graf pro data namérend v elektrolyzéru vody. Dva oblouky v horni
poloroviné reprezentuji anodu (pravy) a katodu (levy). V dolni poloroviné vidime vliv
induk¢nosti.

Amplitudu stfidavého napéti pouzivime dostatecné nizkou, abychom mohli rist proudu
v jejim rozmezi povazovat za linedrni. Za takovych podminek je amplituda proudu piimo timérna
amplitudé stiidavé slozky napéti (aspon pro nizké frekvence, pfi kterych se neuplatiiuji kapacitni
jevy) a muzeme zavést odpor, pravé nas hledany odpor pfenosu néboje. Jeho definice je tedy

-1
dl
Rct - (dn) -

Odpor prenosu naboje tedy zavisi na stejnosmérném prepéti 7, za kterého impedanci mérime.
S vyssim prepétim odpor klesd, coz dokonce teoreticky dokdzeme popsat pomoci Butlerovy-
-Volmerovy rovnice. Situaci znazornuje obrazek [12.

Impedancni spektroskopie ndm tedy umoznuje ziskavat data o elektrochemickém systému
za jeho chodu, tzv. in operando. V priabéhu ¢asu mizeme zkoumany systém nékolikrat podrobit
méreni impedanci a sledovat, jak se vyviji jeho parametry pri zatézi. Na zakladé toho dokazeme
napf. urcit, které parametry podléhaji rychlejsi degradaci, a tedy kde je prostor pro zlepseni
naseho systému pro nasi zamyslenou aplikaci.

Néco navic — koroze

Vratme se jesté na chvili ke konkrétnim elektrochemickym procestim a vysvétleme si korozi. Pti
ni se béhem samovolnych elektrochemickych reakcich v okolnich podminkach rozpousti nékteré
materidly, napf. kovy. Obecné tento jev dany materidl znehodnocuje, méni jej vizudlné, ale také
miize zpusobovat jeho chemickou nebo mechanickou nestabilitu.

Jako priklad si uvedme korozi zeleza. Necht je tento kov vystaven vlhkosti a je na ném
drobné kapka vody. V ni jsou v néjaké mife rozpusténé ionty Ht a OH™. Z okolni atmosféry je
dodévén kyslik, takze mtze probihat reakce vzniku vody 4 H (aq) + O,(g) +4e~ — 2H,0
jako redukce kysliku. Elektrony si ale tato reakce potrebuje odnékud vzit, a to od atomi
zeleza v povrchu pevné latky. Pii oxidaci atomii zeleza 2Fe’(s) — 2Fe®t(aq) 4+ 4e™ ale
dochazi k jejich rozpousténi do vody, a tedy poruse povrchu. Tato reakce probiha samovolné,
protoze standardni redukéni potencial redukce kysliku je 1,23 V, zatimco pro oxidaci zZeleza je
to —0,44 V.
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Obrazek 12: IV krivka pro danou elektrochemickou reakci. Proudova odezva na napétovy
signéal. Pomér napéti a proudu je dal komplexni impedanci, pro velmi nizké frekvence zavisi na
derivaci krivky.

Rozpusténé ionty zeleza se déle slucuji s ionty OH™ a vodou, az nakonec vznikd ndm dobre
zndmé rez (z Fe,O3-2H,0 a Fe(OH)s). Ta nemd tak dobré mechanické vlastnosti jako zelezo
a snadno se oddéluje, coz znovu zpusobuje vystaveni dalsich ¢asti Zeleza vlhkosti a kysliku. Pfi
dostatecné dlouhé dobé tak zrezne cely objem materialu.

Korozi muzeme pozorovat i u jinych materidli, napf. u médi. Ta mé puvodné oranzovou
lesklou barvu, ale pri vystaveni okolnim podminkdm se na ni postupné vytvori tenké vrstva
slouceniny médi s kyslikem, vodikem i jinymi prvky. To zpusobuje zménu barvy médénych
predmétti na svétle zelenou. Na rozdil od zeleza je ale tato vrstva stabilni, takze chrani Cistou
méd od dalstho ptisobeni vnéjsich vlivi. Slavnd americkd Socha svobody tedy pri svém dostaveni
byla celd oranzové leskld, az béhem nékolika let zhnédla a nakonec zezelenala.

Protoze ale koroze obecné zpusobuje rychlejsi degradaci materidlu, vyvinulo lidstvo za svou exis-
tenci nékteré metody, které s riznou ucinnosti korozi zabranuji nebo ji aspon zpomaluji. Jelikoz
je to elektrochemicky proces slozeny z redukce i oxidace, staci zastavit pouze jednu poloreakci,
aby reakce viibec nemohla probéhnout. Zakladni moznosti je mechanicky oddélit material, kte-
ry by mohl korodovat, od vlhkosti a kysliku, naptiklad pomoci rtiznych natéri. Dokud je cely
povrch materidlu takto chranén, ke korozi nemiize dojit.

Elektrochemie nam ale poskytuje dalsi moznosti, jak s korozi bojovat. Jednou z nich je kato-
dovd ochrana systému. Jak jsme zminili vyse, elektrony jsou z zeleza odebirany kladnymi ionty
vodiku a Zelezo se pritom rozpousti jako Fe?T. Pokud ale elektrony budeme dodévat z jiného
zdroje, nebude v prostiedi tolik H', a zelezo tedy zlistane uSetieno. Staci ndm tedy z vnéjsiho
zdroje kontrolované doddvat proud. Tento zpusob ochrany muze byt vyhodny napiiklad pro
velké potrubni systémy.
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Existuje ale i pasivni pfistup. Pokud v blizkosti chranéného materidlu (napf. zeleza) priddme
objekt z latky s niz$im standardnim redukénim potencidlem (napt. hofcik), bude se misto zeleza
oxidovat a rozpoustét hotrcik. Tato nova anoda se tedy obétuje na to, aby k neutralizaci okolnich
iontl nebylo potieba rozpoustét ochranény objekt.

Abychom cely tento pribéh logicky uzavreli, uvedeme si, ze se koroze d4 zkoumat pomoci
impedancni spektroskopie. My jsme si vyse uvadéli jednoduché elektrické modely reakci. Pti
korozi elektrod ale muzeme predpokladat, ze na povrchu jsou rizné prasklinky nebo mista
pokryta nereagujici vrstvou. Pro vyhodnoceni dat tedy volime takovy model, ve kterém se
objevuji rizné paralelné zapojené vétve podle toho, jakym mistem s konkrétni strukturou proud
zrovna prochazi.

Nékolik slov zavérem

Setkali jsme se s velmi fyzikdlnim tématem, a to stfidavymi obvody. Méfenim komplexni im-
pedance dokdzeme urcit dilezité parametry elektrochemickych systémt, a to za jejich béhu,
bez nutnosti rozebirani a zkouméani. Diky impedancni spektroskopii tak mame v rukou velmi
mocny néstroj pro zkouméni jevil pfimo uvnit¥ zkoumané cely za provoznich podminek.

~
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Poradi resiteli po Ill. sérii
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Kompletni vysledky najdete
na https://fykos.cz.
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