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Uloha IV.E ... kyvadlo ve vétru 12 bodii; priamér 9,13; fesilo 47 student

Zmeérte periodu kmitii torzniho kyvadla v zavislosti na délce vldkna. PouZijte alespon dva druhy
materialu zavésu. Co nejpresnéji urcete vsechny podstatné parametry, na kterych perioda zavisi.
Terky zachranily experiment.

V fteSeni se nejdiive seznamime s teorii k experimentu, predstavime si usporadani, pomoci
kterého budeme mérit, budeme prezentovat ziskané vysledky, diskutovat je a nakonec z nich
vyvodime co nejpresnéjsi zavéry.

Nasim méficim pristrojem budou stopky na mobilnim telefonu. Pro porovnani pouzijeme
dva druhy lanka — kovovy dratek a tenky kabel.

Teorie

Podobné jako pfi stlacovani nebo natahovani pevnych latek, i pti jejich skrucovani vznika v ma-
teridlu napéti, které pusobi proti deformaci. Uvazujme vdlcovy objekt (napt. kovovy dratek),
jehoz jednou podstavou za¢neme kroutit podél osy symetrie. Tim v materidlu zpusobime zmi-
nované pnuti. V prvnim priblizeni muzeme predpokladat, ze napéti bude tmérné hlu otoceni.
Bude zde také vystupovat materidlova konstanta G, zndmé jako modul pruznosti ve smyku
(modul torze, Coulombiiv modul), kterd mé jednotku Pa a da se nalézt vztah s Youngovym
modulem pruznosti E.

Protoze zde mluvime o otd¢ivém pohybu, budeme dynamiku kmitt popisovat pomoci mo-
mentu sil. Pro védlcovy zavés muzeme v literatuie nebo na internetu nalézt vztah pro moment
sil M, ktery vznikd mezi jednotlivymi podstavami valce, jako
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kde 7 je polomér a d délka zavésu a ¢ je thel otoceni mezi podstavami. Konstanta D se nazyva
direkéni moment a jeji riznd hodnota pro stejné zavazi a jiné zavésy by znamenala rozdilnou
periodu kmittd, jak uvidime pozdéji. Znaménko minus znamend, ze moment sil pusobi proti
vychyleni a vraci materidl do ptivodni pozice. Tento vztah plati s dostateCnou presnosti pouze
pro malé uhly, proto nebudeme zavazi prilis vychylovat z rovnovazné polohy.

Nalezeny moment sil tedy bude puisobit na zavazi, které bude periodicky roztacet a zpoma-
lovat. Vztah mezi Ghlovym zrychlenim ¢ a momentem sil M je

M =—-Dp=—

M = Je,
kde J je moment setrvacnosti roztaceného predmétu. V nasem piipadé jsme pouzili dlouhou
tenkou ty¢ upevnénou ve stredu, takze jejil moment setrvacnosti je
1 2
J=-—=ml",
12
pricemz m je jeji hmotnost a [ jeji délka. Pohybova rovnice
iml2s _ nGr*
12 - 2d

je analogickd pohybové rovnici pro linedrni harmonicky oscildtor a vede na periodu kmitu

mi2d
T'=or \V 6nGrt
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Zadéni se ptd na zdavislost periody na délce zdvésu, vidime ted, Ze se perioda zvétsuje
s odmocninou z d (tedy exponent, na ktery umoctiujeme délku zdvésu ve vztahu pro periodou,
je k = 1/2). Také je vétsi se zvétsujicim se momentem setrvacnosti zdvazi, naopak se rychle
zmensuje s polomérem a také s modulem pruznosti ve smyku.

Usporadani a provedeni experimentu

Experiment provedeme se dvéma druhy zavésu - kovovym dratkem a tenkym kabelem pota-
zenym gumou. Neni vhodné experiment mérit s tenkymi lanky nebo nitémi — ty mohou mit
slozitou vnitini strukturu a nas teoreticky model nemusi byt uplné vhodny, ale hlavné mohou
periody kmiti dosdhnout minutovych ¢asi, kdy uz se vyrazné projevuji ztraty vlivem tieni
nebo odporu vzduchu. Uz nas kabel neni vhodnym materidlem pro tento experiment vzhledem
k prezentované teorii, je totiz sloZzen se dvou druhi materidlu — kovu uvniti a gumového obalu
kolem. Na druhou stranu zadani nespecifikuje zddné pozadavky na druh lanka a je mozné, ze
nakonec bude teorie platnd i pro takovy zavés.

Jako zévazi pouzijeme drevénou ty¢. Ty¢ omotadme lankem a udéldme uzel co nejblize télu
tyce. Druhy konec zavésime na dalsi ty¢, kterd je umisténa jako tram vodorovné v dostateéné
vysce nad zemi. Postupujeme pri méreni od nejvétsi délky zavésu po nejmensi tak, ze po zméreni
periody vzdy otoc¢ime horni ty¢ tak, abychom na ni namotali trochu zavésu. Tim ziskdme dobre
definované a vzdy priblizné stejné zkraceni zavésu.

Na méreni periody pouzijeme stopky na mobilnim telefonu, pficemz pro zvysSeni presnosti
meéfime vzdy nékolik po sobé jdoucich kmitia. Tim snizime vliv reakéni doby ¢lovéka. Pro méreni
po ustéleni tyce v nehybné poloze do ni lehce tukneme, aby se zacala otacet, a sledujeme, kdy
dojde k jejimu zastaveni. Jakmile vidime prvni pohyb smérem zpét do rovnovazné polohy,
spustime stopky. Podobné po uplynuti nékolika kmitt pfi stejném pohybu stopky zastavime.

Pro kovovy dratek mérime cas deseti po sobé jdoucich kmit, pricemz se pti nejdelsim zavésu
dostavame k dobé pod jednu minutu, coz je experimentdlné prijatelné. Pro méreni s kabelem
je perioda jednoho kmitu pii nejdelsim zavésu okolo pul minuty, méfime proto vzdy jen dobu
dvou kmitu.

Vysledky

Nejprve uvedeme namétrené hodnoty parametru tyce a dratkd a poté Ciselné hodnoty period
kmitt.

Tabulka 1: Dulezité parametry pouzitych predméti.

. polomér polomér
délka tyge ~ [motnost - polomér kabelu kabelu
tyce dratku v s
vnittni kov celkem
A+ m T e e
cm g mm mm mm
prumér 50,1 68 0,37 0,35 0,80
chyba 0,1 1 0,01 0,01 0,01
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Ty¢ méla mit podle vyrobce délku 50 cm, kterou jsme také namérili pomoci krejcovského
metru, chybu jsme proto odhadli na jeden milimetr. Poloméry dratkd jsme zméfili pomoci mik-
rometrického sroubu, abychom dosahli co nejvétsi presnosti. Pomoci kuchynské vihy jsme nasli
hmotnost tyce, pficemz ani nékolik méfeni neukazalo jinou hodnotu, proto chybu odhadujeme
jako nejmensi dilek na displeji, tedy 1g.

Nyni jiz uvedeme naméfené hodnoty period pro oba zivésy s raznymi délkami. V nésledujici
tabulce uz jsou uvedeny periody po vydéleni naméreného casu poctem kmitu.

Tabulka 2: Nameérené periody kmiti v zavislosti na délce zavésu.

kovovy dratek kabel
da Ta dx Tk
cm s cm s
71,4 4,95 70,5 27,8
66,4 4,83 65,1 27,0
61,4 4,61 59,9 25,1
56,4 4,43 53,8 24,6
51,4 4,20 48,5 23,3
46,4 3,98 43,3 22,0
41,4 3,71 37,8 21,0
36,4 3,49 32,5 19,1
31,4 3,23 26,5 17,7
26,4 2,96 21,3 15,7
21,4 2,68 15,8 13,6
16,4 2,30 10,5 10,9
11,4 2,07 7.4 9,6
5,0 7,9
2,3 5,8

V pripadé kovového dratku méme hodnoty uvedené na setiny sekundy, protoze chyba zmé-
feni celkového casu se do chyby jednotlivych period rovnomérné rozprostiela diky vysokému
poctu period v jednom méreni. Pro pfipad kabelu jsou hodnoty uvedené na desetiny sekundy,
protoze pocet period v jednom métreni byl vyrazné nizsi.

Zavislost periody na délce zavésu jsme vynesli do grafi na obrazku m Opravdu vidime
rostouci periodu s délkou zévésu ve tvaru odmocniny. Pro ovéfeni prubéhu data prolozime
mocninnou zavislosti. Druhou, avsak ekvivalentni moznosti, je délky zavésu i Casy period zlo-
garitmovat a nésledné prolozit pfimkou. Pokud pouzijeme vztah ze zadani, méli bychom dostat

ml? ml? 1
In(T) =1n (27{ W\/&) =In (27: 67:G’7"4> + 3 In(d) ,

coz po vyneseni do grafu s hodnotami y = In(T'), z = In(d) a A =In (2111 / 6%?»4) déva rovnici
primky

1
y:§x+A.
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Obréazek 1: Zavislost periody kmitu tycky na délce zdvésu pro obé lanka. Vsimnéme
si rozdilnych rozsahu os.

Z naméfenych dat tedy ocekdvame piimku se sklonem 1/2. Pravé tuto hodnotu budeme
porovnavat s koeficientem, ktery nam vyjde, kdyz zlogaritmované data prolozime primkou, jak
je vidét v grafech PJ. Dalsi moznosti, jak data vizualizovat, by bylo vyneseni periody v zavilosti
na odmocniné z délky lana, kde by zavislost byla opét linearni.

Nalezené hodnoty jsou pro kovovy dritek Aq = (—0,53 £ 0,03), ka = (0,50 & 0,01) a pro
kabel Ax = (1,33 £0,01), kx = (0,46 £ 0,01). Z koeficientti k je tedy zfejmé, ze naSe teorie je
pro dané zévésy dobre pouzitelnd, jelikoz jsme odekévali hodnotu k = 1/2.

U kovového dritku vyuzijeme hodnotu Aq pro stanoveni modulu pruznosti ve skluzu. Zis-
kame jej jako

2n 2 mi?
= () —— = (5500 £ 200) GPa.
exp(Aq) ) 6mrt

U kabelu takovy vypocet nemé tplné smysl, protoze je slozen z vice materiali. Preci jenom
ale muzeme urcit konstantu, kterd bude urcovat zavislost doby kmiti na materidlu pro danou
délku. Direkéni moment neobsahuje zadné materidlové vztahy a tvori pouze tmérnost mezi
thlovym vychylenim a momentem sil. Jak jsme ale vidéli, zavisi direkéni moment na délce
zéavésu. Pokud spolu vynasobime obé hodnoty, dostdvame konstantu pro dany materidl zdvésu,
kterd ndm miize porovnéavat, jaké budou periody pro dvé rozdilng vldkna pri stejné dlouhém
zavésu. Zavedme tedy konstantu B = D -d a spocitejme jeji hodnotu pro kabel i kovovy dratek.

U kabelu dostavame

2
1 5 2n -3 —1
Be=Dy-d=— —T ] =(3,9+0,1)-10"°N-m-
k k- d 12ml (exp(Ak)) (3,9+0,1)-10 rad”
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Obréazek 2: Zéavislost logaritmu periody kmitu tycky na logaritmu délky zavésu pro obé lanka.
Vsimnéme si rozdilnych rozsahii os.

zatimco pro kovovy dratek mame

2
Lo () - 107! N-m-rad !
Ba = 5ml (eXp(Ad)> = (1,61 +0,02) - 10~* N-m-rad " .

Diskuze

Z namérenych dat v logaritmickych skaldch je zfejmé, ze se opravdu jednd o mocninné zavislosti
s exponentem, ktery jsme predpokladali. U zdvésu z kabelu vysel koeficient ki o néco nizsi nez
predpoklddanych 0,5, coz muze byt zptisobeno tim, ze se jedné o lanko slozené ze dvou materiala
a nemusi pro néj presné platit nase teorie. Odchylka od predpoklddané hodnoty se ale lisi jen
v Ffadu procent, proto nase méfeni muzeme povazovat za uspokojivé.

Podobné nemélo smysl pro tento zavés pocitat modul pruznosti ve smyku, jelikoz je slozen ze
dvou materialii. Stanovili jsme tak pouze konstantu B, coz je soucin direk¢ntho momentu vldkna
a délky vldkna. Tato hodnota byla o témér dva fady nizsi u kabelu nez u kovového dratku, coz
také odpovida vyrazné vétsim periodam. Takto velky rozdil tkvi v rozdilné kompozici obou
zavésu, kdy v kabelu je vyrazné méné kovu nez v dratku a gumova izolace ze z bézné zkusenosti
deformuje mnohem jednoduseji.

Podle parametru vSech pouzitych predméti jsme vypocitali modul pruznosti ve skluzu pro
kovovy dratek jako 5500 GPa. To je nesmysIné moc, protoze bézné kovy dosahuji hodnot v de-
sitkach GPaf Dratek tak vuci otaceni vykazuje vétsi odpor, nez je dano pouze jeho materidlem.

thttps://www.engineersedge.com/materials/shear_modulus_of_rigidity_13122.htm
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Miuzeme to odtuvodnit tim, Zze jsme nepouzili dokonale rovny valec, kdyz byl pouzity kus ko-
vu odmotany z vétstho mnozstvi, takze uz diive podléhal né¢jakym zménam tvaru. Tyto zmény
tvaru mohly mit za néasledek, Ze se dratek nesticel po celé své délce stejné, jako jsme tomu pred-
pokladali v teoretické casti. Na druhou stranu je ovSem zavislost na délce opravdu odmocninna,
coz je v souladu s pouzitou teorii.

Jelikoz chyby vysledki se pohybovaly v fddu jednotek procent, muzeme konstatovat, ze nase
teorie i provedeni experimentu byly konzistentni. Jako zdroje chyb muzeme uvést napriklad
odpor prostiedi, ktery zpusoboval tlumeni amplitudy vychylky. Pokud bychom uvazovali odpor
tmérny thlové rychlosti, z teorie bychom dostali zavislost periody na velikosti odporové sily
(jak je tomu napf. u tlumeného harmonického oscilatoru), ¢imz by se analyza dat stala vyrazné
slozitéjsi. Snazili jsme se proto pracovat v oblasti malych vychylek, aby rychlosti otaceni nebyly
moc velké a mohli jsme tento efekt zanedbat. I nase teorie predpokldada malé vychylky, pii
velkych by nemusel moment sily byt linedrné zavisly na amplitudé vychylky. Také jsme v celém
feseni neuvazovali moment setrvac¢nosti samotného lanka, protoze vzhledem k jeho hmotnosti
a rozmérum je o mnoho fddu mensi nez moment setrvacnosti tyce.

Zavér

Zmérili jsme zavislost periody torznich kmit zédvazi na délce zdvésu. Pro kovovy dratek jsme
dospéli k tomu, zZe perioda je tmérna odmocniné z délky zavésu, jak predpokladala nase teorie.
U kabelu jsme naméfili lehce odlisnou zavislost, coz mohlo byt zptisobeno dvéma rozdilnymi
druhy materidlu ve struktute vldkna.

Konstantu B (souéin direkéniho momentu vldkna a délky zdvésu) pro kovové vldkno jsme
uréili jako Dy = (3,94 0,1) - 107> N-m-rad ', zatimco u kabelu byla vyrazné mensi, a to Dg =
= (1,6140,2)- 107 N-m-rad . Stanovili jsme modul pruznosti kovu dratku na G4 = (5500 +
+ 200) GPa.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
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