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Uloha IV.3 ... krok sem, krok tam 6 bodt; pramér 4,85; resilo 62 studentt
Uvazujme homogenni magnetické pole o indukci B . To se rozpro- ® 0] ® ®
stira v poloprostoru, ktery je ohranicen rovinou rozhrani y = 0,

D . . . - © © O] (O]
za kterou je stejné orientované, taktéz homogenni magnetické B:
pole o indukci Bz. Z roviny rozhrani, kolmo k nému a k silo- ® O+ © ®
¢dram poli, vyleti elektron rychlosti v (jako na obrézku). Urcete x
velikost i smér jeho primérné rychlosti rovnobézné s rovinou roz-  y=0 e "
hrani. ® ® ® ®
Bonus: Uvazujte nyni, Ze se velikost pole méni linearné jako B = B
= Bo (1 + ay) a jeho smér je v kladném sméru osy z. I v tomto o ® ® ®

pripadé urcete velikost i smér priimérné rychlosti elektronu rov-
nobézné s rovinou rozhrani. Elektron na zacatku vypoustime stejné jako v predchozim pripadé.
Jarda jde vpred o krok, ale o dva zpdtky.

Na elektron piisobi magnetickd sila o velikosti ' = Bwe. Ta plisobi kolmo na jeho rychlost,
takze se elektron pohybuje po kruznici, pricemz jeji polomér urc¢ime z dostredivé sily jako

mu? muv
r=—".
Be

Je tedy zfejmé, ze polomér pohybu elektronu zavisi na velikosti magnetické indukce.
Cas, za ktery elektron obéhne polovinu kruznice, je

Buve =

o wm
v  Be’

Pri obéhu poloviny kruznice se elektron dostane do oblasti s odliSnym magnetickym polem,
kde ¢as i polomér jsou odlisné. Pokud je smér magnetickych silo¢ar v obou poloprostorech
stejny (tedy jak je tomu v zaddni), zahyba elektron stejnym smérem a vraci se tak ke svému
vychozimu bodu. Za dobu, za kterou se smér jeho rychlosti otoé¢i o 360°, se tedy posune poloha
elektronu v roviné rozhrani o

Pokud by bylo znaménko magnetickych indukci navzajem opacné, elektron by na rozhrani zacal
zatdcet v opa¢ném sméru, smér jeho rychlosti by se neotocil o 360° a jeden z poloméru by mél
zaporné znaménko. Na tvaru rovnic by se vSak nic nezménilo. Toto usporadani vsak uz dale
nebudeme uvazovat.
Pocatecni vektor rychlosti ziska elektron po case
t+ty = ( L )
! 2= e Bl Bz ’
Jeho priumérnd rychlost pohybu v roviné rozhrani tak je
T2 —T1 2v B1 — B2

Va = 2 = — .
t1 + to n B2+ B

Uvazujme smér osy x jako na obrazku v zadani, osu z vystupujici z obrazku smérem ke
Ctenafi a osu y mirici nahoru. Pokud magnetické pole miii po sméru osy z jako na obrazku
a pocatecni rychlost elektronu je v kladném sméru osy y, pak se pro By > Ba elektron pohybuje
v kladném sméru osy =x.
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Reseni bonusu

Situace je stejnd jako v predchozim piipadé, ale nyni jiz neni pro a # 0 pohyb elektronu po
kruznici. Bez Gjmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze a > 0. Pohybové rovnice elektronu
jsou

i:—EBO(l—Fay)y,
m

j="Bo(l+ay)i,
m

kde m je hmotnost elektronu a tecky nad soutadnicemi znadci jejich casové derivace. Pro jedno-
dussi zapis zavedeme substituci eBo/m = «y. VSimneme si, ze prvni z rovnic mizeme zintegrovat
podle ¢asu na
—vi (1+ay)* +C,
kde C je integra¢ni konstanta. V case ¢ = 0 je elektron v roviné y = 0 a jeho z-ova slozka
rychlosti je nulovd, proto C = v/(2a).

Dosazenim & do druhé pohybové rovnice dostavame diferencidlni rovnici uz jenom v pro-
ménné y

T =

_
2

ﬂ=7(1+ay)( (1+ay)2+%).

Vynasobenim y dostaneme
2

gy = =% (2y+3ay” + %) 4,

coz muzeme zinlegrova na
N2 2 2 3 1 2 4
(y) =7 (Z/ +ay +-a'y + K) )

kde K je opét integracni konstanta. Z pocatecni podminky plati K = 7112/72. Protoze na levé
strané rovnice je kvadrat, tedy nezdporné ¢islo, musi platit

1 2
v a4 ooty - 5 = (1+gy)y+E (1+9y)y—E <o0.
4 ¥ 2 0 2 0%

Rovnosti nastavaji pro feseni rovnic

—1— /12 14 /1 - 2
> 2v ¥ ¥
ay  +2y+—=0 = y2= ,Ys = ,
ol « @

2av / 2av

ay" +2y——=0 = gy = 1 Ya = ‘
ol « «@

Pro 2av/~y > 1 tak existuji dvé redlnd feSeni, v pfipadé rovnosti jsou t¥i a jinak jsou kofeny
dokonce Ctyfi.

Bez Gjmy na obecnosti dale predpokladejme, zZe elektron z roviny y = 0 vyléta s rychlosti v
do sméru rostouciho y.
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Nejdrive uvazujme, ze existuji vSechny Ctyfi koreny. Pak je nerovnost splnéna na interva-
lech y € [y1,y2] a y € [ys, ya]. Prvni interval ovSem nevyhovuje poc¢éteéni podmince, kde y = 0,
takze jej v dalsim feseni nemusime uvazovat. Elektron se totiz do tohoto intervalu z toho
druhého dostat nemiize, potfeboval by k tomu vyssi pocatecni rychlost.

Nejprve kvalitativné popiSeme, jak se elektron v intervalu y € [ys,ya] chovd. Po vypusténi
kolmo na y = 0 m& maximalni y-ovou rychlost v. Magnetické sila ovsem jeho drahu zahyba az do
bodu, kdy jeho y-ova slozka rychlosti klesne na nulu (pokud vypoustime ve sméru rostouctho y),
tak se tak stane v y = ya. Elektron déle zahyba zpatky smérem k y = 0, a to po trajektorii
symetrické k té, po které se dostal do y = y4. Rovinou y = 0 proleti opét kolmo na ni rychlosti v,
ale v opa¢ném sméru, nez vylétal. Podobny oblouk udéla i v poloroviné y < 0. Protoze v tomto
piipadé ys > —1/a, nedostane se elektron do oblasti, ve které by orientace magnetického
pole byla opa¢nd, proto magneticka sila zataci elektron vzdy jen do jednoho sméru. Simulaci
trajektorie v tomto pripadé muzete vidét na obrazku

Cas, ktery elektron leti ve sméru rostouctho y, je stejny, jako kdy?z let{ v opa¢ném sméru.
Proto muzeme vyjadrit celkovy ¢as T', za ktery se jeho rychlost vrati do vychoziho stavu, jako

dy dy
at \/ W’(sz) ~ T_Q/ \/

Za tento Cas se elektron v ose x posune o

(1+3% y)

—yy (1+ 2y)

1+ y)

dz _ dzdy

q  dy dt ”y(HQy) = X_z/ \/

dy.

Nejprve feSme prvni{ integrél. Zavedenim substituce Y = 2a/y a nésledné polozenim ¢ =
= 2v/(aw) upravime na tvar

po2 [ dy

Ty V/1-Y2(14Y)?

Substituci ¢Y (1 +Y) = sinw dostavdme dY = cosudu/(c(2Y + 1)) a po dosazeni 2Y + 1

=+/1+4 (4/c)sinu pak

TZQ/K/2 du ]
VS x)2 \/1—|—%sinu

Integral pro X prevedeme na tvar

o 4 Yy (14Y)dY
vs V1-Y2(14Y)?
odkud analogicky dostaneme
Y= _2l /2 __ sinu

/2 \/l—i—fsmu
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Hodnoty integralu uz zdvisi pouze na parametru c. Rychlost v ose = tak je

f”/2 sin u du
X -n/2 1/1+%sinu (2306)
Vp = 7= = —U =v fl——] .
T ©/2 du amuv

—n/2 \/1+%sinu

Pokud existuji pouze dva kofeny rovnice pro y, pak y € [y1,y4] a méni se tedy spodni
integraéni mez z y3 na yi. Nyni ovSem nemizeme pouzit substituci za cY (Y + 1) tak, jak
jsme to udélali v predchozim textu, protoze na daném intervalu uz zobrazeni mezi jednotlivymi
funkcemi neni prosté — pro jedno v muzeme najit vice Y.

Muzeme si ovSem vSimnout, ze funkce 1/ (\/1 —c2Y2(1+ Y)Q) je symetrickd viuéi bo-

du —1/2. Dosazenim Y = —1/2 + £ totiz opravdu dostdvame

N N Ok

75)2

=

_ 1
V- e
1

R

Sta¢i ndm tedy integrovat od 1/2 do Ya a vysledek vyndsobit dvéma. Na tomto intervalu uz je
substituce prosté, takze celkovy ¢as muzeme vyjadrit jako

4 /"/2 _dw
Y Jo \/ 1+ % sinu
kde plati ¢(—1/2) (1 —1/2) = —¢/4 = sinf. Zde uz ¢ < 4 (viz podminka pro podet kofenit),
takze feSeni vzdy existuje.
Analogicky najdeme i hodnotu posunu ve sméru osy = jako

X:—4—U /2 sin u

—du,
Y Je A 1+ % sinu
a tedy v piipadé, ze 2awv/y > 1 dostdvame priumérnou rychlost

fn/2 sin u du
X 0 \/1+% sin u 2306
T ‘ - g( ) ‘

N fﬂ/ 2 du amu

Jak se v tomto pripadé elektron chova kvalitativné? Po vypusténi udéld podobny oblouk jako
v pripadé ¢ > 4, ale na druhé poloroviné se dostane do oblasti, kde ma magnetické pole opacné
znaménko. Magnetickd sila tak zacne pusobit druhym smérem. Slozka y rychlosti elektronu
zase naroste na maximalni hodnotu a obkrouzi smycku druhym smérem. Zbytek pohybu je
symetricky, akorat se elektron vraci zpét k y = 0. Jeho trajektorie tak tvori jakousi neuzavienou
osmicku. Jednu konkrétni trajektorii muzete vidét na obrazku J.

Ve =
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Posledni je pfipad, kdy 2awv/y = 1. Elektron se dostane na pfimku y = —1/a, a to rovno-
bézné. Na této piimce je nulovad intenzita magnetického pole, na elektron neptisobi zddna sila
a on se tak pohybuje rovhomérné primocare. Jeho prumérna rychlost ve sméru = je proto v.
Trajektorie je zobrazena na obrazku g.

Se zvétsujicim se ¢ klesd rychlost k nule (vétsi ¢ jde totiz udélat klesajici rychlosti v nebo
klesajicim gradientem «, takze elektron se vice pohybuje po kruznici).

To, Ze nedokazeme zavislosti rychlosti_vyjadrit pomoci standardnich funkci, neni zadny
fyzikalni problém, na nasledujicim obrézku Y je tato funkce vykreslena. Smér kladné rychlosti v,
miif do sméru rostouciho x.

Trajektorie elektronuproy =8, v=2,a=1
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Obrézek 1: Trajektorie elektronu pro parametry v =8, v =2 a « = 1 v jednotkach SI -
odpovida 4 korentim.
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Trajektorie elektronuproy=8,v=2,a =2
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Obréazek 2: Trajektorie elektronu pro parametry v = 8, v = 2 a a = 2 v jednotkach SI -
odpovida 3 kofentim.

Trajektorie elektronuproy=8,v=4,a =2
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Obrazek 3: Trajektorie elektronu pro parametry v =8, v =4 a a = 2 v jednotkach SI -
odpovidé 2 kofentim.
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Obrézek 4: Zavislost z-ové slozky rychlosti na parametru c. Vyjadfeno v jednotkéch v.
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