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Uloha L.P ... raketova 10 bodi; primér 3,24; fesilo 74 student
Kolik paliva potrebujeme k vyneseni predmétu o hmotnosti m = 1kg na nizkou obéznou drahu
za pouziti soucasnych technologii? Skritek chtel usetrit na raketovém palivu.
Uvod

Evropskd kosmicka agentura (ESA) udéavd jako nizkou obéznou drahu (LEO — z anglického Low
Earth Orbit) rozpéti 160 km — 1000 km (jiné zdroje uvadi az 2 000 km odpovidajici obézné dobé
do 128 min). Pro tcely této tlohy se tedy budeme zabyvat pouze takovymi metodami prepravy
nakladu, které jiz v minulosti prokazatelné na tuto obéznou drahu libovolné velky predmét
prepravily. Timto pozadavkem jsme omezili nabidku dopravnich prostfedkti pouze na nékolik
typu raket, protoze jiné metody zatim nebyly uvedeny do praxe).

Budeme predpokladat, ze nas pfedmét o hmotnosti m, = 1kg je jedinym predmétem, ktery
potfebujeme vynést, takze hleddme raketu s nosnosti alespon 1kg, aby zaroven byla co nejlehéi.
Témto podminkdm nejlépe vyhovuje japonské raketa SS-520.

Obézna draha

Nasim tkolem je tedy vynést raketu s predmétem na obéznou drédhu, za kterou zvolime kruz-
nici ve vysce h = 160km nad zemskym povrchem. Pokud bychom chtéli, aby se pfedmét na
obézné draze udrzel bez korekci alespon po dobu trvani béznych misi cubesati, které hmot-
nosti odpovidaji nasemu predmétu (tedy tydny az jednotky mésict), museli bychom pfedmét
umistit vyse kvuli odporu atmosféry (cubesaty se bézné vypoustéji ve vyskdch od 400 km nad
povrchem). V této tloze ale hleddme nejmensi odhad na mnozstvi paliva, a proto ndm stadi
vyska h = 160 km. Pozadovanou obéznou rychlost pro tento pfipad vypocteme pomoci vzorce
pro 1. kosmickou (kruhovou) rychlost
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kde G je gravitacni konstanta, M hmotnost zemé a r je polomér obézné driahy predmétu,
v tomto pripadé r = rz +h = 6 538 km, kde rz = 6 378 km je stiedni polomér Zemé. Dostavame
rychlost v, = 7,81 km-s™*.

Raketa ovSem vylétd ze Zemé, kterd sama také rotuje, takze vysleme-li raketu smérem
shodnym s rotaci Zemé, staci ji dodat rychlost rovnou rozdilu kruhové rychlosti a rychlosti
rotace Zemé v misté startu rakety. Aby byla po¢atecéni rychlost co nejvyssi, hleddme kosmodrom
co nejblize rovniku.

Idealnim kandidatem je napriklad kosmodrom Kourou ve Francouzské Guyané nachéazejici se
na 5°3’ s. §. Objekt na Zemi na této zemépisné sfice se pohybuje po kruznici o poloméru R, =
= Ry -cosp = 6353km s periodou T' = 1den = 86400s. Vlivem rotace Zemé ma proto
raketa pii startu rychlost vz = 0,46 km-s~'. Raketé tedy sta&i dodat (v teéném sméru k Zemi)
rychlost vy = v, — vz = 7,35 km-s™*.

Gravitacni piisobeni a odpor vzduchu
Velikost gravitacni sily v zavislosti na vysSce h a hmotnosti rakety m je

GMm

Fg=———-—.
7 (rz+h)?
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Velikost tihového zrychleni ve vysce h = 160km je a = 9,32 m-s~ 2
Pr1i priiletu rakety atmosférou na ni ptsobi odporova sila, kterou aproximujeme vztahem

1
Fo = iCrSpv2 ,

kde C. je soucinitel odporu popisujici tvar rakety, S je plocha rakety vystavend odporové sile
(v tomto pfipadé jeji prutez), p je hustota atmosféry a v rychlost pohybu rakety. Uvazujme C, =
= 0,3 (koeficient odpovidajici tvaru ndbojnice) a kruhovy prurez rakety o praméru d = 0,52 m,
takze pro plochu tedy plati S = nd2/4 = 0,21 m?.

Hustota atmosféry se dd aproximovat exponencidlni ZéwislostiE

_h_
p = poetn

kde po je hustota standardni atmosféry, h vyska nad povrchem a H,, je konstanta definovana

jako
M LN\t
= (S Ly
RTy, To
kde g je tihové zrychleni u povrchu Zemé, M je molarni hmotnost atmosféry, R molarni plynova
konstanta, Ty teplota standardni atmosféry na trovni motské hladiny a L rychlost teplotniho
poklesu atmosféry, pricemz pro ni plati H,, = 10,4 km.

Vlastnosti rakety

Raketa SS-520 se skladd ze dvou, pripadné ze t¥i stupnia. Model SS-520-5, ktery zatim jako
jediny z této fady vypustil predmét na LEO, vyuzivd trojstupniovou konstrukci. Vzhledem
k tomu, zZe se 3. stupen vyuzivd pouze pro drobné korekce drahy, budeme v tomto prikladu
uvazovat vyuziti pouze prvnich dvou stupni. Hmotnost celé rakety (bez ndkladu a paliva)
je priblizné m, = 580kg (Casto uddvand hmotnost me. = 2579kg je plné naloZend raketa,
véetné paliva), pridemz éejl prvni stupen vazi priblizné m; = 540kg, druhy a tfeti stupen
dohromady mir = 40kgt Prvni i druhy stupen pouzivaji motor na tuhé palivo poskytujici
tahovou silu Fin = 185 kN, se specifickym impulsem I, = 265s¥ Na zakladé téchto velicin jsme
schopni spocitat vytokovou rychlost zplodin vuci raketé

u = Ipg=2600ms™",
a hmotnostni prutok paliva pomoci vztahu

Fn

m=m= .
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Ziskdvame Qm = 71,2kg-s™!

!Density of air, dostupné na webu https://en.wikipedia.org/wiki/Density_of_air

2World’s Smallest Launch Vehicle Ready for Second Attempt at Reaching Orbit, dostupné na webu https:
//spaceflight101.com/ss-520-5-1aunch-preview/

38S-520 Nano satellite launcher and its flight result, dostupné na webu https://digitalcommons.usu.edu/
cgi/viewcontent.cgi?article=4120&context=smallsat


https://en.wikipedia.org/wiki/Density_of_air
https://spaceflight101.com/ss-520-5-launch-preview/
https://spaceflight101.com/ss-520-5-launch-preview/
https://digitalcommons.usu.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=4120&context=smallsat
https://digitalcommons.usu.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=4120&context=smallsat

FYKOS Reseni XXXVILI.P

Model letu

Let rakety si pro zjednoduseni rozdélime na dvé ¢dsti. Jednou z nich je let celé rakety (véetné
prvniho stupné) svisle vzhiru ze Zemé. Ve druhé ¢asti dojde k oddéleni prvniho stupné a raketé
bude dodéna potiebnd obézna rychlost, jedné se tedy o let v te¢ném sméru.

Raketa béhem svého letu méni kromé rychlosti taktéz svou hmotnost, protoze dochédzi k vy-
pousténi paliva. Nejdrive budeme pocitat mnozstvi paliva potiebného pro dodani kruhové rych-
losti pomoci druhého stupné rakety. K tomu muzeme vyuzit Ciolkovského rovnice, jelikoz v tec-
ném sméru od Zemé ve vysce obézné drdhy na téleso nepusobi zadné vnéjsi sily.

K vypoctu mnozstvi paliva potfebného pro prvni ¢dst letu (let vzhiiru) jiz Ciolkovského rov-
nice pouzit nemuzeme, protoze na raketu béhem letu pisobi (nekonstantni) vnéjsi sily, vyjdeme
tedy z obecnéjsi Mescerského rovnice pro pohyb rakety.

Dodani kruhové rychlosti

Hmotnost na poc¢atku manévru oznacme mstart = Mi1 + Mp + Mpalivo,2, Pro hmotnost na konci
letu plati Mmikonee = mir + mp = 41kg. Béhem manévru musi raketa zménit svou rychlost
v teéném sméru o Av = vy = 7,35 km-s~!, Ciolkovského rovnice mé tvar

_ Av/u
Mstart = Mkonec€ 5

kde u je vytokova rychlost zplodin. Dosazenim znamych hodnot dostaneme pocatec¢ni hmotnost
této faze letu msiare = 693 kg a tedy hmotnost paliva ve druhém stupni rakety mpaiivo,2 = 652 kg.

Pohybova rovnice

Pro model pohybu rakety svisle vzhuru vyjdeme z Meséerského rovnice pro pohyb rakety
p=mx+rnmu=~F,

kde i je hmotnostni pratok paliva, u rychlost vytoku spalin vzhledem k raketé, p hybnost rake-

ty, m okamzitd hmotnost rakety a F je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na raketu (gravitacni
a odporovd). Dosazenim jednotlivych sil pusobicich na raketu dostaneme

" . GMm 1 .z 9
mx:mufmfichpoe Hn g 5

po dosazeni v = & a vydéleni celé rovnice m dostavame
m GM 1

—_—U— —— C.S “HL g2
m® (rz+x)> 2m poe v

a==I=

Tato rovnice nema analytické feSeni, miizeme se ovSem pokusit rovnici fesit numericky pomoci
pocitacové simulace.

Simulace prvni faze letu

K vypoctu upravené pohybové rovnice vyuzijeme Eulerovy metody feseni obecnych diferenciél-
nich rovnic. Budeme po vhodné malych tsecich zvySovat ¢as (v nasem piipadé napiiklad At =
= 0,1s) a sledovat, jak se za tuto chvili zmén{ poloha a rychlost rakety. Dostdvame tedy rovnici
pro polohu (vysku nad povrchem) rakety

Tiyar = T + Atvg,
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kde x: a v: je poloha, respektive rychlost rakety v Case t a x¢1a: je poloha rakety o cas At
pozdéji.
Druhé rovnice je pro rychlost

Tepar = Vrpar = V¢ + Atay

kde a; je zrychleni rakety v ¢ase t. Dosazenim za zrychleni z pohybové rovnice dostavame rovnici

x =0 = + At @ufGi]\/[fL
t+At = Vi4 At = Ut m (rz + )2 2m

o 2)
CySpoe” Hn 2y .

Jako pocateéni podminky volime ¢t = 0s, * = Om (odpovidajici povrchu Zemé) a & =
= 0m-s~ ' (raketa mé na po¢atku nulovou rychlost). Na konci prvni fize letu musi byt zbyld
hmotnost rakety mo = mr 4+ mir + mp + Mpalivo,2 = 1233 kg.

Jelikoz nezndme celkovou pocdteéni hmotnost rakety odpovidajici m = mo + Mmypalivo,1,
kde Mmpalivo,1 je hmotnost paliva v prvnim stupni rakety, budeme simulaci provadét postupné
pro rizna mnozstvi paliva. Jako dolni odhad volime jednoduse mpaliivo,1 = 0kg, horni odhad
zvolime tak, aby raketa byla schopnd za pocateénich podminek vzlétnout od povrchu, tedy
aby pro zrychleni platilo & > 0 m-s~2. Dosazenim poéate¢nich podminek do pohybové rovnice
dostdvdme pro horni odhad hmotnosti

r% Fu
GM
V tomto intervalu tedy simulaci provedeme pro kazdé celé jednotky kilogramu do doby, dokud

raketa nevylet{ do pozadované vysky (v tu chvili je nalezena nejmensi mozna hmotnost). Ukézka
pouzitého kédu (v Pythonu) je v pfilozeném souborut

—mo = 17660kg .

Mpalivo,1 <

Vysledek

Na zdkladé simulace vysla hmotnost paliva prvniho stupné jako mypaiivo,1 = 1275kg. Celkové
mnozstvi paliva potiebné k vyneseni daného predmétu je tedy mpativo,1 + Mpalivo,2 = 1927 kg.
Hmotnost celé rakety s ndkladem i palivem vysla m = 2508 kg. Skutecna celkovd hmotnost ra-
kety SS-520-5 (pfi letu dne 3. 2. 2018) byla m. = 2579 kg, coz se relativné shoduje s vypoctenou
hodnotou.

Radomir Mielec
radomir.mielec@fykos.cz

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medialni komunikace MFF UK a podporovian Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziki. Realizace projektu byla
podporena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

4https://drive.google.com/file/d/1SbvIW9X-0cKGT39NKB]j--f18F7HONB]/view
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