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FYKOS, XXXVI. rocnik

Predmluva

Milé ¢tenaiko, mily ¢tenari,

do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost skupiny FYKOS
pusobici pod zastitou Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy (MFF UK)
jiz vice nez 36 let, jejiz hlavnim cilem je inspirovat a vzdélavat stiedoskolské z&-
ky ve fyzice a ptribuznych védach a oborech. Skupinu tvoii predevsim studenti
MFF UK, ale i jinjch $kol v Ceské republice i zahraniéi, a jeji aktivity podporu-
ji a zastfeduji i zaméstnanci fakulty, napt. z Ustavu teoretické fyziky ¢i Katedry
didaktiky fyziky.

FYKOS zaéinal jako korespondené¢ni soutéz ve fyzice (podle které také nese
své jméno — FYzikdlni KOrespondenéni Semindr), ke které se postupné pridalo
mnoho dalsich vzdélavacich aktivit, jako je naptiklad Fyziklani, nejvétsi prezenéni
tymova soutéz ve stfedni Evropé, Ci jeji online verze — Fyziklani Online, které se
kazdoroc¢né ucastni tisice lidi z desitek zemi svéta.

Fyzikalni koresponden¢ni seminar je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné za-
méFenou korespondenéni soutézi pro zaky stiednich kol v Ceské republice. Seminaf
je zaméreny z velké ¢asti na poskytovani hodnotné zpétné vazby, kterd ucastnikiim
pomaha se ve fyzice dile zlepsSovat.

Béhem skolniho roku publikujeme na webu https://fykos. cz zadani Sesti sérii
po osmi tlohdch. Dvé z nich jsou ,,jednoduché® (zamétrené predevsim na prvni dva
roéniky stfednich skol), t¥i ,,t&zké* lohy (kde ti¢astnici pocitaji zajimavé priklady
z mnoha riznych oblasti fyziky), jedna ,problémova“ (vyzadujici hlubsi zamysle-
ni ¢ resersi fyzikdlnfho fenoménu) jedna ,experimentalni“ (kde se i¢astnici nauci
sestavit a provést vlastni fyzikalni experiment a zpracovat data pro ovéreni fyzikal-
niho jevu) a jedna ,seridlova“ (kterd buduje na textu ,seridlu“, ktery s kazdou sérif
postupné buduje zajimavé fyzikalni téma, které se zpravidla na stfednich skoldch
neudi).

Ulohy jsou vybirané tak, aby se mohli zi¢astnit Z4ci ze viech t¥i{d sttedni skoly
(prvéci by vzdy méli byt schopni vyfesit aspon nékteré tlohy a zdroven i ¢tvrtaci
se zkusSenostmi z olympidd se na tézsich tilohach zapoti nebo se dozvi néco nového
z experimentélnich, problémovych ¢i seridlovych dloh). Zdroven se snazime vybirat
dlohy tak, aby byly co nejzajimavéjsi (a nejen ,,ucebnicové®) a pokryvaly co nejvice
z témat fyziky.

Ugastnici si mohou vybrat, které tilohy nakonec vypracuji a poslou ndm k opra-
veni (pfes internet) — pro Gcast tedy neni potieba vytesit vie, kazd4 tloha se polits.
My pak jejich feseni okomentujeme, obodujeme a posleme jim se zpétnou vazbou
vysvétlujici pripadné chyby nebo to, jak se nad problémy mohli ddle zamyslet. Ke
kazdé tloze také zvefejnujeme vzorové reseni, diky kterému se mohou tcastnici da-
le priucit i pokud se néjakou tlohu vubec nepokusi vytesit. Na webu zvefejniujeme
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Predmluva

vysledkové listiny, kde se kazdy tcastnik muze podivat, jak obstdl v konkurenci
svych vrstevniki, a na konci roéniku jsou nejlepsi fesitelé nalezité odménéni.

A jak vypadal 36. ro¢nik oc¢ima statistikii? Semindf fesilo 276 studenti ze 167
stfednich §kol z ruznych koutu svéta, a tento rocnik byl tedy druhym nejispésnéj-
$im v historii FYKOSu. Organizatori opravili celkem 3720 doslych reseni a udélili
18120 bodu.

Pro nejlepsi tesitele FYKOSu pripravujeme kazdorocné dvé devitidenni sou-
stiedéni v nékterém z malebnych koutt Ceska. Jejich Géastnici si uziji bohaty
program plny odbornych prednasek z oblasti matematiky, fyziky nebo jinych pii-
rodnich véd, ale i her a dalsich aktivit v pfirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikdlni
experimenty a vylety na zajimava mista. Tento akademicky rok se podzimni sou-
stfedéni konalo v Kofenové a jarni soustfedéni ve Frydstejné.

Letos poprvé také maji nejlepsi fesitele experimentalnich tiloh moznost stravit
dva tydny na védecké stazi na nékterém z pracovist MFF UK, a vyzkouset si tak
redlnou védeckou praxi na vlastni kuzi.

FYKOS déle organizuje nejvétsi tymovou fyzikalni soutéz v CR a stiedni Evro-
fyzikalnich dloh. Letosni 17. ro¢nik mél rekordni icast 1167 tcastnikt z 21 zemi od
Brazilie, ptes Cesko a dalsi zemé Evropy aZ po Filipiny a byl spojen s cca tydennim
bohatym doprovodnym programem, od prednések ¢i exkurzi, az po narodni vecer,
kde se ticastnici mohli seznamit s vrstevniky z dalsich koutu svéta a trochu poznat
jejich kultury.

Fyzikldnim je inspirovana internetovd soutéz Fyziklani Omline (v anglické
verzi Physics Brawl Online). V listopadu 2022 probéhl jeji dvandcty roénik, ktery
opét zaznamenal velky tspéch s rekordni tcasti 3 766 tcastnika z 59 zemi svéta
tvoricich 904 tymu. Kromé ti{ kategorii pro stredoskoldky, kterym je soutéz urcena
predevsim, je ve Fyziklani Online také kategorie Open, kde muze soutézit uplné
kazdy.

Dalsi FYKOSi akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spo-
lupodileji nejen jednotlivé katedry MFF, ale i dalsi védeckd pracovisté, napt. na
Akademii véd CR. Utastnikiim tak umoziiujeme navitivit §pickové védecké labo-
ratofe v Praze a okoli, kde probiha aktualni fyzikalni vyzkum.

Dalsi informace o FYKOSich akcich lze nelézt dile v této publikaci nebo na
nasich webovych strankach.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i feSeni jednotlivych tloh 36. ro¢niku
FYKOSu. Zadani jsou zamérné oddélena od reseni, abychom podnitili ¢tenate
k samostatnému zamysleni nad moznym reSenim problému. Piiklady jsou navic
pro snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi casti knihy
je serial o kvantové chemii, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci publikace
se nachazi kratké ohlédnuti za letoSnimi soustfedénimi a jinymi akcemi a seznam
nejlepsich fesiteli tohoto roéniku seminare.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, ze by ses chtél stat resitelem ¢i organizatorem,
pripadné nas jinak podporit nebo se pouze na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky
¢i studia na MFF, nevidhej a napis nam.
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Zadadni teoretickijch uloh

Zadani teoretickych uloh

Uloha 1.1 ... uZiteéné maslo 3 body

Jarda se rozhodl upéct kolac, ale zjistil, ze se v jeho kuchynské vaze vybila baterka
a nemd jak odvazit 300 g mouky. Napadlo ho vsak, ze muze pouzit kostku masla,
na které je napsino, ze ma hmotnost m = 250g. Nastésti nasel jesté vhodnou
pruzinu a stopky. Na velmi lehkou misticku nasypal hromadku mouky, pripevnil
na pruzinu, rozkmital a zméftil periodu 77 = 2,8 s. To stejné udélal s kostkou mésla
a naméril 7o = 2,3 s. Poradte Jardovi, kolik mouky ma pridat nebo odebrat.
(Tesent str. |14)

Uloha 1.2 ... viZime neznadmy piedmét 3 body

Méjme idealni vahu, kterou zkalibrujeme statnim etalonem o hmotnosti me =
= 1,000000 165 kg a hustoté p. = 21 535,40kg-m~3. Kalibraci myslime to, Ze po
polozeni etalonu na vahu pfiradime namérené hodnoté pravé hmotnost m.. Vazeni
nezndmého predmétu pak provedeme za stejnych podminek, pti kterych ma objem
Vo = 3,242 27 dl. Jestlize jsme navazili vahu G = 1,420 12 N, jakou hmotnost jsme
namérili? Jaka je skuteénd hmotnost predmétu? Experiment providime v misté
s norméalnim tfhovym zrychlenim g = 9,80665m-s~2 a hustotou vzduchu p, =
= 1,292 23kg-m~>. Uvazujte, Ze kalibrace je linedrni a Ze nezatiZend véha ukazuje
nulu. (tesend str. |14)

Uloha 1.3 ... zavafujeme 6 bodi

Do vélcové sklenice o vysce h = 7,0cm a vnitinim poloméru r = 2,5 cm nalijeme
horkou merunkovou marmelddu o teploté Ty = 80 °C, zavieme ji vickem a nechd-
me chladnout, pricemz mezi marmeladou a vickem je ve sklenici trochu vzduchu.
Vicko se mize lehce promacknout dovnitt, kdyz na néj pusobi alespon sila F' =
= 4N. Pri promécknuti se ozve zvuk, ktery jsme slySeli po ¢ase ¢, = 30min od
zavieni skleniCky. Jestlize marmeldda tuhne pii teploté Ty = 60 °C, bude jiz pfi
promécknuti vicka ztuhla?

Bonus Jak dlouho po zacatku chladnuti marmelada ztuhne? Predpokladejme, ze
teplota je v celé sklenici vSude stejna a rychlost chladnuti zavisi pouze na rozdilu
teplot ve sklenici a okolni teploty Tox = 25 °C. (Tesent str. @)

Uloha 1.4 ... doprava na horach 8 bodii

Na tpati hory tvaru dokonalého kuzele s vrcholovym tihlem « = 90 ° stoji mésto.
Presné na opacné strané hory ve stejné nadmotské vysce je zelezni¢ni stanice, proto
se radni z mésta rozhodli pro stavbu silnice ke stanici. Muzou postavit bud tunel,
nebo cestu vést po povrchu hory. Jaky mize byt maximalni pomér ceny za kilometr
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tunelu ku cené za kilometr silnice, aby byla stavba tunelu levnéjsi? Silnici lze vést
libovolnou trasou po povrchu hory. (tesend str. |19)

Uloha 1.5 ... a zase ta U-trubice 8 bodu

Do U-trubice s celkovou délkou ! a prifezem o obsahu S nalijeme V' vody (tak,
aby byl cely ohyb pod vodou a souc¢asné platilo SI > V') a nechdme ustélit hladinu.
Jeden konec U-trubice uzavieme a vodni hladinu rozkmitame. Jakd bude perioda
malych kmitd vodniho sloupce? (tesend str. |21)

Uloha L.P ... vlakova 9 bodi

Odhadnéte spotiebu elektrické energie na jednu jizdu vlaku IC Opavan. Souprava
se sedmi vozy mé lokomotivu fady 151 a je schopnéd dosdhnout rychlosti vmax =
= 160km-h~!. Pro jednoduchost uvazujte, ze v&ichni cestujici jedou z Prahy do Opa-
vy. (resend str. |29)

Uloha IL.1 ... #lab na vodu 3 body

Zlabem na vodu obdélnikového prifezu o §ifce d = 10cm teée voda. Na jeji hla-
dinu spadne maly list, ktery se za¢ne pohybovat rychlosti 60 cm-s~*. Vigka vody
ve zlabu je h = 1,3 cm. Odhadnéte, jak dlouho bude trvat nabrat 501 vody do pfi-
praveného védra. Komentujte pouzité predpoklady proudéni v porovnani s redlnou
situaci. (tesend str. |24)

Uloha I1.2 ... nepohodlny autobus 3 body

Jarda chtél v autobuse sledovat na svém notebooku prednasku,
a proto ho polozil na vyklopnou policku sedadla pred nim. Ta
‘ ma hloubku A = 18cm a je kolma ke svislému sedadlu. Jardiv
C LB notebook, Siroky I = 25 cm, se sklad4 ze spodni ¢4sti o hmotnos-
? " ti M =1200g a z obrazovky o hmotnosti m = 650g. Obé casti

o povazujme za homogenni. Na jaky nejvétsi ithel muze notebook
rozeviit, aby nespadl z policky? (tresend str. |29)

Uloha I1.3 ... jef4b na voru 6 bodu

Uprostied feky stoji na voru o zanedbatelné hmotnosti jefab a premistuje krabice
stavebniho materidlu o hmotnosti m z jednoho biehu na druhy. V jednom kroku
jerab nalozi materidl na jedné strané reky, oto¢i se na druhou stranu, tam material
vylozi a otoéi se zpét. Urcete nejmensi hodnotu thlu, o ktery se mize béhem
jednoho kroku vor vychylit oproti puvodni pozici. Jerab aproximujme homogennim
valcem o hmotnosti M; a poloméru r a otd¢ecim ramenem tvaru tenké tyce o délce
kr. Rychlost feky i ,tfeni“ mezi vorem a vodou zanedbejte. (tesend str. 13()
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Uloha I1.4 ... rovnobé&zna srazka 6 bodi

Ptak Fykosak sleduje, jak se kolem néj v jeho inercidlni vztazné soustavé po rov-
nobéznych trajektoriich pohybuji konstantnimi nerelativistickymi rychlostmi dva
hmotné body. Stejné jako on najdéte odpovéd na otazku, jestli se pro néjakého
jiného inercidlniho pozorovatele muzou tyto trajektorie protnout. Pokud ano, je
mozné, aby se dané hmotné body pri spravnych pocatecnich podminkéach srazily
v tomto pruseciku? Je to konzistentni s tim, Ze podle Fykosdka se pohybuji para-
lelné? (tesend str. |31)

Uloha IL5 ... kouzelni magneticka tycka 10 boda

Méjme tenky magnet uzavieny uprostied tenké duté tyce o délce [. Materidl tyce
je schopny magnetické pole odstinovat. Tésné za konci tyce je tok magnetického
pole roven ®. Vypocitejte velikost a smér magnetické indukce v roviné kolmé na ty¢

prochézejici jejim stfedem v zavislosti na vzdalenosti r od tyce. (Tesend str. {33)
Uloha ILP ... planetarni atmosféra 10 bodu
Jaké parametry musi mit planeta, aby si udrzela atmosféru srovnatelnou se Zemi?
Jaké podminky jsou nutné, aby takovou atmosféru ziskala? (resend str. 2/ )
Uloha IIIL.1 ... kreativni feSeni problémi 3 body

Danka pripojila zahradni hadici s vnitfnim primérem 1,5 cm na vodovodni kohou-
tek na koleji a druhy konec polozila na okraj okna na 8. poschodi ve vysce 23 m
nad zemi. Jaky objemovy prutok vody by musel kohoutek mit, aby se Dance po-
darilo postrikat proudem vody lidi stojici pod koleji ve vodorovné vzdalenosti 9 m
od budovy, ktefi rusi no¢ni klid? Muze se to Dance podafit, pokud voda stiiké
vodorovné a nefouka vitr?

Bonus Kde nejdéle mohou stat tito lidé, aby na né Danka hadici dostrikla, pokud
je objemovy priitok kohoutku 0,41-s7*? Danka ted miize konec hadice natoédit tak,
aby voda sttikala pod libovolnym tthlem vuci vodorovné roviné. (tesend str. |39)

Uloha IIL.2 ... topeni na chalupé

Danka prisla uprostred zimy na svou chalupu, kde bylo
uvnitt jen Ty = 12 °C. Zapaélila proto v krbu oheri, kde
topila dievem s vyhfevnosti H = 14,23 MJ-kg~*. Ko-
lik ho musi spalit, aby ohfédla vzduch vevniti na To =
= 20°C? Chalupa m4 tvar kvaddru s rozméry a = 6m,
b =8m a ¢ = 3m, kde ¢ je vyska stén, a stfechou ve
tvaru nepravidelného lezatého trojbokého hranolu s vys-
kou v = 1,5m, jehoZ horn{ hrana je osou ptdorysu chalupy. Vzduch zabird 87 % ob-
jemu chalupy, jeho hustota je p, = 1,29kg-m™> a mérnd tepelnd kapacita je ¢, =
=1007Jkg '-K~!. Odpovida vysledek ogekdvani? Diskutujte nad pouZitym jed-
noduchym modelem. (tesend str. Y4)
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Uloha IIL.3 ... bobovéni 5 bodit
Matéj s Davidem se klouzou na bobech z kopce se sklo-

[ nem « = 29 °, ktery v jeho paté prechdz{ ve vodorovnou
k R, zem. Oba vyrazili z klidu ze stejné vysky. Matéjovy bo-

by ujedou vzdy stejnou vzdélenost [ po naklonéné rovi-

l né i ve vodorovné ¢asti. Protoze se pri vyssi zatézi boby

probori hloubé&ji do snéhu, uvazujte, ze treci koeficient
je tmérny normélové sile jako f(F) = kF, kde k je kladnd konstanta. Uréete, koli-
krat dale dojede Matéj od paty kopce nez David, je-li Davidova hmotnost (i s boby)
0 12 % vyssi nez Matéjova. V paté kopce bobafi neztraci zddnou energii.

(Tesend str. @)

Uloha IIL.4 ... Gtdk na Tau Ceti 7 bodit

Protoze nase Slunce jednou exploduje, bude potieba zorganizovat stavbu evaku-
acni lodi, v niz alespon 0,000001 % lidstva ziskd moznost uniknout. Pro tnik si
vyberou hvézdu Tau Ceti vzdélenou 121ly. Podaii se jim sestrojit motory, které
za velmi kratky cas zrychli lod na cestovni rychlost v = 0,75c. Bohuzel, pravé
v poloviné vzdélenosti k cili zpozoruji jak explozi Slunce, tak explozi Tau Ceti.
Jak dlouho pred touto straslivou scénou exploze nastaly v soustavé spojené s lodi?
A kdy v soustavé, ve které jsou Slunce i Tau Ceti nehybné? Predpokladejte, ze se
vzdalenost mezi obéma hvézdami neméni. (resend str. Y4)

Uloha IIL.5 ... kytarova 10 bodt

Méjme kytaru naladénou pii pokojové teploté. O kolik pulténii (pfi temperovaném
ladéni) se preladi jednotlivé struny, pokud se pfesuneme k tédboraku, kde bude
0 10 °C chladnéji? Bude kytara stale znit naladéné? Vzdédlenost mezi body upev-
néni strun je d = 65cm. Struny maji hustotu p = 8900kg-m 2, Youngav modul
pruznosti E = 210 GPa a teplotni roztaznost o = 17-1075 K. (Tesent str. @)

Uloha IILP ... absurdni kyvadlo 9 bodit

Jaké jevy mohou ovlivnit méfeni tthového zrychleni pomoci kyvadla? Odhadnéte,
kolik platnych cifer by musel obsahovat vas vysledek, abyste je namérili. Uvazujte
i jevy, které bézné zanedbavate. (Tesent str. p()

Uloha IV.1 ... vybijeni baterie 3 body

Robert zjistil, Zze do své nové celovky musi dat 3 baterie o kapacité 1000mAh
anapéti U = 1,5 V. V Celovce jsou baterie zapojeny sériové. Za jak dlouho se baterie
vybiji, pokud napéji ¢elovku o vykonu P = 5W a u¢innosti n = 90 %7

(Tesent str. @)

10
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Uloha IV.2 ... zmraZeny balének 3 body

Balének o hmotnosti my, = 2,7g a objemu Vp = 41 byl napustén heliem o stejné
teploté, jakou mé okoln{ vzduch, tedy Ty = 20 °C. Uvniti balénku je tlak o Ap =
= 2kPa vyssi nez v okoli. Na jakou teplotu musime balének a plyn v ném zchladit,
aby se prestal vznaset? Predpoklddejte, ze po zchlazeni bude v balénku atmosfé-
ricky tlak. (resend str. @)

Uloha IV.3 ... uzavirka na silnici 6 bodu

Vsichni to zndme — uzavirky na silnicich a nekoneéné stani na semaforech. Zelend
sviti po dobu 60 s, ale nez se staci vSichni rozjet, uz je zase cervena. Uvazujme 0,5s
reakéni dobu fidice, nez se rozjede poté, co se dalo do pohybu auto pred nim.
O kolik procent by se zvysil pocet aut, kterd projedou uzavirkou, kdyby se vSichni
ve fronté rozjeli sou¢asné? Prvni auto stoji na tirovni semaforu, vzdélenost prednich
naraznikt vsech aut odhadnéme na 5m a vSechna se rozjizdi rovnhomeérné zrychlené
po dobu 55 na rychlost 30 km-h™!, kterou pak pokracuji déle do uzavirky.

(Tesend str. @)

Uloha IV.4 ... vystfeleny dalekohled 7 bodit

Méme hvézdaisky (Kepleriv) dalekohled, ktery chceme vyslat do vesmiru. Nejdfiv
si ho vsak vyzkousime na Zemi, kde naméfime zvétseni Z. Jak se musi zménit
vzéjemnd vzdélenost Godek, aby mél stejné zvétdeni i ve vesmiru? Cocky maji
index lomu n. (tesend str. p9)

Uloha IV.5 ... vesmirna navstéva 9 bodu

Dva mimozemstané bydli kazdy na své kosmické stanici. Stanice se nachézeji ve vol-
ném prostoru a vzdalenost mezi nimi je L. Kdyz chce jeden mimozemstan navstivit
druhého, musi nasednout do své nerelativistické rakety a doletét k sousedovi. Jaky
nejkratsi ¢as mize mimozemstan stravit na cesté tam i zpét? Hmotnost rakety
s palivem je m, bez paliva mo. Vytokova rychlost spalin je u, tok paliva je libovol-
ny. Jeho soused mu zadné palivo nacerpat nedovoli (sém m4 mélo).

(Tesent str. @)

Uloha IV.P ... lodi¢ka si pluje 10 bodit

Diskutujte, jaké fyzikalni jevy ovliviuji rychlost plavby lodi a ponorky. Jaké od-
porové sily na né ptsobi? Jakou nejvyssi rychlosti lod nebo ponorka muze plout?
(tesend str. |61)

Uloha V.1 ... zamadkly flazolet 3 body

Vojta hraje na violoncello. Na strunu naladénou na frekvenci f zlehka prilozi prst
do vzdalenosti 1/n jeji délky od hlavy ndstroje a rozeznf ji, pricemz slys{ t6n o za-
kladni frekvenci f1. Nésledné strunu na stejném misté iplné pfimackne ke hmatni-
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ku a rozezni ji znovu. Tentokrat néstroj vydava tén o zakladni frekvenci f2. Urcete
pomeér frekvenci fi/f2 v zévislosti na pfirozeném ¢isle n. (tresend str. |679)

Uloha V.2 ... dopravni pas 3 body

Na pohybujici se vodorovny dopravni pas kazdou sekundu svisle dopadd material
o hmotnosti i, ktery na jeho konci pada pry¢. Na pas ptisobi odporova sila Foap =
= kv, kterd je pfimo iumérna rychlosti pasu v pres konstantu k. Jak velkou rychlosti
se bude pas pohybovat, pokud

e na néj pusobi konstantni pohonn4 sila F'?

e je pohanén motorem s konstantnim vykonem P?

(resend str. @)

Uloha V.3 ... &ekdme na vytah 6 bodt

Karel jezdi vytahem v budové, kterd ma prizemi a nad nim dalsich 12 pater,
pricemz vyska jednoho patra je h = 3,0m. Uvazujte, ze vytah béhem své jizdy
polovinu doby zrychluje a druhou polovinu doby zpomaluje konstantnim zrych-
lenim a = 1,0m-s~2. S 50% pravdépodobnosti vytah stoji v piizemi a zbytek
pravdépodobnosti je rovnomérné rozdéleny mezi ostatni patra. Jaka je ocekdvand
doba c¢ekani na vytah v jednotlivych patrech budovy? Zanedbejte cas otevirani
dveri.

Bonus Me¢gjme 2 vytahy opét v dvandctipatrové budové. Jeden vytah bude odvo-
lavany do prizemi. Do jakého patra bychom méli posilat druhy, abychom minima-
lizovali primérnou dobu c¢ekani? Predpokladejte analogicky, ze polovina jizd bude
zacinat v ptrizemi a druhd polovina s rovhomérnou pravdépodobnosti v libovolném
z dalsich pater. (tresend str. 169)

Uloha V.4 ... Dark Side Time 8 bodu

FYKOS planuje vyslat do vesmiru vlastni druzici. Ta bude pohdnéna solarnimi
clanky, potifebujeme proto, aby se ve stinu Zemé nenachazela prilis dlouho. V jaké
vysce nad povrchem bude doba priletu stinem Zemé nejmensi? Pfi svych vypo-
étech uvazujte (stejné jako organizétori), ze Zemé je dokonale kulatd, sluneéni
paprsky jsou v jejim okoli paralelni a Slunce, Zemé a trajektorie druzice se nachézi
v jedné roviné.

Bonus Béhem feSeni narazite na analyticky nefesitelnou rovnici. Nepouzivejte

online Tesice, ale naprogramujte vlastni feseni. (tesend str. [74)
Uloha V.5 ... xenon Sel na vandr 8 bodu

Jednou kladné ionizovany atom xenonu vyletél rychlosti v = 7m-s~* ze stfedu velké
valcové civky a zacal se pohybovat homogennim magnetickym polem v roviné kolmé
na magnetické silocary. V tu chvili civku odpojime od zdroje, takze jeji indukce
zaéne exponencialné klesat podle vztahu B(t) = Boe™ ¥, kde By = 1,1 - 1074 T
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a Q = 600s~'. S jakou odchylkou od pivodniho sméru se atom bude pohybovat
po ustédleni?

Ndpoveda: 'V uloze se nebojte pouzit vhodnou aproximaci, nebo ji zkuste resit
numericky. (Fesend str. [16)

Uloha V.P ... napjaty strom 10 bodt

Popiste co nejvic prirodnich vlivi, které zplisobi vyvraceni/silné poskozeni osamo-
ceného stromu na louce. Jeden z nich zkuste co nejlépe kvalitativné rozebrat. Jaky
je rozdil mezi listnatym stromem a jehlicnanem?

Bonus Néktery z vlivia rozeberte i kvantitativné. (Tesent str. )
Uloha VL1 ... vodacka zahada 3 body

Za slunecného letniho pocasi pozorujeme na fece béhem dne zajimavy pribéh
chovani vétru. Rano pri vychodu slunce je zima a nékdy i ranni mlha. Ta se nasledné
rychle rozplyne a teplota vzduchu roste. Poté se rozfoukd slaby vitr proti proudu
feky. Vecer se situace uklidni a po sklonéni slunce k obzoru se smér vétru obrati
po proudu feky. Cim je tento tikaz zptisobeny? Vysvétli proces, ktery v téchto dvou
pripadech probih4. (Tesend str. @)

Uloha VI.2 ... shnilé jablko 3 body

Jarda nasel po FYKOSim soustfedéni ve svém batohu jablko, které uz nebylo
v dobrém stavu. Hodil ho do nizkého kose na kuchynsky odpad vzdaleného 1,0 m
a samozrejmé se trefil. Jablko hézel vodorovné z vysky 0,5m, dopadlo na rozmezi
stény a dna kose, kde se rozplaclo. Kos o hmotnosti 910g se po dopadu jablka
posunul o vzdalenost 5 cm. Jaky je koeficient tfeni mezi podlahou a kosem? Jablko
ma hmotnost 230 g. (tesend str. |89)

Uloha VIL.3 ... odporné bipyramidky 5 bodt

V draténém modelu pravidelného 2N-sténného dvojjehlanu jsou vodiva spojeni
v roviné symetrie tvorena odpory Rz, zatimco spojeni jdouci z jednoho z vrcholu
do bodu v pravidelném N-tthelniku maji odpor R;. Urcete odpor mezi

a) hlavnimi vrcholy (nad a pod rovinou zdkladny),

b) sousednimi vrcholy v roviné zdkladny,

¢) protéjsimi vrcholy v roviné zdkladny (ty nejvzdalengjsi) pro N sudé.

(Tesend str. )

Uloha VI.4 ... svétlo rychlejsi nez svétlo 7 bodii

Ve vzdalenosti L od rozlehlého stinitka se nachéazi laser. Ten az do ¢asu t = O's sviti
na stinitko tak, ze vzdalenost skvrny od laseru je R > L. Néhle za¢neme laserem
otacet rovnomérnou thlovou rychlosti w, pricemz vzdalenost skvrny na stinitku
od laseru se zmensuje na L a nasledné zpét na R. Vyjadrete rychlost této skvrny
vzhledem na stinitko. Muze prekrocit rychlost svétla ve vakuu ¢ nebo byt dokonce
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nekonecna? Jak (kvalitativng) tato rychlost zavisi na poloze skvrny na stinitku?
Celd aparatura se nachézi ve vakuu. (tesend str. 194)

Uloha VL5 ... gadoliniova koule 9 bodu

Jaké nejmensi mnozstvi gadolinia 148 je nutné dat k sobé dohromady, aby se
svym jadernym rozpadem zahftivalo tak, ze by doslo k lokalnimu taveni? Uvazujte,
ze probihaji pouze rozpady « a Ze materidl je ve vzduchu pokojové teploty.

(Tesend str. @)

Uloha VL.P ... zem na plné obratky 10 boda

Odhadnéte horni limit préce za ¢as, kterou je mozné na Zemi dlouhodobé vykona-
vat. Planeta musi zistat obyvatelnéd a pokud mozno se stejnym klimatem i pro dalsi
generace. (Tesend str. )
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Resenf teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... uzite¢né maslo

Jarda se rozhodl upéct kolac, ale zjistil, ze se v jeho kuchynské vaze vybila baterka
a nema jak odvazit 300 g mouky. Napadlo ho vsak, Ze mize pouzit kostku madsla,
na které je napsano, ze ma hmotnost m = 250g. Nastésti nasel jesté vhodnou
pruzinu a stopky. Na velmi lehkou misticku nasypal hromadku mouky, pripevnil
na pruzinu, rozkmital a zméril periodu 11 = 2,8 s. To stejné udélal s kostkou masla
a naméril T = 2,3s. Poradte Jardovi, kolik mouky ma& pridat nebo odebrat.
Kdyz Jardu vyhodi z Matfyzu, otevre si pekdrnu.

Pro periodu kmitu mouky zavésené na pruziné plati znamy vztah

Mm

Ty =2=n P

kde k je tuhost pruziny a mm, je hmotnost mouky. Analogicky lze periodu kmitu

masla vyjadrit jako
/m
T2 = 27[ ? .
Rovnice podélime, upravime a dostaneme

7

mT—22 =0,37kg.

mMm =

Jarda tak musi 70 gramti mouky odsypat, nez zacne zpracovavat tésto.

Uloha 1.2 ... vaZime neznamy predmét

Meéjme idedlni vahu, kterou zkalibrujeme statnim etalonem o hmotnosti me =
= 1,000000 165 kg a hustoté p. = 21535,40kg-m 3. Kalibraci myslime to, Ze po
polozenfi etalonu na vahu priradime nameérené hodnoté pravé hmotnost me. Vazeni
neznamého predmétu pak provedeme za stejnych podminek, pri kterych ma objem
Vo = 3,242 27dl. Jestlize jsme navazili vihu G = 1,42012N, jakou hmotnost jsme
namérili? Jaka je skutecna hmotnost predmétu? Experiment proviadime v misté
s normdlnim tihovym zrychlenim g = 9,80665m-s~2 a hustotou vzduchu p, =
=1,29223kg-m 3. Uvazujte, ze kalibrace je linedrni a e nezatizend vaha ukazuje
nulu. Karel chtel pouZit etalon.

Jesté nez se pustime do samotného feSeni, zavedme néasledujici znaceni veli¢in.
Vzdy bude existovat néjaka presnd sila, kterd pusobi na vahu, tu oznac¢ime F'. Ja-
ko G potom oznacime silu, kterou v procesu vazeni namérime, jako M hmotnost,

15



FYKOS, XXXVI. rocnik

kterou namérime, a nakonec m bude znacit skute¢nou hmotnost vazeného pied-
métu. Pri kalibraci vahy pak v podstaté stanovujeme zavislost veli¢in G a M na
sile F'. Déle si uvédomme, ze pro nezatizenou vahu i pro vazeny etalon musi platit
M(F) =m(F). Z toho budeme vychazet pfi kalibraci.

Pti reseni prikladu bude nyni nasim tkolem najit vztahy mezi zminénymi ve-
li¢inami. Za¢neme konstatovanim, Ze mezi skutec¢nou silou F' a hmotnosti m vzdy
plati z Archimédova zdkona nésledujici vztah

F=Fg—Fo,,
F=(m-Vpy)g, (1)

kde V je objem vazeného predmétu a p, hustota vzduchu. Zbyva ndm tedy najit
vztahy mezi velicinami F' a G a nasledné mezi G a M. Protoze ale zndme ze zadani
pouze vztah mezi M. a Fe (hodnotu Ge nezndme), musime néco predpokladat.

Uvédomme si, co v nasem ptipadé znamenda kalibrace. Mérici pristroj velmi
casto funguje tak, ze pri méreni néjaké veli¢iny pifimo zméri velicinu jinou a v
zavislosti na néjakych referen¢nich hodnotéch uréi vztah mezi témito veli¢inami.
Pravé stanoveni tohoto vztahu se nazyva kalibrace.

Mame dvé moznosti, jak priklad chdpat. Prvni moznosti je, Ze vdha zméri silu
presné. Bude tedy v nasem zavedeném znaceni platit F' = G a pti kalibraci budeme
hledat, jak na této sile zavisi hmotnost. Vaha v tomto pripadé uvniti funguje jako
dokonaly silomér.

Druhou moznosti je, ze vdhu primo ztotoznime se silomérem, ktery teprve ka-
librujeme. Budeme tedy pri kalibraci hledat, jak zavisi namétend sila G na skutecné
sile F' a pro namérenou hmotnost polozime G = Mg.

Tyto dvé moznosti si jsou na prvni pohled velmi blizké, ale ve skutecnosti se
pti procesu kalibrace jedna o velmi zasadni rozdil a v obou pripadech budeme mit
uplné jiné vysledky.

Obé moznosti pfi opravovani povazujeme za spravné. Myslime si ovSem, ze
prvni feseni mé trochu blize formulaci ze zadéani, protoze ptfi druhém reseni je
kalibrovany pristroj prisné vzato silomérem a pfi prvnim feseni je kalibrovany
pristroj vahou.

MéFenou veli¢inou je hmotnost a pfimo naméfenou veli¢inou je sila (kalibrace vah)

Mame presné namérenou silu, kterd pusobi na vahu a podle informace ze zadani
hleddme funkci m(F) = kF + c. Do této sily se promitd nejen hmotnost méfeného
télesa (zmensend o urcity faktor, ktery je zpusobeny vztlakovu silou), ale navic i
sloupec vzduchu nad ni. Protoze v nezatiZzeném stavu mame ovsem nulovou silu,
pak hledany koeficient ¢ musi byt nutné nulovy a silové pusobeni sloupce vzduchu
na vahu jiz nemusime uvazovat.

V tomto pripadé je velmi jednoduché dopocitat skutecnou hmotnost predmétu
— miZeme totiz rovnou vyjit z rovnice (Jl|) a dostaneme

m = % + Vopvy = 145,231 g.
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Jaky bude rozdil mezi touto skute¢nou hmotnosti predmétu a hmotnosti, kterou
navazime pomoci nakalibrovanych vah? Bude dan tim, Ze vdhy neuméji pracovat
s objemem télesa.

Oznaéme G namérenou vahu etalonu. Hleddme koeficient k z kalibrac¢ni rov-
nice. Potom budeme jiz schopni najit naméfenou hmotnost neznamého predmeétu
pomoci vztahu M = %

Rovnici pro G sestavime analogicky jako v pfedchozim pfipadé a vyjde nam

Ge=Vel(pe —pv)g = Ge:meg(l—g)).

Vidime tedy, ze k = g (1 — pv/pe). Kalibrované véhy tedy budou ukazovat
M = Lﬂ = 144,821 ¢g.
g(1-22)

MéFenou veli¢inou je sila, ze které dopoéitdme hmotnost (kalibrace siloméru)

V tomto piipadé muzeme primocare ze zadani urcit, jakou hmotnost jsme namé-
fili. Vahu totiz povazujeme za (neptresné) zkalibrovany silomér, proto méme pro
namérenou tithu G naméfenou hmotnost

=G 144,812¢g.
g

Nyni budeme chtit najit funkci G(F) = k'F + ¢’. Uzitim stejnych argumentt jako
vy$e miizeme prohldsit, ze ¢’ = 0, a hledat dale pouze k'.
Pti kalibraci etalonem polozime Ge = meg, coz se ale lisi od sily Fe, kterou
znovu uréime z rovnice ([ll). Koeficient £’ tedy uréfme jako
k/ _ % _ meg _ 1
Foo (me—Vepy)g 1-28"

Pe

Jesté jednou tedy vyjdeme z (m) a dostaneme

F v .
m=L i Vipe= & i vope = E (12 27) 4 Vopy = 1452225
g gk g Pe

Zavér a nékolik poznamek
Vsimnéme si, Ze obé Teseni pro stejnou silu F' daji uplné stejnou hmotnost M —
vysledek tlohy je jiny jen proto, Ze se v obou pristupech lisi namérend sila G.
Uvédomme si také, ze vahy mohou mérit presné pouze pro télesa, jejichz hus-
tota je rovna hustoté etalonu. Je také nutné podotknout, ze veskeré hodnoty byly
uvedeny se zbytecné velkou presnosti. Jednak je to kvili efektu vztlakové sily, jed-
nak bychom u takto presného méreni jiz pocitili dokonce i vliv proudi vzduchu v
laboratofi a spoustu dalsich efektu.
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Uloha I.3 ... zavafujeme

Do valcové sklenice o vysce h = 7,0cm a vnitfnim poloméru r = 2,5 cm nalijeme
horkou merurikovou marmelddu o teploté Ty = 80 °C, zavreme ji vickem a nechd-
me chladnout, pricemz mezi marmeladou a vickem je ve sklenici trochu vzduchu.
Vicko se miize lehce promacknout dovnitr, kdyz na néj pisobi alespon sila F =
= 4N. Pri promacknuti se ozve zvuk, ktery jsme slyseli po case t, = 30min od
zavren{ sklenicky. Jestlize marmeldda tuhne pri teploté Ty = 60 °C, bude jiz pri
promacknuti vicka ztuhla?
Bonus Jak dlouho po zacatku chladnuti marmeldda ztuhne? Predpokladejme, Ze
teplota je v celé sklenici vSude stejna a rychlost chladnuti zavisi pouze na rozdilu
teplot ve sklenici a okolni teploty Tox = 25 °C.

Jardovi letos pomrzly merunky, tak vzpomind na jiné roky.

Nejprve si rozeberme, co se vlastné déje. Pri naliti do sklenice mé marmelada
teplotu Tp. Trocha vzduchu nad ni se ohfeje na stejnou teplotu — tu si uchova i
bezprostiedné po uzavieni vickem. Ve sklenici je tedy na pocatku vzduch o tep-
loté Ty a atmosférickém tlaku po. Sklenice (a vzduch v nf) za¢ne chladnout. Pfed
promécknutim se objem vzduchu neméni, dochézi k izochorickému ochlazovani.

K proméacknuti vicka dojde v okamziku, kdy na néj pusobi sila F', ktera je dand
rozdilem tlakti vzduchu uvniti a vné sklenice

F=@o—p)S = pm=p— 75,
kde plocha vicka je S = mr? a p, je tlak uvniti sklenice, pii kterém dojde k
proméacknuti.

Jednoduchou trojclenkou (Charlestv zdkon) vyjadiime teplotu vzduchu uvnitf
sklenice pfi proméacknuti jako

F

7r2po

T, =T =1, (1— )4346K473°C.

Po
Teplotu nesmime zapomenout do vzorce udavat v Kelvinech. Pri promacknuti vicka
tak ma marmelada teplotu stéle asi 73 °C.

Bonus

Tuto vypoctenou teplotu méla marmeldda po ¢ase ¢t od zac¢atku chladnuti. Pokud
budeme znat Casovy vyvoj teploty sklenice, mizeme nalézt ¢as, kdy marmeldda
bude mit teplotu tuhnuti. Pfedpoklad, ze rychlost ochlazovani sklenice je imérné
rozdilu jeji teploty a teploty okoli, muzeme zapsat ve tvaru diferencidlni rovnice

dT

E:—k(T—Tok),

kde k je konstanta udavajici, jak rychle se sklenice ochlazuje, a T je teplota sklenice.
Rovnici vyfesime separaci proménnych a integraci

T = (To —Tox) e ™ + Tox,
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kde jsme konstantu pred exponencidlou nasli tak, aby teplota sklenice a marmelddy
v case t = 0 byla rovna Tp.

Jediny parametr, ktery ve funkci T'(t) nezname, je k. Zndme ovSem teplotu
sklenice v ¢ase t, = 30 minut, pro kterou plati

_ 1. To—Tex
Ty=(To—Tox)e ™ + Ty = k=—In—""28,
» = (To k)e + Lok 0 nTp_Tok
Jestlize teplota tuhnuti je Ti, pak pro ni plati

In To—Tok

To=(To—Tox) e ™ + Toe =t = tp—airok .
1n 0 ok
Tp_Tok

Po dosazeni za teplotu T}, dostdvame cCas ztuhnuti marmelddy jako

To — Tox
ﬂ _Tok
TO _Tok
n F
To (1- —5—) — Tox

T(7”2p0

In

= 98 min.

1
Marmeldda ztuhne po 98 minutach od zavteni vicka.

Uloha 1.4 ... doprava na horach

Na tipati hory tvaru dokonalého kuzele s vrcholovym thlem o = 90 ° stoji mésto.
Presné na opacné strané hory ve stejné nadmorské vysce je zeleznic¢ni stanice, proto
se radni z mésta rozhodli pro stavbu silnice ke stanici. Miizou postavit bud tunel,
nebo cestu vést po povrchu hory. Jaky miize byt maximalni pomér ceny za kilometr
tunelu ku cené za kilometr silnice, aby byla stavba tunelu levnéjsi? Silnici Ize vést
libovolnou trasou po povrchu hory. Matéj stavi Semmeringbahn.

Radni maji nékolik moznosti, jak cestu postavit. Mohou vykopat tunel od mésta
az ptimo k Zelezniéni stanici (moznost A) nebo muzou vést celou cestu po povrchu
hory (moznost B). Muzou také vést ¢dst cesty z mésta po povrchu, pak tunelem
a pak zase po povrchu az k Zelezni¢ni stanici (moznost C).

Pripad A
Oznacme si vzdéalenost mésta od vrcholu hory [. Jestlize « je thel mésto—vrchol—
stanice, tak prostorova vzdalenost sp mésta od stanice je

e
sA:2lsm§7

coz je zaroven i délka tunelu z mésta ke stanici.
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Pripad B

Tato moznost je komplikovanéjsi, protoze nyni nemusi byt jasné, kudy mé cesta
vést. V pripadé A jsme vedli tunel nejkratsi moznou spojnici v prostoru — po
tusecce. Nyni_by se mohlo zdat, ze musime vést cestu po zakiiveném povrchu, coz
je narocnéjsi? Ve skutecnosti ale povrch kuzele neni zaktiven, jak by se mohlo zdat.
Mizeme jej totiz rozbalit a plast kuzele rozlozit do rovné 2D plochy® Po tomto
rozbaleni jiz mtzeme spojit mésto s zeleznici snadno pomoci tsecky a spocitat jeji
délku.

Obvod podstavy kuzele je o = nsa a tsti tunelu ho déli na poloviny. Plast
kuzele je kruhova vyseé o stfedovém thlu ¢ = o/l. Cesta po povrchu je tak tvorena
zdkladnou rovnoramenného trojihelnika s rameny délky [ a thlem /2 mezi nimi.
Délka této cesty tedy je

s = 21 sin% = 2l sin (%nsin %) ,

coz je nejkratsi spojnice mésta a zeleznice po povrchu hory.

Pripad C

O tfeti moznosti lze bez potfeby vypoctu ukézat, ze neni optimélni. Ze symetrie
problému plyne, Ze se cesta z mésta do zacatku tunelu musi byt zrcadlové symet-
rickd k cesté z konce tunelu do nadrazi. Jediné tak se nam podari priblizit konce
tunelu tak, abychom museli kopat co nejkratsi tunel. Pfredpoklddejme, ze by neje-
fektivnéjsim fesenim naseho problému byla moznost C. Tj. postavit cestu z mésta
po povrchu do néjakého bodu, odtamtud vést tunel do zrcadlového bodu a odtud
vést cestu k zeleznici.

Nyni ukédzeme, ze v optimalnim reseni nemiize tunel prochazet osou hory. Podi-
vejme se na pomér délky tunelu ku délce pomyslné cesty po povrchu, kterou tunel
usetril. V pripadé tunelu vedouctho mimo osu hory je tento pomér urcité ostre vét-
$i, nez kdyz tunel prochazi osou. To plati, protoze pomyslna cesta po povrchu vede
relativné mensi oklikou (vzhledem k délce tunelu), kdyz je tunel blize k povrchu.
Dochézi tak k nizsi cenové uspore, a proto se takto kratsi mimoosy tunel nikdy
nevyplati stavét.

Pokud by tunel prochézel osou hory, tak bude cesta konstruovana dosti nesi-
kovnym zpusobem — silnice povede z mésta i ze stanice pfimo smérem k vrcholu
hory a tunel bude polozen vodorovné ve vyssi nadmotské vysce. Pokud by toto
méla byt optimélni konstrukce, znamend to, ze se mezi témito vys$simi konci tu-
nelu nevyplat{ vést cestu po povrchu (analogicky jako cesta v pfipadé B). Jelikoz
ale pomér délky A ku B neni zavisly na vysce hory, strategie s vyse poloZzenym
tunelem nedava ekonomicky smysl, protoze si tim jen pridavdme dva nepiijemné
useky cesty.

Timto sporem jsme ukézali, ze pfipad C nemusime brit v potaz.

1V obecném piipadé bychom se mohli uchylit k diferencialni geometrii a vyuzit geodetickou
rovnici. Geodetiky jsou totiz nejkratsi spojnice dvou bodu v zakfiveném prostor(-u/-ocase).

2Muzeme iikat, ze povrch kuzele nemé vnitrné zakfiveni, ale ma pouze wnéjsi kiivost, kterd
je déna tim, jak je ,rovny“ 2D plast vnofen do 3D prostoru.
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Zavér
Kriticky pomér ceny za kilometr tunelu ku cené za kilometr cesty na povrchu je
pomeér délky povrchové cesty ku délce tunelu
. 1 -«
s sin (5msin &) |
== 7(2_ _ 5 1,267,
SA sin &
Pokud je pomér cen nizsi, vyplati se kopat tunel. Pokud je vyssi, vyplati se vést
cestu kolem hory. V praxi mizeme ocCekavat, ze pomér cen bude fadové vyssi.
Presto se nékdy vyplati kopat tunely, protoze realné hory nejsou kuzelovité a casto
nelze postavit cestu okolo.
Vsimnéme si, ze pokud bychom si neuvédomili, Ze cestu nemusime nutné vést
vodorovné, vySel by kriticky pomér vyssi, a sice n/2 = 1,571.

Uloha 1.5 ... a zase ta U-trubice

Do U-trubice s celkovou délkou | a priifezem o obsahu S nalijeme V vody (tak,
aby byl cely ohyb pod vodou a soucasné platilo SI > V') a nechdme ustalit hladinu.
Jeden konec U-trubice uzavieme a vodni hladinu rozkmitdme. Jaka bude perioda
malych kmitii vodniho sloupce? Karlovi zase hrdblo.

V ustédleném stavu bude hladina v obou ¢astech U-trubice stejné vysoko. Odchylku
od této rovnovazné polohy oznacime x. Necht je x > 0 pfi poklesu hladiny v uza-
viené Casti trubice. Potencidlni energii soustavy pii odchylce x budeme znacit
E,(z). A

Lze ukéazat® Ze pro periodu malych kmita soustavy s potencidlni energii zdvislou
pouze na vychylce plati

m
T =2n M 5 (2)

kde zo je rovnovdznd poloha vychylky (v naSem piipadé zo = 0), E} je druhd
derivace E}, podle z a m je oscilujici hmotnost. Vypocet potencidlni energie nemusi
byt v tomto pfipadé snadny, proto misto ni spoc¢itdme silu. Pro ni totiz plati F' =
= —F/, takze mizeme psat E] = —F".

Na vodu pusobi dvé sily, tlakova a tihova. Tlak v uzaviené ¢asti oznacme p,
v oteviené bude atmosféricky pa. Tlakovd sila bude zfejmé F, = (p — pa) S. Jeli-
koz jsou oscilace velmi rychlé, stlacovani a roztahovani vzduchu bude adiabatické,
neboli

p‘/u'€ = pa‘/O“‘€ )

kde k je Poissonova konstanta vzduchu, Vi, resp. V4, je po¢ateéni, resp. prubézny
objem v uzaviené ¢asti a p je tlak pfi objemu Vj. Jelikoz je trubice valcovd (kromé
ohybu dole, ktery je stejné zaplnén vodou), je jeji objem

Vo=S5a, Vui=S(a+z),

3David Morin: Introduction to Classical Mechanics.
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kde a je pocatecni vyska vzduchu v uzaviené trubici. Dosazenim do vztahu pro
tlakovou silu dostaneme

Fp:(p—Pa)S:pa((%)K—I)S:pa((aig)n—l)S.

Tihovou silu ur¢ime jednoduse — poklesne-li v jedné c¢asti voda o x, ve druhé musi
stoupnout o z. Tim na jedné strané vznikne blok vody o vysce 2z pusobici silou

Fy = —25pgz,

kde zédporné znaménko znamend, ze sila ptsobi proti vychylce. Slozenim obou sil

dostavame .
a
F=F,+F,=(pa —-1) -2 .
v = (o () —1) —2ee) s

Nyni mizeme spocitat druhou derivaci potencidlni energie

E=-F'= (/'-cpdaN (a+z)"" '+ 2pg) S,

(/ipa + 2pg) S.

E// (O) ”

P

Posledni, co zbyva, je vyreseni geometrie trubice a urceni a. Predpokladejme, ze
nase trubice mé kruhovy prufez (tak jako vétsina trubic). Oznaéme r jeji vnitini
polomér a R polomér dolniho ohybu. To je vlastné polovina toru. Vztah pro objem
celého toru je

Vi = 2n’Rr”.

V nasem pripadé voda zatopi cely ohyb ¢ili polovinu toru, ktery predstavuje nR z
délky trubice. Zbytek vody (neboli V — V4 /2) zabere tisek trubice o délce I, takze
pro vzduch zbyde

1 1 |4
20=0l-nR—-Ily=l-tR— < (V-zWV)=1-—=.
a T T S( 5 t) g

Jak vidime, torus ma stejny délkovy objem jako rovné ¢asti trubice, ¢cimz se vypocet
znacné zjednodusi.
Nakonec jesté urcime hmotnost vody jako m = pV a dosazenim do (E) dosta-

neme vysledek
-1
2V [ kpa vyt
T = _— | — — .
n\/ S < p ( S ) + g)
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Pa .

Obr. 1: Nékres situace.

Uloha I.P ... vlakové

Odhadnéte spotrebu elektrické energie na jednu jizdu vlaku IC Opavan. Souprava
se sedmi vozy ma lokomotivu rady 151 a je schopnd dosdhnout rychlosti vmax =
= 160km-h~'. Pro jednoduchost uvazujte, Ze vsichni cestujici jedou z Prahy do Opa-
vy. Skritek jezdi domd vlakem.

Zakladné parametre
Medzi pre nas zakladné parametre, ktoré potrebujeme vediet je hmotnost vlaku,
uvazujeme podla zadania plny vlak z vychodiskoved' az do cielovej stanice. Hmot-
nosti jednotlivych voznov a lokomotivy st v tab. [Iff i

Dalsf podstatny parameter, ktory budeme potrebovat je &initel odporu C.., kto-
ry odhadneme porovanim tvaru vlaku s tabulkovymi hodnotami. Hodnotu sme na-
koniec zvolili C;, = 0,9. Prierez vozidla Spv budeme uvazovat ako obdiznik 4 mx 3 mk
Spv = 12m?. Posledné, ¢o potrebujeme vediet je jazdny ¢as, ktory je 3hod 43 min
pre GVD 2021/20228 teda t = 3,71 h.

Vyskovy profil trate

Zelezni¢na trat podobne ako ostatné liniové infragtruktira kopiruje terén a prisp6-
sobuje sa mu, z tohoto dévodu trat nevedie po rovine, ale stupa a klesa. Vlak z Pra-
hy do Opavy zacina jazdu v stanici Praha hl.n. s nadmorskou vyskou 210 m.n.m.,
nésledne zac¢ina stipat z idolia Vltavy az do zastavky Tuklaty (260 m.n.m.), odtial

4Spolek ZelPage: Atlas vozii.cz, dostupné na webe https://www.atlasvozu.cz/

SVAGONY.CZ: tab. 1: hodnoty soucinitele rotacnich hmot, dostupné na webe https://www.
vagony.cz/vagony/energie.html

SIng. Vilém Hoffmann: Typovy vykres rady 151

7S7 s.0.: Jizdni F4d, dostupné na webe https://www.spravazeleznic.cz/cestujici/jizdni-rad
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Tab. 1: Radenie vlaku s hmotnostami prazdnych voziiov m,, voziiov obsadenych
Mo, dlzky voznov I, pocet cestujicich n a rotacnd hmotnost vypocitana
ame =mo (1+ pr)

DV m Mo Loom oy
t t m 0s t
151 82 82 16,74 - 984
Bdpee?3! 41 47 24,5 72 49,82
Bmz?%¢ 48 53 26,4 66 56,18
Bmz?%¢ 48 53 26,4 66 56,18
Bmz?%¢ 48 53 264 66 56,18
Bbdgmee?3° 46 50 26,4 41 53
ARpeer® (ZSSK) 45 47 245 24 49,82
Ampz4° 47 52 264 58 55,12
Spolu 405 437 197,74 393 4747

klesé do udolia Labe, a pred Kolinom dosahuje minimum nadmorskej vysky, nie¢o
malo pod 200 m.n.m. Z Kolina vlak stipa popri Labe a nésledne tdolim Orlice
a7 do najvyssieho bodu nasej cesty, Tiebovice v C., s vyskou 420 m.n.m. Odtial
klesdme popri rieke Morave az do blizkosti stitoku Becvy a Moravy tj. Vyhybne
Dluhonice (200 m.n.m.). Prave popri Be¢ve sa vyddvame opét do kopca az kiisok za
Hranice n. M., konkrétne na zastdvku Bélotin (290 m.n.m.), kde sa niveleta kolaji
opét meni a klesdme popri rieke Odra do stanice Ostrava-Svinov (215 m.n.m.), kde
sa odpajame z koridoru a dalej budeme pokracovat po jednokolajnej trati az do
konecnej stanice Opava (255 m.n.m. )t

K vypoctu energie potrebnej na stipanie budeme uvazovat jednoduchy model,
kde potrebujeme zdvihnit teleso o hmotnosti m, do vysky rovnajicej sa rozdielu
jednotlivych stanic Ah = hyx — h,, energia jedného stipania bude E; = Ah;mog
vid Tab. PJ. Celkovt energiu Eprev vypocitame ako stucet vSetkych stipani

Bprev = ) _ Ahimog,

Eprev = 1,67 GJ = 464kWh.

Rychlostny profil trate

Vlak nejde po celej trase rovnakou rychlostou. Kvoli oblikom, stavu infrastruktury,
trafovému a stanicnému zabezpecovaciemu zariadeniu nedosahuje na celej trase
maximalnu rychlost, ale musi brzdif a zrychlovaf. Rychlostny profil je vyobrazeny
v grafe Pt

8Ing. Pavel Kryze, Ph.D, SZ s.o.: Nadmotské vysky zelezni¢nich stanic a zastavek, dostupné
na webe https://provoz.spravazeleznic.cz/portal/Show.aspx?path=/Data/Mapy/nadm.pdf
987 s.o.: TTP 525A, 501A, 309A, 309E, 305B, 301F
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Tab. 2: Zaciatok a koniec stipani, ich nadmorské vysky h, a hy, celkové
prevysenie Ah a energia potrebna na jednotlivé stipania vlaku F

.. , . hi Ah E
zaciatok stipania

koniec sttupania

m.n.m. m.n.m. m m
Praha hl.n. 210  Tuklaty z. 260 50 214
Kolin 200 Tiebovice v C. 420 220 943
Vyh. Dluhonice 210 Bélotin z. 290 80 343
Ostrava-Svinov 215  Opava 255 40 171

Na tieto zmeny rychlosti je potrebna energia, predovsetkym na zrychlovanie.
Ak vlak ide rychlostou v; a zrychli na rychlost v2 potrebuje k tomu energiu
E = Ey2 — Ek1,
1

E = gmrvg — ervf,
1
E= §mr (vg fv%) ,

ktort spocitame pre jednotlivé rychlostné skoky, kde vlak zrychluje. Nas, ako vzdy,
zaujima celkova energia

1 2 2
Evprof - gmr E Vi2 — Vi1,

Evprot = 4,20 GJ = 1165 kWh.
V tomto vypocte nie je zahrnuté zastavovanie v staniciach, Opavan zastavuje v sta-

niciach uvedenych v tab. B~ Postupujeme rovnako ako v predchadzajicom pripade

pricom v1 = 0 a v2 = wv,s. V tomto pripade potrebujeme na rozbehy F,y =
= 816 MJ = 227 kWHh.

Tab. 3: Zastavky IC Opavan spolu s rychlostou v,s;, na ktord sa zo stanice

rozbieha

. Vzst
ZST

km/h
Praha hlavni nadrazi 50
Pardubice hlavni nadrazi 100
Olomouc hlavni niddrazi 140
Ostrava-Svinov 50
Haj ve Slezsku + 100

Opava vychod -

1097 s.0.: TTP 525A, 501A, 309A, 309E, 305B, 301F
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Obr. 2: Grafické znazornenie rychlostného profilu v trate stanicného od Prahy
hl.n., bez zastaveni vlaku v staniciach

Odpor vzduchu

Vlak sa nepohybuje vo vikuu a pésobi nan odpor vzduchu. Odpor vzduchu vy-
pocitame pomocou rychlostného profilu podla vztahu Fy = pvdeQCzSDV, kde C,
a Spv sme si stanovili v ivodnej ¢asti, hustota vzduchu py,q = 1,29 kmm™2 av je
rychlost vlaku. Energiu vypocitame ako Eq = FdliE kde [ je dizka, na ktorej posobi
dana sila, v nasom pripade tsek s rovnakou rychlostou. Celkovi energiu vypocita-
me ako

Ed = Z pvzdv?CzSDVli )

Eq = pyzaCeSpv Z vil;

K3

Eq=4,12GJ = 1146 kWh.

Vozidlovy odpor

Odpor pochédza aj od kolies samotnych a vSetkych pohyblivych casti podvozku,
uvazujeme oporovu silu F, = mog (1,35 + 0,000 8v + 0,000 331}2). Potom celova
energia potrebnd na prekonanie tejto sily je E, = F,l, kde [ je celkova vzdialenost,
po dosadeni dostdvame E, = 835kWh.

Hpredpokladdme I >> I.
12VAGONY.CZ: tab. 2: rovnice mérného vozidlového odporu https://www.vagony.cz/vagony/
snergie.html
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Rekuperacia

Rekupericia alebo navrat spatného pridu pri brzdeni je v sieti SZ dovolen4 na ce-
lej trati z Prahy do Ostravy, avSak v tseku Ostrava-Svinov — Opava je zakizani.
Rekuperéacia sa pouziva pri brzdeni alebo pri jazde z kopca, kde vlak namiesto
klasického brzdenia ,,brzdi motormi“, ktoré sa spravaji ako generatory a dodavaja
prid naspét do siete, a ten pouZivaji iné vlaky. Siet SZDC momentélne neumoz-
nuje navrat prudu do rozvodnej siete. Zaroven pre rekuperaciu platia prisne pra-
vidl4, aby nedoslo k pretazeniu siete, prepdleniu trakéného vedenia, prip. prepétia
v trakénom vedeni.

[T

Dalsie , netrakéné” odbery: klimatizécia, technoldgie potrebné pre jazdu, el. zdsuvky
a pod.

Klimatizacia vo voznoch je tvorena zvic¢sa dvoma jednotkami o jednotkovom priko-
ne P = 15 kWt Celkovo pre 7 voztiov je to 14 klimatiza¢nych jednotiek o celkovom
prikone P; = 210kW, ¢o za jazdu spotrebuje E. = 666 kWh.

V chladnejsiom obdobi roka vozen naopak treba vykurovat, k tomu uvazuje-
me na vozel jednu jednotku o vykone P = 40kW. Co je rddovo porovnatelné
s prikonom klimatizécie.

Vagén ma aj osvetlenie a dalsie systémy, celkovy prikon tychto zariadeni od-
hadneme na P = 1kW na vozen, celkovo dostdvame za jazdu pre 7 voziov Eos =
= 25 kWh.

Dalsim odberom st aj elektrické zasuvky, ktoré pouzivaji Iudia. Odhadnime
priemerny vykon P; = 15 W, pri pocte 393 cestujucich je to celkovo Pe = 5895 W,
¢o odpoveda spotrebovanej energii Feo = 22 kWh.

Pomocné systémy ma aj lokomotiva, medzi ne patri napr. pneumaticky hlavny
a pomocny kompresor o jednotkovom prikone P = 13kW. Celkovy prikon tychto
systémov mozeme odhadnit P = 100 kW, ¢o je odhadom Fhgv = 371 kWh.

Celkova energia

Vykony moézeme rozdelit na ,trakéné®, vykondvane motormi, a ,netrakéné“, po-
mocné systémy a pod..

Vykony trakcné si v nasom pripade zastupované energiami v tab. H Menovity
vykon lokomotivy rady 151 je Pis1 = 4000 kW, nami vypocitand energia odpoveda
priemernému vykonu P; = Ey/t, dostdvame P; = 1021kW, ¢o je o vela menej ako
maximéalny vykon lokomotivy.

,Netrakéné“ energie dosahuji hodnoty E,; = 1081kWh, z ¢oho dostavame
celkovi potrebnt energiu E. = En + By = 4873 kWh.

Uéinnost

Posledné nad ¢im sa treba zamysliet je tc¢innost. Samotné motory v dnesnych
podmienkach maji udinnost viacsiu ako 90 %, lokomotiva rady 151 je generacne
starSia a d4 sa predpokladat, Ze tc¢innost sa modze pohybovat okolo 80 %.

13 Techklima s.r.o.: skklimy2.crd, dostupné na webe http://www.techklima.sk/wp-content/
uploads/a4sk.pdf
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Tab. 4: [ Trakéné“ energie podla typu a ich menovité hodnoty

N4 .. E
4dzov oznacenie Wh
Prevysenie Eprev 464
Zmena rychlosti Eprof 1165
Zastavenia v staniciach FEoet 227
Odpor vzduchu Eq 1146
Vozidlovy odpor E, 835
Spolu E 3838

Odporova regulacia, ktora je pouziva v rade 151, generuje velké mnozstvo tepla
a stratového vykonu, odporniky st umiestnené na streche a st chladené vzduchom,
ktory na ne fikaja velké ventilatory. Hruby pomer odporu odpornika voci odporu
motoru je 1:2, teda tcinnost je rddovo na drovni 66%.

Medzi dalsie straty mézeme zapocitat hlavne prechodové odpory na zberadi.
Odhad téinnosti prenosu vykonu z trakéného vedenia na ndpravu je priblizne 50 %.

Existuje mnozstvo dalsich faktorov, ktoré nie si zapocitané, napriklad, preva-
dzkové zastavenia, redlne zrychlovanie/brzdenie alebo zvySeny odpor v oblikoch.
Zaroven sa jednotlivé jazdy mozu od seba 1iSif, ¢i uz technikou jazdy rusnovodica,
ale napriklad aj vlakmi pred/za tymto vlakom a tym ovplyvnené napéitiec v TV
a pod.

Zaver
Priblizné spotrebovand energia, ktora IC Opavan potrebuje je 7 MWh.

Poznamky k rieSeniam
Niektori riesitelia si neuvedomili, Ze vlak neleti ako lietadlo, ale ide po povrchu
Zeme. Preto za vzdialenost z Prahy do Opavy, ktoru vlak prejde, nemo6zeme brat
vzdusnu vzdialenost, ale musime uvazovat vzdialenost, ktort vlak prejde po kolaj-
niciach.

Dalsia skupina riesitelov vytahuje vlak vo vesmiru, pretoze za silu, ktord pre-
konéva lokomotiva, brali tiaz vlaku (hmotnost ndsobend tiazovym zrychlenim).

Vela Iudi si neuvedomilo, Ze ide o vlak v Cesku, a teda nepdjde cely ¢as maxi-
malnou rychlostou. S tym suvisi aj Cas jazdy, ktory si mnohi riesitelia nedokazali
zistit.

Niektori z vds dokonca vynasli aj perpetuum mobile. A v neposlednom rade,
mnoh{ z vis nevedia, ktord spoloénost je zodpovedna za infrastruktiru (SZ s.o.),
a ktord za prevadzku vlakov (CD a.s.).

Uloha Il.1 ... %lab na vodu

Zlabem na vodu obdélnikového priifezu o 3ifce d = 10cm tede voda. Na jeji hla-
dinu spadne maly list, ktery se zacne pohybovat rychlosti 60 cm-s~*. Vyska vody
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ve zlabu je h = 1,3 cm. Odhadnéte, jak dlouho bude trvat nabrat 501 vody do pri-
praveného védra. Komentujte pouzité predpoklady proudéni v porovnani s realnou
situaci. Dodo si chladil stipanec od ovdda.

Na zaciatok povazujme vodu za idedlnu kvapalinu. V takom pripade by pradila v
celom objeme zlabu rovnakou rychlostou, a to rychlostou vg urcenou zadanim. V
tlohe vychadzame zo vztahu pre objemovy tok

Qv =Sv= K .
t
Po tprave dostdvame vyraz
\%
t= 3
T 3)

z ktorého po dosadeni hodnot ziskavame ¢ = 64s. Vedro s objemom 50 litrov by
sme teda museli napliiat 64s.

Ak vodu nechceme povazovat za idedlnu kvapalinu, ale prave naopak za kva-
palinu s vnutornym trenim, viskozitou a podobne, tak sa musime zamysliet nad
tym, akym modelom chceme zjednodusit pohyb redlnej kvapaliny.

Pri prideni redlnej kvapaliny dochddza k tomu, Zze na molekuly najblizsie pri
stene zlabu pdsobi najvécsia trecia sila a tieto molekuly takpovediac prilnt ku ste-
ne, ¢im vytvoria nehybni medzni vrstvu. Kazda dalsia vrstva sa potom pohybuje
rychlejsie. Najrychlejsie sa voda pohybuje prave pri hladine, na ktort dopadol list,
ktorého rychlost pohybu sme odmerali.

Uvazujme model, kedy sa rychlost pohybu molekil vody meni s ich vyskou od
dna linedrne. V takom pripade potrebujeme vypocitat strednd rychlost pohybu
molekul vody, ktorou ked nahradime rychlost vsetkych vrstiev pohybujicich sa
roznymi rychlostami, tak sa objemovy prietok nezmeni. Tito strednd rychlost vs
vypocitame ako priemer rychlosti medznej
(vm = Ocm-s™') a povrchovej vrstvy

_ Um —+ vo Vo
vs = 5 =5
Ked tito stredni rychlost dosadime namiesto pévodnej rychlosti vg do rovnice (E),
tak dostadvame t; = 2t = 128s. Vedro by sme podla tohto modelu naberali az 128
sekind. Vidime, Ze na zvoleni spravneho modelu teda velmi zalezi.

Uloha 11.2 ... nepohodiny autobus

Jarda chtél v autobuse sledovat na svém notebooku prednésku,

a proto ho polozil na vyklopnou policku sedadla pred nim. Ta |
ma hloubku h = 18cm a je kolma ke svislému sedadlu. Jardiv
notebook, Siroky | = 25 cm, se sklada ze spodni ¢asti o hmotnos-
ti M = 1200g a z obrazovky o hmotnosti m = 650g. Obé cdsti
povazujme za homogenni. Na jaky nejvétsi ithel miize notebook
rozevrit, aby nespadl z policky? Jarda je workoholik.

P
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policky. Nejzazsi situace nastava tehdy, kdyz tézisté lezi presné nad koncem policky,
tedy ve vzdalenosti
h = 18 cm od sedadla.

Chceme pfi tom, aby byl notebook co nejblize sedacce. Obrazovka by se ji
tak svou zadni ¢4sti méla dotykat. Uvazujme, Ze rovina obrazovky svird s rovinou
poli¢ky tupy dhel a (uvédomme si, Ze plati cos(a) = — cos(n — «), tedy ze kosi-

- Tmm + s M _ —mlcosa — 2Mlcoso + M1 —h
o m+ M o 2(M +m) o

od sedacky, kde posledni rovnost jsme ziskali z tvahy vyse.
Nyni jiz muzeme vyjadrit « jako

MI—2(M+m)h o
= S :12 .
« arccos( ol + 201 ) 0

Maximalni tihel otevieni notebooku je po zaokrouhleni pouze 120 °. Koukani se na
prednasky v autobuse tak neni ptilis pohodlné, protoze policka je pomérné nizko
a pro Jardu tak neni mozné dosdhnout kolmého pohledu na obrazovku.

Uloha I1.3 ... jefab na voru

Uprostred reky stoji na voru o zanedbatelné hmotnosti jerab a premistuje krabice
stavebniho materidlu o hmotnosti m z jednoho brehu na druhy. V jednom kroku
jerab nalozi material na jedné strané reky, otoci se na druhou stranu, tam material
vyloZi a otoc¢i se zpét. Urcete nejmensi hodnotu uhlu, o ktery se mizZe béhem
jednoho kroku vor vychylit oproti ptivodni pozici. Jefab aproximujme homogennim
valcem o hmotnosti M; a poloméru r a otdcecim ramenem tvaru tenké tyce o délce
kr. Rychlost reky i ,treni“ mezi vorem a vodou zanedbejte.

Vojta se vyucil inZengrem na YouTube.

Pri feSeni tlohy vyjdeme ze zdkona zachovani momentu hybnosti. Pro moment
hybnosti vzhledem k ose otaceni plati L = Jw, kde J predstavuje moment setrvac-
nosti a w thlovou rychlost otacejiciho se télesa. Protoze celkovy moment hybnosti
jefdbu na voru musi zlistat nulovy, bude platit

Jiwy — Jrwr — m(kr)Qwr =0

v prvni fazi pohybu a

Jijwy — Jrwr =0
ve druhé fizi. V rovnicich vyse pfedstavuje J; = M;r?/2 moment setrvacnosti
vertikaln{ vdlcové Casti jerabu, J, = M, (kr)?/3 moment setrvaénosti ramena jetabu
o hmotnosti M,, w, thlovou rychlost otaceni voru a w, tthlovou rychlost otaceni
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ramena jerabu. Obé rovnice nyni prendsobime ¢asem potiebnym k otoceni ramene
0 180°, dosadime za momenty setrva¢nosti a upravime.

m+ LM,
v :2k2 T 3 ’
Pl M

1

=M.,
v2 = 2k"p 2=
Pv2 2 M

kde ¢, = nrad je thel pootoceni ramene jefdbu a ¢v1, @ve jsou uhly, o které se v
jednotlivych fazich pohybu pootoc¢i vor. Mensi tihel, o ktery se mize vor pootocit,
pak dostaneme odectenim téchto dvou hodnot — to nastane ve chvili, kdy se bude
jefab otdcet v jednotlivych fazich pohybu opaénym smérem. Dostavame tak

m
Apy = 2k*n— rad.
Pv M,
Vsimnéme si, Ze se ve vysledném vztahu nevyskytuje hmotnost ramene jerabu. To si
miizeme intuitivné vysvétlit tak, Zze se pti otoCeni tam i zpét vychyleni zptisobené
jeho pohybem navzdjem vyrusi a vliv na vysledek budou mit jenom hmotnost
nékladu a zékladny jerabu.

Uloha Il.4 ... rovnobézna srazka

Ptak Fykosék sleduje, jak se kolem néj v jeho inercidlni vztazné soustavé po rov-
nobéznych trajektoriich pohybuji konstantnimi nerelativistickymi rychlostmi dva
hmotné body. Stejné jako on najdéte odpovéd na otazku, jestli se pro néjakého
jiného inercidlniho pozorovatele muzou tyto trajektorie protnout. Pokud ano, je
mozné, aby se dané hmotné body pri spravnych pocatecnich podminkach srazily
v tomto pruseciku? Je to konzistentni s tim, ze podle Fykosaka se pohybuji para-
lelne? Marek J. se rdd srdzi.

Pohyb dvoch hmotnych bodov vieme popisat pomocou vektorov. Kedze sa jednéa
o rovnomerny priamociary pohyb, tak celi informaciu ndm dévaja ich rychlosti,
ktoré oznac¢me vi a va. Vo Fykosdkovej vzfaznej sistave st rovnobezné a teda
ich vektorovy sucin je nulovy. Transformovanie rychlosti do iného inercidlneho
systému sa redukuje na odé¢itanie rychlosti tohto nového systému (v,) od danych
rychlosti

Vin = V1 — Vp,

Vonp = Vo —Vp .
A aby sa mohli pretnit, musi platit podmienka vi, X v, # 0, a teda

(Vi = Vi) X (va = va) £ 0,

¢o vieme s vyuzitim vlastnosti vektorového siic¢inu, podmienky vi X vo = 0 a iden-

tity v, X vy, = 0 napisat ako

(va —v1) xvp #0. (4)
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Vztah (H) plati pre vSetky v,, ktoré nie si paralelné s drdhami vi a vo za pred-
pokladu, ze vi # v2. V pripade rovnosti budi trajektérie rovnobézné vzdy. Avsak
pozor, podmienka dand rovnicou (H) je nutnd, ale nie postadujica (uvazujte po-
hyb hmotnych bodov paralelne s osou x kartézskeho systému a transformaciu dant
rychlostou len so zlozkou z. V 3D totiz mo6zu byt trajektorie mimobézné). Stale vSak
vidime, ze existuje nekonecne vela pozorovatelov, pre ktorych sa dané trajektorie
pretni! (Na ukézku transformujme priklad spomenuty skor, ale teraz s nulovou
zlozkou z. Potom Tubovolna rychlost s nenulovymi zlozkami v z-ovom a y-ovom
smere transformuje trajektérie na pretinajice sa.)

Moézu sa vSak dané dva hmotné body aj redlne zrazit? To by vyzadovalo, aby ich
vzéjomnda vzdialenost bola v nejakom c¢ase nulova. Popisme trajektérie hmotnych
bodov matematicky. Ako pociatok stradnicovej sistavy zvolme polohu prvého
hmotného bodu v (nejakom) ¢ase to. Jeho trajektéria ja potom dand ako di = vit.
Povedzme, ze ptak Fykosdk ich videl v case to vo vzdjomnej vzdialenosti s. To
znamend, ze draha druhého bodu je popisand vyrazom de = vat + s. Transforma-
ciu do inej inercidlnej sistavy uskuto¢nime dosadenim transformovanych rychlosti
Vin & Vap, ktoré st vyjadrené vyssie. Pre zrazku musi teda platit

dip, —d2, =0,

¢im dostaneme
(V1 — V2) t=s s

¢o plati iba ak je s rovnobezny s rychlostami vo Fykosakovej ststave. Inymi slovami
dané body idu po tej istej trajektorii a mozné je len obehnutie (pre nejaké velkosti
ich rychlosti). Pre rozdielne trajektérie zrazka hmotnych bodov nie je mozné ani
v roznych inercidlnych systémoch.

Uloha I1.5 ... kouzelnd magneticka tycka

Meéjme tenky magnet uzavreny uprostied tenké duté tyce o délce l. Materidl tyce
je schopny magnetické pole odstiniovat. Tésné za konci tyce je tok magnetického
pole roven ®. Vypocitejte velikost a smér magnetické indukce v roviné kolmé na
ty¢ prochazejici jejim stredem v zavislosti na vzdalenosti r od tyce.

Adam vyrobil foukacku, aby mohl na predndskdch flusat magnety po spoluzacich.

Uloha vypada na prvni pohled velmi komplikované. Ve skutec¢nosti si vsak problém
miuzeme preformulovat tak, Ze vypocet nebude nijak naro¢ny. Predné si uvédomi-
me, ze problém je osové soumérny vzhledem k ose, ktera je zdroven podélnou osou
symetrie tyce. Navic skrz stény tyce netece zadny magneticky tok, protoze material
tyce magnetické pole odstinuje a tyc je velmi tenka. Podivame-li se tak na situaci
vné tyce, bude se magnetické pole chovat tak, jako by v bodech na koncich tyce do
prostoru ,vstupoval® magneticky tok ®, resp. —® (znaménko odlisuje jednotlivé
konce tyce). Ty¢, a dokonce i magnet, nyni jiz nemusime resit. Protoze ty¢ byla
velmi tenké, muzeme magnetické toky +® povazovat za homogenni. Pro odliSeni
konci tyce budeme znaménko + pouzivat i nadéle.
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Na takto upraveny problém pustime velmi mocné nastroje nazvané Gaussova
véta a princip superpozice. Pro magnetické pole nabyva Gaussiv zédkon v integrélni
podobé tvaru 0 = f s BdS . Diky principu superpozice budeme pocitat magnetické
pole pro oba konce tyce zvlast. Vezmeme velmi malou kulovou Gaussovskou plochu
okolo jednoho konce tyce. Celkovy tok touto plochou musi byt nulovy. Plati tedy

¢i¥®:07

kde opacné znaménko u druhého clenu je dano tim, ze magneticky tok +&® do
Gaussovské plochy vstupuje. Protoze je pole pro kazdy konec tyce stredové sou-
mérné, obsah, kterym protékd magneticky tok £®, je velmi maly a magneticky
tok se musi zachovavat, ziskdme vzorec
Dy +P

Bil=|Byl =By — —= — —*_

Bl =1Bel = Be = 15 = Gope
urcujici magnetické pole v zavislosti na poloméru Gaussovské plochy R. Magnetickd
indukce je na tuto Gaussovskou plochu v kazdém bodé kolma.

/e

]l

Obr. 3: Nékres situace. Zde znaménko + na magnetu uvnitf tyce znaci jeho
severni pol, naopak — reprezentuje pdl jizni.

Nyni se jiz jednd pouze o geometrii. S pomoci obrazku E vyjadiime R =
= (\/47"2 + 12) /2 a cosa = l//4r? + [2. Magnetické intenzity ve sméru os z a y
se odeCtou a zustane pouze z-tova slozka. Jeji velikost bude

dl

B = (|B1|+ |Bz2|)cosace =2B+cosax =2+ —————.
(IB1] +|B2) pTENNTE

Smeér intenzity zavisi na orientaci magnetu v tyc¢i. Pri natoc¢eni magnetu dle
obrazku B bude intenzita mifit ve sméru —z, pfi opacné orientaci magnetu by
mitila ve sméru +z.

K feseni jesté nékolik pozndmek:

1. Trik, kdy celou tilohu spoc¢itame, aniz bychom fesili magnet nebo ty¢, se mize
zdat docela random, na druhou stranu jedinou zndmou veli¢inou charakteri-
zujici magnetické pole je tok na koncich tyce. O magnetu nic nevime.
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2. Neni mozné, aby oba magnetické toky +® do tyce vstupovaly nebo z ni
vystupovaly. Nebyl by poté splnén treti Maxwelltiv zdkon.

3. Problém si mizZeme predstavit jako dva magnetické monopdly, polozit Q =
= Pe a fesit vSe pomoci rovnic pro elektrostatické pole. Matematicky je to
ekvivalentni feseni vyse, fyzikdlné to ale neni spravné, protoze magnetické
monopdly neexistuji.

Uloha Il.P ... planetarni atmosféra

Jaké parametry musi mit planeta, aby si udrzela atmosféru srovnatelnou se Zemi?
Jaké podminky jsou nutné, aby takovou atmosféru ziskala?
Karel si vzpomnél na dlohu.

Za existenciu zemskej atmosféry vdadime réznym fyzikdlnym procesom. Daliie st
zodpovedné za jej ochranu. Ako vsak vidime, okrem fyzikalnych procesov st dole-
zité aj tie chemické a biologické. Pred zaciatkom diskusie o tychto procesoch si
vSak musime ujasnif nas pohlad na interpreticiu otdzky zo zadania — ¢o zname-
né, ze atmosféra planéty je porovnatelnd s atmosférou Zeme? Uvazujme, Ze nas
zaujima moznost obyvatelnosti takéhoto telesa, teda chceme planétu s atmosférou
s nasledovnymi vlastnostami:

o atmosféricky tlak okolo p, ~ 100 kPa,
e rovnovazna povrchova teplota T =~ 300 K,

e chemické zlozenie s obsahom dusika a kyslika — v prvom priblizeni dané
strednou molekulovou hmotnostou okolo My, =~ 15 g-mol ™ *.

Tieto podmienky zarucia, ze aj navonok bude mat atmosféra podobni hribku.

Tepelna evaporacia
Prvym procesom, na ktory sa pozrieme je tepelny pohyb castic. Rychlost castic
hmotnosti m v termodynamickej rovnovahe pri teplote T je dand Maxwelovym

rozdelenim rychlosti
2

3
10 = () At
ktoré vyjadruje, aky zlomok castic sa pohybuje rychlostou v, presnejsie pre ma-
ly interval rychlosti Sirky dv méme ¢ast dn = f(v)dv Castic. Charakteristickym
znakom tohto rozdelenia je, ze aj pre Tubovolne velké rychlosti ndjdeme nejaké
Castice, ktoré ich dosahuji. Ak mé castica rychlost vac¢siu ako tnikovi rychlost
z povrchu a na jej ceste sa s nijakou inou nezrazi, z atmosféry nendvratne unikne.

Pre tnikov rychlost plati
- 2GM
u R )

kde M je hmotnost planéty, R je jej polomer a G je gravitacnd konstanta. Majme
atmosféru hmotnosti Matm, ktord mé pri povrchu tlak p a teplotu T', ktora je v nej
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pomerne nemenné s vyskou. Charakteristicki vysku H takejto atmosféry mozeme
odhadntf zo vztahu pre hydrostaticky tlak a stavovej rovnice pre idealny plyn

R,T R2’ T GM My’

2
b= pHg — PMm GM P

kde R; je molarna plynova konstanta a My, strednd moldrna hmotnost plynu. Ak

sa teda pozerame na vrstvu atmosféry, kde zacinaja byt Castice dostatoc¢ne riedke,
méame pre hmotnostny odtok castic

A]\4atm v v m % > 2 — mo?
— =~ atmn(v > Uu)* ~ atm 77 ( ) 4 vie kT )
At H .

H 2nk T

N4és zaujimaju hlavne velmi rychle ¢astice, pre Zem je totiz beznd rychlost castice
atmosféry niekolko stoviek m-s !, zatial ¢o tinikové rychlost je okolo desat km-s~!,
tj. mv2 > kT. NavySe v tomto pripade dominuje exponencidlny ttlm, mézeme

teda odhadnuit v? pred exponencidlou ako vuy

AMatm v
ar N Mumn(v > 0) g &
Matmvu( m )% i 7@
N — 4 we FT =
7 \2mk1) T U
M.dtmvu( m )%2 ; kTe,%ﬁ
~ 22 MUy ——
H 2nk T m

7 tohto vztahu vidime, ze Iahké Castice z atmosféry unikaju ako prvé. Predstav-
me si, ze uvazujeme stav atmosféry po uplynuti ¢asu na skile niekolko milidrd
rokov At = 10'7s. Za tento ¢as chceme udrzat atmosféru z dusika, ale chceme
sa zbavit celej atmosféry z vodiku a hélia. Preto dosadime do predoslého vzta-
hu AMatm = Matm a m = 10m,, kde my, je atémova hmotnostna jednotka

vﬁ m 3 med 1 _17 1

—(7> e T = —~10 ""s .

H \2rnk T At
Vyrazu opédt dominuje ¢len s exponencidlou, preto dosadime do ¢lenov pred nou
hodnoty pre Zem ako vhodny rddovy odhad. Takto dostaneme hodnotu asi 3s7*.
Potrebujeme teda, aby exponencidla dosahovala 107'7 a argument exponencialy
asi —18 - In 10 ~ —39. Ak chceme rozumni povrchovu teplotu (300 K) dostaneme
hodnotu pre tnikovd rychlost v, = 1/40kT/m ~ 3,1km-s~*, pri¢om ide o odhad
minimalnej hodnoty tnikovej rychlosti potrebnej na zachovanie atmosféry s obsa-
hom tazsich prvkov. Vidime, ze Zem, Mars a Venusa toto spliiajt, ale Mesiac uz
nie. Ak za hmotnost dosadime zo vztahu pre hustotu (pre p = 5g/cm®) dostaneme
podmienku pre minimélny polomer

R>—2  ~1900km.

8Gpn
3
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Dodajme dalej, ze na udrzatelnost atmosféry moéze mat vplyv aj rychla rotacia
telesa — pri rotacnej periéde 1 hodina by Zem na rovniku rotovala tnikovou rych-
lostou. Dalsfm monym vplyvom je gravitacné pdsobenie dalicho telesa, ¢i uz pri
nahodnom blizkom pribliZzeni, kedy sa atmosféra méze ,preliat“ medzi telesami a aj
do okolitého priestoru, ¢i slapovym pdsobenim v pripade satelitu, resp. naopak pre
satelit pdsobenie materskej planéty.

Vplyv hviezdy

Pre zachovanie prijemnej teploty na povrchu je nutné nachédzat sa v spravnej vz-
dialenosti od materskej hviezdy v tzy. obyvatelnej zéne. Tejto otdzke sa nebudeme
uplne venovat, odkazujeme vSak nat™= Zamerajme sa vSak na nepriaznivé vplyvy,
ktorymi na atmosféru hviezda posobi. Jednym z nich je fotodisocidcia molekul.
V atmosfére dokdzu dost energetické (spravidla ultrafialové) fotény rozstiepit mo-
lekuly na atémy, z ktorych si zlozené. Toto znizi hmotnost castic a uvolni mnozstvo
energie, a teda sposobi, Ze ich rychlosti v rovnovdhe budu vyssie a jednoduchsie
unikni z gravitacného pola Zeme.

Ovela nebezpecnejsie si vsak najenergetickejsie Castice, ktoré na planétu od
hviezdy pridia — castice hviezdneho vetra. Tieto Castice, prevazne protény, pr-
ddia k Zemi bezne rychlostami okolo 300 km-s~!. Ak by sa tieto Castice dostali
k casticiam v atmosfére, zrazkami by ich urychlili na naddnikové rychlosti. Toto je
proces, pomocou ktorého prisiel o atmosféru napriklad Mars. Zabranit tejto erézii
musi pritomnost magnetického pola planéty. Odhad potrebnej velkosti magnetic-
kého pola mo6zeme dostat zo vztahu pre pohyb nabitej ¢astice v magnetickom poli.
Protény sa v zemskom magnetickom poli budii pohybovat po $pirdlovych trajekté-
ridch (Sribovniciach) navinutych na silo¢iary magnetického pola, pricom polomer
$piral je dany znamym vztahom pre Larmorov polomer. Upravime ho do tvaru pre
velkost magnetickej indukcie

muv —11
B = aBL 5.100° T,
kde sme za Rj, dosadili pomerne arbitrarnu hodnotu desat polomerov Zeme — roz-
sah zemskej magnetosféry v smere k Slnku, v ktorom chceme, aby sa cCastica stihla
»otocCit“. Jednd sa teda len o velmi hruby odhad minimalnej potrebnej hodnoty.
Pre presnejsi popis by sme museli uvazovat vplyv tlaku nabitych castic na magne-
tické pole, ¢o je nad ramec tejto tlohy. Vysledkom takého pohladu, ked porovname
hustotu energie Castic_a hustotu energie magnetického pola je tzv. Chapmanova—

Ferrarova vzdialenost! .
B? \°©
Rch - R ( 2) )
Hopv

https://www.astro.princeton.edu/~strauss/FRS113/writeup3/, https://en.wikipedia.org/
wiki/Circumstellar_habitable_zone
15 http://sun.stanford.edu/~sasha/PHYS780/SOLAR_PHYSICS/L23/Lecture_23_PHYS780.pdf
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kde pozadujeme, aby Rc.r > R aj pri zdsahoch vyronmi hmoty z hviezdy?E Do-
stavame teda podmienku B > +/(mopv2) ~ 5- 107" T, ¢o je o Styri rady silnejsie
pole ako v prvom pripade (v predchddzajicom pripade sme uvazovali pole homo-
génne, to vSak smerom od povrchu klesd s tretou mocninou vzdialenosti), no stéle
o vyse dva rady slabsie ako zemské pole. Silnd magnetosféra vsak dokaze zabranit
aj ,odfuknutiu“ atmosféry po erupcii hmoty z povrchu hviezdy. Vysokoenergetic-
ké Castice sa ndsledne zachytia na $pirdlovych trajektéridch pozdiz magnetickych
silo¢iar. Niektoré z tychto Castic sa dokézu dostat do atmosféry, kde spdsobuji
napr. polarnu ziaru alebo vo vicsich vzdialenostiach od Zeme tzv. Van Allenove
radiacné péasy. Z polarnych oblasti vSak mo6zu Castice predsa len unikat, kedze tu
su silo¢iary najmé smerom k Zemi otvorené. Tento jav sa nazyva poldrny vietor
alebo plazmova fonténa.

Magnetické dynamo

Nasa planéta teda potrebuje toto pole nejak vygenerovat. Pri vzniku velkych telies
dochadza k pretaveniu pri zdrodoc¢nych zrazkach a naslednom nabalovani hmoty
pri bombardovani mensimi telesami. Magnetické pole planéty teda neméze byt
polom trvalych magnetov — materidl sa urcite nachddzal nad jeho Curieho teplo-
tou — ale musi vznikat procesom magnetického dynama v tekutom vodivom jadre
planéty. Pre planéty podobné Zemi jadro tvoria roztavené kovy ako nikel a zelezo.
Planéta si toto jadro musf udrzat tekuté po dostatoc¢ne dlhy ¢as (po stuhnuti jadra
déjde k strate atmosféry uz pomerne rychlo, tak ako v pripade Marsu), ¢o opét
kladie podmienky na velkost planéty. Tepelnd kapacita totiz rastie ako tretia moc-
nina polomeru, zatial ¢o energia vedend k povrchu a vyzarovanad povrchom rasti
s druhou mocninou. Ak vyuzijeme rovnicu vedenia tepla dostaneme
AT T 2
Mec N k R4nR ,

kde ¢ je merna tepelnd kapacita, k tepelna vodivost a T teplota planéty. Ak pred-
pokladdme exponencidlne chladnutie podla T' = Ty exp(—t/7) méme

S Mc NchQ
" k4mR " 3k

Ak by sme dosadili hodnoty pre Zelezo, dostaneme pre 7 = 10° rokov polomer R =
= 1500km. Jednd sa, samozrejme, o hruby odhad, kedze sa toto teplo musi este
dostat k povrchu cez menej vodivé silikdtové vrstvy (zemskd kora) a vyziarit z po-
vrchu, na ktory navyse teplo dodéva Slnko. Dalsim procesom, ktory dokéze udrzat
vaitro planéty tekuté je slapové posobenie, ako v pripade Merktru (pdsobenie
Slnka), ¢i Io (mesiac Jupitera).

16,0, v si parametre plazmy nalietavajicej na magnetické pole, pre Zem dosahuji maximélne
asi 1000km-s~! a my, - 100 cm 3. Aktudlne hodnoty si mozete pozriet napriklad na https:
//www.swpc.noaa.gov/products/real-time-solar-wind
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Vznik atmosfér

Pre pochopenie vzniku atmosfér planét, ako aj tej zemskej, si musime najprv pribli-
zit vznik planét samotnych. Planéty vznikaju z plynoprachového akrééneho disku,
ktory tvori pozostatok po vzniku centralnej hviezdy. V zavislosti od vzdialenosti
od hviezdy z plynu postupne kondenzuju Ciastocky — v smere od hviezdy naj-
prv kovy, neskor silikiaty, vodny Tad a vo velkej vzdialenosti aj Tad metanu, ¢i
amoniaku. Tieto Castice sa nésledne zrazkami naakumulovali do tzv. planetizimal
velkosti asteroidov. Tieto sa dalej zrazali a aj s pomocou vlastnej gravitacie tvo-
rili protoplanéty. Tu nastava pre nas dolezity okamih — ak takato planetezimala
ziskala hmotnost véacsiu ako asi desat hmotnosti Zeme, ziskala schopnost na se-
ba nabalovat plyn z okolitej hmloviny vlastnou gravitaciou, ¢o jej hmotnost dalej
zvysilo. Tymto procesom vznikli atmosféry plynnych planét, ktoré tvoria vacsinu
ich hmotnosti®! Ak chceme ziskat Zemi podobni atmosféru, musi mat teda nasa
protoplanéta polomer asi do

10M,
M,

1/3
R<RZ( ) ~ 14000 km,
ak predpokladdme, ze hustoty oboch telies sii rovnaké. Pre vyvoj (proto)planét je
dolezita aj ich migracia v stustave po ich vzniku. Vzdjomnym gravitacnym pdso-
benim viacerych planét sa mézu vysledné orbity vyrazne lisit od tych, na ktorych
planéty vznikli, niektoré planéty m6zu dokonca spadniit na materska hviezdu alebo
uplne uniknit zo sustavy.

Vyvoj atmosféry zemského typu tak obvykle zac¢ina na telese roztavenom zraz-
kami, ktorého prvotni atmosféru tvoria roztavené mineraly a sopecné plyny ako
metan. Neskorsimi zrazkami s mensimi telesami, vSak na Zem zo vzdialenejsich
konéin prisla voda, ktord ako vodnd para prispela do zlozenia atmosféry. Postup-
nym chladnutim povrch stuhne a neskoér sa z atmosféry moéze vyzrazat vodny oceédn.
Aj vplyvom vulkanickej ¢innosti je tato ,druhd“ atmosféra zlozena z oxidu uhlici-
tého a dusfku, ako napriklad na Venusi. Cast oxidu uhli¢itého sa dokaze rozpustit
v ocednoch a nasledne ulozit v uhli¢itanoch, a teda sa eliminovat z atmosféry. Pre
zemskl atmosféru vsak bol vyznamny iny jav, ktory ma od astronémie, ¢i geo-
fyziky pomerne daleko — vznik zivota. Prvé fotosyntetizujice organizmy — cyano-
baktérie — dokézali z oxidu uhli¢itého vyrobit kyslik, ktorym obohatili atmosféru.
Kyslik moéze vzniknat aj vysoko v atmosfére fotodisociaciou vodnej pary, no tento
proces je prili§ pomaly v porovnani s kyslikom potrebnym na oxiddciu minerdlov
na povrchu. Tymto prvym organizmom teda vdacime za dnesnii podobu zemskej
atmosféry, v ktorej dokazeme zit aj my — Tudia.

Zhrnutie

Planéta musi byt dost velkd na to, aby si atmosféru udrzala. V désledku tepelného
pohybu molekil telesd s polomerom mensim ako niekolko malo tisic kilometrov

17Pre ziujemcov je tento proces popisany vo vedeckych &ldnkoch https://www.sciencedirect.
com/science/article/abs/pii/0019103586901223, ¢i https://academic.oup.com/mnras/article/
405/2/1227/1184435.
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o atmosféru na $kélach milidrd rokov pridu. Dalej je potrebné, aby takédto planéta
disponovala magnetickym polom tieniacim tok castic od materskej hviezdy. Nako-
niec planéta neméze byt prilis velka, inak by pocas vzniku zacala nabalovat plyn
z okolitej hmloviny a premenila sa na plynného obra. Pre polomer planéty tak
méme odhad 1500km < R < 14000 km. Ak sa zaujimame o atmosféru s obsahom
kyslika, na planéte by sa navySe musel vyvinat zivot.

Uloha Ill.1 ... kreativni feSeni problém{

Danka pripojila zahradni hadici s vnitinim primérem 1,5 cm na vodovodni kohou-
tek na koleji a druhy konec polozila na okraj okna na 8. poschodi ve vysce 23 m
nad zemi. Jaky objemovy priitok vody by musel kohoutek mit, aby se Dance po-
darilo postiikat proudem vody lidi stojici pod koleji ve vodorovné vzdéalenosti 9 m
od budovy, kteri rusi noc¢ni klid? Miize se to Dance podarit, pokud voda strika
vodorovné a nefoukd vitr?
Bonus Kde nejdale mohou stat tito lidé, aby na né Danka hadici dostrikla, pokud
je objemovy priitok kohoutku 0,41-s71 ? Danka ted miiZe konec hadice natoéit tak,
aby voda strikala pod libovolnym tihlem vici vodorovné roviné.

Dance opravdu vadi hluk v noci pod okny.

Ked si situaciu predstavime, uvedomime si, ze ide vlastne o vodorovny vrh vody,
ktora vytryskuje z hadice nejakou rychlostou v. Rychlost vieme urcit z objemového
prietoku @ ako

Q

§ )
kde S = nd?/4 je plocha prierezu hadice. Potom si mézeme napisat rovnice pre
suradnice hmotného bodu pohybujiceho sa vodorovnym vrhom

v =

Tu oznacujeme x a y postupne vodorovnu a zvisla siradnicu. Pociatok siradnicovej
sustavy polozime do bodu na zemi priamo pod oknom. Premennéd t oznacuje Cas,
ktory plynie od okamihu vytrysknutia vody z konca hadice, g = 9,81m-s™* je
tiazové zrychlenie. Voda je vystrekovana z pociatocnej vysky h = 23m. Ludia,
ktorych chce Danka trafit, s na zemi, ¢ize ich y-ova stradnica je y = Om. Od
internatu™ su vzdialeni [ = 9m, to je teda aj ich xz-ova siradnica. Mame teda dve

rovnice s dvoma neznamymi, ktorymi st ¢as letu vody ¢ a rychlost v
l=nwt,

L 2
0=h——gt".
59

18zesky kolej
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Vyjadrime preto z druhej rovnice ¢as

t=

I

2h
Y

a to dosadime do prvej z rovnic. Dostdvame

Rychlost vyjadrime cez objemovy tok a mame

- @ [2h
= /2.
=V g

Upravami vyjadrime @ z rovnice a dosadime hodnoty zndmych veli¢in

Ind®> /g 1
Q_T ,/ﬁ~0,731-s )

Danke sa teda nepodari tymto spésobom dostrekniit z okna na neprijemnych suse-
dov, pretoze z bezného vodovodného kohtutika v domécnosti alebo v internéte
nedostaneme takto velky objemovy prietok.

Bonus

Kdyz chceme spocitat maximalni dostiel z nenulové vysky, je postup pomoci de-
rivaci velmi komplikovany. Proto pouzijeme koncept takzvané ochranné paraboly,
coz je mnozina bodu, za kterou se danou rychlosti vystiiknuty proud vody nedosta-
ne pod zaddnym pocatecnim thlem. Nyni si ukdzeme jeji odvozeni pro konstantni
po&ateéni rychlost proudu vody v = 4Q/(rd?). Nejprve si napiseme zévislost obou
soutfadnic mysleného hmotného bodu na ¢ase pro vrh rychlosti v pod thlem ¢ jako

T =wvcospt,
1
y=h+vsinpt — ith'
7 téchto rovnic nyni zkusime vyjadrit, pod jakym thlem ¢ musime hmotny bod

vystielit, aby proletél pevné danym bodem se soufadnicemi [z,y]. Z prvni rovnice
tedy nejprve vyjadiime cCas, ktery dosadime do druhé

xT

vecos
1 x?

veosp 2992 cos? 0’

y=h-+vsingp
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Nyni rovnici upravime, aby v ni vystupoval pouze tangens thlu ¢, ktery budeme
chtit pro pevné x a y vyjadrit

1 1'2 2
y:h+xtggof§gv—2 (1+tg np) ,
22

tg? apfxtggo+y+2—27h—0

g:r
202
Vidime, ze pro tangens pocatecniho tihlu mame kvadratickou rovnici. To zna-
men4, ze v zavislosti na souradnicich bodu = a y dostdvdme bud dvé fesen{ (miizeme
bodem proletét bud cestou nahoru nebo cestou dolir), Zddné feseni (rychlost je moc
mald a bod nezasdhneme), nebo jedno feseni, coz je mnozina bodu oddélujici tyto
dvé oblasti. Pro tuto mnozinu bodu bude diskriminant kvadratické rovnice rovny
nule, muzeme ji tedy timto zptsobem snadno popsat

2
gz gz _
v Ao (“w‘ )07

2

v gx?
v h=0,
29 Y T2 T
2
v gx>
=2 9% Ly,
2g 2v2+

Pro mnozinu bodi ohranicujicich prostor, kam mutzeme danou rychlosti dostie-
lit a kam ne, tedy dostavame tento predpis. Ten, jak si muzete vSimnout, je rovnici
paraboly. Rikdme mu ochranné parabola, protoze zadnj bod mimo néj nemfizeme
zasdhnout. K urceni maximalniho dostielu staci spocitat prusecik této paraboly se
zemi, tedy bod, kde y = 0:

2 2
0= — — h
2g 202 TR
2 2
gmtnax v
Jimax g4 2
202 + 2g’
2 20%h vt
Tmax = "o
g g

Tmax = E\/thJer.
g

Po dosazeni za pocatecni rychlost tak dostdvdme maximalni vzdalenost, ve
které Danka trefi hlu¢né lidi, jako

4Q 4Q\? .
xmax:ﬂdQQ h +< d2> :4791“11

Pokud tedy stoji hluéni lidé ddle nez 5m od koleje, jsou pred rozzufenou Dankou
v bezpedi.
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Uloha I11.2 ... topeni na chalupé
Danka prisla uprostied zimy na svou chalupu, kde bylo

/ uvnitf jen Ty = 12°C. Zapdlila proto v krbu oher, kde

topila dievem s vyhievnosti H = 14,23 MJkg™'. Ko-
m m m ©  lik ho musi spalit, aby ohrdla vzduch vevnity na T =

= 20°C? Chalupa mé& tvar kvddru s rozméry a = 6m,
/ b=8m ac = 3m, kde c je vyska stén, a strechou ve
tvaru nepravidelného lezatého trojbokého hranolu s vys-
kou v = 1,5m, jehoz horni hrana je osou ptidorysu chalupy. Vzduch zabird 87 % ob-
jemu chalupy, jeho hustota je p, = 1,29kg-m > a mérnd tepelnd kapacita je ¢, =
=1007J-kg - K~*. Odpovida vysledek ocekavini? Diskutujte nad pouzitym jed-
noduchym modelem. Dance byvd na chalupée zima.

Aby Danka ohriala vzduch v chalupe, musi ziskat energiu spalenim dreva. Ak spali
drevo s hmotnostou M, uvolni sa tym z neho teplo

Q=MH.
Ak sa vsetko toto teplo odovzda vzduchu, bude platit
Q = MCy (T2 — Tl) 5

kde m je hmotnost vzduchu v chalupe. Tt jednoducho vypocitame ako sii¢in obje-
mu a hustoty vzduchu. Celkovy objem chalupy V4 je stucet objemu kvadra vymed-
zeného stenami chalupy a trojbokého ihlanu tvoriaceho strechu chalupy. Objem
ihlanu sa rovnd avb/2. Nésledne objem chalupy je

V():achr%cwb:ab(ch%v) .

Kedze vieme, ze vzduch zaberd len n = 0,87 z objemu celej chalupy, mézeme
napisat

1
Q = nab (c+ 51}) pvey (To —T1h) .

Nakoniec dosadime do tejto rovnice vztah zo zaciatku riesenia, vyjadrime potrebnt
hmotnost dreva a dostaneme

M= LJZICVab (c+ %v) (T, — Th) .
Po dosadeni zadanych hodnét dostaneme, Zze Danke staci spalit M = 0,11 kg dreva.

Ked sa zamyslime, uvedomime si, ze v redlnom zivote to takto nefunguje. Ur-
Cite nestaci spalit iba sto gramov dreva na to, aby sme zohriali vzduch v chalupe
o niekolko stupnov. Z vlastnych skiisenosti by sme to skér odhadli na niekolko kilo-
gramov. Nas jednoduchy model je teda nespriavny. Predpokladé totizto, ze vsetko
teplo ziskané spalenim dreva, sa bez strat vyuzije na ohrev vzduchu a iba vzduchu.

V skutocnosti hra pri ohrievani chalupy rolu niekolko dalsich faktorov. Na-
jdolezitejsim z nich je, ze i¢innost odovzdaného tepla zdaleka nie je stopercentna.
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Velké mnozstvo teplého vzduchu unika hore kominom prec z chalupy. Steny komina
sa zohrievaji, pricom budu odovzdavat teplo obklopujicemu vzduchu v chalupe.
Musime taktiez mysliet na to, ze merna tepelna kapacita steny z beténu je rado-
vo podobnd mernej tepelnej kapacite vzduchu =, ale stena mé o niekolko radov
vyssiu hustotu. Preto celkové teplo potrebné na ohriatie steny je ovela vicsie ako
pre ohriatie vzduchu. Podobne je to aj s predmetmi vnitri chalupy. Ak je chalupa
vybavena nejakym nabytkom z dreva, plastu ¢i latky, ten pohlti omnoho viac tepla
ako samotny vzduch. V zadani sice hovorime iba o ohriati vzduchu, ale v skutoc-
nosti nemoézeme zanedbat tepelnt vymenu medzi vzduchom v chalupe a predmetmi
v nej. Pokial st predmety chladnejsie ako vzduch, teplo prudi zo vzduchu do tychto
predmetov, ¢im sa spatne ochladzuje. Aby sme dosiahli stabilni teplotu vzduchu
v miestnosti, musia aj vietky predmety v miestnosti nadobudnit tito teplotu. Dal-
§i jav, ktory sme v rieseni nevzali do ivahy, je tepelna izolacia samotnej chalupy.
Predpokladali sme, Ze chalupa je tepelne izolovana. Avsak u redlnej chalupy docha-
dza k vyznamnej tepelnej vymene s okolim, pricom jej miera zavisi na materidlu
chalupy, kvalite izolacie stien a na tom, ako dobre sii utesnené okné a dvere.

Ak by sme zohladnili vsetky tieto faktory, bolo by mozné spocitat skutocnu
hmotnost spaleného dreva potrebnii na zohriatie vzduchu v chalupe. Potom by
podiel hodnoty ziskanej jednoduchym vypoctom vyssie a skutocnej hodnoty, po-
pisoval nieco, ako t¢innost odovzdanej energie z dreva vzduchu. Ako vidime podla
neredlne malej hmotnosti ziskanej vypoctom, tato icinnost je velmi nizka.

Uloha I11.3 ... bobovan{

Matéj s Davidem se klouzou na bobech z kopce se sklo-
nem « = 29 °, ktery v jeho paté prechdzi ve vodorovnou l
zem. Oba vyrazili z klidu ze stejné vysky. Matéjovy bo- ‘a\‘ R
by ujedou vzdy stejnou vzdalenost | po naklonéné rovi- _
né i ve vodorovné ¢dsti. ProtoZe se pri vyssi zatézi boby !
probori hloubéji do snéhu, uvazujte, zZe treci koeficient
je imérny normélové sile jako f(F) = kF, kde k je kladnd konstanta. Urcete, koli-
krdt déle dojede Matéj od paty kopce nez David, je-li Davidova hmotnost (i s boby)
0 12% vyssi nez Matéjova. V paté kopce bobafi neztraci zddnou energii.

Matéj se rad bavi o bobech.

Ulohu vyfesime pomoci zdkona zachovani energie. Kdyz jsou bobafi na vrcholu
kopce o vysce h, maji potencidlni energii Ey, kterd se v prubéhu pfemeéni na energii
kinetickou Fyx a na praci konanou tfenim W;. Po dosazeni roviny se kineticka
energie Ey preméni na préci tieni W{. Pro praci vykonanou tfenim plati

W, = Fid = fFnd = kF2d,

kde d je urazend drdha a Fx normalova sila, pro kterou v tomto pripadé plati Fy =
= mg cos a.

Yhttps://www.designingbuildings.co.uk/wiki/Specific_heat_capacity
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Rozeberme nejdiive pohyb Matéje, u kterého vime, ze urazi stejnou driahu na
kopci i po rovince. Oznacme ji l. Z geometrie kopce je jasné, ze jeho vyska bude h =
= [sin a. NapiSeme dvé zminované rovnice

Epm = Wim + Exum
B = Wiy
které maji po dosazeni tvar
mglsin o = k(mg cos @)?l + Fyu .
B = k‘(mg)Ql.
Dale dosadime z druhé rovnice do prvni
mglsin a = k(mg cos )’l + k(mg)*L,

odkud po tpravé vyjadrime koeficient k£ jako

1 sin o

mgl+cos2a’
Obdobné postupujme u Davida, kde zndme hmotnost mp = 1,12 m, a ozna¢me
drahu, kterou urazi na rovince, jako Ip. Dostavame
1,12mglsin o = k(1,12 mg cos a)2l + Exp,
EkD = ]4)(1,12 mg)2lD .

Znovu vyjadiime za kinetickou energii, k tomu i za koeficient k

1 sin o sin «

1
1,12mglsina = — —22% (112 2y — sma
mgtsia mg 1 + cos? oz( mg cosa)’l + mg 1+ cos? «

(1,12mg)’Ilp .
a findlné najdeme pomér [/Ip jako

! 1,12

Ip - 1—-0,12 cos2

Stac¢i dosadit za thel o = 29° a mdme vysledek

.
— =1,23.
Ip ’
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Uloha 111.4 ... Gt&k na Tau Ceti

Protoze nase Slunce jednou exploduje, bude potieba zorganizovat stavbu evaku-
acni lodi, v niz alespori 0,000001 % lidstva ziskd moznost uniknout. Pro tinik si
vyberou hvézdu Tau Ceti vzdalenou 12ly. Podarlf se jim sestrojit motory, které
za velmi kratky cas zrychli lod na cestovni rychlost v = 0,75c. Bohuzel, prave
v poloviné vzdalenosti k cili zpozoruji jak explozi Slunce, tak explozi Tau Ceti.
Jak dlouho pred touto straslivou scénou exploze nastaly v soustavé spojené s lodi?
A kdy v soustave, ve které jsou Slunce i Tau Ceti nehybné? Predpokladejte, Ze se
vzdéalenost mezi obéma hvézdami nemeéni.

Karel chtél uniknout véas. Ale nepovedlo se.

V siradnicovej stustave spojenej s hviezdami lod dorazi do polovice cesty v case t1 =
= d/2v = 8rokov po opusten{ Zeme. V tomto ¢ase na lodi spozorovali vybuch
oboch hviezd, ktorého svetlo k lodi z oboch strén cestovalo to = d/2c = 6rokov.
V sustave spojenej s hviezdami teda oba vybuchy nastali to = 6 rokov pred tym,
ako boli lodou pozorované.

V ststave spojenej s lodou je situdcia komplikovanejsia kvoli vplyvu relativistic-
kych efektov. V tejto sistave je lod staticka, Slnko sa od nej vzdaluje rychlostou v
a Tau Ceti sa priblizuje rychlostou v. Uvazujme, ze vzdialenost hviezd v sistave
spojenej s lodou je D. Od momentu, ked Slnko vybuchlo, preslo Slnko vzdiale-
nost vt; a svetlo urazilo ct; do okamihu, ked bol vybuch lodou pozorovany. Cas t1
oznacuje Cas plynuci na lodi. Vzhladom na to, zZe v okamihu pozorovania sa lod
nachadza v polovici cesty medzi hviezdami,

D
520t1+vt1:Ct2—’l}t2,
D D

fh= ty=
' 2(c+0)’ > T 2(c—v)’

kde sme uvéazili podobne pre druhi hviezdu ¢as t2 a fakt, ze svetlo aj hviezda maju
zhodny smer pohybu. Vidime teda, ze pozorovatel na lodi urc¢i ¢asy vybuchov
hviezd ako nie suicasné. Navyse ani vzdialenost hviezd pozorovana v sistave lode
nie je rovnaka ako v ststave hviezd. Tieto vzdialenosti si previazané vztahom pre
tzv. kontrakciu diiky

Celkovo méme pre ¢asy vybuchov Slnka a Tau Ceti pred ich pozorovanim v ststave
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lode

d v2

h=— 41— Z =

! 2(c+v) c?

_d femv_

T 2c\ e+v

=to c_Ui2,21f0ka,
c+v

to = to c—'_1}:15,91“01{21,
c—wv

K tomuto zéveru by sa dalo prist aj vhodnym vyuzitim vzorceka pre Dopplerov
posun, ak by sme sa pozreli na periodicky signdl s peridédou to.

Na zaver dodajme, ze hviezdy sa voci sebe pohybuju rychlostami okolo desiatok
kilometrov za hodinu, teda predpoklad vzdjomnej nehybnosti je opravneny. Trochu
menej realistické je v8ak to, Ze na konci svojho zivota bude Slnko (aj Tau Ceti)
prechidzat fazou Asymptotickej vetvy obrov, ktort sprevadzaji vyrazné termélne
pulzy odhadzujice velké mnozstvo hmoty trvajice niekolko stotisic rokov. Tato
hmota néasledne vytvori okolo Slnka planetdrnu hmlovinu a odhali jadro, ktoré
sa stane bielym trpaslikom. Na vybuch supernovy je Slnko prili§ malo hmotné.
Pre zivot v Slnecnej stistave je teda vyrazne nebezpecnejsie postupné zvysSovanie
ziarivého vykonu Slnka, ktoré znemozni zZivot na Zemi ako ho pozname uz o asi
miliardu rokov.

Komentar k doslym rieseniam

Najcastejsou chybou pri rieseni tilohy bola nesprdvna transformacia medzi stistava-
mi. V&csina riesitelov pouzila na transformaciu len vztah pre dilataciu ¢asu alebo
kontrakciu diiky. Tieto vztahy je mozné pouzit len v Specialnych pripadoch. Plna
Lorentzova transformécia medzi stiradnicami (¢,x) a (¢', z") dvoch ststav pohybuj-
ucich sa voéi sebe rovnomerne priamociaro rychlostou v ma tvar

vT
t/:fy(tfc—2>, =5 (x—ot).

Délezité st nasledujice pozorovania:

o pre malé rychlosti v < cjet’ =t az’ = x —vt, ¢o je Standardnd Galileovskd
transformaécia;

o ak mame dve udalosti, ktoré v jednej zo stustav nastali sicasne At = 0, pre ich
¢asovy rozostup v druhej stistave mame At' = —yvAx/c?. Ak sa neodohrali
na tom istom mieste v prvej stustave, v druhej stistave sa neodohraji naraz;

« ak pozorujeme hodinky nepohybujtce sa v neciarkovanej stustave (Az = 0)
z ¢iarkovanej stistavy, zd4 sa ndm, Ze tikajd s intervalom At = ~t — dilatacia
casu;
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o ak méame ty¢ dizky Az = [ meranej v neliarkovanej ststave orientovant
v smere x-ovej osi, v Ciarkovanej stustave by pozorovatel pri merani oboch
koncov v tom istom Easovom okamihu A# = 0 zmeral dizku Az’ =
= y(l—vAt) = ’y(l—v2l/c2) = /v, kde sme dosadili z prvej rovnice
za At = vAz/c?. Dostdvame tak zndmy vztah pre kontrakciu dizky.

V nasom pripade vsak vybuch hviezd a ich pozorovanie neboli stc¢asné ani st-
miestne javy v ani jednej zo sustav hviezd a lode. Musime tak pouzit plna Loren-
tzovu transformaciu. Celd situacia sa da graficky znazornit na Casopriestorovych
diagramoch na obrazkoch f a fj. V tychto vyndsame ¢asovi osu zvislo a priestorovi
osu vodorovne, pricom pri vhodnej volbe jednotiek (ako napriklad roky a svetelné
roky) sa svetlo pohybuje vzdy pod uhlom 45 °. Svetociara lode, resp. hviezd je vy-
znacend tucne, svetelné lice explézii si vyznacené prerusovane, lod odstartovala
v udalosti S, hviezdy vybuchli v udalostiach E a tieto vybuchy boli lodou pozo-
rované v udalosti P. Vidime, ze pre pozorovatelov v ststave hviezd, resp. lode, sa
situacia javi znacne odlisne.

6ly 6ly

Obr. 4: Casopriestorovy diagram .
v ststave hviezd. Obr. 5: Casopriestorovy diagram v
stustave lode.

Uloha II1.5 ... kytarova

Mé¢jme kytaru naladénou pri pokojové teploté. O kolik ptilténi (pfi temperovaném
ladéni) se preladi jednotlivé struny, pokud se presuneme k tabordku, kde bude
0 10°C chladné¢ji? Bude kytara stale znit naladéné? Vzdalenost mezi body upev-
néni strun je d = 65cm. Struny maji hustotu p = 8900kg-m™2, Youngtiv modul
pruznosti E = 210 GPa a teplotni roztaznost oo = 17 - 107 K~ 1.

Honzovi se opét rozladila kytara.

47



FYKOS, XXXVI. rocnik

Frekvence struny
Frekvenci struny vypocteme ze vzorce
F
c u

F=x=%a"

kde p je délkova hustota struny. Nyni si rozmyslime, odkud se bere sila, kterd
strunu napina. Klidova délka napnutého tseku struny Lo je mensi nez d. Je tedy
treba strunu napnout silou o velikosti F', aby se natdhla na délku d. Pokud ovSem
prejdeme do chladnéjsiho prostredi, struna bude mit tendenci se zkratit, ale bude
stale pevné uchycena. Bude tedy napinana silnéji. Hooktuv zdkon fika

o= FEe,
F
§:E€’
_F
-~ SE’

kde o je mechanické napéti, € je relativni protazeni struny a S je plocha pricného
fezu struny. Celkova délka natazené struny bude vzdy d a souvisi s Lo nasledovné

d:L0+€L0:L0(1+€).

7 predchozi diskuse vyplyva, ze po zahrnuti teplotni roztaznosti struny bude vztah
pro jeji délku vypadat

d=Lo(1+aT)(14+¢)=Lo(1+aT) (1—&-5%) .

7 této rovnice vyjadiime silu F' a dosadime ji do prvni rovnosti

d

Nyni vyjadiime frekvenci jako

S (gt 1)
n
f= 2d
Vyraz S/u upravime
S§_S5_1_1
I -

a dosadime do vzorce pro frekvenci

i Coreczrro )
P

2d
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Pokud polozime teplotni rozdil T = 0°C, dostaneme frekvenci fy, kterou méla
struna uvniti:

fo= 5d ;
d

Lo= | —

—5 Tl

Z rovnice pro fo jsme ziskali vztah pro nezndmou Lg. Ten dosadime do vzorce
pro f a vysledny vyraz upravime. Z duvodu vysvétlenych nize vyjadiime pomér
frekvenci f/ fo:

Hudebn( teorie
V teorii hudby plati, ze tén o oktéavu vyssi ma dvojnasobnou frekvenci ptivodniho
ténu. Déle plati, Ze pomér frekvenci dvou not, které jsou od sebe vzdélené o pulton,
je vzdy konstantni (ozna¢me konstantu K). Jelikoz je oktéva tvofena dvandcti
pultony, plati

fvyssi - 2f07
fvyssi = K12f0 ;
K2—9,
1
K =21z,

O kolik pulténti se struna preladi, spoc¢teme nésledovné

L)

EaT

(2%2)”: _ Ad%efg
1+aT '’
_ _EaT
n = 6log, [ 120
2 1+ aT ’

kde n je pocet pulténd, o ktery se struna pivodné naladéna na frekvenci fo preladi.
Vypoctené hodnoty lze elegantné shrnout do tabulky f.
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Tab. 5: Zména frekvence strun

Jo /
struna i 7 n
330 334 0,19
247 252 0,33
196 202 0,52
146 154 0,92
110 120 1,55

82 95 2,62

o >O0QEH

Lze vidét, ze struny naladéné na vyssi frekvence se vlivem zmény teploty moc
nerozladi, zatimco struny na nizsich frekvencich se mohou pfi béznych teplotnich
rozdilech preladit i o cely tén. Jelikoz je tato zména nerovnomérnd, tj. vSechny
struny se nepteladi o stejnou hodnotu naptiklad jednoho ténu, nastroj se nam
rozladi.

Jesté bychom méli zminit, ze jsme béhem vypoctu zanedbali to, ze se plocha
prurezu vlivem roztazeni zmensi. Pokud bychom chtéli zapoditat i tento jev, museli
bychom pouzit dal${ materidlovou konstantu zvanou Poissonovo éislo (anglicky
Poisson’s ratio), které vystihuje, jak se materidl smrsti ve sméru kolmém na smér
tahu. Jestlize bychom zapocitali i tento jev, vypoctené hodnoty by se lisily az na
¢tvrté nebo paté platné cifre. Muzeme jej tedy s chladnou hlavou zanedbat.

Uloha IIl.P ... absurdni kyvadlo

Jaké jevy mohou ovlivnit méreni tihového zrychleni pomoci kyvadla? Odhadnéte,
kolik platnych cifer by musel obsahovat vas vysledek, abyste je nameérili. Uvazujte
i jevy, které bézné zanedbavate.

Kacka premgslela, co vsechno muze napsat do diskuze.

Skutecné zmény tihového zrychleni

Prvni skupinou jevu, kterou se budeme zabyvat, jsou skutecné zmény tihového
zrychleni, tedy vlivy, které bychom zaznamenali i sebedokonalejsim pristrojem.
Prvnim rozdilem od tabelované hodnoty 9,81 m-s~2 jsou lokaln{ rozdily dle mista
meéfeni.

Zmeény dle zemépisné sirky Protoze Zemé neni piesna koule, ale je to takzvany
geoid, tedy nepravidelny utvar, ktery budeme v prvnim priblizeni povazovat za
elipsoid s rovnikovym polomérem R, = 6378km a polarnim polomérem R, =
= 6357km% budou se i tihovd zrychleni lisit v rozdilu gravitacniho zrychleni,
protoze dle zemépisné Sirky jsme jinak daleko od centra Zemé. Pokud budeme

20 https://is.muni.cz/el/1441/podzim2007/ZS1BP_IVZ1/um/02.Tvar_a_velikost_Zeme.pdf
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uvazovat veskerou hmotnost sousttedénou v centru Zemé, miizeme spocitat v obou
piipadech gravitaéni zrychleni. Hmotnost Zemé je Mz = 5,9736 - 10>* kg, tedy
gravitacni zrychleni na pélu bude

Mz 115, -1 —2 5,9736-10*"kg . o
gposl = G?% = 6,674 - 10 m kg S . W = 97865 m-s
a na rovniku bude
Mz 115, -1 —2 5,9736-10**kg . s
grov = G gz = 6,674- 107 m kg™ !5 ™" - = pemar s < 0,801 ms

Jelikoz tihova sila je vyslednici gravitacni a odstiedivé sily otaceni Zemé, bude
mit tthové zrychleni rtiznou hodnotu na riznych zemépisnych sitkach. Na pélu
nepusobi zadné odstredivé zrychleni, zatimco na rovniku o rovnikovém polomé-
ru R = 6378km je odstredivé zrychleni velikosti

4n?

2 . _2
Aods = W R = m - 6378 km = 0,03 m-s .

2

Zemépisna sitka mé tedy na tithové zrychleni vliv v fddu setin m-s™*, musime tedy

mérit alespon na tti platné cifry, abychom tento vliv namérili.

Zmény dle nadmorské vysky Zmeény dle nadmoiské vysky budeme pocitat
stejné jako jsme pocitali zménu dle zemépisné Sitky, tedy s modelem hmoty sou-
stiedéné v centru a pro dva body na rovniku, a to hladinu mote s polomérem R, =
= 6378km a vrckﬁl Cayambe, ktery je témér na rovniku a ma nadmorskou vys-
ku 5 790 m. n. m.5= tedy jeho polomér je Rcay = 6 383,79 km. Tihové zrychleni na
hladiné mote z predchoziho piikladu méme a je go = 9,80m-s~2 — 0,03m-s2 =
=9,77m-s 2, tihové zrychlen{ na Cayambe je

Mz
R2

Cay

gCay = G - WQRCay -

05,9736 - 10> kg 4n”
6 383,79 km? 1den?

=6,674-10" ' m* kg ts7? -6383,79km =

=978ms 2 —0,03ms > =
=9,75ms 2,

rozdil je tedy opét na druhém desetinném misté. Pro mensi vyskové rozdily v fadu
stovek metri bude rozdil na tfetim desetinném misté.

Vliv podlozi Kromé zemépisné sitky a nadmotské vysky ma vliv i podlozi a reliéf
okoli. Dle geologického u¢ebniho materidlu®? budou zmény tihového pole zptsobené
hlubinnymi zménami, jako napiiklad podzemnim loziskem ropy fadu 107 % m-s~2,

pro jejich urceni tedy musime mérit s presnosti na 7 platnych cifer.

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Cayambe
22https://is.muni.cz/el/1431/podzim2007/20135/um/Uvod_06_Tihove_pole.pdf
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Kosmické okoli Nyni jsme jiz zanedbali vSechny vlivy pochdzejici ze Zemé a lo-
kace bodu na ni. Podivime se tedy déle, a to do kosmu. Objekty zde jsou sice
velmi daleko, ale jsou také velmi hmotné a nékteré z nich maji nezanedbatelny vliv
na téleso Zemé. Zmény tihového zrychleni zptuisobené témito télesy spocitame jako
rozdil jejich gravitacni sily na bod ve stiedu Zemé pro rtzné vzdalenosti danych
téles. Spocitame tedy rozdil gravitacniho zrychleni od tohoto télesa v obou téchto
polohéach, kde gravitacni zrychleni spocitame dle vzorce
M

g=G—

r2’

kde G = 6,67 - 10" m3.s 2.kg™! je gravita¢ni konstanta, M je hmotnost daného
télesa a r je jeho vzdalenost od Zemé. Vysledky pro vybrana télesa jsou uvedeny
v tabulce E

Tab. 6: Vliv kosmickych téles na tihové zrychleni

téleso M mensi vzdalenost  vétsi vzdalenost Ag
kg m-s~2
Meésic | 7,35-10%2 365033 km 407 241 km 7-107°
Slunce | 1,99-10% 147098074 km 152097701 km  4-107%
Mars | 6,42-10% 0,5 AU 2,5 AU 6-107°
Jupiter | 1,90-10%" 42 AU 6,2 AU 2.1077
Pluto | 1,30-10% 38 AU 40 AU 3.10713

V této tabulce bylo pouzito hodnot hmotnosti a vzdalenosti z Wikipediea,
kde pro Slunce a Mésic pouzivime vzdalenost perihelia a afélia, respektive perigea
a apogea, zatimco pro planety pouzivime soucet a rozdil stfedni poloosy dané
planety a Zemé.

Nyni jesté mizeme porovnat vliv téchto kosmickych téles s gravitacnim vlivem
malych velmi blizkych téles. Pro ¢lovéka o hmotnosti M = 80kg ve vzdalenos-
ti r = 1m je gravitaéni zrychleni pfiblizné Ag = 5 - 10"°m-s~2 a pro kamion
o hmotnosti M = 40t ve vzdélenosti » = 50m je gravitac¢ni zrychleni pfibliz-
né Ag =1-10""m-s"2, tedy porovnatelné s vlivem ¢lovéka nebo Marsu.

Slapové sily V predchézejicim odstavci jsme pocitali vliv kosmickych téles na
bod ve stredu Zemé. Tyto sily jsou vsak jiz zahrnuty do pohybu Zemé ve slunec¢ni
soustavé pomoci zmén trajektorie. Co vsak ma na méreni na povrchu vliv, je sla-
pova sila dana tim, ze gravitac¢ni sila od jednotlivych téles neni stejnd na povrchu
Zemé jako v jejim stredu. Velikost slapové sily je tedy tmérna gradientu gravitacni
sily. V primce prochazejici stfedy obou téles pozorujeme slapové zrychleni

2GMr
R’

23https://cs.wikipedia.org/
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kde M je hmotnost daného télesa, r je polomér Zemé, R je vzdalenost Zemé od
daného télesa a M je hmotnost tohoto télesa. Po dosazeni hodnot pro Mésic do-
stavéme Ag ~ 5-107"m-s~2 a pro Slunce Ag ~ 1-107%m-s7284 Tyto sily jsou
sice malé, ale i tak pozorovatelné v podobé ptilivu, odlivu a rozdila v jeho vysce
dle faze Mésice. Tento vliv je fddové mensi nez vliv danych rozdili gravitace na
stfed Zemé, obvzlast pro vzdélenéjsi objekty jako Slunce (vzhledem k zdvislosti na
jeji tfeti mocniné). Predpoklddejme tedy, ze vliv ostatnich téles bude také rddové
nizsi nez jejich primy vliv na stfed Zemé. Pokud télesa okolo sebe rotuji, je tieba
pripocitat jesté vliv odstredivé sily, ktery je priblizné polovicnit

Systematické problémy matematického kyvadla

Skute¢né zmény tihového zrychleni mame rozebrané, nyni se podivame na systema-
tické chyby méfeni matematickym kyvadlem. Pro nas priklad budeme uvazovat, ze
nase kyvadlo je realizovano zZeleznou kouli o hmotnosti m = 1kg, které je uvazano

Matematické kyvadlo, presnost parametri V modelu matematického ky-
vadla pak pro periodu plati

Podivejme se tedy, s jakou presnosti bychom museli mérit periodu a délku zavésu,
abychom dosahli dané presnosti. Z teorie prenosu chyb lze urcit, ze relativni nejisto-
ta méreni délky zdvésu a tihového zrychleni budou stejné, tedy abychom napriklad
zvladli zmé&Fit odchylky tihového zrychleni ¥adu 107° m-s™2, musime dosdhnout
relativni presnosti 1071°, tedy bychom museli mé¥it zavés s presnosti 107 m, coz
je radové rozmér atomu. Presnost méreni casu je zde jesté podstatnéjsi, protoze dle
ptrenosu chyb by pro pouze tuto chybu byla relativni chyba méfeni tthového zrych-
leni dvojnésobnd oproti relativni chybé méfeni periody. Pokud bychom napt. chtéli
dosédhnout presnosti méfeni g do Fadu 107° m-s~2 (pro délku uz teoreticky mozné,
bylo by tfeba mérit na mikrometry), museli bychom mit relativni pfesnost méteni
periody 5-107%, coz pro nase kyvadlo s periodou piiblizné 2,8 s d4va nejistotu mé-
fenf ¢asu pFiblizné 1075 s. Pro méfeni stopkami s moznou presnosti méfeni 0,1s by
to tedy znamenalo méFit 10* kmit#, coz by s danou periodou zabralo asi 8 hodin.
Pro takto dlouhou dobu uz by se kyvadlo pravdépodobné pusobenim dalsich vli-
v zastavilo. Pro dosazeni pozadované presnosti pro méfeni 100 kmit (5 minut)
bychom tedy potrebovali mérit s presnosti alespon na 0,001 s.

24https://en.Wikipedia.org/wiki/Tidaliforce#Sun77}33‘1‘th77'amd7Moon
2Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Slapov%C3%A1_s%C3%ADla
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Matematické kyvadlo, zmény délky Abychom méli délku stabilizovanou na
mikrometry, musime uvazit jevy, které by ji mohly ménit, a to teplotni roztaznost
a pruzné napinani. Zména délky vlivem délkové teplotni roztaznosti se spocitd jako

Al = lo(l[&j",

kde lp je puvodni délka, AT je zména teploty a « je koeficient délkové teplotni
roztaznosti. Jeho velikost nalezneme naptiklad v tabulkach= a vidime, ze jeho
velikost je napiiklad pro ocel 11-1075K™!, tedy pro bychom potfebovali udrzovat
pfesnou teplotu na desetiny stupné, zatimco pro polyethylen je vice nez desetkrat
vétsi, tedy tady bychom potrebovali udrzovat teplotu na setinu stupné.

Druhy vliv je zména napétové sily natahujici lano vlivem kyvani kyvadla. Pokud
uvézime maximdlni vychylku kyvadla 5°, budou zmény tahové sily rddové

AF =mg(1 —cosp)~4-107 >N

Pro prepocet na zménu délky pouzijeme vztah popisujici pruznost Al = kAF, kde
k vyjadfuje tuhost, kterou vypoéteme jako k = lo/(ES), kde S je prufez vldkna
a F je modul pruznosti v tahu. Predpokladejme tloustku vldkna d = 0,1 mm
a kruhovy priifez a modul pruznosti v tahu oceli! ' = 220 GPa. Pro zménu délky
pak dostavame

Al = %AF ~10°mN""-4.107*N~4-10 °m.
Abychom dosahli presnosti 10~° potfebovali bychom tihel maximélné 0,1 °, coz by
dévalo prumét kyvu do vodorovného sméru priblizné 3 mm.

Fyzikalni kyvadlo Nyni se podivime na nas model fyzikalniho kyvadla, tedy
uz nebudeme povazovat nase kyvadlo za hmotny bod na nehmotném zavésu, ale za
tuhou kouli a tuhou ty¢ (oboji z oceli). Pro dobu kmitu fyzikdlniho kyvadla plati
vzorec

T=2n] —, (5)

osy otafeni. Kdy# uvazime hustotu oceli p = 7850kg-m ™3, spoéitdme hmotnost
vldkna modelovaného tuhou ty¢i m, = 0,12 g a polomér koule r = 3,12 cm. Zména
soudet momentu setrvacnosti tuhé tyée Iy = my (I —r)*/3 a moment setrvacnosti
koule I, = 2myr?/5, ktery ovSem musime posunout o vzdélenost stfedu koule od

26http://kabinet.fyzika.net/studium/tabulky/tepelna-kapacita-roztaznost.
2"http://kabinet.fyzika.net/studium/tabulky/modul-pruznosti.php
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a dosadime za vSechny veli¢iny:

I
42 _
g=dr mlT?
42 Zmr® + ml® + tmy (L —1)? B
(m + my) (z - 2(#;”) T2

2

~ 1,000 0760

Rozdil naméreného tihového zrychleni pti zapocteni modelu fyzického kyvadla je
tedy ¥4dové 7-107* m-s~2. Dalsi otédzkou by bylo, jak piesné by musely byt méfeny
konkrétni veli¢iny vystupujici ve vypoctu. Zde bychom postupovali opét metodou
prenosu chyb, ovsem pro komplikovanost vypoctu pro takto slozity vzorec to zde
nebudeme pocditat.

Vliv odporu vzduchu Jak jsme urcili v minulém bodé, zavazi bude mit nenu-
lovy rozmér, tedy pfi jeho pohybu ve vzduchu na néj bude pusobit odporova sila.
Abychom mohli pouzit teorii tlumeného kmiténi, budeme uvazovat, ze odporovéd
sila je pfimo timérna rychlosti télesa, tedy obtékani je laminarni a pro odporovou
silu mizeme psat
F, = 6nurv,
kde 7 je polomér koule a u je dynamickd viskozita vzduchu, kterd mé hodnotu
asip=1,9-10""kgm 57! a je silné teplotné zavisld. Pohybové rovnice mé tedy
nyni tvar
1y + 6nurlo +mglsing =0,
ktery po linearizaci a vydéleni momentem setrvacnosti upravime na
6rurl . mgl .
——sinp =0
T ¥ + 7 ¥ )
coz identifikujeme jako tvar rovnice pro tlumené kmitani &+ 26% +wiz = 0 s para-
metry § = 3nuri®p/I a wi = mgl/I. Takovyto systém bude mit vlastni frekvenci w
modifikovanou, a to

»+

_ 2 2
w =+/wi — 2,
z ¢ehoz vypocitdme modifikovanou periodu
27 To

V& e i-5E

T = ~ 1,000 0017,
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Odpor vzduchu tedy dava relativni zménu periody 107, tedy relativni zménu
méfeného tihového zrychleni piiblizné dvojndsobnou, piiblizné 2-1075m-s~2. Am-
plituda pak klesa jako e~ %, charakteristickd konstanta dtlumu (kdy se zmensi
amplituda na 1/e) je pfiblizné 1,7 - 10°s = 50 h. Na zmenseni amplitudy tedy bude
mit vétsi vliv tfeni v zdvésu nez odpor vzduchu.

Dalsimi zdroji, které by zde mohly hrat roli je teplotni roztaznost koule nebo
vliv zmén teploty a tlaku na hustotu a dynamickou viskozitu vzduchu. Ty vsak
opét nebudeme pro priliSnou naro¢nost explicitné pocitat.

Vliv anharmonicity Pii feseni rovnice harmonického oscildtoru uzivame apro-
ximaci sin ¢ = ¢, kterd plati pro malé vychylky. Kdyz vSak budeme chtit mit pro
vychylky vétsi presnost, miuzeme pouzit rozvoésinu do vyssiho fadu, tedy sin =
= ¢+ ¢*/6, coz ndm déva FeSeni pro periodu

T_2n\/2<1+lllsin2(’2p> .

To ndm pro maximalni thel 5° dava relativni zménu periody piiblizné 5 - 1074,
tedy pro tihové zrychleni dava rozdil oproti jednoduchému vypoctu rozdil ra-
sinu do jesté vyssiho fadu, pro ty vSak uz nemame presné analytické reseni. Maxi-
malni thel ale neni stale stejny, ale vlivem odporu vzduchu se postupné zmensuje,
tedy ani FeSeni z ¢asti Anharmonicita neni presné.

Dalsi vlivy Dalsim podstatnym vlivem (viz sekce Vliv odporu vzduchu) je odpor
v zadvésu, ktery je ale slozité kvantifikovat. Protoze vsak z praxe vime, ze kyvadlu
trva zmensit svou amplitudu na tretinu méné nez 50h, bude rozhodné nezane-
dbatelny. Dalsim vlivem, ktery bychom museli kontrolovat, je proudéni vzduchu
v mistnosti. To by mélo byt idedlné nulové, ale dosdhnout toho je technicky velmi
obtizné, tedy bychom se alespon snazili mit jej stabilni. Stabilitu proudéni vsak
miiZze narusit uz i pohyb experimentatora ¢i jinych osob v mistnosti.

Zavér

V prvni casti feSeni jsme si ukédzali, jak velky vliv maji jednotlivé skutecné zmény
tthového zrychleni. V druhé ¢asti jsme se pak podivali, jaké vSechny tvahy a korek-
ce bychom museli zahrnout, abychom dané presnosti skute¢né dosahli. Vidime, Ze
z naseho modelu 1kg zavazi na 2m zavésu nejsme schopni kvili presnosti méreni
délky a Easu méfit s vétsi presnosti nez na 107% m-s~2, co# je Fadové ovlivnéno slo-
zenim podlozi se zapoctenim presné zemépisné polohy i nadmotské vysky. Méreni
vlivu kosmickych téles je pak zcela mimo nasSe rozlisovaci moznosti. K dosazeni
presnosti na 107% m-s~2 pak ale kromé velmi presného méfeni vstupnich parame-
tra a hlidani jejich zmén musime zapocitat i to, ze jde o fyzické kyvadlo, které

28 https://phys.libretexts.org/Bookshelves/Classical_Mechanics/Classical_Mechanics_
(Dourmashkin) /24%3A_Physical_Pendulums/24.04%3A_Appendix_24A_Higher-Order_Corrections_
to_the_Period_for_Larger__Amplitudes_of_a_Simple_Pendulum
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je tlumeno odporem vzduchu, a dokonce je tfeba i zapocist nepresnost linearizace
problému. Meérit veliciny velmi presné je tedy velice slozité nejen z praktického
hlediska a potreb peclivého méreni a presné aparatury, ale nardzime i na hranice
pouzité teorie.

Uloha IV.1 ... vybijeni baterie

Robert zjistil, ze do své nové celovky musi dat 3 baterie o kapacité 1000 mAh
anapétiU = 1,5 V. V celovce jsou baterie zapojeny sériové. Za jak dlouho se baterie
vybiji, pokud napéji ¢elovku o vykonu P = 5W a tcinnosti n = 90 %7
Robertovi nefungovala celovka.

Informace o zapojeni baterii v ¢elovce je nadbytecnd. Napéti a kapacita baterie
spocitame jako

W =UQ,
kde Q je kapacita baterie. Celovka mé pifkon Py = P/7. Pifkon také spocitdme
Py = W/t, kde W je energie v bateriich a t je ¢as, po ktery ¢elovka sviti. Tato dvé
vyjadreni prikonu ddme do rovnosti a ziskdme

P _30Q
not
Upravou této rovnice dostaneme vztah
t= 3U]f?" = 29205 = 49 min .

Baterie ndm tedy vydrzi asi na 49 min sviceni.

Uloha IV.2 ... zmraZeny balének

Balének o hmotnosti my, = 2,7g a objemu Vo = 41 byl napustén heliem o stejné
teploté, jakou ma okolni vzduch, tedy To = 20 °C. Uvnitr balénku je tlak o Ap =
= 2kPa vyssi nez v okoli. Na jakou teplotu musime balének a plyn v ném zchladit,
aby se prestal vznaset? Predpokladejte, ze po zchlazeni bude v balénku atmosfé-
ricky tlak. Vojta méni balonky za inspiraci.

Nejprve potiebujeme urcit hmotnost helia v balénku. Vyjdéme ze stavové rovnice

pVo _ m RTO = m = (pa+Ap)%MHe

MHe RTO
kde p, znaci atmosféricky tlak a Mue je moladrni hmotnost helia. Nyni oznaéi-
me p, = 1,204kg-m~3 hustotu vzduchu p¥i teploté Ty a atmosférickém tlaku

a z rovnosti vztlakové a tihové sily ur¢ime podminku, aby se balének jiz nevznasel.
Podminku formulujeme nerovnici

1 o+ Ap) Vo Mie
Vopvg<(m+my)g = V<(W+mb>,
0

v
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kde objem V vyjadiime opét ze stavové rovnice v zavislosti na teploté balénku T'

jako
paV = nRT = P2t APWT o Ap) T
To pa ) To

coz mizeme dosadit do vyse odvozené nerovnosti a dostaneme

( Miie To mp

Pa
T< 2 ——0 T
R pa + Ap Vo

v

> =-71,5°C.
Balének tedy staci ponotit do kapalného dusiku a po chvili se prestane vznéset.

Uloha IV.3 ... uzavirka na silnici

Vsichni to zndme — uzavirky na silnicich a nekonecné stani na semaforech. Zelena
sviti po dobu 60 s, ale nez se staci vsichni rozjet, uz je zase cervena. Uvazujme 0,5s
reakcéni dobu ridice, neZ se rozjede poté, co se dalo do pohybu auto pred nim.
O kolik procent by se zvysil pocet aut, ktera projedou uzavirkou, kdyby se vsichni
ve fronté rozjeli soucasné? Prvni auto stoji na trovni semaforu, vzdalenost prednich
ndraznika vsech aut odhadnéme na 5 m a vSechna se rozjizdi rovnomérné zrychlené
po dobu 55 na rychlost 30 km-h™!, kterou pak pokrac¢uji déle do uzavirky.

U Jardy na vesnici uz tretim rokem kopou kandly.

Oznac¢me si najprv veli¢iny zo zadania: doba, kedy svieti zelend a uzavierkou sa da
prejst je T' = 60s, reakénd doba vodicov je t, = 0,5s, rychlost, na ktort zrychluja
pomenujme klasicky v = 8,3 m-s~!, vzdialenost prednych naraznikov aut je d = 5m
a zrychlenie dopoéitame ako: a = Av/At = 8,3/5 = 1,7m-s 2.

Uloha sa nas pyta na pomer aut, ktoré prejdi uzavierkou v pripade, kedy ida
vSetci sucasne a v pripade, kedy vodi¢om reakcia na rozbehnutie auta pred nimi
nejaky cas trva. Spocitajme pocty tychto aut pre obe situacie.

V pripade, kedy sa vsetci rozbehni sticasne vieme, ze sa autd mézu hybat az
celych T sekind. Teda prejdii maximéalne vzdialenost

1 .
s= 5(152+(T—5)u=479m.

Dostavame tak vzdialenost, z ktorej je eSte mozné dojst k zavore pred cervenou.
Vzdialenost ,n“-tého auta od zavory dostaneme jednoducho ako

dn=(Mn—-1)d.
7 podmienky
dn <s,

dostaneme, ze posledné auto, ktoré stihne prejst zavorou je v poradi n1 = 96.
Pripad s reakénou dobou vodi¢ov len modifikuje (konkrétne zmenSuje) cas,
ktory maji autd na pohyb. Mnozstvo casu, ktoré takto n-tému vodicovi ,,ubudne®
je
tn = (n—1)t;.
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Drahu, ktortu prejde n-té auto vypocitame ako
1
Sy = §a52+(T—5—tn)U.

Pricom limitnym pripadom na prejdenie uzévierky je teraz: s, > d,. Odkial
pre n dostédvame
. 1a5% 4+ (T - 5)v ey
d + vty
To pre dané hodnoty znamend, ze eSte no = 53 dut uzédvierkou prejde. Hladany
pomer je ni/ne = 1,8. Teda keby sa vSetci vodiéi rozbehli sti¢asne, uzavierkou

prejde o zhruba 80 % viac dut.

Uloha IV.4 ... vystteleny dalekohled

Maéame hvézddrsky (Kepleriiv) dalekohled, ktery chceme vyslat do vesmiru. Nejdriv
si ho vsSak vyzkousime na Zemi, kde namérime zvétseni Z. Jak se musi zménit
vzéjemnd vzdalenost cocek, aby mél stejné zvétseni i ve vesmiru? Cocky maji
index lomu n. Karla sem tam chytaji ty astromyslenky.

Keplerov dalekohlad je tvoreny dvoma spojnymi Sosovkami, pricom obrazové ohnis-
ko prvej a predmetové ohnisko druhej splyvaji. Vzdialenost sosoviek je teda f1+ fa.
Ked dalekohlad premiestnime do iného optického prostredia, zmenia sa ohniskové
vzdialenosti oboch Sosoviek. Aby sme dostali ostry obraz, musi obrazové ohnisko
prvej a predmetové ohnisko druhej Sosovky opéat splyvat, ¢o znamend, ze vzdi-
alenost Sosoviek musi byt fi + f5, kde fi a f5 st ohniskové vzdialenosti prvej,
resp. druhej Sosovky vo vakuu. Ohniskové vzdialenosti vo vzduchu a vakuu prvej
SoSovky mozeme vyjadrit ako

£ (20 e 2)
i ni Ry Ry’
E- ()2
f1 o R Ry/’
Predelenim prvej rovnice druhou dostdvame pomer
n 1 1
A G- (E+w)
n 1 1
Ao G-+

fi_no(n—m)
fi ni(n—no)

Tento pomer pouZijeme na vyjadrenie f; pomocou fi a analogicky f5 pomocou fa2

no (n —n1)

f{:fl )

n1 (n —no)
. no (n —ny)
fzifz'im(n—no)'
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Zvacsenie keplerovho dalekohladu Z vo vzduchu vyjadrime ako

_p

Z = e

Zviacsenie dalekohladu Z’ vo vakuu je

. no(n—ni)
f2 ni(n—ng) _7&

2 (n=no) _
TR T

ni(n—ng)

7 = ==

Zvéacsenie sa teda nemeni. To, kolkokrat sa zmeni vzdjomné vzdialenost soSoviek,
vyjadrime pomerom p, ktory pocitame ako

no(n—n1) no(n—mni)
. it _ N e T2 e _ mo(n—na)
fi+ fa fi+ fe n1(n —mng)’
Je zrejmé, ze vzdialenost SoSoviek sa musi zmensit.
Pre predstavu uvazujme hodnoty no = 1, index lomu skla n = 1,5 a n; =

= 1,0003 je index lomu vzduchu. Potom je hodnota pomeru asi p = 0,999 1.

Uloha IV.5 ... vesmirna navétéva

Dva mimozemstané bydli kazdy na své kosmické stanici. Stanice se nachazeji ve vol-
ném prostoru a vzdalenost mezi nimi je L. Kdyz chce jeden mimozemstan navstivit
druhého, musi nasednout do své nerelativistické rakety a doletét k sousedovi. Jaky
nejkratsi cas muze mimozemstan stravit na cesté tam i zpét? Hmotnost rakety
s palivem je m, bez paliva mg. Vytokova rychlost spalin je u, tok paliva je libovol-
ny. Jeho soused mu zddné palivo nacerpat nedovoli (sim méa mélo).

Jarda potreboval, aby si nikdo nevsiml, Ze na chvili zmizel z porady.

Nejprve se zamysleme nad provadénou optimalizaci. Aby mimozemstan stravil na
cesté co nejméné Casu, je potreba, aby letél celou cestu co nejvyssi rychlosti. Nej-
vyhodnéjsi tedy bude, kdyz se jiz na zacatku velmi rychle urychli na néjakou
pozadovanou rychlost v; a nebude tedy ztracet cas zrychlovanim. Objemovy tok
paliva neni omezen, muzeme si tedy predstavit, Ze nardz odhodi ¢ast svého pali-
va rychlosti u. Analogicky nebude ztrécet ¢as brzdénim, takze zastavi okamzité.
Podobné po cesté zpét.

K vyfeseni tlohy pouzijeme zndmou Ciolkovského rovnici ve tvaru

m
vy =uln —
mi1
kde v je rychlost, kterou preleti vzdalenost ke svému sousedovi, a m; je hmotnost,
ktera zbyde jeho raketé po zrychlovani.
Aby mohl zastavit u svého kamardda, potfebuje zpomalit na nulu, takze musi
platit
mi

vy =uln —
m2
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odkud mi/ms = m/m,.

Pro cestu zpét analogicky plati ma/ms = ms/mo.

Méme dvé rovnice pro tfi nezndmé, jako zbyvajici neznamou zvolime mo (hmot-
nost rakety, se kterou doleti ke svému kamarddovi). Vyjadiime Cas cesty k souse-
dovi v zavislosti na mo jako

L L L 2L
= — = = = — .
vi uln gy m22 uln %
Podobné
P L_ L L 2L
T w2 ouln 2yl

Celkovy cas je

T, o2 (L 1 N2 g
TR T 2 Thne ) T Ty (In®2 )
mo 2 mo m2

Ted jiz jen zderivujeme podle mo a vyslednou funkci polozime rovnu nule, tedy

ar _ 2L om (s —mata) o
dmsg u  mo (ln m2 1y ﬂ)z '
0 m2
odkud
mo = mmo .

Je ziejmé, Ze se v tomto bodé jednad o minimum dané funkce, protoze kdyby mas — m,
tak by cesta k sousedovi trvala velmi dlouho, naopak kdyby ma — mo, tak by stra-
vil velmi dlouho na cesté zpét.

Dosazenim do derivované funkce dostdvame

In >
Tmin - % uC 8L !

0
T o In 2>’
U lnﬂ/moln,/m0 u In 2~

coz je nami hledany vysledek.

Uloha IV.P ... lodi¢ka si pluje

Diskutujte, jaké fyzikalni jevy ovliviiuji rychlost plavby lodi a ponorky. Jaké od-
porové sily na né ptisobi? Jakou nejvyssi rychlosti lod nebo ponorka miize plout?
Jindra pantoval na vece Cam.

Uvod

Pri plavbe lode/ponorky sa deji dve zdkladné veci. Motory, pomocou skrutiek
produkuji tahovt silu, ktord zrychluje lod dopredu a stéasne prostredie (najmé
voda) posobi odporovou silou proti tomuto pohybu. Maximdlna mozna rychlost
(nazyvand aj ako medznd) sa dosiahne vtedy, ked sa obidve sily vyrovnaji. Podme
sa teraz blizsie pozriet na odporovi silu tekutin, ako vznikd a na aké podtypy sa
da dalej delit.
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Odporové sily

Odporova sila tekutin, na rozdiel od klasického trenia zavisi od velkosti rychlosti
vzajomného pohybu tekutiny a telesa, pripadne dvoch vrstiev tekutiny. Pri nizkych
rychlostiach nastdva laminarne pridenie, pri ktorom odporova sila zavisi linear-
ne na rychlosti. Po zvyseni rychlosti nad urcita kriticki hodnotu vznikéd priadenie
turbulentné, pre ktoré je charakteristickd zavislost odporovej sily od druhej moc-
niny rychlosti. To, ¢i ide o laminarne alebo turbulentné pridenie mézeme zistit
pomocou Reynoldsovho ¢éisla Re.

pv L
n

kde p je hustota kvapaliny, v vzdjomnd rychlost kvapaliny a daného telesa, L
typicky rozmer a 7 dynamickd viskozita kvapaliny. Ak bude Re < Rexk, pojde
o lamindrne pradenie, ak Re > Rexk, tak o turbulentné. Hodnotu Rex urcujeme
pre dané geometrické usporiadanie vac¢sinou experimentalne.

Pri laminarnom pradeni sa jednotlivé vrstvy kvapaliny nemiesaji, naopak pri
turbulentnom prideni sa jednotlivé vrstvy premieSavaji za vzniku virov. Lami-
narne prudenie sa da od turbulentného odlisit aj pohladom, nakolko laminarne
prudenie sa javi ako ustdlené (tecica kvapalina vyzerd, ako keby bola ,odfotend)
a naopak turbulentné pridenie meni svoj tvar s ¢asom. Zo skusenosti mozeme
povazovat plavbu lode aj ponorky za turbulentné pridenie.

Re =

Delenie odporovych sil
Odporové sily prostredia mozeme podla vzniku rozdelit do dvoch hlavnych kate-
gorii, a to tlakovy (tvarovy) odpor a viskézny odpor.

Tvarovy odpor sivisi s tvarom telesa, s rozrazanim castic tekutiny a meneni
ich smeru pohybu.

Viskézny odpor vznika trenim kvapaliny o stenu telesa. Pri kontakte s kvapali-
nou na povrchu telesa vznikne infinitezimélne tenka vrstva tejto kvapaliny, ktord
sa vzhladom na teleso nebude hybat (tito vrstvu bude teleso ”fahat” so sebou)
a bude sa triet o ostatné, pohybujtice sa, vrstvy. Pre pomalé lode to tvori asi 80 %
celkového odporu, pre rychle asi 50 %.

Vypocet odporovej sily

Celkova odporova sila bude suc¢tom vyssie uvedenych efektov. Napriklad pri obte-
kani gule zhruba 90 % celkovej odporovej sily vznika v désledku tlakového odporu,
naopak pri kridle je to len zhruba 10%. Odporova silu Fp mozeme vypoditat
nasledovne (za predpokladu ponorenia celého telesa v kvapaline):

1
FD = ipUQCDS .
Kde p je hustota danej tekutiny, v vzdjomna relativna rychlost prostredia a te-
lesa, S G¢innd plocha (kolmé k smeru pohybu) a Cp je suéinitel odporu, ktory

zdvisi na geometrickom usporiadani a uréuje sa experimentédlne (pre najbeznejsie
tvary sa dé nédjst aj na wikipédii).
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Dalsie delenie tlakového odporu K velkosti tlakového odporu prispieva via-
cero efektov, na ktoré sa blizSie pozrieme v nasledujiicej casti. Nizsie spomenuté
efekty mo6zu v kone¢nom doésledku ovplyvnif napriklad aj velkost viskézneho od-
poru, ale pric¢inou tychto zmien je vzdy geometria daného telesa a preto sa tieto
efekty zaraduja ku tvarovému odporu.

Odpor tvorenim vin Je typ odporu prostredia, ktory ovplyvinuje len po-
vrchové plavidlad a prezentuje energiu, ktord je potrebnd na odsunutie vody od
trupu lode. T4to energia sa spotrebuje na vytvorenie vlny (ktora ju aj odnasa od
lode). Najsilnejsie viny produkuje prednd a zadna ¢ast lode a tieto viny sa delia na
rozbiehavé (divergentné) a prieéne.

Prie¢ne vlny tvoria vic¢sinu tejto odporovej sily, kedze ovplyvnuji, aka plo-
cha trupu je v kontakte s vodou (viskézna cast odporu). Vinova dizka priec¢nych
vin je timerné rychlosti lode a pri istej rychlosti (tzv. hull speed) bude vlnova
dizka priecnych vin rovna dizke lode (rézne lode moézu mat roézne hodnoty hull
speed). V takomto pripade bude zmdcana plocha trupu maximélna, ¢o ddva ma-
ximalnu hodnotu viskézneho odporu (prvé maximum odporovej sily). Ak by sme
lod este zrychlili (na tzv. hump speed), tak sa vlnova dizka prie¢nych vin zZvysi
na 1,5ndsobok dizky trupu lode. To bude mat za nésledok pokles hladiny vody pri
korme a naklonenie celej lode, ¢o vytvori dojem, ze lod ide neustéle "hore kopcom”.
To vo vysledku zvySuje energiu potrebnii na udrzanie danej rychlosti (druhé maxi-
mum odporovej sily). Pri dalsom zvySovani rychlosti lode sa bude odpor tvorenim
vin mierne zmengovat (je potrebné ale prekonat predchadzajice bariéry).

Rozbiehavé viny zvierajd spolu uhol 39 ° (nezdvisle od rychlosti lode) a tvoria
vonkajsie vlny v brazde za lodou.

Odpor tvorenim vztlaku Zatial ¢o odpor tvorenim vin posobi silou proti
pohybu, tak odpor tvorenim vztlaku mé aj nejakiu zlozku sily kolmd na pohyb,
ktort vieme vyuzit, hlavne v letectve. Tento odpor vznika dosledkom Newtonovho
zdkona akcie a reakcie, ked trup lode/kridlo meni smer pohybu castic tekutiny
smerom dole, ¢im nan posobi reakénd sila smerom nahor (dynamicky vztlak).

Odpor vznikajici prekonanim sonickej bariéry Pri prekroceni rychlosti
zvuku v danom prostredi vznikaji razové vlny, ktoré si pricinou dalSej straty
energie. Velkost brzdnej sily v tomto pripade nezavisi od viskozity danej kvapaliny.
Nakolko lode ani ponorky nedokdzu ist dostatoéne rychlo (rychlost zvuku vo vode
je cca 1500m-s~!) tak tento efekt nebudeme dalej uvazovat.

Vykon odporovych sil a maximaélna rychlost lode Pri lodiach sa nezvykne
udévat tahova sila motorov ale ich vykon. Z tohto dévodu by bolo vyhodné, keby
vieme stratu energiu plavidla popisat stratovym vykonom odporovych sil. Potom
by medznéa rychlost bola taka, pri ktorej sa vyrovna vykon motorov lode so stra-
tovym vykonom odporovych sil. Stratovy vykon odporovych sil Pp dostaneme ak
prenasobime odporovu silu Fp rychlostou v.
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1
Pp = Fpv = ipUSC’DS

V rovnovahe bude vykon plavidla P = Pp a teda pre maximéalnu rychlost vmax

dostaneme:
v 3] 2P
max — pCDS 3

tento popis je zvlast vyhodny, pokial plavidlo neprodukuje vlny (ponorend ponor-
ka), maximélnu rychlost hladinovej lode nemézeme tymto vztahom uréit, pretoze
nepocita s odporovou silou vzniknutych vin.

Zapoé&itanie odporu vin alebo Crouchova konstanta George Crouch bol
americky inzinier ktory zil na prelome 19. a 20. storocia a preslavil sa navrhovanim
a stavbou rychlostnych lodi, ktoré viackrat zvitazili v Gold Cupe. Jeho vztah pre
maximalnu rychlost lode vyzera nasledovne:

| P
vmax—c M,

kde C je Crouchova konstanta (zavisld na type lodi), P je vykon lode a M jej
hmotnost. Najvic¢Sou nevyhodou tohto vztahu je fakt, ze pan Crouch nepoznal
metricky systém a tak zaddval vykon P v konskych sildch (1kW = 1,34 hp), hmot-
nost M v librdch (1kg = 2,21bs) a rychlost vmax vychddzala v milach za hodinu
(1mph = 1,61km-h™'). V tabulke [] st uvedené hodnoty Crouchovjch konstant
pre niektoré typy lodi.

Tab. 7: Crouchove konstanty pre rozne typy lodi

Typ lode Crouchova konstanta
kriznik, priemerna ,runaboat®, vyletné lode 150

lahky vysokorychlostny kriznik,

vysokorychlostné runaboaty 190
pretekarske lode 210
hydroplany 220
pretekarske katamarany a ,sea sledy“ 230

Minimalizacia odporovych sil

konstantu. Tu sa uz cesta deli a pre rézne vyuzitia lodi sa robia rézne tGpravy.
Pri velkych a pomalych lodiach s velkym ponorom sa snazime minimalizovat

najmé odpor tvorenim vln, nakolko tvarovy odpor by sme vedeli zmensit len po-

norom lode, ¢o by nepriaznivo vplyvalo na mnozstvo ndkladu, ktory dokaze uniest.

64



Resent teoretickych tloh

Za tymto tcelom sa vacsinou do prednej casti lode pridava valcoviti vybezok, kto-
ry sa nachddza pod hladinou (angl. bulbous bow). Pri vhodnej vzdialenosti od
hlavného trupu lode dokaze tento vybezok vytvorit priecnu vlnu, ktord nasledne
destruktivnou interferenciou vyrusi prieénu vlnu, ktoré vznikne na prove lode, ¢im
sa znizi odpor.

Druhym spésobom ako zmensit odpor je minimalizécia ¢asti lode pod vodou
(minimalizécia viskézneho odporu). Tento spdsob sa pouziva hlavne pri mensich
a rychlych lodiach. K dosiahnutiu tohto ciela sa vyuziva dynamicky vztlak (vznikd
pri vhodnom tvare trupu lode), ktory pomdha statickému vztlaku (Archimedov
zdkon) v prekondvan{ tiazovej sily lode. Cim vyssia bude rychlost lode, tym va&st
bude a mat dynamicky vztlak, ¢cim sa zmensi potrebny staticky vztlak a lod sa moze
viac vynorit (¢im sa zmensi plocha trupu, ktord bude brzdena vodou). V praxi sa
to da vsimnut pri malych motorovych ¢lnoch, ktoré pri vysokych rychlostiach viac
”letia” po hladine ako plavajui.

Najrychlejsia lod by teda mala mat dobry dynamicky vztlak (zahrnuté v Crou-
chovej konstante), nizku hmotnost a stcasne vysoky vykon (hmotnost motoru s je-
ho vykonom suvisi, budeme teda hladat kompromis).

Pre ponorky Pri ponorenej ponorke sa budeme snazit minimalizovat sucini-
tel odporu Cp. Po kratkom hladani ndjdeme v tabulkéch tvar podobny dazdovej
kvapke, ktory ma Cp = 0,04. Pri pohlade na moderné vojenské ponorky si moézeme
v8imnut, ze maju skutocne tvar prediienej dazdovej kvapky. Tymto sme optima-
lizovali tvar ponorky, druhym dolezitym faktorom je velkost. Budeme sa snazif
minimalizovat ¢inni plochu ponorky na ¢o najmensiu. Tretim dolezitym fakto-
rom je vykon, ¢im vyss{ vykon bude ponorka mat, tym rychlejsie pojde (tu opét
budeme musiet hladat vhodny kompromis, nakolko vykon motora stuvisi aj s jeho
velkostou).

Konkrétne odhady maximalnych rychlosti

Pretekarska lod Vyberieme si vhodny tvar trupu lode (napriklad sea sled) a bu-
deme uvazovat hodnotu Crouchovej konstanty C' = 230. Mo6zeme predpokladat, ze
hmotnost trupu lode s rasticim jednym rozmerom bude réast linedrne, ¢o pri zacho-
vani tvaru (raste do vSetkych 3 rozmerov) bude déavat kubickd zavislost hmotnosti.
Takze dava zmysel zvolif ¢o najmensiu, jednomiestnu lod. Lod musi niekto riadit,
uvazujme zZe to bude ¢lovek s hmotnostou 80 kg. Délezitym faktorom bude vy-
ber motoru, budeme hladat ten najlepsi v pomere vykon/hmotnost. Samozrejme,
navrhnuté lod bude musiet mat vhodny vztlak, aby potrebné komponenty udrzala.

Pre jednoduchost vypocétov uvazujme, ze ma trup lode tvar kvadra (na ktory
sa sea sled s mensimi rozdielmi skutoéne podobd), dalej predpokladajme, Ze plast
lode bude hruby 0,5cm, a ze bude z nejakého lahkého a odolného materidlu, na-
priklad hlinfka. Pévodné rozmery sea sledu st: dizka 838 cm, §irka 274 cm a hibka
ponorenej ¢asti 30 cm (celkovi vysku trupu zvolime 50 cm), ¢o ddva objem ponore-
nej ¢asti na hodnotu 6,9 m®. Kedze sea sled nemé presne tvar kvidra, odhadneme,
Ze ponoreny objem skuto¢ného tvaru lode bude 60 % z tejto hodnoty, ¢ize V, =
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= 4,1m3. V pokoji sa bude musiet tiaZové sila vyrovnat vztlakovej, ¢im uréime
maximalnu hmotnost lode mmax, Co dava:

mmaxg:Fg:sz: pPg -

Kde hustotu vody budeme uvazovat p = 1000kg-m~> a rovnicu predelime
tiazovym zrychlenim g. Po dosadeni dostaneme: mmax = 4 100 kg.

Odhadnime teraz hmotnost plasta lode, ktory bude hruby 0,5 cm. Najskor spo-
¢itame jeho objem, a to tak, Ze od objemu kvadra s rozmermi uvedenymi v pred-
chédzajicom odstavci odratame kvdder s rozmermi o hribku plédsta mensimi (teda
837cm na dizku, 273 cm na sirku a 49,5cm na vysku). Objem plasta teda bu-
de Vi1 = 0,17m®. Hustota hlinika je pay = 2700kg-m™>. To predstavuje hmot-
nost ma1 = pai1Vpr = 460kg.

Trup lode bude treba ale nejak vystuzit, rovnako bude treba pridat nejaki
batériu na Startovanie, elektroniku, ovlddanie, palivovi nadrz a dalSie pomocné
systémy. Uvazujme teda, ze vSetky tieto veci spolu nebudu vazit viac ako 1 000kg.

Na zaver uz len staci vybrat vhodny motor. Perfektnym kandidatom je prives-
ny motor s vykonom takmer 450 kW a hmotnostou 570 kg. Po odratani hmotnosti
cloveka, trupu a ostatnych systémov zistime, ze lod mozeme este zatazif hmotnos-
tou 2500 kg, ¢o predstavuje 4 takéto motory s celkovym vykonom 1800 kW, ktoré
budi spolu vazit 2280kg.

Uz vieme vsetko potrebné na odhadnutie maximélnej rychlosti. Celkovd hmot-
nost lode bude 3820kg = 84201b a jej vykon bude 1800kW = 2400 hp. Po do-
sadeni do Crouchovo vztahu dostaneme: vmax = 123mph = 200km-h™'. Tento
rychlostny rekord sa skuto¢ne podarilo dosiahnut Garovi Woodovi v roku 1932. Ab-
solitny rekord rychlosti na vode aktudlne drzi Ken Warby, ktory dosiahol rychlost
takmer 560 km-h~! na lodi s priadovym pohonom (nutné podotknit, ze imrtnost
pilotov vysokorychlostnych lod{ pri snahe prekonat tento rekord ¢inf asi 60 %).

Pretekarska ponorka V tomto pripade bude doélezity priemer najsirsej cas-
ti ponorky, ktory musime zvolit tak aby sa do nej zmestil ¢lovek. Uvazujme ze
priemerné vyska cloveka je 180cm a zZe c¢lovek bude pri riadeni ponorky sediet.
V takomto pripade by najvacsi rozmer ponorky mohol byt 2m, ¢o by malo posta-
¢ovat na pohodlné usadenie Cloveka do prostrednej ¢asti (priblizna dizka potom
bude 6 m).

Ako pohon ponorky je vyhodné pouzit elektromotor s dostatonou zasobou
batérii, kedze nema pristup na vzduch. Komerc¢ne sa dé zohnaf motor na jednos-
merny prud s vykonom od 20kW do 2 000kW. Vyrobca udédva rozmery takéhoto
motora na max. 60 cm, ¢o ndm vyhovuje, lebo ho zmestime do ponorky. Sta¢i ndm
uz len odhadnit, kolko batérii potrebujeme a akid energiu do nich vieme ulozit, na
zdklade ¢oho vyberieme vykon motoru (tak, aby sa ponorka dokézala hybat dlhsie
ako par minit). Kandiddt na batériu ma od vyrobcu uvedenu kapacitu 1,3kWh
a rozmery (26 x 17 x 23) cm (objem jednej takejto batérie je cca 10200 cm?).

Odhadnime teraz objem ponorky. Kvapkovity tvar s priemerom 2m a diz-
kou 6m aproximujeme valcom s priemerom 1,5m a dizkou 5m, ¢o predstavuje
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objem priblizne 8,8 m3. Predpokladajme, Ze ¢lovek na pohodlné sedenie potrebuje
kvéider s vyskou 2 m a podstavou Sirokou 60 cm a dlhou 70 cm, ¢o d4 objem 0,84 m®.
Motor ma maximélny rozmer 60 cm, jeho maximéalny objem moézeme preto aproxi-
movat kockou s touto hranou, ktorej objem je 0,216 m®. Okrem toho potrebujeme
ponorku vybavit aj nejakymi pomocnymi systémami (kormidlo, komory na pota-
panie/vyndaranie, podpora zivota, poéitaé, chladenie. . .), uvazujme, ze vsetky tieto
pristroje nezaberi vidsi objem ako 2m3. Po odratan{ vyssie uvedenych veci z ob-
jemu ponorky, ndm zostane objem 5,7m® na batérie, ¢omu zodpoveds 558 kusov
vyssie uvedenych batérii. AvSak, nie vzdy by sme vedeli batérie do tohto objemu
naukladat presne vedla seba, rovnako ako aj ponorka méa zadnt ¢ast pomerne tizku,
preto odhadneme, Ze 20 % z tohto poctu sa do ponorky nezmesti, ¢im ndm zostane
446 kusov bateriek s celkovou kapacitou cca 580 kWh.

Dalej uvazujme, Ze 10 % z uloZenej energie spotrebujii pomocné systémy ponor-
ky, teda motor bude moct vyuzit 522 kWh. Ak zvolime vykon motora na 1000kW,
tak sa ponorka bude moct plavif polhodinu, ¢o by malo stacit na otestovanie jej
rychlostnych vlastnosti. Predpokladajme, Ze motor mé téinnost 90 %, cize efek-
tivny vykon bude 900 kW. Uéinny prierez spoéitame pomocou znémeho polomeru
nasledovne: S = nd?/4, kde d je priemer najsirsej ¢asti. Po dosaden{ S = 3,14m?.
Budeme uvazovat testovanie v sladkej vode s hustotou 1000kg-m~3. Uz pozn4-
me vsetky potrebné tdaje na odhadnutie medznej rychlosti, po dosadeni: vmax =
=24,3m-s™! = 87,5km-h~!. Pre porovnanie rychlostny rekord ponorky pod vodou
drzi Sovietska ponorka K-222 s maximalnou dosiahnutou rychlostou 83km-h~!,
takZe nami aproximovany popis funguje skuto¢ne dobre.

Par slov na zaver

Je nutné podotknit, ze vyssie odhadované modely lodi st naozaj len hrubé a ori-
entacné, nakolko sme neuvazovali viacero faktorov, takze to rozhodne neskusajte
doma overit experimentalne.

Zdroje

e rozmery pdvodného sea sledu: https://www.soundingsonline.com/boats/
hickman-sea-sled

e vyber privesného motoru: https://www.mercurymarine.com/en-gb/europe/
engines/outboard/verado/verado-600hp/

e rychlostny rekord na vode: https://en.wikipedia.org/wiki/Water_speed_
record

e k vyberu elektromotoru: https://www.menzel-motors.com/dc-motors

e k vyberu batérie: https://lionenergy.com/products/lion-safari-ut-1300

o najrychlejsia ponorka: https://en.wikipedia.org/wiki/Underwater_speed_
record

Uloha V.1 ... zamackly flazolet

Vojta hraje na violoncello. Na strunu naladénou na frekvenci f zlehka prilozi prst
do vzdalenosti 1/n jeji délky od hlavy ndstroje a rozezni ji, pricemz slysi tén o zd-
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kladni frekvenci fi1. Nésledné strunu na stejném misté dplné primackne ke hmatni-
ku a rozezni ji znovu. Tentokrat nastroj vydava tén o zédkladni frekvenci fo. Urcete
pomér frekvenci f1/fo v zdvislosti na prirozeném disle n.

Vojta vzpomindg na cello.

Vlnova délka zvukové vlny, jiz struna vyluzuje, je v zdkladnim stavu rovna dvoj-
nasobku délky struny [. Je proto mozné psat

v
f_?l7

kde v je rychlost sifeni vinéni ve struné. Pfilozenim prstu na strunu odfiltrujeme
veskeré kmitén{ struny s vlnovou délkou vySsi nez 21/n, uslySime tedy t6n odpo-
vidajici n-té harmonické frekvenci struny, pro ktery plati

un
=—=nf.
=5 f
Kdyz strunu pfimdckneme, snizime efektivné jeji délku na (1 — 1/n)l, z ¢ehoz
miizeme pozorovat, ze frekvence vyluzovaného ténu spliuje
Jf2 I

B v _n
C2(1-1/n) n-1

Nyni uz tedy lze vyjadrit hledany pomér jako

Lo,
fa

kde pro n = 1 intuitivné doplnime hodnotu pomeéru jako 1. Chytime-li tedy strunu

napt. v 1/2, budou vyprodukované tény stejné, v 1/3 se budou lisit o oktdvua v 1/4

dostaneme kvintu pfes oktavu neboli duodecimu.

_17

Uloha V.2 ... dopravni pas

Na pohybujici se vodorovny dopravni pas kazdou sekundu svisle dopadd material
o hmotnosti p, ktery na jeho konci pada pryc. Na pds ptisobi odporova sila Foqp =
= kv, ktera je primo iumérna rychlosti pasu v pres konstantu k. Jak velkou rychlosti
se bude pds pohybovat, pokud
e na néj puisobi konstantni pohonna sila F'7
e je pohdnén motorem s konstantnim vykonem P?
Karel doufal, Ze to piujde vyresit.

Pas je brzdén nejen odporovou silou, ale také dopadajicim materidlem, ktery urych-
lujeme. Je tomu tak proto, ze se za jednotku ¢asu méni jeho hybnost. Jelikoz kazdou
sekundu z pasu odpadne materidl o hmotnosti p, a to rychlosti pasu v, musi se
také kazdou sekundu rychlost materidlu o hmotnosti p zvysit z nuly na v. Sila
je ndsledné zménou hybnosti za dany éas (tedy jednu sekundu), z ¢ehoz dostava-
me Fnat = pv. Celkova sila potfebna k pohonu pasu je proto F' = Foap + Fmat-
Po dosazeni znamych idaji dostdvame

F=pv+ kv,
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z ¢ehoz po upraveé ziskdme rychlost
F
v = .
K+p

Pokud je pas pohdnén konstantnim vykonem P, pak za c¢as t vykond pas praci
W. Prace W je opét souCtem préce, ktera je potrebna k urychleni materidlu a té,
jiz je tfeba za tcelem prekondni brzdné sily. Za cas t je dopadajicimu materidlu
na zvyseni kinetické energie dodana prace

1
Wi = E,uUQt,

a na prekonani odporovych sil je potom potieba
Wodp = Fodps = Fodpvt = k’UQt,

kde s = vt je draha, jiz za cas t pas urazi.
Sectenim obou predchozich rovnic a pokracenim ¢asu ¢ dostavame vyslednou rych-

lost
v — P
VErk

Pro druhou ¢ast nasi tlohy by nis mohlo napadanou vyjadrit celkovy vykon jako
P = Ppat + Poap = (Fmat + Fodp) v, coz by nas ale dovedlo k jinému vysled-
ku, nez k tomu, ktery jsme dostali pomoci nagich tvah o energiich. Neplati totiz
Prat = Fmatv, protoze je materidl urychlovan postupné a jeho c¢asti maji odliSnou
rychlost.

Uloha V.3 ... &ekame na vytah

Karel jezdi vytahem v budové, ktera ma prizemi a nad nim dalsich 12 pater,
pricemz vyska jednoho patra je h = 3,0m. Uvazujte, ze vytah béhem své jizdy
polovinu doby zrychluje a druhou polovinu doby zpomaluje konstantnim zrych-
lenfm a = 1,0m-s~2. S 50% pravdépodobnosti vytah stoji v piizemi a zbytek
pravdépodobnosti je rovnomérné rozdéleny mezi ostatni patra. Jaka je ocekavana
doba cekani na vytah v jednotlivych patrech budovy? Zanedbejte cas otevirani
dveri.

Bonus Meéjme 2 vytahy opét v dvanactipatrové budoveé. Jeden vytah bude odvo-
lavany do prizemi. Do jakého patra bychom méli posilat druhy, abychom minima-
lizovali priimérnou dobu ¢ekdni? Predpoklddejte analogicky, ze polovina jizd bude
zacinat v prizemi a druhd polovina s rovnomérnou pravdépodobnosti v libovolném
z dalsich pater. Karel cekdvd casto na vytah.

Zacnéme se zakladni teorii, ktera je velice jednoduchd, protoze jde pouze zrychleny
pohyb. V indexech ¢ a j budeme znacit, ze vytah pojede z i-tého do j-tého patra.
Polovinu rozdilu vysek mezi patry h; ; ujede vytah za polovinu celkové doby t; ;,
coz muzeme zapsat jako ,
hi’j 1 tl,]
2~ 2° ( 2 ) ’
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z této rovnice vyjadrime, jak dlouho vytah jede

4h1‘,j = at?’j = ti’j =2

Rozdil vysek je nasobek absolutnfho rozdilu pater, tedy h;; = h|j —i|. Rovnici

miZeme upravit na tvar
h
lij = 2\/>V lj —1il.

Pokud vynéasobime tuto dobu pravdépodobnosti p;, ze vytah bude v i-tém patre,
kdyZz na néj ¢ekdme v j-tém, a vSechny pravdépodobnosti secteme, dostaneme
celkovou ocekavanou dobu cekani na vytah v j-tém patte

12
h
T = g pi\/;\/ l7 —1l.
=0

V zadéni jsou uvedeny pravdépodobnosti, které vychézi z toho, Ze lidé jezdi rov-
nomérné do vsSech pater a ze se do budovy a z ni dostanou pouze v prizemi
Pravdépodobnosti jsou po = 1/2 a p; = 1/24 pro kazdé i € {1, 2, ... ,12}. Upra-

vou pak dostaneme
r=fa A VBT

Toto je vlastné pozadovany vysledek s tim, ze jej musime vycislit. Muzeme bud %
motnou sumu zadat, aby ndm ji spocital program, napr. Wolfram Mathematica/
nebo muzeme propocitat jednotlivé ¢asti napt. v Excelu ¢i Google Tabulkach. My
jsme se v ramci vzorového Teseni rozhodli vyuzit Google Tabulky a postup zve-
fejnujeme pod odkazem v poznadmce®™= Na prvnim listu jsou vypocitané vysledky
zékladni tlohy. V oblasti C5:017 jsou doby jizdy pro vytah umistény v patie uve-
deném v radku 3 a ¢ekajici bude v patie uvedeném ve sloupci A. V oblasti C20:032
jsou pak jiz ¢asy vazené pravdépodobnosti, ze vytah bude v daném patie.

Pro jednotlivd patra nam vysly vysledky Ty = 4,2s, T1 = 5,5s, 1o = 5,85, T3 =
= 6,1s, Ty = 6,4s, Ts = 6,7s, Ts = 7,0s, Tr = 7,4s, Ty = 7,7s, Ty = 8,15,
Tio = 8,68, Th1 = 9,1s, T12 = 9,7s. Pokud bychom chtéli odvolavat vytah do né-
jakého patra tak, aby se minimalizoval stfedni cas ¢ekani, pak za predpokladu, ze
vytah vzdy stihne dojet do tohoto patra, bude nejvyhodnéjsi, aby jezdil do ptizemi.
Coz je relativné ocekavatelny vysledek, kdyz polovina jizd zac¢inad v prizemi.

29Vzhledem k tomu, Ze lidé p¥ilis Gasto nevylézaji ven z oken, nelezou domi po okapu apod.,
pak jde o rozumny predpoklad alespon co se tyce prizemi. V redlném provozu nebude splnén
predpoklad o rovnomeérnosti jezdéni do jednotlivych pater, protoze nékteri lidé vychézi ven
castéji. Ale i tak jde o nejlepsi odhad, ktery muzeme mit bez znalosti mistnich poméru.

30Muzeme také vyuzit zdarma dostupny WolframAlpha https://www.wolframalpha.com/.

3lhttps://docs.google.com/spreadsheets/d/10pQ3D7nYGmeDKZK2DYpOCqA2A jqMDX869s39_1Gfn(d
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Pokud bychom chtéli tlohu mit vice realistickou, pak bychom museli uvazit to, ze
vytah zrychluje jenom cast doby nez dosdhne néjaké maximélni rychlosti. Dalsim
problémem by se mohla zdat doba otevirani a zavirani dveri, ale pokud jsou dvere
vzdy zaviené, pak se nas vysledek zméni pouze o konstantu pro jakékoliv patro
a nezméni tak poradi vyhodnosti. Cas jizdy ndm také ovlivni doba nastupovani
a vystupovani. V redlném provozu, zejména v prizemi, ¢im déle cekdte, tim vice
lidi vytah nakonec ve stredni hodnoté sveze, coz vas opét zdrzi pii nastupovani
a i daleko vice, pokud vytah po cesté vicekrat zastavi. Minimalizace Casu jde vi-
ceméné také proti Setfeni za energie.

Bonus

Podle zadéni si zafixujeme jeden vytah v prizemi a pak pro vSechny kombinace
cekajictho a umisténi druhého vytahu vytvorime tabulku, kde opét vazené secte-
me doby c¢ekani. Postup je uvedeny na druhém listu Google Tabulek. Vzorce jsou
sestavené tak, ze opét bereme doby jizdy vytahu do daného patra, které ziska-
me ze vzorce pro rovnomérné zrychleny pohyb. Vybereme ale vzdy ten z vytahu,
ktery pfijede dfive. Pfitom vyzkousime vSechny pozice druhého vytahu (od 1. do
12. patra) a vypoc¢teme vdzeny prumér pro vSechna patra. Mezivysledky zde nero-
zepisujeme, protoze by feseni bylo pak zbytecné zdlouhavé.

Vysledkem pro nase vstupni parametry je, ze si mizeme vybrat, jestli druhy vytah
budeme umisfovat do 8., nebo 9. patra, protoze stredni cas ¢ekani je identicky,
a to 2,4s. Oproti situaci s jednim vytahem ve stfedni hodnoté tak usetti lidé 1,8 s,
tedy 44 % ¢asu cekéni.

Pokud by véas zajimalo, jak by to vyslo, kdybychom se rozhodli ptfidat tfeti vytah,
pak feseni jiz neni tak jednoduché, ale da se ocekavat, ze druhy vytah by mél také
zmeénit své umisténi. Ponechdme pouze ten v prizemi a budeme zkoumat celkové
ocekavané doby cekani pro ruzné kombinace 2. a 3. vytahu. Kdyz se zamyslime, tak
zjistime, ze hodné kombinaci je duplicitnich nebo nepripadaji v tvahu. Nicméné
jsme vypsali vétsinu vSech moznych a z nich se ndm podarilo urcit, ze optimalni
rozlozeni je ptizemi, 5. patro a 10. patro. Pfi této kombinaci je ocekdvana doba
cekani pouze tésné nad 1,7s. Takze bychom usettili ve stredni hodnoté dalsich 0,6 s
na jednu jizdu.

Daéle by se dalo ulohu déle variovat. MuzZete se zamyslet, jak nepfijemné by se
zkomplikovala, pokud byste méli moznost umistit 3 vytahy, ale pokazdé byste
pottebovali 2, protoze se vzdy presouvate jako velkd skupina, kterd se ale neve-
jde do jednoho vytahu. V realném svété ale nechodi vSechny skupiny stejné velké,
vytah vzdy nema ¢as dojet do daného patra a nas predpoklad s konstantnim zrych-
lenim byl také velice idealisticky. Jesté vic se ndm zkomplikuje situace u budov,
které nemaji jedno vyznacné patro, ale maji napriklad i podzemni parkovisté.
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Drobnou pozndmkou muze jesté byt, ze jsme uvazovali, Ze vytahy umistujeme
pouze do celociselnych pater, ale nechavat vytah v patie devét a tii ¢tvrté by bylo
dost nepraktické z technického hlediska. Nejspise i tak bychom dosli k zavéru, ze
se i casové hodi mit vytah pouze v celociselnych patrech, protoze alespon ti, kteri
vyjizdéjl z daného patra nemusi ¢ekat. Nevylucujeme, Ze pro néjaké kombinace po-
¢tu vytahi, poctu pater, vysek pater a zrychleni by ale mohlo byt ¢asové vyhodné
zvolit pro néktery vytah necelociselné patro.

Uloha V.4 ... Dark Side Time

FYKOS planuje vyslat do vesmiru vlastni druzici. Ta bude pohanéna soldarnimi
¢lanky, potrebujeme proto, aby se ve stinu Zemé nenachédzela prilis dlouho. V jaké
vysce nad povrchem bude doba priiletu stinem Zemé nejmensi? Pri svych vypo-
¢tech uvazujte (stejné jako organizdtori), Ze Zemé je dokonale kulatd, slunecni
paprsky jsou v jejim okoli paralelni a Slunce, Zemé a trajektorie druZice se nachazi
v jedné rovine.
Bonus Béhem reseni narazite na analyticky neresitelnou rovnici. Nepouzivejte
online resice, ale naprogramujte vlastni reseni.

Honzovi se v Kerbalovi vybily baterky.

Nejprve vypocteme tihlovou rychlost obéhu satelitu w.

Fy=Fy,
Gm]z\/[ mu? 7
r r

M
G— =wr,
r

GM
w= e

kde M je hmotnost Zemé, m hmotnost satelitu, r vzdalenost satelitu od hmotného
stfedu Zemé. Déle potfebujeme zjistit, jakou ¢ast trajektorie stravi satelit ve stinu
Zemé. Spocteme tedy thlovou velikost 6 kruhového oblouku schovaného ve stinu
Zemé.

Obr. 6: Nakres situace. Zde R je polomér Zemé.
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7 néacrtu situace lze vycist, ze

kde R je polomér Zemé. Cas ve stinu ¢ tedy bude

0
w
R r3
t=2 i — .
arcsm(r) iV

Tento cas chceme minimalizovat vhodnou volbou parametru r. Zderivujeme ho
tedy podle r a ziskany vyraz polozime rovny nule.

dt

i
d . (R r3 _
I 2 arcsin (?) air = 0,

d /3 . (R
— (7"2 arcsin (—)) =0,
dr r
LB e (B) 2 (L)é Ly
w2 2 \R r/2R\R) =
1= (%)

Rovnice, kterou jsme dostali, vypada velmi neptijemné. Pouzijeme tedy prvni trik —
upravime ji do bezrozmérného tvaru. V tomto pripadé to bude jednoduché, nebot
méame pouze jednu neznadmou, jeden parametr a oba maji rozmér délky. Muzeme
tedy problém preformulovat tak, ze se zbavime jednoho parametru a ziskdme novou
rovnici, kterd je bezrozmérna. Zavedeme tedy normovanou vzdélenost u, dosadime
ji a vyraz upravime.

3
2

S sl

Tuto rovnici nelze fesit analyticky. Pouzijeme tedy programy Desmos nebo Wolfram
Alpha. Ziskdme vysledek

u=0,823.
Po vraceni substituce dostaneme
r= R
© 0,823
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r=1,215R.

Vzhledem k tomu, ze r je polomér orbity méfen od stredu Zemé, odecteme od obou
stran rovnice R. Tim na levé strmé dostaneme vysku nad povrchem h a na druhé
strané hodnotu v nasobcich R

h =0,215R.

Po dosazeni R = 6378 km dostaneme konecny vysledek
h=1370km.

Zatim vime, zZe jde o lokalni extrém funkce. Chtéli bychom vsak védét, ze jde
o globdlni minimum. Spoéitdme tedy druhou derivaci ¢(r).

a2t 2 (3  (R\ —+2
2= i 1 arcsin (7) + ﬁ )
T /% —1
d?t 4.207
1,215R) = ——.
dr 2( )= VGMR

Vidime, ze je kladna, funkce je tedy konvexni a nasli jsme lokalni minimum.
Jelikoz nemame zadné dalsi kandidaty na extrém, zbyvd nadm jesté vysetfit

krajni body definiéniho oboru funkce. V. R nabyva funkce hodnoty 4/ GR—JZ, coz je

G e L (. . . 3
ocividné vyssi nez funkéni hodnota v nami nalezeném bode 2,589 CI;—M

A jelikoz arcsin(z) &~ x pro = ~ 0, chova se funkce t(r) v nekoneénu jako

t(r) = 2arc51n \/7 \/7 R\/i

a v limité do nekonecna tedy roste nade vsechny meze. Opravdu jsme nasli globdlni
minimum. Samozrejmé misto tohoto vypoctu bylo mozné si funkci nechat néjakym
programem nakreslit.

Bonus
Bezrozmérnou rovnici upravime do tvaru

garcsin(u) - —=0.

Mame-li rovnici tvaru
f(z) =0,
pak lze za jistych predpokladii nalézt jeji kofeny uzitim tzv. Newtonovy metody,
ktera funguje nasledujicim zptsobem.
Nejprve se pokusime odhadnout hodnotou xg. Tento odhad budeme déle zptes-
novat pouzitim rekurentniho vzorce

f(zx)
f'(xk)’

T+1 = Tk —
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ktery bude v nasem piipadé po dosazeni a tGpravé vypadat

2 arcsin(ug) —

Uk+1 = Uk — —3 s
3_ 1 Y
2 3
Vic e
3 23 .
3 —5uy —34/1 —ui arcsin(ux)
Uet1 = 1—3u} ’

Pokud byl nas pocateéni odhad dobryE, budou se nové prvky takto ziskané po-
sloupnosti svoji hodnotou ptiblizovat hodnoté feSeni ptvodni rovnice. Pro poca-
te¢ni podminku uo = 0,9 dostaneme posloupnost

Tab. 8: Hodnoty vysledku v jednotlivych iteracich.

Uk

1
0,9000
0,829 4
0,8236
0,823 4
0,823 4

o

= w N = O

7 tabulky E vidime, Ze uz ve 3. iteraci se dostaneme na pozadovanou presnost.

Par poznamek na zavér

Pokud bychom polevili na nasich predpokladech, dostaneme dalsi dvé mozna feseni.

Tim prvnim by byla heliosEHChronni drdha. Nedokonale sféricky tvar Zemé
zpusobuje pomalé stdceni orbit® druzic, ¢ehoz lze pro nase ticely vyuzit. Pokud
bude mit obézna dréha nasi druzice ty spravné parametry=, bude mit perioda
tohoto staceni délku jednoho roku. Lze tedy zaridit, aby rovina obéhu druzice méla
nemeénnou orintaci vuci spojnici Zemé a Slunce. Kdyz zvolime takovou orbitu, kterd
do stinu pri prvnim obéhu nezachézi, nevstoupi do stinu Zemé dlouhodobé.

Druhym fesenim by bylo dat druzici do jednoho z Lagrangeovych bodua. Avsak
toto feSeni je ponékud problematické. Prvni{ tfi nejsou stabilni, presto jsou (prv-
ni dva z nich) vyuziviny mnoha druzicemi jako druzice SOHO pozorujici Slunce
v bodé L1, ¢i dalekohlad Jamese Webba v bodé L.2. Bod L3 je na opacné strané
od Slunce nez Zemé, s potencidlni druzici v okoli tohoto bodu by bylo obtizné
komunikovat. Body L4 a L5 jsou od Zemé vzdaleny 1au, takze by druzice taktéz
nejspise byla prili§ daleko na to, aby mohla plnit sviij acel.

32 v nasem pripadé musi byt pocateéni hodnota v intervalu (0.696, 1), jinak Newtonova metoda
nebude konvergovat k danému kotenu, ale k 0.

330dborné nazyvané precese

347de je dilezity sklon roviny, ve které druzice obihd, viiéi roviné rovniku Zemé. Pro zdjemce
detaily kupfikladu na https://en.wikipedia.org/wiki/Sun-synchronous_orbit.
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Uloha V.5 ... xenon %el na vandr

Jednou kladné ionizovany atom xenonu vyletél rychlostiv = 7Tm-s~ ! ze stfedu velké
valcové civky a zacal se pohybovat homogennim magnetickym polem v roviné kolmé
na magnetické silocary. V tu chvili civku odpojime od zdroje, takze jeji indukce
zacne exponencidlné klesat podle vztahu B(t) = Boe %, kde By = 1,1-107*T
a Q = 600s~!. S jakou odchylkou od piivodniho sméru se atom bude pohybovat
po ustaleni?

Ndpovéda: 'V tloze se nebojte pouzit vhodnou aproximaci, nebo ji zkuste resit
numericky. Vojta vymyslel zaddni
s rozumnym resenim nékolik hodin, ale stejné je to hnus. A to jesté nevidél resend.

Nejprve si musime uvédomit, které sily na atom pusobi. Samoziejmé je tu magne-
ticka sila zptisobend pritomnosti magnetického pole. To se ale s ¢asem méni, proto
zde vzniké i pole elektrické, které na elektron také pusobi. Z Maxwell-Faradayovy
rovnice®™ mame pro kruhovou oblast o poloméru r diky symetrii problému

dB_, d(B-S) d® _ _rdB
dtm" = T == Eds = E2nr = E_th'

Nalezli jsme tak velikost vektoru elektrické intenzity, ale jesté musime zjistit, kam
miti. Pfedchozi rovnici muZzeme vyjadrit také v diferencidlnim tvaru
0B
VXE= -

Operétor rotace VX je vektorovy soucin operdtoru V (coz jsou parcidlni deriva-
ce podle jednotlivych souradnic) s néjakym vektorem jako argumentem (ten je
v nasem pripadé intenzita elektrického pole). Napfiklad pro komponentu v ose z
vysledného vektoru mame aaEI g — BBE; .

Orientujme soufadnicovy systém tak, ze osa z mif{ ve sméru magnetické indukce
a je totoznd s osou symetrie valce. Osy x a y pak lezi v roviné kolmé k této
ose. Necht pocatek lezi v bodé, odkud vyléta atom a osa x mirfi do sméru jeho
rychlosti. Pak mé vektor magnetické indukce tvar B = Boe % (0,0,1)". Proto
i vektor vznikly operdtorem rotace na elektrickou intenzitu musi mit pouze treti
komponentu. Snadno si miizete ovérit, ze vektor elektrické intenzity

_ Bof o
2

E

0

splnuje Maxwellovu rovnici. Pfimy vypocet tvaru vektoru neni jednoduchy a vek-
tor dokonce neni urcéeny jednoznacné, splinuje ale vsechny podminky, které v ramci
elektromagnetismu musi. Samozfejmé jeho velikost koresponduje s velikosti urce-
nou prvni rovnici. Smér vektoru bychom uz z prvni rovnice mohli také urcit pomoci
Lenzova pravidla.

35Pro vice informaci doporucujeme seridl 17. roéniku FYKOSu, ktery se vénuje elektromag-
netismu

76



Resent teoretickych tloh

Pohybova rovnice pro nabitou ¢asti v elektromagnetickém poli je
F=ma=q¢(E+vxB).

V naSem piipadé je Gastici kladné nabity atom o naboji ¢ = e = 1,602 - 1071 C
a hmotnosti mxe = myuAxe = 1,67 - 1072 kg - 137,3 = 2,2 - 10~ 2% kg. Vektorovou
pohybovou rovnici rozepiseme na tfi slozky podle kazdé z os

. eBo _o ( Q )
i = e -sy+7),
MmXe 2
. eBo _qo (Q )
J= e —r—),
MXe 2
2=0,
kde jsme rozepsali vektorovy soucin
T 0 i
vxB=DBoe [y x|0]| =Be | -3
Z 1 0

Ziskali jsme pohybové rovnice pro pohyb elektronu v elektromagnetickém poli. Je
to soustava tii linedrnich diferencidlnich rovnic druhého rddu. Pohyb v ose z je
jednoduse primocary a jelikoz elektron dle zadani vyléta kolmo k ose symetrie, je
jeho rychlost v, nulova. Souradnice z elektronu je tedy také nulova po celou dobu
jeho pohybu.

Problém je s feSenim zbylych dvou rovnic, které jsou spolu provazany. Pri
obecném feseni bychom mohli pouzit néjaké triky z linedrni algebry a rovnice by
se ndm podafilo separovat (tj. aby v kazdé rovnici vystupovala jen jedna soufadnice
a jeji ¢asové derivace). Nastésti se pro vyfeseni této tlohy bez tohoto ndroéného
postupu obejdeme. Nakonec neni potfeba ani numericka simulace, ale samoziejmé
i ta je validnim FeSsenim pro takto niro¢né analytické formule. Do naseho Feseni
proto prikladame také jednoduchy kéd v Pythonu.

Jeden trik ale preci jen pouzijeme. Kvili tomu, Ze se v rovnicich vyskytuje sou-
¢in €2 a souradnice, neni jasné, jestli lze néco zanedbat, aby se rovnice zjednodusily.
Pouzijeme proto substituci Qt = T, kde T bude bezrozmérny cas, pro ktery plati,
ze v case T = 1 bude intenzita magnetického pole ekrat mensi nez na zacatku.
Rovnice pak budou mit tvar

5 1 d2%z eBo . _ot 1 1 dy A%z eBy _r 1 dy
T e M (Craw) T @ (Cvtar)
21 &% _eBo, o (1 1 dx) _ Py _ By 7 (1 dx)

Q2 dt2 mxe dT2 mer ’

2T oAt ot T ar

Vsimnéme si bezrozmérného faktoru o = Boe/(mxeQ) = 0,13, ktery je docela
maly. Zrychleni v ose x je na zacitku nulové, protoze y i ¥ miizeme volit jako
nulové (to odpovida tomu, Ze si souradnicovy systém orientujeme tak, ze elektron

vylétd ve sméru osy x). Pak je zrychleni v ose x imérné rychlosti a poloze v y,
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ale pres faktor a. Ty jsou zase pres stejny faktor a imérné rychlosti a poloze v x.
Takze aspon pro zac¢dtek pohybu muzeme odhadnout, Ze zrychleni v z je potlacené
pres faktor a? vid rychlosti a poloze ve stejné ose. S Easovym vivojem je navic
exponencialné rychle potlaceno.

To nés privadi na myslenku, jak zjednodusit obé rovnice. Napadlo nés, ze zrych-
leni v ose = je malé, takze mizeme polozit rychlost % = Vo jako konstantni. Tim
se rovnice pro zrychleni v ose y podstatné zjednodusi

2
d Yy eByg e_T (Von _ on) .

dT2 o mXeQ 2
Integraci pomoci per partes podle T" dostaneme rychlost jako
% _ eBo Vio _7p

=— —e T-1)+C,
dT mer 2 ( )+
kde C je integracni konstanta, kterou ur¢ime z podminky, ze v ¢ase T = 0 je
rychlost nulova. Pak tedy

dy Veo _71 Vzo

29 = T-1) — o220

ar -~ g T-l-am,
kviuli exponencidlnimu tlumeni zrychleni se po ¢ase pohyb ustali na rovnomérny
primocary. Jeho smér mizeme urcit ze sméru vektoru rychlosti. Ten je jednoduse

V(T =00) _ —a% _ —Be .
B = T o) ™ Vo Zmxenn 0067

Protoze na zacatku byl thel 8 roven nule, odchyli se atom od puvodniho sméru
o 8 = arctg(—Be/
/(2mxeQ)) = —3,8°, tedy o skoro ¢tyfi stupné v zdporném sméru osy y.

Ovéfme jesté nyni opravnénost nasi aproximace. Zintegrujme polohu v ose y
v zavislosti na T

VzO -T V(L‘OT
y=a—e T —« ,
2 2
7 . 2
Dosazenim do rovnice pro gﬁ dostaneme

&’z Vo 7 -7 -7
=g e (BT T+T 427" —2).

Integrovanim od nuly do nekonecna dostaneme zménu rychlosti v ose z jako

2
o Vzo 7§ _ _ 2 i
AV, = 1 ( 4+1+1 2)— aVzom.
Rychlost v ose x se zméni o
AV, 3a® .
=——=-0,34%.
Vo 16 4%

Je tedy ztejmé, ze nas predpoklad o konstantni rychlosti 1ze povazovat za spravny
a provedend aproximace je mozna.
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Uloha V.P ... napjaty strom

Popiste co nejvic prirodnich vlivi, které zptisobi vyvrdceni/silné poskozeni osamo-
ceného stromu na louce. Jeden z nich zkuste co nejlépe kvalitativné rozebrat. Jaky
je rozdil mezi listnatym stromem a jehlicnanem?
Bonus Néktery z vlivi rozeberte i kvantitativné.

Danka sledovala, jak se stromy ohgybaji ve vétru.

Nejprve si popiseme stavbu listnatého stromu a vysvétlime, jak na néj pusobi
zékladni prirodni vlivy. Na konci textu pak porovname vlastnosti listnatych a jeh-
licnatych stromu.

Prvni tfetina vysky listnatého stromu nad zemi je tvofena kmenem, ktery se
déle vétvi. Stromy rostouci na loukdch maji dostatek prostoru, svétla a zivin, jelikoz
jim nekonkuruji ostatni stromy, a tudiz je jejich koruna pomérné mohutna a husté
rozveétvena.

V podzemni ¢4sti pak muzeme pozorovat korenovy systém. Jeho stavba se me-
zidruhové podstatné 1isi a rozdélujeme nékolik typt korenového systému. Pro nase
uvahy vsak staci rozdéleni na mélkokorenné a hlubokokorenné druhy. Na loukach
mizeme predpokladat mékci podlozi, nemélo by tedy dochézet k zplosténi kore-
nového systému v dusledku prekazek jako je skédla a podobné. Naopak, ¢im méné
vyzivnd puda je, tim vice je kofenovy systém mohutnéjsi (strom musi obsdhnout
vétsi objem pudy, aby ziskal potfebné Ziviny). Podoba kofenového systému, a tedy
i fyzikalni model stromu na louce se miize velmi lisit v zavislosti na druhu stromu
¢i konkrétnim stanovisti.

Osamoceny strom uprostfed louky je vystaven fadé prirodnich jeva, které jej
mohou poskodit. Nyni si alespon ¢ast z nich vyjmenujeme a stru¢né popiSeme.
Budeme se vénovat popisu viditelnych vétsich poskozeni, tedy vynechdme vlivy
jako sucho a nedostatek zivin zptisobujici uhynuti stromu.

Silny vitr

Listnaty strom mé diky své mohutné koruné vysoko polozené tézisté, navic - pre-
devsim u olisténého stromu - predstavuje koruna velkou plochu. V ptipadé silného
vétru je tak na vrchol stromu vyvijena velkd sfla (pfi boufce jsou stromy mnohdy
velmi viditelné nahnuté ve sméru vétru). Tu mizeme popsat Newtonovym odpo-
rovym vzorcem

F = %CpSvQ, (6)

kde S je prufez vétve kolmy na smér proudéni vzduchu, p je hustota vzduchu
a v velikost jeho rychlosti. C' je pak experimentalné uréeny koeficient odporu vétve.

Pomoci principu paky s¢itdme jednotlivé prispévky momentu sil pusobeni vétru

na vétev.
To lze vyjadrit pomoci integralu

1
Mz/ %CpR(ac)vQ(m)xdx.
0
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Moment sily ptisobeni vétru na vétev délky [ zde pocitame klasicky jako soucin
sily v bodé x a vzdélenosti tohoto bodu od poéatku soustavy soufadnic (tedy z),
kam jsme si umistili ptisobisté daného momentu sil. Plochu prifrezu vétve ve sméru
vétru z rovnice (fj) jsme zde aproximovali obdélnikem se stranou délky R(z), coz
muze byt polomér vétve v daném misté a druhou stranu jsme zvolili infinitezimalné
malou, tedy dz.

Sila je takto prendsena po vétvich pres kmen az do korenového systému, kde
dojde k disipaci takto ziskané energie, tedy k jeji pfeméné na teplo.

Moment sily pusobiciho vétru je vyrovnan momentem tlakovych sil uvniti vét-
ve. Napéti zdvisi na modulu pruznosti v ohybu, ktery je specificky pro kazdy
materidl, pusobici sile a také na tvaru prufezu vétve.

/Oy ds
s

kde y je vzdalenost elementu plochy od stfedu prufezu.
Napéti Ize pak vyjadrit jako

M =

)

M
= W

Wo je prurezovy modul v ohybu, ktery lze nalézt v technickych tabulkach.
Pro kruhovy prifez si jej lze predstavit jako podil nize uvedeného kvadratického
momentu prifezu (viz rovnici (J])) a poloméru tohoto kruhu.

Pro predstavu priklddéme ukazujici zévislost momentu pisobicich sil a polo-
méru ohybu vétve R

g

E
M= —=1I,,
R
kde E je modul pruznosti v ohybu (~ 10000 M]?’a)E a R polomér ohybu. I, je
kvadraticky moment prufezu popisujici jak daleko od stfedu vétve (y) se nachdzi

element plochy prurezu.
I, = / y>dS. (7)
s

Vidime tedy, ze ¢im vétsi je pusobici moment sil, tim mensi je polomér R a tim
vice se ohne vétev (nekoneény polomér odpovidd rovné vétvi), coz je intuitivni
vysledek™ Pri pusobeni sily se vétev ohne tak, aby se vyrovnaly momenty. Je vSak
tfeba pocitat s tim, ze ohnutd vétev ma mensi efektivni prurez, na ktery pusobi
vitr a tudiz se zméni i Newtonova odporova sila.

V piipadé, Zze v uréité ¢asti stromu toto napéti prekroéi mez pruznosti (~
~ 100 MPa), dojde k odlomeni nékteré z jeho ¢asti. Ulomeni{ vétve je pravdépo-
dobnéjsi nez vyvraceni celého stromu, jelikoz je k tomu tieba mensi sila. Navic

36 https://wuw.drevenekonstrukce.cz/co-je-to-vaznik-krov-a-jak-drevene-vazniky-vybirat
37 bodrobnéisi popis ohybu miizete najit napiiklad zde:
https://physics.mff.cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky_pro_DS/www/fyzika.html
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koruna, stejné jako vitr, neni homogenni, nékteré ¢asti jsou tedy naméhany vice
nez jiné. Starsi suché vétve jsou ke zlomeni vice néchylné, jelikoz jiz nemaji takovou
pruznost. U mladych tenkych vétvi nachdzime vétsi podil lykové casti nez u vétvi
starsich. Z tohoto duvodu vykazuji mladé vétve vétsi elasticitu.

Listnaté stromy maji pomérné silny kmen (az na nékteré druhy jako je biiza),
a tedy jejich zlomeni je méné pravdépodobné.

V nékterych pripadech, kdy je narusen kofenovy systém nebo je podlozi velmi
nestabilni, maze dojit i k vyvriceni stromu.

To, k jakému piipadu dojde, opét velmi zavisi na danych podminkach. Jak
je vidét, cely problém je velmi slozity uz jen pri popisu fyzikdlniho modelu. Pro
ziskani konkrétnich cisel ée tieba pristoupit k numerickému reseni a metodam ma-
tematického modelovanit

Blesk

Pri bouri také muze dochazet k ptrirodnim elektrickym vybojim - bleskim. Blesk
vzdy uhodi do mista v jeho okoli, které ma nejvyssi elektricky néaboj. K takovym-
to mistum patii Spicky budov, poptipadé stromt. V pripadé boufe nad loukou
s jednim osamocenym stromem pak blesk uhodi s nejvyssi pravdépodobnosti prave
do tohoto stromu. Télem stromu pak vyboj putuje az do zemé cestou, kterd mé
nejmensi elektricky odpor - tedy je i nejkratsi. Pritom dochazi predevsim k velké-
mu prenosu tepelné energie. V zdvislosti na velikosti blesku, tedy mnozstvi energie,
které stromu predd, pak muze dojit k poskozeni kiry (blesk zanechd viditelné sto-
py), rozstépeni ¢i dokonce k zazehnut{ stromu. K podobnému poskozeni mtize dojit
i v ptipadé prenosu ohné na strom jinym zpusobem. Stromy lze pred blesky chranit,
podobné jako domy, spravnym uzemnénim.

Néchylnost stromu k zasazeni bleskem zavisi na vySce samotného stromu a jeho
vodivosti. Velmi vysokou nichylnost ma naptiklad akat, naopak pomérné nizkou
nachylnostni disponuji buky*

Sesuv piidy

V oblastech se silnou dilni aktivitou, pripadné po zemétieseni muze dochézet
k sesuviim pudy. Mnohdy dojde k odtrzeni velké casti svahu a spolu se zeminou jsou
strzeny i stromy. Muze tak dojit k ¢dstenému poskozeni jejich kofenového systému,
¢i dokonce k uplnému vyvraceni. Tento jev lze Castéji pozorovat v odlesnénych
oblastech, kde puda neni zpevnéna kofenovymi systémy stromu (ndchylnéjsi jsou
tedy opét osamocené stromy s plochym kofenovym systémem).

Zvitata, houby a jiné parazitni organismy
Vsechny vyse uvedené jevy maji horsi nasledky pro slabé a diive poskozené stromy.
K tomuto poskozeni pak silné prispivaji riuzné parazitni houby ¢i drobni Zivo¢ichové

38Podobny postup vypodtu a také ukdzky z modelovani dané situace miizete najit v doku-
mentu, ktery vznikl pfi vySetfovani pddu vdnoc¢niho stromu na Staroméstském nadmésti v Praze
v roce 2003: https://akela.mendelu.cz/~xcepl/inobio/inovace/Biomechanika_stromu/2_vanocni_
strom.pdf

3%https://szkt.cz/wp-content/uploads/2020/01/blesky1.pdf
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jako kurovec, které narusuji homogenitu dfeva. Dale mohou byt mensi stromky
poskozeny vétsi zveéri, kterda okusuje listky a mensi vétvicky ¢i stromy cilené kaci
pro stavbu obydli (bobr). Pfirozené muze k poskozeni dojit také (a to predevsim)
lidskou ¢innosti.

Existuje samozfejmé mnoho dalsich vlivii, které mohou stromy poskodit. Ty vsak
jiz nejsou tak bézné a nebudeme se jim dale vénovat.

Strom, ktery roste osamoceny, je na rozdil od stromt zijicich v tésné blizkosti
ostatnich stromu lépe stavény, a tudiz jako jedinec vice odolny. Stromy v lese
jsou ale vice chranény okolnimi stromy. Pravdépodobnost poskozeni vétrem je tak
vyrazné mensi. Snaze se zde vsak Sifi ruzni parazitni zivocichové, a to zejména
z dtivodu jednodruhové skladby lesa (paraziti jsou vétSinou potravni specialisté).

Jehli¢naté stromy rostouci na volném prostranstvi maji vétve jiz velmi blizko
u zemé, na rozdil od listnatych stromt (coz neplati napiiklad u borovice lesni).
Zaroven vsak maji v pruméru mél¢i kofenovy systém nez stromy listnaté. Proto
dochézi u jehlicnanu k vyvratum castéji. Vétsina jehlicnatych stromi ma také
v priméru slabsi kmen a muzeme tedy pozorovat i castéjsi polomy.

Uloha VI.1 ... vodacka zahada

Za slunecného letniho pocasi pozorujeme na rece béhem dne zajimavy priibéh
chovani vétru. Rano pri vychodu slunce je zima a nékdy i ranni mlha. Ta se nasledné
rychle rozplyne a teplota vzduchu roste. Poté se rozfouka slaby vitr proti proudu
reky. Vecer se situace uklidni a po sklonéni slunce k obzoru se smér vétru obrati
po proudu reky. Cim je tento tikaz zpiisobeny? Vysvétli proces, ktery v téchto dvou
pripadech probiha. Katarina plula a pozorovala.

V noci klesne teplota v idoli az pod rosny bod, diky ¢emuz vznikne mlha, kterd
se béhem réna, pripadné brzkého dopoledne, rozplyne vlivem otepleni vzduchu. Po
vychodu slunce se za¢ne tudoli ohtivat a teply vzduch, ktery mé diky ohfati nizsi
hustotu, néasledné zacne proudit smérem vzhuru.

Kromé toho se zahfeje i vzduch v horéch, avsak vzduch ve stejné nadmorské
vysce nad tdolim mé ohfev mnohem mens{ (tento vzduch je dale od povrchu). Tedy
vzduch na horach také zmensi hustotu a zacne stoupat, ¢imz se na vrcholu hory
vytvori lokdlni podtlak. Tento podtlak zacne nasledné nasavat ohraty stoupajici
vzduch z tdoli smérem k vrcholu hory, ¢imz vznikne vitr proti proudu reky.

Tomuto anabatickému vétru se fikd ddolni vitr. Vecer teplota pomalu kless,
posléze se ochlazuji i svahy a s nimi nasledné i vzduch, diky ¢emuz po chvilce
proudéni ustanou. Vzduch se poté nadale ochlazuje, ¢imz zvysuje svoji hustotu
a klesa dold do tdoli a nasledné proudi stale nize po proudu reky.

Pti poklesu do udoli feky se vzduch mize adiabaticky zahtat. Velikost ohie-
vu z&visi na vice faktorech (napf. teplota tudoli nebo vyska poklesu). Tento ohfev
potom muze zpusobit stoupani vzduchu z tdoli a posilnit nasévani vzduchu z hor-
ského svahu.

Tento katabaticky vitr se nazyva horsky vitr.
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Uloha VI.2 ... shnilé jablko

Jarda nasel po FYKOSIm soustredéni ve svém batohu jablko, které uz nebylo
v dobrém stavu. Hodil ho do nizkého kose na kuchyrisky odpad vzdaleného 1,0 m
a samozrejmé se trefil. Jablko hazel vodorovneé z vysky 0,5 m, dopadlo na rozmezi
stény a dna kose, kde se rozplaclo. Kos o hmotnosti 910g se po dopadu jablka
posunul o vzdalenost 5 cm. Jaky je koeficient treni mezi podlahou a kosem? Jablko
ma hmotnost 230 g. Jarda zase zapommneél snist svacinu.

Uloha ma4 tii ¢asti — let jablka vzduchem, srézka s koSem a brzdéni koSe vlivem
tfeni s podlahou. Ozna¢me m = 230g hmotnost jablka a M = 910g hmotnost
kose.

Srazku jablka a kose vyfesime pomoci zakona zachovani hybnosti. Ta se pro
izolovanou soustavu neméni. Pfed narazem byla rovna vodorovné rychlosti jablka
vynasobené jeho hmotnosti, tedy p = muv,. Po dopadnuti jablka do kose budou mit
oba predméty stejnou rychlost, protoze srdzka je nepruznd (jablko se rozplaclo).
Jejich hybnost tak bude p = (m + M) u. Odtud najdeme jejich energii jako

1 2 p2 m2vg
By == M = = .
k=g mE M) = 5 T Smt 0D

Tato kinetickéd energie se preméni kvuli tfeni a kos s jablkem zastavi. Ze zakona
zachovani energie plati
2,2
Fx mvg

L= s MYgd = 3ms M)Pgd”

kde d = 5cm je posunuti kose.

Zbyva nam jesté dosadit za rychlost

Vg =

D D
;=
kterou jsme nasli z charakteristik vrhu jablka. Vrh byl vodorovny a jablko spadlo

o h =0,5m ve vzdalenosti D = 1,0m.
Konec¢ny vztah pro koeficient tieni tak je

m2 D2

I = v a7 ha

Zaokrouhlili jsme vysledek na jednu platnou cifru. Jednak je to z divodu, ze hod-
nota 5cm v zadani je také jen na jednu platnou cifru, ale také je to z celkového
zadani ,experimentu. V praxi bychom totiz metodou shnilého jablka asi jen tézko
namérili koeficient tfeni s presnosti na setiny.
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Uloha VI.3 ... odporné bipyramidky

V draténém modelu pravidelného 2N-sténného dvojjehlanu jsou vodivad spojeni
v roviné symetrie tvorena odpory Ra, zatimco spojeni jdouci z jednoho z vrcholi
do bodu v pravidelném N-tihelniku maji odpor Ri. Urcete odpor mezi
a) hlavnimi vrcholy (nad a pod rovinou zdkladny),
b) sousednimi vrcholy v roviné zékladny,
¢) protéjsimi vrcholy v roviné zdkladny (ty nejvzdélenéjsi) pro N sudé.

Karel chtél N-gondlni bipyramidy.

Vsechny podtlohy se daji fesit mnoha zpusoby. Obecné vSsak budeme hledat sy-
metrie, které nam pomohou v feSeni. Nékteré vétve obvodu budeme moct rovnou
vypustit z vypoctu, protoze jimi nepotece proud. Jind symetrie ndm pomuze tak,
ze bude stacit vypocitat pouze ¢ast obvodu. Pro prehlednost uvazujme, Ze rovi-
na zékladny (déle oznacovana jako hlavni) lez{ vodorovné a zbyvajici dva vrcholy
jehlant lezi jeden nad a jeden pod hlavni rovinou.

Mezi hlavnimi vrcholy

Pripojime-li zdroj napéti na hlavni vrcholy, pak vsechny odpory lezici v hlavni
roviné budou na stejném potencidlu. To je dané tim, ze u kazdého vrcholu je
stejny pomér odporu nad rovinou a pod rovinou. Kdyz je ve vétvi nulovy rozdil
potencidlii mezi uzly, vétvi netece proud a mizeme tyto vétve z obvodu vynechat
a schéma zjednodusit. Na obrazku g§ vidime, Ze se nam situace zjednodusila na
takovou, kde mame N paralelné zapojenych vétvi a v kazdé z nich jsou dva draty
s odporem R;. Celkovy odpor zapojeni je tedy:

=z

Obr. 8: Zjednodusené schéma

pro zapojeni dvojjehlanu pfes

Obr. 7: Schéma pro zapojeni pies hlavn{ vrcholy; vertikalnich
sousedni vrcholy zakladny. vétvi je N.
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Mezi sousednimi vrcholy v roviné zikladny

Naésledujici 2 podilohy (nejspi§) neumime obecné vyfesit tak jako Cdst a), ale
s trochou predstavivosti muzeme nalézt algoritmus, jakym lze lohu manuélné
vypocitat pro predem dané N. Jako bonus si ukdzeme, jak takovy algoritmus
zapsat rekurzivné pomoci rovnic, coz ndm umozni jednoduseji nalézt obecné reseni
pro N + k.

N sudé V tomto pripadé je objekt soumérny podle roviny, kterd je kolma na
tsecku spojujici pripojené sousedni vrcholy a nachazi se v jeji poloviné. Ozna¢me
ji za vertikaln{ rovinu soumérnosti. Usecky, které vedou z hlavni roviny do horniho
vrcholu muzeme rozdélit do dvojic, které jsou podle ni soumérné. Jednim z téchto
dratt tece proud do horniho hlavniho vrcholu a druhym z néj vytéka pry¢, pricemz
velikost téchto proudi musi byt ze symetrie stejnd. Proto muzeme uvazovat, Ze
v hornim hlavnim vrcholu nemaji tyto dratky elektricky styk s ostatnimi, které
jsou z jinych vrcholu N-tthelniku. Na vysledny odpor této ¢asti obvodu to nebude
mit vliv. Analogickd tivaha plati i pro spodni poloprostor.

Nyni zavedeme jesté jedno znaceni. Objekt orientujeme tak, Ze tisecku, na kte-
rou je pripojeno napéti, budeme nazyvat predni. Usecku pifmo na druhé stra-
né N-thelniku budeme nazyvat zadni. K samotnému vysledku se potom muzeme
dopracovat tak, ze budeme postupovat od zadni ¢asti isecky k predni.

Zacnéme tedy u zadni usecky. Z kazdého jejiho konce vedou dva draty do
hlavnich vrcholi, jeden dola a jeden nahoru. Jak jsme jiz zminili, spojeni téchto
drati v hlavnich vrcholech muzeme diky symetriim oddélit od zbytku odporu. Pro
celkovy odpor mezi konci zadni tsecky R, pak bude jednoduse platit

1 1 1 1

R. R 2R 2R’
jelikoZ se jedné o paralelni zapojeni ti{ obvodi o odporech Ry (odpor zadni tsec-
ky), 2R; (cesta z jednoho konce tisecky na druhy pfes horni vrchol) a znovu 2R;
(analogicky pres spodni vrchol).

Nyni postupujme smérem k predni tisecce. V roviné zakladny vedou od zadni
tsecky dva vodiCe s odpory Rz a na konci pravé zminénych vodici jsou body,
ze kterych znovu vedou vodic¢e do hlavnich vrcholt. Checeme spocitat, jaky odpor
bude ted mit tato rozsitena ,zadni cast“ obvodu, pripojime-li ke kazdému jejimu
konci zdroj napéti. Stejné jako predtim miiZzeme tuto ¢ast v hlavnich vrcholech
oddélit od zbytku obvodu. Mame zde potom opét paralelni zapojeni t¥i vétvi. Dvé
z nich maji odpor 2R, a v té posledni, kterd lezi v hlavni roviné, mame sériové
zapojeny obvod s odporem R, a dva vodice s odpory Rs. Oznacime-li si R.3 jako
odpor mezi témito body (3 v indexu znadi, Ze jsme zapocitali 3 hrany N-dhelniku),

pak plati:
1 1 1 1

Rs Rot Rof R. 2R | 2R’
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Analogicky pak muzeme postupovat dédle a dale a ziskavat odpory R.2, R3.3, ..., aZ
dokud nespocteme R.(ny_1). K tomuto odporu staci paralelné piipojit odpor Rz,
ktery se nachazi na predni tisecce, a mame vyhrano.

1 1 1

—_ [ — + —_
Renv Runv-1y  Re

Nyni se pfesufime na rekurzi. UvaZzujme, Ze zndme Ry(n_2) a touzime znat Rpn.
Od Ry(n—2) ndm paralelné sta¢i odecist Ry (¢imz ziskdme R,y _3)), sériové dvakrat
pficist R2 a k tomuto celému paralelné pficist dvakrat 2R, (¢imz ziskdme R, (n_1))
a nakonec jednou Rz. Zapsano v rovnici

(S U U 1
RbN R2 R1 2R + 1 s —1
2 Ryp(N—2) Ro
Zavedeme oznaceni
Goxe = 2
K= R
a pro dalsi prehlednost pomér
R
p= Ry’
Potom rekurentni rovnici piseme ve tvaru
1 Gyn—2—p
R =l4+p+p——"——.
" Ron LR ST — p

Zbyva urcit pocateéni podminku. Nejnizsi mozné N — 2 je 4, protoze zadani hovori
o jehlanu. Pak vychazi

pp+1)
Gy =1 =L
b4 +p+ 3p+ 2

Navic ted, kdyz zndme rekurentni rovnici a jeji pocateéni podminku, si muzeme
(¢asteéné) obecné fesen{ pro sudd N nechat spocitat programem Mathematica

2
Ron = Rz ~N/2 N2\
«@m—%1<1—-(—phf§“—1) (_gtﬁ%ﬂ¢i> )
1
+ Rs.

—Ryp——
V21

Nyni se dostaneme k piipadu, kdy N je liché.
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N liché Znovu predpoklddejme orientaci objektu tak, ze napéti je pripojené
k pfedni ptimce. Nyni uz nemame zadni primku, ale zadni bod, ze kterého vedou
vodice s rezistory do hlavnich vrcholi. Vzhledem k symetrii si mizeme rozmyslet,
Ze témito vodi¢i nepotece proud (!) ,Zadnim bodem* totiz musi v roviné zakladny
vytékat stejny proud, jaky do néj vtéka, a zaroven nemiize témito vodic¢i proud
z jednoho hlavniho vrcholu vytékat do druhého nemiuze proud zase vtékat, protoze
by to porusilo symetrii.

Vodice ze zadniho do hlavnich vrcholu tak nemusime uvazovat. Jinak budeme
postupovat naprosto stejné jako v pripadé, kdy N bylo sudé, jen s tim rozdilem,
Ze odpor na ,zadni tsecce® je ted 2Ry (zadni tsecka je ted v podstaté mezi témi
body v hlavni roviné, ze/do kterych tece proud do/z hlavnich vrcholit).

Znovu pouzijeme rekurentni rovnici z predchozi ¢asti. Nejmensi liché N, pro
které ma tloha smysl Fesit, je N = 3. Z prechozich komentaru muzeme odvodit, ze
odpor pro takovy dtvar je

R, —(i+i+i+i)_l— Rl
b3 — R2 2R2 2R1 2R1 - %p —+ 1

Rekurentni posloupnost zac¢ina na jiném c¢lenu, proto je evidentni, Ze jsme mu-
seli priklad rozdélit na dva pripady. Obecné feSeni si opét miizeme nechat spocitat:

R 2Ry
bN —
2y2pt] +vV2p+1+2p+1
1

P P

—(N—-1)/2 N—-1)/2
(—1—p+\/2p+1> ¢ )/ (71+p+\/2p+1)( )/ B
2 2

Mezi protéjsimi vrcholy v zdkladné

Kdyz budeme hledat odpor mezi protéjsimi vrcholy v hlavni roviné, bude feseni
dost podobné. Objekt si umistime tak, aby jeden z vrcholl, mezi kterymi pocitame
odpor, byl predni a druhy zadni. Mezi témito vrcholy, kolmo k hlavni roviné, vede
rovina symetrie (fikejme ji tfeba prvni rovina symetrie). Kolmo na tuto rovinu
a na hlavn{ rovinu vede stfedem N-tthelniku dalsi rovina symetrie (kterou budeme
oznacovat jako druhou). Resenf se bude déle lisit podle pifpadi, kdy N je délitelné
¢tyfmi a kdy neni. Je totiz rozdil, jestli druha rovina symetrie protind N-thelnik
v jeho vrcholu, nebo pili nékterou jeho stranu.

N neni délitelné ¢tyrmi Jestlize N neni délitelné ¢tyimi, pak druhd rovina
symetrie protind N-thelnik v poloviné jedné z tiseCek (tém budeme fikat krajni).
Pri vypoctu postupujme pravé od této tsecky, coz bude analogické predchozi ¢asti.
7 jednoho konce krajni tiseCky opét potece proud ptes hlavni vrchol do druhého
a vodivy kontakt v hlavnim vrcholu nemusime uvazovat.

Cely objekt mezi prednim a zadnim vrcholem si rozdélime na ¢tyri vétve. Dva-
krat mame vétev, ktera jde z predniho pfes hlavni vrchol do zadniho a dvakrat
mame krajni vétve. Celkovy odpor je tvofen paralelnim zapojenim téchto ¢tyr vét-
vi. Opét sestavime rekurzivni rovnici. Predpoklddejme, ze zndme odpor R.(n—4).
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Obr. 9: Z4vislost odporu v dloze b) na N a na p.

Pomoci néj spocitame odpor jedné krajni vétve tak, ze jeho prevracenou hodnotu
vydélime dvéma a odetteme vétev (jednu) jdouci pres hlavni vrchol. Pak uz jen
staCi paralelné dvakrat pfipojit ¢asti jdouci pfes hlavni vrchol (kazdd o odporu
2R1) a sériové 2R,, ¢imz ziskdme odpor zvétSené krajni vétve. Nakonec znovu
paralelné spojime s druhou stejnou vétvi a s cestou pres hlavni vrcholy. Mame
vyhrano. V rovnici to mizeme zapsat jako

1 2 2
= -
2 1 1
232+(ﬁ+m_ﬁ>

Ren 2Ry
Zavedeme stejné substituce jako v minulé ¢asti a rovnici upravime na tvar

(1+ Gen—s)

Gon =14 p V)
N Py +p+ Gen-a

Nejmensi N je N = 6. Pro néj je hledany odpor

-1
1 R
Res = | 255-+ 20— xR, =1
< 2k 2Ry + R11+1§2 1+ 2p2p(1+5)+p

coz odpovida
1+p

Ges =142 .
6 +P3p+2
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Je pozoruhodné, ze bychom tento vysledek dostali dosazenim
Geo=Gra=2p+1.

do rekurze. S touto pocatecni podminkou je ale obecné feseni i tak prilis skaredé.

N délitelné ¢étyrmi Jestlize N je délitelné ¢tyrmi, pak druhd rovina symetrie

protind N-uhelnik v jednom z vrcholid. Stejné jako pfedtim z tohoto vrcholu diky

symetrii nepotece proud do hlavnich vrcholi, a tyto vodic¢e tak muzeme vynechat.

Rekurze je pak stejnéd jako v pfedchozi ¢éasti.
Nejmensi N je zde N = 4, pro néz plati:

R —(L+L+L+L>_l_ Rl
“~\2R, " 2R: ' 2R1 ' 2R, T p41’

coz odpovida

GC4:p+1 -

= R R
N = 2/2p 11 :
+V2p+1
(flprr\/W)7N/4<71+p+\/2pﬁ>w471 P
P2 P2
1,2
1 FUHEHETEF HFF FEHEF T HFF
‘ : p=0.01 +
0,8 p=0.1
p=0.33
Q:‘Qg 0,6 - M=l oo o o Moo o Mo Mo o ol o ol p=1 H
o p=3
074 leO o
S p =100 .
0.2 Uc.)no 0.00.00.0.0.0.0
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N

Obr. 10: Z4vislost odporu v tloze ¢) na N a na p.
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Vidime, ze pro N — oo hodnota odporu v obou podulohédch konverguje. Tuto li-
mitu muzeme spocitat, polozime-li rovnost Ryn = Rpn—2, piipadné Rey = Ren—4
a dosadime do rekurentnich rovnic. Dostavame

2 1
Rpoo = R1 ——————— Reocw = Ri——.
b YprlrvprT ¢ T2
Uloha VI.4 ... svétlo rychlej$i nez svétlo

Ve vzdalenosti L od rozlehlého stinitka se nachdzi laser. Ten az do ¢asut = 0s sviti
na stinitko tak, ze vzdalenost skvrny od laseru je R > L. Nahle zacneme laserem
otacet rovnomérnou thlovou rychlosti w, pricemz vzdalenost skvrny na stinitku
od laseru se zmensuje na L a nésledné zpét na R. Vyjadrete rychlost této skvrny
vzhledem na stinitko. MiiZze prekrocit rychlost svétla ve vakuu ¢ nebo byt dokonce
nekonecnd? Jak (kvalitativné) tato rychlost zdvisi na poloze skvrny na stinitku?
Cela aparatura se nachazi ve vakuu.

Marek J. si chcel overit vyroky o zdanlivom prekonant rychlosti svetla.

Pri rieSeni nds budd zaujimat pripady, kedy L/c > 1s. Kedze sa zadanie pyta,
Ci rychlost svetelného bodu na tienidle moéze prekrocit rychlost svetla vo vakuu c,
pozrieme sa na to, aké hodnoty nadobida pre L — oo0.Ulohou tohto rieSenia je
okrem popisu vysledku poskytnif a pouzit niekolko pristupov k problémom, ktoré
vam snad pomoézu uspesne spocitat aj iné ulohy.

Obr. 11: Nékres situdcie. z(t) znaé¢i polohu svetelného bodu v Case t.

Geometria myslienkového experimentu pozostava z rovnoramenného trojuhol-
nika s podiatkom lu¢a v jednom vrchole, s dvoma stranami o dizke R, pri¢om tretiu
stranu tvori ¢ast tienidla.

Prvym tipom ako na riesenie tloh, okrem pochopenia a vlastnej reformulacie
zadania, je tlohu si zjednodusit a vyriesit ju tak.

Zaciatok experimentu tak ponechajme nezmeneny, ale namiesto rovnomerne sa
otacajiceho laseru uvazujme dva lasery: jeden totozny s laserom zo zaciatku expe-
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rimentu a druhy vypnuty, ktory mieri kolmo na tienidlo — strana L. Experiment
zacneme tak, ze prvy laser vypneme a druhy zapneme.

Keby bolo tienidlo umiestnené blizko laserov, ¢o zodpoveda kazdodennému zi-
votu, v nasom experimente by sme pozorovali okamzité zhasnutie prvého svetelné-
ho bodu a sti¢asné zasvietenie druhého svetelného bodu. Ak vsak plati L/c > 1s,
tak po vypnuti prvého a zapnuti druhého laseru bude na tienidle stale svietiaci
prvy bod, potom sa objavi druhy svetelny bod a az potom zhasne prvy. Deje sa
nieco zvlastne, akoby zasvietenie druhého laseru nastalo skér ako zhasnutie toho
prvého. Podme si dané ¢asy presne spocitat a mozno sa ndm objasni, o sa vlastne
deje.

7 konecnej rychlosti svetla vyplyva, ze svetlu bude nejaky cas trvat, kym sa
dostane k tienidlu, ale rovnako sa informécia o vypnuti prvého laseru nepresunie
k tienidlu okamzite (podstata relativity sticastnosti). Dané ¢asy v spomenutom
poradi vieme vypocitat ako

t1 =

to =

ool

Kedze plati, ze R > L tak t2 > t1, a teda informécia o zapnuti druhého laseru
dorazi na tienidlo skor ako informécia o vypnuti prvého. Efekt dalsieho oneskore-
nia, vznikajiceho odrazom laserov od tienidla k pomyselnému pozorovatelovi pri
tienidle ignorujeme, kedze by len zosiloval pozorované javy.

Vidime teda, ze zo zadania spominana nadsvetelna rychlost bude mat sivis
s meniacou sa dizkou laserového li¢a. Takisto by sme si dany efekt (v prvom
pribliZzen{) mohli predstavit tak, ze rychlost svetelného bodu spocitame pomocou
uhlovej rychlosti w ako v = lw, kde [ je aktudlna dizka lica (teda klasickd obvodova
rychlost) a pri | — oo v pojde takisto do nekoneéna. Je to vSak skutocne tak?
Podme konec¢ne na rieSenie problému zo zadania.

Uvedomime si, ze spravanie rychlosti laserového bodu na tienidle je symetric-
ké podla kolmice vedenej z vrcholu trojuholnika na tienidlo, teda podla dizky L
definovanej v zadani. Tu prichddza druhé rada k rieSeniu tloh: najdite v tlohe
symetriu a skiiste ju vyuzit k zjednoduseniu tlohy. V tomto pripade staci
na zodpovedanie otdzok v zadani brat do tivahy len jednu polovicu trojuholnika.
Uvazujme tak zaciatok experimentu v bode dopadu laserového luca s dizkou L
a koniec experimentu v bode dopadu laserového liaca s dizkou R.

Dalgou délezitou volbou je vijber stradnicového systému. Viadcsinou plati, ze
by mal vystihovat symetriu dlohy a usetrit ndm pocitanie, ¢i uz zjednodusenim
vyrazov alebo napriklad tym, ze nemusime stdle pripocitavat konstantné cleny,
a podobne.

V nasom pripade nam dobre poslizi siradnica x, ktord je totozné s polohou na
tienidle a 2 = 0 znamens zadiatkok experimentu (dopad laserového l4ca o dizke L).
Podobne aj cas t a uhol ¢ zacinaji na nule. Pre uhol vsak eSte vieme napisat
vztah ¢ = wt. Jasne definovat veli¢iny spojené s tlohou a uvedomenie si
suvislosti medzi nimi vie rovnako ¢astokrat poméct k ziskaniu riesenia.
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Polohu svetelného bodu ozna¢ujme ako z(t) a pouzitim Pytagorovej vety do-
stavame:

z(t) = I2(t) = L?, (8)

kde I(t) je dizka trajektérie aktualne vyslaného laserového foténu, kondiaca na
tienidle (premyslite si, ze 14¢ v tomto pripade nem4 tvar priamky) a pre nu plati

I = —L . )

cos(wt)

Keby sme neuvazovali Ziadne oneskorenie informécii o pohybe laseru, tak by
sme dosadenim vztahu pre (E) do (E) a nasledne derivdciou z(¢) podla éasu dostali
zdvislost rychlosti svetelného bodu od ¢asu v(t). My vSak oneskorenie uvazovat
potrebujeme. Pre z(t) teda po dosadeni za I(t) plati

z(t) = Ltg(wt). (10)

Teraz sa pustime do pocitania oneskorenia prenosu informécie o pohybe lase-
rového lica. To zavisi od diiky laéa pri jeho vyslani laserom. Cas oneskorenia je
dany trajektériou foténu a deleny rychostou svetla. Ozna¢me teda cas s danym
oneskorenim, s ktorym dostéva informécie z pociatku pomyselny pozorovatel pri
tienidle, t': /

t':t—m:t—#. (11)
c ccos(wt')

Mohla by vznikat otazka, ¢i ndhodou do zavislosti [ nepatri ¢as ¢, k tienidlu
sa vSak dostdvaju lice vyslané z minulosti, teda v Case ¢t na tienidlo dopada luc
vyslany v ase t' (oneskoreny ¢as), €iZe 1G¢ prechddzajtci drahu [(t') (drahy sd
totiz uréené uz pri namiereni laseru).

Pre oneskoreny ¢as t’' tak dostdvame transcendentnii rovnicu, a teda ho nevieme
vyjadrit priamo. D4 sa vsak najst pre dané parametre numericky. To ndm nevadi,
kedZe na otézky zo zadania vieme odpovedat aj s rovnicami, kde vystupuje ,,po-
sunuty“ ¢as ,t'“, kedze to spravanie rychlosti (jej hodnoty, maximum a podobne)
nemeni.

Fiktivny pozorovatel pri tienidle uvidi lice resp. svetelné body na tienidle s one-
skorenim vyjadrenym v (]@) a ich polohu mézeme vyjadrit jednoducho dosadenim
vztahu pre t' do rovnice pre x(t), dostdvame tak

' =z(t") = Ltg [w <t — ccosL(wt’))] . (12)

Derivovanim vztahu (@) podla ¢asu t dostaneme nasu hladani zavislost v(t)

wlLc
ccos?(wt') + wL sin(wt’) ’

v(t'(t) = (13)
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kde sme standardne derivovali, vyuzili defini¢né vztahy uvedené vyssie, ¢i vlastnosti
goniometrickej funkcie tangens. Z rovnice (4) sme dopoditali
dt’ ccos(wt”)

At~ ccos(wt') + wLtg(wt')

Vztah (B) popisuje rychlost svetelného bodu vzhladom na tienidlo pre ca-
sy t' > 0 (kedZze predtym je svetelny bod nehybny).

Teraz mdzeme odpovedat na vsetky zvysné otazky v zadani.

Pre uhol ¢ uvazujeme kladné hodnoty mensie ako pravy uhol, teda nam ziadne
problémy v skiimani spravania pre L — oo vyrazy s nim sposobovat nebudd,
pretoze st nenulové a konecné. V nasej dalsej diskusii ich teda mézeme ignorovaf.

Uhlova rychlost w a rychlost svetla ¢ st na tom podobne. Vidime, ze citatel
vyrazu ([L3) obsahuje L rddovo rovné menovatelu, a teda pre L — oo je rychlost
,modulovand“ sinusom v menovateli a v urcitych tisekoch tienidla sa blizi k ne-
koneCnu. Samozrejme sa nerozpravame o skuto¢nom nekonecne, vtedy by sa laser
nikdy k tienidlu ani nedostal, podstatou je, ze dostaneme Ifubovolne velkt rychlost.

Zostéva uz len kvalitativny popis vyvoja rychlosti svetelného bodu na tienidle
v myslienkovom experimente zo zadania. Vidime, Ze zo zaciatku bude svetelny
bod zotrvdvat na tienidle v polohe zodpovedajicej li¢u R (zaciatok experimentu),
potom, ked informécia o pohybe lasera docestuje k tienidlu, sa bod zacne hybat
smerom k stredu svojej drahy, uréenému li¢om s dizkou L, pric¢om sa dans rychlost
na ceste k stredu zvysuje (I(t) sa zkracuje). V okoli stredu dosiahne svoje maxi-
mum, a potom bude spomalovat az ku druhému bodu urcéenému druhym licom
s dlzkou R.

Otézka na zaver pre cCitatela: preco to neodporuje Specidlnej tedrii relativity?

Uloha VI.5 ... gadoliniové koule

Jaké nejmensi mnozstvi gadolinia 148 je nutné dat k sobé dohromady, aby se
svym jadernym rozpadem zahrivalo tak, ze by doslo k lokdlnimu taveni? Uvazujte,
Ze probihaji pouze rozpady « a zZe material je ve vzduchu pokojové teploty.

Karel premyslel nad prvky a Matéj Rz. ho zménil.

Uloha kombinuje vice jevii
1. jaderny rozpad,
2. interakce zareni s hmotou,
3. sdileni tepla.

Teorie

Teorie tykajici se jaderného rozpadu a_interakce zareni s hmotou potfebna k této
tloze, je v tloze T.5 z Fyziklani 20212 Jadro '*8Gd je nestabilni a rozpads se.
Jelikoz jde o tézké jadro, rozpadé se o rozpadem

184Gd — 5He + '§3Sm.

40https://fyziklani.cz/download/2021/reseni . pdf
4lhttp://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=64014€
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Pri rozpadu se uvolnuje zna¢né mnozstvi ener% (v literatufe znamé jako ,Q-
value“) — v nasem piipadé 3271keV na 1 rozpad:

Pti jaderném rozpadu je nutno zminit, ze dceriné jédro@ se také muze rozpadat.
Zde toto vlastné vitbec nemusime Fesit, protoze zadani ¥iké, Ze koule je z 8Gd.
Kdybychom zadali, Ze je potfeba uvazovat ¢asovou zavislost, problém by se trochu
zkor@plikoval, Zde mame ten jednodussi pifpad — **8Gd se rozpads pouze rozpadem
alfald a dcefiné '*4Sm je stabilnf®d V piipadé, ze bychom méli kaskddu po sobé
jdoucich rozpadu

Aq Ag As A
X1 T 7o Ko — ;X3 — 720Xy,

dostali bychom soustavu diferencidlnich rovnic, tzv. Batemanovy rovnicefE Jejich
feSenim bychom dostali ¢asové zdvislosti mnozstvi jader N;(t), resp. jejich akti-
vit A;(t) a z nich pak tepelny vykon v Case.

Céstice a jsou tézké a nabité, proto interaguji s hmotou intenzivné, a tedy se
rychle zastavuji. Konkrétné zde mame na mysli elektromagnetickou interakci ¢as-
tice a (s ndbojem +4e) s nabitymi ¢dstmi okolni hmoty (jadra, elektrony), kterd
vede k ionizaci okolniho prostiedi. Pro predstavu toho, jak rychle ¢astice a inter-
aguje, uvedme, ze jeji stfedn{ volnd draha ve vzduchu je sotva 20 cm nebo se (dle
znamé pouéky@) d4 zastavit listem papiru. Z tohoto dtivodu miuzeme predpokla-
dat, ze vzniklé o &astice se zastavi jeSté v materidlu (Gd) a pfedaji mu energii.
Soucet energii vSech rozpadt pak vede k nezanedbatelnému tepelnému vykonu a te-
dy k zahtivani materidlu= Tepelny vykon na jednotku objemu Py pak mizeme
odvodit primo z definice
_ QANap
===
kde Q je Q-value, p je hustota, M je moldrni hmotnost, A = (In2)/T je rozpadovd
konstanta a Na je Avogadrova konstanta. Sou¢in AN ma vyznam aktivity 1 molu
materidlu, tj. kolik jader se rozpadne za 1s v 1 molu latky.

Prenos tepla se realizuje

e kondukci (neboli vedenim),

o konvekei (neboli proudénim),

o radiaci (neboli zdrenim).

Kondukce je realizovana srazkami atomt nebo kmity krystalické mfiiky@ -
proto je typicky vyraznéjsi v pevnych latkach, hlavné v kovech. V tekutinach exis-

Py (14)

“2http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=64014€

43 materské jddro* je puvodni (na levé strané rovnice), ,dcefiné“ je nové vzniklé (na pravé
strané rovnice)

44 http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148

“Shttp://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=620144

46https://en.wikipedia.org/wiki/Bateman_equation

4Thttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Alfa_beta_gamma_neutron_radiation.svg

48Ne zcela — ¢astice vzniklé blizko okraje materidlu, které jsou emitovany smérem ven, mohou
uniknout a tedy svoji energii predaji okoli (zde vzduchu). Jelikoz se tato vrstva da omezit
urcitou hloubkou, jeji vyznam klesa s tloustkou materidlu.

497 tohoto ditvodu mizeme ¥ict, Ze se tepelné vzruchy §¥f rychlosti zvuku, nebot mechanismus
je stejny.
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tuje také, ale vétsinou je zanedbatelna kvili vétsim meziatoméarnim vzdélenostem.
Pro obecny popis kondukce slouzi rovnice vedeni tepla

avir 4 Pv 4T (15)

PCp dt

kde a = \/pc, je soudinitel teplotni vodivosti (A je souéinitel tepelné vodivosti, ¢, je
mérnd tepelnd kapacita), T je teplota, p je hustota materidlu a ¢ je ¢as. Rovnice
popisuje bilanci tepla v systému. Vstupnimi veli¢inami jsou vlastnosti materiadlu
a geometrie, FeSenim pak ziskdme teplotni profil, tj. zavislost T'(z,y, z, t).

Konvekce je realizovana presunem hmoty — tj. atomy skute¢né méni svou rov-
novaznou polohu, pohybuji se ¢asto po komplikovanych trajektoriich. Z tohoto
divodu o ni hovofime u tekutin. Podle ptisobeni vnéjsich sil odliSujeme nucenou
konvekei, kde je proudéni tekutiny hndno néjakou vnéjsi silou (napf. praci Cerpa-
dla), a pfirozenou, kterd funguje diky vztlakovym sildm vznikajicim v dusledku
teplotni roztaznosti tekutiny — horkd tekutina m& mensi hustotu, proto vlivem
vztlakovych sil stoupa vzhiru.

Z hlediska mnozstvi tepla odvedeného z jednotkové plochy je vyraznéjsi nucend
konvekce, v absolutnim méritku je pak vyznamnéjsi ptirozend, nebot se realizuje
i ve velkych systémech (jako je zemska kura nebo hvézdy).

Sdileni tepla radiaci je realizovdno pfimo uvolnovanim fotoni. Kazdy predmét
s nenulovou (absolutn{) teplotou vyzafuje. Zarivost (mnozstvi energie pfedané ra-
diaci za 1s jednotkovou plochou) je dand vztahem

M, = oT* , (16)

kde ¢ = 5,67 - 107* W-m~2.K~* je Stefan-Boltzmannova konstan‘caﬁE Konstan-
ta o je mal4, ale &len T* roste rychle, proto je pro vysoké teploty radiace domi-
nantni. Jelikoz vyzaruji vSechny objekty, musime k ziskani energetické bilance od
vyzafené energie odecist energii prijatou absorpci zareni z okolniho prostredi

4 4
Me,ef = Me,plocha - Me,okoli =0 (Tplocha - Tokoli) .

Vyse uvedeny vztah potiebuje jesté korekci na odrazivost — ne vSechno dopadajici
zareni se absorbuje — néco se odrazi. Pomérnou ¢ast absorbované energie vyjadiuje
absorbance «

4 4
Me,ef = Me,plocha - Od\4e,okoli =0 (Tplocha - O‘Tlokoli) .

Vypocet

K taveni potrebujeme, aby teplota v nejteplejSim misté byla vyssi nez teplota
taveni. Z tabulek® zjistime teplotu taveni Timelr = 1585 K. Zamysleme se nad tim,
v jaké geometrii dosdhneme v daném mnozstvi materidlu nejvétsi teplotu ve stiedu.
Tu ziskame, pokud

500dvozeni je nad rdmec této tlohy. Pro zvidavé fesitele prozradme, ze vztah vznikl integraci
Planckova vyzarovaciho zdkona pres vsechny vlnové délky a pres prostorovy thel.
51 https://www.webelements.com/gadolinium/thermochemistry.html
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e minimalizujeme plochu, protoZe zmensenim plochy snizime prestup tepla,

tedy k ustaleni rovnovahy se objekt bude muset vice zahtat,

e maximalizaci vzdalenosti ,nejvic vnitiniho* bodu od okraje — protoze teplota

roste smérem od povrchu.

Bez dikazu pouzijme fakt, ze vyse uvedené vlastnosti spliuje koule. Jelikoz je
koule pevné, bude prestup tepla realizovan hlavné vedenim — proto feSme rovnici
vedeni tepla (L) v kulové geometrii. Chceme Fesit stacionarni stav (tj. stav, ktery
nastane po dostatecné dlouhé dobé, kdy bude systém v rovnovaze a uz se nebude
ménit v ¢ase). Proto bude pravd strana rovnice rovna nule

v+ 2 . (17)
PCp

Pro dalsi ulehéeni mizeme celou rovnici vydélit a a dostaneme

P
VT + TV =0. (18)
Laplacetuv operdtor v kulové geometrii (za pfedpokladu, Ze problém je zavisly pouze
na radidlni souradnici®?) je

# 20 16(7«28)
or)

ot tror 2or

vi, = —
sph or r2or
Dosazenim do (@) dostavime

r2 or (T 87‘)+ A =0,
9 (rﬂlT) __bv.o
or or) X
20 Py 3
"o T T +Ci
Jako okrajovou podminku volme, Ze uprostied koule je maximum, t;.
oT

Srr=0=0=0.

Pokracujeme dalsi integraci

20T _ _Pv s
or 3
or _ _Pv
ar 3\
P
T(r) = —6—KT2 +Cs.

52Coz zde neni zcela pravda, viz diskusi.
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Nakonec pouzijeme okrajovou podminku na znamou teplotu ve stredu T'(r = 0) =
= T’in

Py
T Tin — —1°,
™) 6x
pro teplotu na okraji pak plati
Py o
T(R)=Tin — ——R". 19
(R) Al (19)

Teplotu na okraji ur¢ime z podminky, ze cely tepelny vykon koule musi byt od-
veden. Pocitat prirozenou konvekci by bylo slozité, proto udélejme pro zacatek
odhad, Ze vsSechno teplo je do okoli preddvano radiaci a ze absorbance je 1, tj. vSe,
co na kouli dopadne, je pohlceno. Pak

PvV =SM = So (Thu — Tout) - (20)

Dosazenim za objem a povrch koule a za teplotni prubéh v kouli dostaneme

P P,
Tw= AR+ {LR+T"

n = . 21

6)\ 30_ out ( )
Explicitné vyjadrit R tak, aby Tin = Tmeit by bylo naro¢né, miuzeme si pomoct
vykreslenim grafu Tin(R) a najdeme, kde nastane Tin = Tmeis. Postupné pouzije-

me Ty,5 = 74,6y (z Nuclear Data Search™) na ziskdni rozpadové konstanty A,
dale pak Q = 3271,21keV (tenty# zdroj), Na = 6,022 - 1072* mol™" (Avogadrova
konstanta), p = 7900 kg-m > (z Wikipedieg; a M = 0,148 kg-mol* (nic lepsiho
jsme nenasli) do vztahu (|L4) a ziskdme Py . Déle Toue = 293,15 K (ze zadédni) a A\ =
= 10,6 W-m 'K~ (taktéz z Wikipedie) do (R1l) a dostaneme zavislost na obr. [L2.
Oblibenou numerickou metodou nebo hrubou silou zjistime

R=7,01lcm.
Z toho vyplyva m = 11,4 kg.

Viiv pfirozené konvekce

/

Pojdme vyhodnotit vliv pfirozené konvekce — ve vypoctech vyse jsme ji zanedbali,
ale nijak jsme to neobh4jili. Do bilanéni rovnice (}@) priddme clen za prirozenou
konvekci geonv

PyV =S (0 (Tout — Tout) + Geonv) - (22)

Tento ¢len qeony musime uréit. Pro prenos tepla mezi 2 médii se obecné pouziva
Newtonuv vztah

Gconv = & (Tsurf - Too) 5

kde T je ,teplota dostatecné daleko v okolnim médiu“, nebot tekutina v bezpro-
stfedni blizkosti horké koule bude mit teplotu vyssi. Potfebujeme najit soucinitel

53 http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148
54https://en.wikipedia.org/wiki/Gadoliniun
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Obr. 12: Zavislost teploty Tin ve stfedu koule v zavislosti na poloméru za
predpokladu, Ze teplo je preddvano do okoli pouze radiaci.

a — ten je dan typem povrchu, tvarem a typem proudéni — které je zase ovliv-
néno teplotou stény, takze mame problém s pfiliS mnoho nezndmymi. Obecné «
roste s rozdilem Ti,f — Too, protoze vyssi nahrati stény zpusobi vétsi rozdil hustot
okolniho vzduchu, coz ve vysledku zpusobi intenzivnéjsi prirozené proudéni. Pres-
ny analyticky vypocet neexistuje. Muzeme bud pouzit numerické reseni Navier-
Stokesovych rovnic s prenosem tepla, coz umi vétsina modernich CFD softwarit
nebo pouzit podobnostni teorie a empirické korelace. Ukazme si tedy odhad pomo-
ci podobnostni teorie (necht ndm teoretici odpusti). Pro vypocet aw miizeme pouzit
Nusseltovo podobnostni ¢islo definované jako

al

A

kde L je charakteristicky rozmér — v ptripadé koule prumér. A Nusseltovo ¢islo Nu
mame z korelace

Nu =

Nu — (20,816 +0, 15Ra%277)1/0,816

)

kde Rap je Rayleighovo podobnostni ¢islo, definovano jako

Rap = % (Tsurf - Tout) D3 5
va

55CFD je z Computational Fluid Dynamics — typicky zalozeno na metodé koneénych objemii.
Priklady pouzivanych kédu jsou ANSYS Fluent, Siemens StarCCM+ nebo OpenFOAM.
56https://thermopedia.com/content/786/
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kde g je tthové zrychleni, 3 je koeficient teplotni objemové roztaznosti, v je kinema-
tické viskozita a D je charakteristicky rozmér — zde prumér. Po vSech dosazenich
dostaneme

A
g (Ts4urf - T(jlut) + ﬁ (Tsurf - Tout) .

1/0,816
g8

0,277
. <2°’816 +0,15 (% (Tourt — Tous) - 8R3> ) - gPVR =0, (23)

zde bychom jesté méli dosadit ze vztahu (E) pro prevod Tius na Tin, nakonec
vyjadrit Tin v zavislosti na R a zjistit, odkud bude Tin > Tmels — anebo obracené,
dosadit Tin = Tmert a vyresit pro R. Rovnice je uz tak velmi oskliva, dosadme Ti, =
= Thels, na pocitaéi vypoétéme levou stranu rovnice (R3) pro rtiznd R a najdéme,
kdy bude rovna nule. Dostaneme

R=1242cm,

¢emuz odpovida hmotnost 63,34 kg. Mé&jme vsak na paméti, ze vztahy jsou priblizné
a vzdy bychom se méli zajimat o jejich podminky platnosti.

Ukézali jsme tedy, ze puvodni predpoklad o dominantni radiaci byl $patny.
Mizeme si jen pro zajimavost dopocitat, ze povrchova teplota koule je 374 K, coz
vskutku neni mnoho — mezi slupkou koule a vnittkem je rozdil pres 1200K, coz
je dusledek kombinace objemového zdroje tepla a spise Spatné tepelné vodivosti
(pro piiklad uvedme, Ze oceli maji zhruba 8 — 60 W-m™~*-K !, hlinik dokonce pfes
200 W-m ™. K~!; naopak izola¢n{ materidly jako polystyren 0,3 W~m71-K71).

Nakonec jesté okomentujme predpoklad ze zadani, ze nedochazi ke stépeni. To
nemiizeme Fict zcela jisté — jen je problém, Ze pro stépeni nemame dost dat, protoze
izotop *8Gd se v pifrodé bézné nevyskytuje ani se bézné nepouziva (Gd se bézné
pouziva jako vyhorivajici absorbator do jadernych reaktori, ale tam se uplatnuji
hlavné *°Gd a *"Gd).

Kvuli vzacnosti tohoto izotopu je také tiloha neredlna — je tézko predstavitelné,
ze by se nékde nachézel a zafi¢ v tak velkém mnozstvi. Kdyz uz, slo by o velmi malé
mnozstvi. Uloha byla inspirovana radioizotopovymi termoelektrickymi generator
kde se a z&Fice skuteéné pouzivaji k vyrobé tepla — napk. izotop 2**Pu v MMRTG
na roveru Curiosity.

Dodatek — jaderna data

V tloze jsme data brali z ,,riznych“, nékdy az ,,ptilis otevienych zdroja“. Pro tilohu
do FYKOSu to neni problém, ale v akademickych pracich by uvedené zdroje nemu-
sely byt brany jako ,dostate¢né vérohodné®. Déle v komplikovanéjsich vypocétech
by bylo potfeba jesté vice dat — rtizné polocasy rozpadu, druh a energie produkti
rozpadu; v pfipadé neutronickych vypoctu pak i i¢inné prutezy. Z vyse uvedenych
dtavodu je vhodné mit vSechna data na jednom misté a nékym ovérena.

5Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Multi-mission_radioisotope_thermoelectric_generator
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Proto existuji ENDF (FEwvaluated Nuclear Data File). Pro jednotlivé izotopy
existuji ENDF soubory obsahujici ruznd data — G¢inné prufezy, produkty rozpa-
du, parametry jadra,. .. Existuji celé knihovny ENDF soubort jako napf. evropska
knihovna JEFE nebo americkd ENDF/B. Knihovny se typicky povazuji za duve-
ryhodny zdroj*

Ukazme si na této tuloze, jak v jadernych datech vyhleddvat. Jednim z do-
stupnych nastroju je JANIS® Na hlavni strance volime tlac¢itko ,,Browse®, déle
»Radioactive data®. Zvolime knihovnu — napt. JEFF-3.3. Déle ,,Radioactive decay
data®, ,Gd¢, ,**¥Gd“ Otevie se ndm prazdné okno vizualizéru a dole v tabulce
rozklikneme seznam ,,Decay data“ a v fadku ,,Discrete Alpha* volime 7. V okné vi-
zualizéru by se méla oteviit nova zalozka s tabulkou s jednim fddkem 3 182800¢€V,
tedy ndmi pouzitd hodnota se trochu lisila. Podobny postup bychom mohli pouzit
pro jind data tykajici se néjakého izotopu a jeho rozpadi a reakci.

Uloha VI.P ... zem na plné obratky

Odhadnéte horni limit prace za cas, kterou je mozné na Zemi dlouhodobé vykona-
vat. Planeta musi ziistat obyvatelnd a pokud mozno se stejnym klimatem i pro dalsi
generace. Jachymovi se prehrivd notebook.

Uvodné slova

Na zaciatok sa budeme musiet poriadne zamyslief nad tym, ako si vylozime zada-
nie, pretoze od toho zdlezi aj to, ako budeme pristupovat k rieseniu tejto tlohy
a ktoré faktory nds budu limitovat. V texte budeme hovorit vela o energii, pre
nas najdolezitejsia energia bude elektrickd, pretoze sa Tahko premiena na iné formy
energie, a teda aj na pracu.

Ekolégia, biosféra a klima Planéta méa zostat obyvatelnd, to znamena ze nase
vykonévanie prace a ziskavanie potrebnej energie nemoéze vézne nartusat biosféru
Zeme. Z tohto pohladu je nevhodné, napriklad, cely povrch pokryt solarnymi pa-
nelmi, pretoze by pohltili vSetko dopadajiice slnec¢né Ziarenie, a tym padom by
nutne Ziadne nezostalo rastlindm, bez ktorého by nemohli prezit. Asi netreba dalej
rozoberat, Ze bez rastlin by sa nasledne zrutil cely potravinovy retazec, postupne
vyhynula vécsina foriem zivota a planéta by sa stala neobyvatelnou. Preto bude-
me potrebovat vysokovykonné zdroje energie, ktoré nebudu zaberat vela miesta,
pripadne ich bude mozné umiestnit pod povrch Zeme.

Druhym dolezitym faktorom pre biosféru je priemerna teplota planéty. Tu
ovplyviuje viacero faktorov. Jednym z najdolezitejsich bude globalne oteplovanie,
ktoré savisi s mnozstvom sklenikovych plynov v atmosfére. Ak mame dlhodobo vy-
réabat energiu a konat pracu (o tom ako dlho by to dlhodobo malo byt sa pobavime

58Poi4d se 1isi mnozstvim dat a obecné poskytuji trochu jiné vysledky. Akademici pak maji
své favority, takze ,vhodnost“ dat pouzitych na vypocet mize byt predmétem dlouhych debat.

59JANIS je pouze k prohlizeni a vizualizaci jadernych dat, nejde o knihovnu. Je dostupna na
attps://oecd-nea.org/janisweb/
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neskor), tak nutne chceme vypustat ¢o najmenej sklenikovych plynov, najlepsie zi-
adne. Z tohto pohladu su fosilne palivd nevhodné (tie si nevhodné aj z pohladu
udrzatelnosti, ale o tom neskér).

Vécsina odbornikov sa zhoduje, ze k velkym ekonomickym, socidlnym a ekolo-
gickym Skoddm dojde, ak priemernd teplota Zeme stiipne o 2 °C v krdtkom caset

Udrzatelnost Na dlhodobé vykonédvanie prace budeme potrebovat spolahlivy
udrzatelny zdroj energie. No a ¢o si mame predstavif pod pojmom udrzatelny?
Mozno sme si predstavili obnovitelny zdroj energie a za to si nemoézeme ni¢ vyci-
tat, pretoze to nam vtikaju do hlév uz od nepaméiti. Pravda je takd, 7e ni¢ ako
obnovitelny zdroj energie neexistuje. Energia sa neda vyrobif, m6zeme len preme-
nit jednu formu energie na nejaka ind, ktord vieme lepsie pouzif. Veterné elektrarne
vyuzivajai energiu vetra, pripadne vzdusnych pridov, vodné elektrarne zase ener-
giu kolobehu vody. Vietor vznikd v désledku rozdielov tlakov, a tie mo6zu vzniknuat
napriklad rozdielnou teplotou. Rozdielnu teplotu méze zabezpecit slne¢né energia.
Vyparovanie je dolezitou sicastou kolobehu vody a energiu na vyparovanie opét
dodédva Slnko. A Slnko nebude energiu dodavat vecne, pretoze za cca 5 milidrd
rokov spéli va¢sinu paliva (vodika a hélia) a stane sa z neho biely trpaslik. Z tohto
kontextu nemézeme ani hviezdy povazovat za obnovitelny zdroj energie.

Hra tu dlohu aj 2. termodynamicky zakon, z ktorého, okrem iného, vyplyva,
ze cely vesmir speje k nevyhnutnej ,tepelnej smrti“. k tomuto zadkonu sa este vra-
time.

O hviezdach a vyssie spomenutych obnovitelngch zdrojoch energie avsak moze-
me hovorit v kontexte udrzatelnej energie, pretoze ju moézeme cerpat radovo viac
ako desiatky tisic rokov. Povedzme, ze zdroj energie budeme pokladat za udrza-
telny ak by vydrzal viac ako tisic rokov (pocas tejto doby by aj tak pokrocila
technoldgia a fyzici by sa pozerali na tito tlohu inak).

Zdroj energie Budeme potrebovat vykonny zdroj energie, ktory nezaberie vela
miesta. Obnovitelné zdroje energie nie si vhodné, kvoli nespolahlivosti (produkcia
zdvisi od pocasia) a potrebe velkého mnozstva miesta (nizkej hustoty vykonu).
Vhodnejsim kandiddtom sa zda byt stepna alebo ftzna jadrova energia.

Model horného odhadu

V nasledujticej ¢asti navrhneme model, ktorym sa budeme snazit odhadnut hor-
ny limit moznej vykondvajicej prace bez ohladu na to, ¢i potrebnt energiu sme
schopny ziskat. Avsak aj na ziskavanie energie si nechame nejaké restrikcie, a to
najma druhy termodynamicky zdkon. V modeli sa zameriame hlavne na mnozstvo
odpadovej tepelnej energie, ktori Zem dokéze vyziarit do okolia bez toho, aby
priemerna teplota na jej povrchu stipla o 2 °C.

60https://www.britannica.com/science/global-warming
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Stcasnai energeticka bilancia Zeme - bez vykonavania_prace Priemer-
né teplota povrchu Zeme bola v pred industridlnej ére 13,7 °CEd Sticasne vieme,
ze zo Slnka na Zem dopada Ps = 173000 TW energie a dalsich Py = 47TW z ja-
drovych rozpadov v kore™d vidime, ze tato hodnota je tplne zanedbatelna oproti
energii dopadajicej zo Slnka, Cize staci brat Ps + Py ~ Ps. Zem musi vyzarovat
energiu s rovnakym vykonom, aby bola v termodynamickej rovnovahe. Budeme
predpokladat, ze Zem vyzaruje ako ¢ierne teleso. Tusime, ze Zem nie je tplne Cier-
na a preto doplnime este konstantu e, ktord dopocitame. Bilancia energie teda
bude s pouzitim Stefan-Boltzmannovho vztahu vyzerat nasledovne

Ps =eoST*,

kde ¢ bude predstavovat dopoéitant emisivitu Zeme, ¢ = 5,67 - 1078 W.m~2.K~*
je Stefan-Boltzmannova konstanta, S povrch Zeme a T' = 13,7 °C priemern teplota
povrchu. Po dosadeni za povrch Zeme S = 4nR?, kde R = 6378 km dostaneme pre

emisivitu vztah
Ps

° T InR?oT’
po dosadeni ¢iselnych hodnot e ~ 0,88.

Trochu termodynamiky Pri konani akejkolvek price vznikd odpadové tep-
lo, rovnako tak aj pri tvoreni elektrickej energie, ktori budeme pouzivat. Koniec
koncov po uplynuti dost dlhého Casu sa na teplo zmeni kazda vykonand praca.
V dlhodobom horizonte nés teda zaujima, len aky vykon navyse dokaze Zem vy-
ziarit, aby sa jej povrchova teplota nezvysila o viac ako 2 °C. Tento celkovy vykon
bude pozostavat z odpadového tepla z vyroby elektrickej energie a z vykonédva-
nia prace, ¢o spolu bude predstavovat tepelnii energiu, ktora bola vyprodukovana
na vyrobu elektrickej energie v reaktore.

MnoZstvo tepla, ktoré vie Zem vyziarit navySe Teraz odhadneme, aky
velky tepelny vykon by Zem vyZarovala navysSe, keby sa jej povrch zahrial o 2 °C.
k jeho vypoctu upravime vztah pouzity v kapitole o energickej bilancii Zeme.
Upravime ho na tvar

P+ Ps = 4nR%0e (T 4 2°C)* |

kde P je tepelny vykon, ktory by Zem vyzarovala navyse. Vyjadrenim dostaneme
tvar
P = 4nR%0¢e (T 4 2°C)"* — P,

a po dosadeni a vycisleni P = 4600 TW. V roku 2021 bola celkovd energetickd
spotreba na Zemi 176 000 TWh®, co predstavuje priemerny vykon 20 TW pocas
roka. Ako mozeme vidiet, globédlne oteplovanie nebude spdsobené tym, ze vyrdbame
prilis vela energie, ale skor tym ako ju vyrabame a ¢o pri tom vypustame.

8lhttps://www.climate.gov/news-features/understanding-climate/climate-change-global-temperature
52https://en.wikipedia.org/wiki/Earth%27s_internal_heat_budget
83https://ourworldindata.org/energy-production-consumption
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Resent teoretickych tloh

Druhy termodynamicky zakon alebo nieco o Gé¢innosti Druhy termody-
namicky zakon tvrdi, Ze najvyssSia ucinnost, ktori moze maf tepelny stroj medzi
hortcejsim tepelnym rezervoiarom s teplotou Ty a chladnejsim tepelnym rezervoa-
rom s teplotou 75 je
_ Tu—Ts
77 - TH 9

¢o udéva ucinnost Carnotovho cyklu. Druhy termodynamicky zadkon vylucuje exis-
tenciu perpeta mobile II. druhu, kedy by sa vsetka tepelnd energia premenila
na mechanicki energiu. Nase tepelné elektrarne teda nemo6zu mat vyssiu tcinnost,
nez udava vztah vyssie.

Uzito¢na praca, ktorta vieme vykonavat Jadrova, geotermélna, pripadne aj
fuzna elektraren bude pouzivat parni turbinu na tvorbu mechanickej a nasledne
elektrickej energie. V turbinach aj potrubiach bude pridit prehriata para pod vyso-
kym tlakom. Uvadza sa, Ze materidlové limity na teplotu takejto pary si cca 650 °C.
Uvazujme, ze para vychddzajica z turbiny bude mat 100 °C. Potom pre horny od-
had ¢innosti turbiny s pouzitim II. TMD zékona dostaneme priblizne 60 % . Tento
odhad je vyssi, bezné turbiny maji Géinnost okolo 40 — 50% (kombinované plynové
elektrdrne moézu mat téinnost aj jemne cez 60 %), ale tak budme optimisti.

S déinnostou vyroby energie 60% mozeme teda dlhodobo na Zemi produ-
kovat 2800 TW elektrickej energie a ak na vykonadvanie prace budeme pouzivat
elektromotory s uc¢innostou 90 % tak mozeme vykondvat uzitoénd précu s vyko-
nom 2500 TW.

Produkcia potrebnej energie

Takuto obrovski spotrebu energie budeme musiet nejak zabezpecit. V tivode sme
vraveli, Zze napr. také soldarne panely nie st na to tplne vhodné. Celkovy vy-
kon 4600 TW tvori cca 3% z celkovej slnecnej energie, ktord dopadne na Zem.
S uvézenim, ze 2/3 povrchu tvoria ocedny by sme museli takmer desatinu povrchu
nahradit soldrnymi panelmi (minimélne o dvoj az trojndsobok viac ak uvadzime,
7e Cast panelov bude na odvréatenej strane kde bude tma alebo nebude tak efektiv-
ne produkovat energiu kvdli pocasiu), ¢o by pre biosféru asi nebolo tplne vhodné.
na druhu stranu treba spomentt, Ze tato energia by tplne nespdsobila zahriatie
Zeme, pretoze by sme len Cast solarnej energie premenili najskor na elektricka
energiu a potom na préacu, pricom klasicky sa premiena na teplo priamo.

Pri sticasnej produkcii jadrovymi elektrarnami a so sticasnymi odhadmi lozisk
urdnu na planéte by ndm malo toto mnozstvo vystacit na 230 rokov®= Avsak s lep-
Sou technolégiou sa moze tento Cas az zdvojndsobit. Ak by sme pouzivali rychle
typy reaktorov, ktoré dokazu recyklovat pouzité palivo, tak by ndm zasoby ura-
nu mohli vystacit az na 30000 rokov, pri siicasnej spotrebe a produkcii energie.
Ten isty zdroj tvrdi, Ze sticasné rocna produkcia energie v atémovych elektrarnach
je 2800 TWh. V optimistickom modeli teda médme v urdne ulozenych 84 -10° TWh

64 https://wuw.scientificamerican.com/article/how-long-will-global-uranium-deposits-last/
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energie, ¢o by pri maximalnej moznej spotrebe vydrzalo okolo dvoch rokov. V mori-
ach sa nachadza tiez velké mnozstvo uranu, ktory v sticasnosti nevieme extrahovaft,
no vyzera to tak, ze Stiepenie na takuto pracu stacit nebude. No na pomoc by sme
si mohli zavolat silnejSieho stirodenca, a to jadrovu fiziu.

Stcéasné moznosti fazie Hoci mame od funkénej fiznej elektrarne este pomer-
ne daleko, mézeme sa v tejto tlohe zaoberat jej teoretickym konceptom. V prvej
generacii fuznych reaktorov sa predpokladéd ako palivo deutérium a tricium v 1at-
kovom pomere 1 : 1. Pri jednej takejto zrazke sa uvolni 17,6 MeV. Deutérium sa dé
lacno ziskat z morskej vody, s triciom je ale va¢si problém, na jeho vyrobu budeme
potrebovat litium.

Mpno#Zstvo lithia a deutéria Na Zemi sa v ocednoch nachddza 1,338 - 10° km?
vody v moriach a oceadnoch™ Hustota morskej vody je premenliva ale predpokla-
dajme, Ze priemerns hustota bude do 1020 kgm 3. Morské voda obsahuje aj rézne
rozpustné soli (okrem samotnej vody), predpokladajme, ze mnozstvo rozpustenych
soli tvori priemerne 4 % hmotnosti vody, ¢im mézeme odhadniit hmotnost vody
v Zemskych ocednoch na 1,35 - 10*® t vody. Moldrna hmotnost vody je 18 g-mol ™!,
vodika vo vode 2 g-mol~* (pozor, molekula vody totiz obsahuje dva atémy vodika).
Hmotnost vodika vo vode teda bude v pomere molarnych hmotnosti 2: 18 a ¢iselne
pre hmotnost vodika v ocednoch dostaneme = 1,51 - 107 t. Deutérium tvori pri-
blizne 0,031 % hmotnosti vSetkého vodika v ocednoch® teda nas odhad deutéria
na Zemi ¢énf 4,7 - 1013 .

Celkové mnozstvo litia v loziskdch na Zemi sa odhaduje na 89 - 10°t, pricom
vytazitelnych je 22-10° t&2 okrem toho sa este nachddza vo vi¢Som mnozstve v mor-
skej vode. My budeme predpokladat, ze vieme vytazit vSetko litium v loziskach,
¢o ndm ddva 89 - 10° t litia.

Litium sa v prirode vyskytuje v 2 izotopoch, a to °Li a "Li. na produkciu tricia
sa daji pouzit obidva izotopy (obidva dévajd tricium v ldtkovom pomere 1 : 1
z litia), av8ak Li je na to vhodnejsi. Litium je tvorené z 4.85 % prave z °Li, odkial
dostévame 4,3 - 10 t, ktoré st vhodné na vyuzitie pri ft’lzifE

Energia ukryta vo fizii Na prvy pohlad je jasné, ze limitujicim faktorom pre
fiziu bude préve litium (je ho vyrazne menej, o znamend aj menej tricia). Uz
mame vsetko potrebné pre odhad energie, ktory urobime vztahom

mrLi

E=FEN=FN
1 WA

55https://www.usgs. gov/special-topics/water-science-school/science/
now-much-water-there-earth

S%https://en.wikipedia.org/wiki/Deuteriun

67 https://bettermeetsreality.com/how-1lithium-is-left-in-the-world-will-we-run-out-what-happens-if-
?utm_content=expand_article

S8https://en.wikipedia.org/wiki/Lithium#0ccurrence

104


https://www.usgs.gov/special-topics/water-science-school/science/how-much-water-there-earth
https://www.usgs.gov/special-topics/water-science-school/science/how-much-water-there-earth
https://en.wikipedia.org/wiki/Deuterium
https://bettermeetsreality.com/how-lithium-is-left-in-the-world-will-we-run-out-what-happens-if-we-do/?utm_content=expand_article
https://bettermeetsreality.com/how-lithium-is-left-in-the-world-will-we-run-out-what-happens-if-we-do/?utm_content=expand_article
https://en.wikipedia.org/wiki/Lithium#Occurrence

Resent teoretickych tloh

kde E je celkova energia, Fh1 = 17,6 MeV predstavuje energiu uvolneni z jednej
syntézy deutéria s triciom, N pocet Castic, ktoré méme (pripominame, ze limi-
tujtcim faktorom je litium), Na = 6,022 - 10°> mol ™' je Avogadrova konstanta,
mr; = 4,3 - 10% ¢ je hmotnost 51ia My = 6,02 g-molf1 molérna hmotnost %Li. Po
dosadeni E = 7,57-10%¢ MeV =~ 336-10° TWh, ¢o vydrzi na vykonavanie tak velkej
prace 8,3 roku.

Ak by sme sa rozhodli pouzit aj o trochu horsie “Li, tak by sme za my,; dosadili
celkovii hmotnost litia a za My; relativnu moldrnu hmotnost litia 6,94 g-molfl.
V takomto pripade by sa E = 1,36 - 1038 MeV ~ 6,04 - 10° TWh, ¢o by vydrzalo
na 24 rokov vykonavania prace.

Zaver

Teoreticky mézeme dlhodobo vykonavat pracu, bez znicenia klimy az s vyko-
nom 2500 TW. Avsak, so sicasnymi technologickymi moznostami by sme nedo-
kéazali vyprodukovat tolko energie, aby sme dokazali tito pracu vykonavat viac
ako dve storocia.
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Zadani experimentalnich tloh

Uloha LE ... husty led 13 bodi
Zmétte hustotu ledu. (Tesend str. )
Uloha ILE ... reproduktor 12 bodu

Naméite zdvislost hladiny intenzity zvuku vyddvaného vasim reproduktorem/mo-
bilem/poéita¢em na vzddlenosti od zdroje. Urcete také zavislost hladiny intenzity
na nastaven{ vystupn{ hlasitosti (tzv. volume). Nezapomeite data fitovat.

(Tesent str. )

Uloha IILE ... vybijena 13 bodit

Trenim nabijte pfedmét a poté proméite zavislost jeho samovolného vybijeni na ¢a-
se. Urcete elektrickou vodivost vzduchu. Uvazujte, ze velikost ndboje se méni jako

Q=Qoe ¢!
b

kde Qo je pocatecni naboj, € je permitivita vzduchu a o je hledana vodivost.

Ndpovéda: Zavéste na tenké dlouhé vldkno maly kovovy predmét (napf. maticku).
Trenim nabijte brcko a preneste ¢ast naboje na predmét. Mél by se od brcka zacit
odpuzovat. Z jejich vzajemné vzdalenosti pak urcite souc¢in nadboju a poté vodivost.

(Tesent str. )

Uloha IV.E ... hodim si to 12 bodt

Me¢éjme pres ty¢ omotané lano se zédvazim o hmotnosti m na jednom svém konci.
Zmérte zavislost hmotnosti zatéze M na druhém konci potfebné k uvedeni lana

do pohybu na poc¢tu obtoceni lana kolem tyce. (Tesent str. )
Uloha V.E ... mizici CD 12 bodii
Pomoci difrakce na miizce urcete hustotu zapisu dat na CD. Zkuste porovnat
vysledky s DVD. (Tesent str. )
Uloha VLE ... minivilny 13 bodit

Sestavte aparaturu, kterd bude schopnd mérit co nejmensi vinky na povrchu ka-
paliny. Nadobu si mizete sami urcit — muze to byt hrnek, ldhev ¢i néco jiného.
Aparaturu celou ¥ddné popiste a vyfotte. Urcete, jakou miniméln{ amplitudu_jste
schopni namérit. (TeSend str. )
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Uloha L.E ... husty led

Zmérte hustotu ledu. Karlovi zamitli ulohu s ledem, tak vymyslel jinou.

Uvod
Na prvni pohled se muze zdat, ze se jednd o velmi jednoduchy tkol. Led vsak
rychle odtéva, coz muzeme sice ¢asteéné eliminovat ochlazenim néstroju pouzitych
k méreni, ale i presto je experiment velmi naro¢ny na ptresné provedeni. Postupné
si predstavime tfi metody, kterymi lze hustotu ledu urcit, a zhodnotime jejich
presnost.

Hustotu ¢ (hmotnostn{) mizeme uréit jako podil hmotnosti m a objemu V'

e=v- (24)
Objem muzeme méfit nékolika zpusoby. Nejjednodussi je zmérit rozméry télesa
a objem vypocitat. Objem je také mozné urcit ponofenim do kapaliny. Jelikoz mé
vSak led nizsi hustotu nez voda, je tfeba jej bud zastrcit pod hladinu nebo pouzit
kapalinu s nizs{ hustotou (naptiklad olej).
Dalsi z moznosti je vyuziti Archimédova zdkona ve tvaru

v="
Ok
Zde budeme muset do ledu pridat zavazi, aby se potopil, a také vhodné upravit
vyse uvedeny vzorec. Odvozeni téchto vztahu lze najit v dodatku na konci tohoto
TeSeni.

Metody méreni
1. metoda — uréeni objemu pomoci rozméru kostky Nejjednoduseji uréime
hustotu ledu tak, ze zmétrime jeho hmotnost, objem a néasledné provedeme vypocet
dle vzorce p4.

Pro experiment byly pouzity dva kusy ledu ve tvaru vélce. Jeden byl velmi maly
o velikosti bézné kostky ledu, k vytvoreni druhého byla pouzita kovova niddoba
s kruhovou podstavou o pruméru 12 cm.

Pramér malého kusu jsme mérili tak, Ze jsme pohybovali pravitkem po podstave
a snazili se jej umistit do stfedu, dokud jsme nenamérili co nejvétsi vzdéalenost
(pramér je nejdelsi secna kruznice). Naopak vysku jsme méfili tak, Ze jsme se
snazili najit nejkratsi (tedy kolmou) spojnici obou postav. Takto jsme vyrazné
zvysili presnost obou méreni. K méfeni bylo pouzito pravitko, chybu méreni jsme
odhadli na 0,2cm. Bézné se bere jako chyba velikost nejmensiho dilku (pfipadné
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jeho polovina). V tomto pripadé ale mé&fime nerovny povrch (ndmi vytvofeny kus
ledu neni idedlni), vyska i pramér mohou byt na riznych mistech védlce odlisné,
proto jsme odhadli chybu méfeni o néco vétsi.

K méfeni prauméru vétsiho vélce jsme potfebovali najit stied podstavy, to jsme
provedli zptisobem, ze jsme na led pomoci fixu nakreslili secnu, nasli jeji stfed
a vedli jim kolmici. Prisec¢ik dvou takto vzniklych os jsme pak povazovali za stied.
Samotny prumér podstavy jsme mérili tak, aby hrana pravitka prochazela tfemi
body, jednim z nich byl stfed a dalsi dva body lezely na okraji podstavy. Toto mé-
feni jsme nasledné provedli ¢tyTfikrat. Vyska vdlce byla méfena stejnym zpiisobem
jako u malého ledu, méreni bylo provedeno trikrat.

Hmotnost jsme vzdy urcovali pomoci kuchynské vahy s presnosti 1g. Tato
presnost je velmi nizka, bylo by lepsi pouzit jemnéjsi technické vihy.

V pripadé, ze bychom si zvolili tuto prvni metodu méreni, bylo by vhodné
provést onéch méreni vyrazné vice a hodnotu hustoty ledu urcit jako primér na-
meérenych hodnot. Kromé opakovani experimentu by bylo dobré zvolit lepsi tvar
tvoritka na led, u kterého by se 1épe mérily rozméry, napriklad velkou formu ve
tvaru krychle. Cim vétsi led bude, tim bude mensi relativni chyba méfeni jeho
rozmérd.

2. metoda — urcéeni objemu pomoci ponoreni do kapaliny Dalsi moznosti
méfeni objemu je ponofeni predmétu do kapaliny v odmérném vilci, na jehoz
stupnici odecitame, kolik dany predmét kapaliny vytlacil, a tedy jaky je jeho objem.
K tomu je tfeba pouzit kapalinu o nizsi hustoté, nez ma téleso, aby byl predmét
zcela ponofen. V piipadé ledu, ktery mé hustotu kolem 0,917 g-cm ™ 3¥ nemtizeme
pouzit vodu (s hustotou 0,997 g-cm™2). Mens{ hustotu mé napiiklad technicky lih
¢i fepkovy olej, ktery jsme pouzili.

Pro zptesnéni vysledkt je tieba alespon ¢astecné zabranit odtavani ledu. Vsech-
ny nastroje jsme proto predem ochladili v ledni¢ce. K manipulaci s ledem jsme déle
pouzivali ochlazené drevéné klesté.

Do odmérného vélce jsme nalili vychlazeny repkovy olej a ze stupnice odecetli
jeho objem. Na kuchyriskych vahach jsme urcili hmotnost nékolika kousku ledu
a vSe postupné zaznamenavali do tabulky.

Jelikoz kostky ledu jsou pomeérné malé, pouzivali jsme jich pro jedno méreni
vice (vzdy ndhodny pocet kolem 4-5 kostek), ¢imz jsme také snizili relativni chybu
méfeni hmotnosti ¢i objemu (chyba byla stéle 1 g, ale misto 9 g led vazil okolo 50 g).
Neurcovali jsme vSak prumérnou hmotnost ¢i objem jedné kostky, ponévadz led
jsme vytvorili tak, ze se mezi sebou kostky drobné lisi.

Po zvézeni jsme led opatrné klestémi (aby nedochdzelo k vyraznému pienosu
tepla z rukou na led) pfendali do odmérného vélce. V piipadé, ze se kostky nepo-
topili celé, zatlacili jsme je pomoci varecky opatrné pod hladinu. Jelikoz fepkovy
olej mé mensi hustotu nez led, kostky jiz zpét nevyplavaly. Opét jsme ze stupni-
ce na odmérném valci urcili objem jeho obsahu. Konzistentné jsme od¢itali vzdy

IMIKULCAK, Jifi. Matematické, fyzikalni a chemické tabulky pro stiedni skoly. 14. vyd.
Praha: SPN, 1985. Pomocné knihy pro zaky (Statni pedagogické nakladatelstvi).
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od dolnfho (nebo vzdy od horniho) menisku, aby rozdil téchto objemu odpovidal
objemu vlozeného ledu. Snazili jsme se postupovat velmi rychle, nebot led odtaval
a ménil se tak jeho objem.

Nejistotu méfeni objemu uré¢ime jako hodnotu nejmensiho dilku, tedy 5mm.
Dilky byly pomérné velké, takze jsme rozlisovali i polovinu dilku, nicméné vy-
sledny objem byl ziskan rozdilem téchto hodnot, celkovou chybu pak ur¢ime jako
odmocninu ze souc¢tu kvadratia chyb obou méfeni, tedy /2,52 + 2,52 = 4. Jelikoz
k drobné chybé mohlo dochézet i Spatnym urcenim polohy horniho ¢i dolntho konce
hladiny, rozhodli jsme se chybu nechat vétsi - odpovidajici velikosti jednoho dilku.

3. metoda — urcéeni hustoty pomoci Archimédova zdkona Poslednim moz-
nym pristupem? ktery si zde uvedeme, je vyuziti Archimédova zdkona. Jak je pa-
trné ze vzorce B4, umime pomoci néj uréit objem ponorené Césti télesa. Jelikoz led
ma& nizsi hustotu nez voda, bude se na hladiné vznéset a nikdy se zcela neponofi.
Z tohoto diivodu jsme pfti vytvareni ledu do tvoritka pridali predmét o vétsi, znamé
hustoté (zde jsme pouzili t¥i ocelové hiebiky). Mensi zavazi by mohlo pfi odtdvani
ledu odpadnout, kdybychom jej nechali zamrznout na okraji ledu. Proto je vhodné
zmrazit pouze ¢ast vody, na zamrzlou hladinu polozit kovovy predmét, ndadobu na
led dolit vodou a nechat opét zamrznout. Tak se nam podari téleso umistit zhruba
doprostied ledu.

Nésledné jsme takto vytvoreny kus ledu vlozili do nddoby s vodou a nechali
pozvolna rozpoustét. S ubyvajicim mnozstvim ledu se objekt pomalu ponotroval.
Pockali jsme, dokud neodtéla takova ¢ast ledu, ze se kostka celd ponoftila a plovala
pod hladinou, aby stéle jesté byla v rovnovédze vztlakova a tihov4 sila (tedy predmét
jesté nepadal ke dnu).

V tento moment jsme téleso vytahli a vlozili do prazdné nadoby. Zde jsme
jej ponechali, dokud vSechen led neroztdl a nésledné jsme zmérili hmotnost vody
a hrebiku.

Obr. 13: Ledy

2Inspirovéno textem http://fyzikalniolympiada.cz/archiv/58/fo58d1_r.pdf
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Vysledky
1. metoda Pouzitd mald kostka ledu valcového tvaru mé prumér podstavy (2,5 £ 0,2) cm
a vysku (2,2+0,2) cm .

Objem vypocteme ze vzorce

d 2

Pouzity kousek ledu mél hmotnost m = 9g. Nyni jiz muzeme vypocist hustotu
ze vzorce Q

V ramci méreni je potfeba spocitat chybu vysledku. Zndme-li chyby namére-
nych veli¢in, mizeme pomoci nich a vzorce pro vypocet veli¢iny A spoditat jeji
chybu 04. Pro jednoduché vzorce, kde se vSechny veli¢iny vyskytuji jen v souc¢inu
nebo podilu, plati, Ze relativni chybaf veli¢iny A je odmocnina za souctu kvadrata
relativnich chyb méfenych veli¢in. Vyskytuje-li se nékterd z téchto velicin v n-té
mocniné, bereme relativni chybu této veli¢iny n-krat

oa=A (”"“ )2 . (25)

Zq

Zde pak n reprezentuje mocninu, s jakou se tato veli¢ina ve vzorci vyskytuje.
V tomto pripadé je vztah pro vypocet chyby ve tvaru

- () (54 ()

Timto postupem jsme uréili hustotu ledu jako grea1 = (0,8 0,3) g-cm™2. Chy-
bu jsme zaokrouhlili na jednu platnou ¢islici, vysledek pak zaokrouhlime tak, aby
jeho posledni uvedend cislice byla stejného radu jako chyba.

U velkého vélce byly zméfeny nasledujici hodnoty (uvedené v tabulce s chybou,
ktera byla ziskana jako odmocnina souctu kvadratu smérodatné odchylky a chyby
méfidla).

Tab. 9: Rozméry ledu o hmotnosti m = 354 g ve tvaru velkého vélce.

. d h
C. _— _—

cm cm
1 12,5 3,0
2 12,6 3,1
3 12,8 2,7
4 - 2,9

prumér 126+0,1 2,940,2

3Relativni chyba je podil absolutni chyby naméfené veli¢iny a jeji hodnoty.
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Objem byl opét spocten ze vzorce

d 2

a hustota jako podil hmotnosti a objemu. Chybu jsme jsme opét urcili jako

o= () o) ()

Vyslednd hodnota hustoty je pak giediveiky = (0,94 £ 0,06) g-cm ™3,

2. metoda Méreni s fepkovym_olejem jsme provedli celkem 6krat, namérené
hodnoty jsou uvedeny v tabulce [L0.

Chybu pocitame jako
B om\ 2 ov\ 2
”Q—Q\/(m)+(v)' 20

Tab. 10: Experimentédlné uré¢ené hodnoty hustoty ledu. Objem ledu byl méren
ponofovanim do fepkového oleje.

& m Vbez ledu ‘/s ledem ‘/led e
g cm? cm? cm3 g-cm—3

1 32 150 185 35 0,9+£0,1
2 42 235 280 45 0,9£0,1
3 44 437 485 48 0,9+£0,1
4 46 350 400 50 0,92+0,09
5 51 415 470 55 0,93+0,09
6 43 420 465 45 1,0+0,1

Hustotu urc¢ime jako primér hodnot z jednotlivych méreni, kde nezahrneme
posledni naméfenou (Sestou) hodnotu, jelikoz se od ostatnich velmi odchyluje (hod-
nota spadd mimo interval 30). U tohoto méfeni patrné doslo k néjaké velké chybé
a zbytecné by nam zkreslovalo vysledek. Primérnou hodnotu je treba doplnit smé-
rodatnou odchylkou, tedy tidajem, nakolik se namérené hodnoty lisi od prumeéru.
Tato veli¢ina je definovana vzorcem

_ 2
Xr — T;
Osm. odch. = g u

n(n—1)"

Nesmime jesté zapomenout na chybu metody, kterou mame uvedenou jako
chybu jednotlivych hustot v predchozi tabulce. Jelikoz jsme méfeni provadéli vzdy
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pro jiné mnozstvi ledu, chyba metody se zmensi v/ N-krat na 0,1g-cm™2//6 =
=0,04g-cm™3 (hodnoty nejsou vzdy stejné). Systematickd chyba primérné hod-
noty je mensi, jelikoz systematické chyby zpusobené tim, ze by napriklad kostka
vézila vzdy 7,4g a vdha ukdzala nepfesnou hodnotu 8¢ (to samé s objemem) se
vyrusily pfi primérovani. Pravdépodobné totiz dochédzelo i k pripadim, kdy se
hmotnost (poptipadé objem) zaokrouhlovala nahoru.

Celkové chyba je tedy oc = /02, 4. + 0% = 1/0,042 +0,0042 = 0,04 g-cm >,
Mohli jsme si pti vypoctu také vSimnout, ze smérodatna odchylka je oproti chybé
metody zanedbatelnd.

Takto urcend hustota ma hodnotu giea2 = (0,92 £ 0,04) g-cm 3.

3. metoda Experiment se zdvazim v kusu ledu jsme provedli celkem dvakrat,
a to pokazdé se tiemi ocelovymi hiebiky. Udaje jsme uvedli do tabulky [L1] véetné
vysledki vypoctenych ze vzorce @ Za hustoty jsme dosadili z tabulek gy = 0voda =
=0,997g-cm”3 a 0, = Oocel = 7,850 g-cm 2. Chybu jsme uréili pomoci vzorce pro

prenos chyb Rj jako
O\ 2 Om, \ 2
=o(T2) + (5)
my my,

Tab. 11: Experimentalné uré¢ené hodnoty hustoty ledu pomoci Archimédova

zédkona.
& My my o Os chybou
' g g g-cm—3 g-cm—3

—_

14 109 08992 0,90 =£0,06
2 14 106 0,8966 0,90=£0,06

Pri presnéjsim méreni by bylo tfeba jesté zméfit teplotu vodni lazné, abychom
dosadili spravnou hodnotu jeji hustoty (stejné tak by bylo tfeba pfepodist hustotu
oceli pro teplotu 0°C, kterou mél led. V nasem ptipadé je ale chyba zptisobend
dosazenim hustot pri teploté 25 °C fddové zanedbatelné oproti chybé uréeni hmot-
nosti.

Diskuze

Prvni metoda je pro mensi kus ledu velmi nepresnd, hodnotu hustotu jsme uréili
jako glea1 = (0,8 +0,3) g-cm™3. Tedy v ramci chyby miiZze byt ndmi uréend hustota
stejné velka, pripadné dokonce vétsi nez hustota vody. Je tedy opravdu videét,
ze pokud bychom méli mérit hustotu ledu touto metodou, je zapotiebi provést
mnohem vice méfeni a pouzit lepsi méfici pristroje. Vyrazného zlepseni muzeme
dosdhnout také pouzitim vétstho kusu ledu. Pro vélec s vice nez 4krat vétsim
primérem podstavy jsme dostali hodnotu giedivelky = (0,94 £ 0,06) g-cm ™3, tedy
se nam chyba snizila o ad.
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Hustota ledu uréens ponofovanim do oleje je greaz = (0,922 4 0,004) g-cm™3.

V ramci chyby se tak nami naméfend hustota ledu témétr shoduje s tabulkovou
hodnotou gian, = 0,917 g/cm?.

U druhé metody dosahujeme pomérné pfesné hodnoty (na rozdil od prvni me-
tody). Jednim ze zptsobli zvyseni presnosti by mohlo byt pouziti technickych vah,
které by nam poskytly vysledek na vice platnych cifer. Kdyz se ale detailnéji podi-
vame na vzorec pro vypocet chyby a zkusime do né&j dosadit chybu méfeni hmot-
nosti 0g, vidime, Ze se celkovd chyba témér nezménila. Pro snizeni celkové chyby
je tedy tfeba zjemnit i stupnici odmérného vélce, nebo pouzit jinou metodu méreni
hustoty (viz tfeti metodu).

K odchylkdm od redlné hodnoty mohlo dojit kvuli nékterym systematickym
chybam, které se opakovanym métrenim nevyrusi — jsou to chyby zptusobené zejmé-
na rychlym odtéavanim ledu. P¥i méreni hmotnosti led odtava a klestémi pak nabe-
reme kostku o néco leh¢i, nez byla jeji pavodni hmotnost. To by mélo namérenou
hustotu zvysit (do oleje pak dédvdme kostku o mensim objemu). Led pak taje i ve
vodé. Jezto ma led mensi hustotu nez voda, po jeho ¢astecném odtani se objem
zmensuje, coz také zvysi namérenou hodnotu. K malému zmenseni objemu dochézi
také tim, ze ¢ast oleje ulpi na tycince pii potapéni kostek ledu. Tyto chyby v mé-
feni mohou byt jedny z divodi, pro¢ ndmi namérend hodnota je témér ve vsech
méfenich vétsi nez tabulkova. Pokud vsak postupujeme rychle a médme vSechny
nastroje i olej podchlazené na co nejnizsi teplotu, tyto rozdily by mély byt témeér
zanedbatelné oproti nepresnosti méfidel. Navic pfi vytvareni ledu v kostkach vni-
kaji drobné bublinky, které naopak celkovou hustotu snizuji, diky ¢emuz vysledné
odchylka od redlné hodnoty nebyla prilis velka. K drobné odchylce od tabulkové
hodnoty (i v rdmci chyby) pravdépodobné prispéla systematickd chyba, jinak je
méfeni relativné presné a vysledek pomérné dobfe odpovida ocekdvané (tabulkové)
hodnoté.

Nejlepsim zptisobem by mohla byt tfeti metoda, kterd objem neméii a k uréeni
hustoty vyuzivd Archiméduv zékon. Zde méfime pouze hmotnost, presnost tohoto
méfeni muzeme snadno zvysit pouZitim technickych vah. Nevyhodou této meto-
dy je potieba zdvazi se zndmou hustotou (kdybychom ji ovéfovali experimentélné
v domécich podminkéch naptiklad druhou metodou, opét budeme potiebovat mérit
objem, coz snizi nasi presnost). Touto metodou jsme hustotu uréili jako gieas =
= (0,90 4 0,06) g-cm™>. MiiZe se zd4t, 7e pfi obou méFenich vysla hodnota hustoty
vyrazné mensi, nez je uvedena v tabulkich, vysledek mame vsak zatizen chybou,
diky které nelze urcit presnou hodnotu. K pripadné nizsi hustoté mohlo dojit v di-
sledku vétstho mnozstvi bublin ve vytvoreném ledu, které vyslednou hustotu o néco
snizily. ZvySeny obsah bublin mize byt zptsoben mimo jiné pifitomnosti hiebik,
které narusi prirozené zamrzani ledu. Tomu by nasvédcovalo i pozorovani, ze pri
druhé metodé, kdy led zamrzal samostatné, jsme tak velké mnozstvi bublin nepo-
zorovali.

4MIKULCAK, Jifi. Matematické, fyzikalni a chemické tabulky pro stfedni skoly. 14. vyd.
Praha: SPN, 1985. Pomocné knihy pro zéky (Statni pedagogické nakladatelstvi).
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V pripadé pouziti lepsich vah by byla chyba méfeni srovnatelna se smérodatnou
odchylkou druhé metody.
Treti metoda je oproti druhé sice vice presna z hlediska méridel, muze byt ale

spravnou chvili.

Zaver

Prvni metoda, kdy jsme objem ledu urcovali pomoci namérenych rozméru, byla
velmi nepiesnd. Vysledek giear = (0,84 0,3) g-em™ byl zatiZen velkou chybou.
Pro mnohonésobné vétsi valec jsme ale jiz i prvni metodou obdrzeli dobry vy-
sledek giediveiky = (0,94 £ 0,06) g-cm ™3, Nepfesnost méfeni objemu byla v druhé
metodé vylepsena, pti méreni objemu v odmérném vilci se chyba snizila o Tad.
Vyslednd hustota geaz = (0,92 & 0,04) g-cm™2 v rdmci chyby témé&t odpovidd ta-
bulkové hodnoté gjed-tabulkova = 0,917 g-cm_3. Treti metodou byla hustota ledu

urcena jako gieas = (0,90 £ 0,06) g-cm 3.

Dodatek

K urceni hustoty télesa lze pouzit Archiméduv zakon, ktery zde uvddime v jeho
zndmém znéni: Téleso ponorené v kapaliné je nadlehcovano silou, jejiz velikost
je rovna tize kapaliny télesem vytlacené. Toto tvrzeni si nyni odvodime, pri¢emz
vypoctem ziskdme téz vzorec, ktery vyuzijeme k experimentu. Na téleso o hmot-
nosti m v homogennim tithovém poli Zemé s tthovym zrychlenim g, pusobi tihova
sila, kterou urc¢ime ze vzorce

Fg =mg. (27)

Ponotime-li toto téleso do kapaliny, bude na néj pusobit ale také sila vztla-
kova. Molekuly kapaliny jsou taktéz v tithovém poli Zemé, na vrstvicku kapaliny
o hustoté gr ve vzdalenosti h od hladiny pusobi tihova sila

Fg = mg = oxShg, (28)

kde S je velikost plochy prurezu tohoto sloupce kapaliny. Kapalina tedy ptsobi na
nami zkoumanou vrstvicku tlakem

pe = mg = orhg. (29)

Téleso ponotrené do této kapaliny nyni pomyslné rozrezejme na malé valecky
o prifezu dS, které jsou kolmé na hladinu. Na horni podstavu i-tého valecku, kterd
je ve vysce hi, pusobi kapalina silou Fi, na dolni podstavu v hloubce hy pusobi
naopak silou Fb. Vyslednou vztlakovou silu na tento véalecek ziskame jako rozdil
téchto dvou sil (geometricky se jednd o soudet, jelikoz sily ptisobi proti sobé - na
horni plosku kapalina pusobi tlakem ve sméru ke dnu, na dolni plosinu naopak
pusobi sila, kterd m4a tendenci téleso nadndset). Silu na takovyto maly vdlecek
tedy urc¢ime jako

Fy,, = F» — Fy = grgdShs — 0rgdShi = prgdS(ha — h1) . (30)
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Celkovou vztlakovou silu na valecek pak ziskdme soucCtem sil pusobicich na
jednotlivé valecky. Pokud jsme udélali véalecky infinitezimdlné malé, suma nam
prejde do integralu, stdle vSak lze intuitivné nahlizet na integral jako na soucet

Fy, = /ngAh ds = ng/Ah dsS = orgV’, (31)

kde V' je objem ¢&4sti télesa, kterd je ponofend do kapaliny.

Téleso zustava v klidu (pfipadné v rovhomérném pifmodéarém pohybu), pokud
je vyslednice vSech sil na né&j pusobicich nulovd. V nasem piipadé se tedy téleso
ustali tak, ze se vyrovna tihova a vztlakova sila

sz - FG )
oxgV' =mg. (32)

Vidime, ze timto zpusobem muzeme urcit pouze objem ponorené Casti télesa.
Pokud bychom led ponorili do vody, v dasledku své mensi hustoty by se ponoril
pouze castecné. Pro plné ponoreni je treba do ledu pridat zavazi, ¢imz zvysime cel-
kovou hustotu takto vzniklého télesa. Nyni si ukdzeme, jak se zméni nami odvozeny
vztah B2.

Pokud je zdvazi v ledu dostatecné lehké, téleso se neponori celé. K jeho potopeni
pod hladinu dojde az po odtati ¢asti ledu. Zaméime se nyni na tento okamzik, kdy
je téleso plné ponoreno, ale sily jsou stéle jesté v rovnovaze (téleso nepadé ke dnu,
ale plove). V tuto chvili 1ze z naseho vzorce B9 uréit celkovy objem télesa.

m
V=—,
Ok
coz muzeme upravit s vyuzitim toho, ze hmotnost m je soucet hmotnosti zavazi m,
a vody/ledu m, V, objem vody, V, objem zévaZzi a g, je hustota zavazi. Dosazenim
za hustotu kapaliny gk hustotu vody g, poté vzorec prechazi na tvar

Qld_ml my o my . my Ve Ov
ed — - m - m 1 My 0y .
\% V-V, —QvaZ m_V, =~ 1+7E(g_1)

ov Ve My ov 0z

(33)

Uloha IL.E ... reproduktor

Namérte zdvislost hladiny intenzity zvuku vyddvaného vasim reproduktorem/mo-
bilem/pocitadem na vzdélenosti od zdroje. Urcete také zdvislost hladiny intenzity
na nastaveni vystupni hlasitosti (tzv. volume). Nezapomerite data fitovat.

Jarda toho v zadnt lavici uZ moc neslyst.
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Uvod a teoreticky zéklad

Hladina intenzity zvuku je zfejmé nejznaméjsi akusticka veli¢ina. Jeji jednotkou je
decibel dB. Uz jeji dlouhy nédzev ndm napovidd, ze tato veli¢ina neni na pochopeni
tak jednoduché jako napiiklad hmotnost nebo délka (aspor v klasické fyzice). Je
definovana jako

L:10~logli,
0

kde I je intenzita zvuku v méfeném misté, Io = 10~'* W-m~? je intenzita prahu
slySeni a ¢islo 10 se zde objevuje proto, ze zdkladni jednotkou je decibel, a ne
jenom bel. Intenzita zvuku I je zase podil akustického vykonu P a plochy S,
kterou prochézi. Intenzita a hladina intenzity tak jdou pomoci tohoto vztahu urcit
jedna ze druhé.

Hladina intenzity zvuku je tedy bezrozmérna veli¢ina. Navic se chova logarit-
micky - zvétsime-li intenzitu zvuku na dvojndsobek (napiiklad pfiddnim stejné
hluéného zdroje), zvysi se L priblizné o 3dB. Logaritmické méfitko je zvoleno
kvuli tomu, Ze lidské ucho vnimé intenzitu logaritmicky a navic dokéze fungovat
v rozmezi asi 12 14d1, takze je to vhodné treba i kviili zakreslovani hluku do grafu.

Promyslime si rovnou, jak se bude chovat zdvislost hladiny intenzity zvuku
na vzdalenosti od bodového zdroje. Bodovy zdroj je takovy zdroj, ze muzeme
zanedbat jeho rozméry vuci vzdalenosti od néj. Predpokladejme, ze z néj vychéazi
néjaky vykon AP do prostorového ithlu AQ. Plocha, kterou tento prostorovy tihel
vytind na kouli o poloméru r se stfedem ve zdroji, je AS = AQr?H Intenzita ve

vzdalenosti r tak je
AP AP 1

I=—=——.
AS  AQr?
Intenzita tedy ne prilis prekvapivé klesa se druhou mocninou vzdalenosti. Hladina
intenzity zvuku se pak bude ménit jako

I AP 1 AP
L=10-log— =10-log = — =10 log = — 21
% T 98 ToAQ 12 <OgIoAQ Ogr>’

z toho vyplyva, ze klesd jako konstanta minus logaritmus vzdalenosti. Pokud si
ale na osu z vyneseme vzdalenost v logaritmické Skdle (tedy misto r budeme vy-
naset logr), méli bychom dostat linedrni zavislost s koeficientem —20. Musime
ovSem poznamenat, ze zapis ve tvaru logr neni fyzikalné zcela spravné a loga-
ritmus v predchozi rovnici bychom neméli rozdélovat na rozdil dvou logaritmu.
Pro grafickou ndzornost je ovSem lepsi posledni zépis, diky kterému budeme moci
vynést datové body do primky a urcit jeji sklon.

Meéfeni budeme provadét pomoci hlukoméru. Pokud nemame k dispozici né-
jaky profesionalnéjsi pristroj, stdhneme si na mobil aplikaci, kterd toto méfeni
umoznuje.

5Pokud by byl prostorovy thel roven 4r, tak dostavame plochu povrchu celé koule
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Namérené hodnoty a zpracovani vysledkii

Pro méreni zavislosti hladiny intenzity zvuku na vzdalenosti pouzijeme maly re-
produktor, ktery by mohl reprezentovat bodovy zdroj zvuku. Méfeni provadime
v bézné mistnosti, nedokdzeme proto zcela zamezit odraztim zvuku od stén a na-
bytku. Generujeme zvuk o stélé frekvenci 440 Hz. Pro samotné méfeni pouziviame
aplikaci Zvukomeér instalovanou na mobilni telefont

Tab. 12: Zavislost hladiny intenzity zvuku na vzdalenosti od zdroje.

r L r L
cm  dB | em  dB
5 87 60 69
10 86 70 63
15 83 80 66
20 81 90 68
25 80 | 100 70
30 78 | 120 67
35 77 | 140 62
40 76 | 160 66
45 75 | 180 66
50 74 | 200 65

Nameérenou zavislosti zobrazime v grafu @

Jak jsme zminili v teoretickém tvodu, vyneseme jesté vodorovnou osu v loga-
ritmické skdle v grafu [L5.

Datové body v grafu jsme rovnou prolozili pi"irnkou.E Program sam urci takovou
primku, kterd nejlépe odpovidd zobrazenym bodim. V nasSem pripadé je to po
zaokrouhleni koeficientti na pocet platnych cifer urc¢enych odchylkou

y=—(17+1)z+ (101 +3) .

Chybu urceni koeficienti ndm ukéze program, ve kterém jsme koeficienty hledali.E
Zde vsak hodnoty chyb uvadime zejména proto, abychom mohli diskutovat presnost
urceni koeficientti. Podle pfedchozi rovnice urcuje koeficient pred x rychlost klesdni
intenzity zvuku. Pro bodovy zdroj zvuku klesa intenzita jako 7~2, pro linedrni
jako 7. V nagem piipadé dostavame 7~ 17, tedy blize k bodovému zdroji, jak
bychom predpokladali.

Déle jsme namérili zavislost hladiny intenzity zvuku na nastaveni vystupni
hlasitosti, tedy na tzv. volume. Tento parametr budeme v nasem feseni znacit v.
Mefili jsme ve dvou vzddlenostech v rozmezi 0 az 100 jednotek (oznadime j). Jako
zdroj zvuku jsme pouzili laptop.

SLze samoziejmé pouzit i jiné aplikace, napt. zndmou aplikaci Phyphox

"Napiiklad v programu Ezcel funkce spojnice trendu — linedrni. Piesnou rovnici prolozené
primky ziskdme, pokud zaklikneme jeji zobrazeni do grafu.

8V nagem ptipadé Gnuplot. V Excelu bohuzel nenf snadné tento adaj dohledat.
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Obr. 15: Zavislost hladiny intenzity zvuku na logaritmu vzdalenosti od zdroje.
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Obr. 14: Zavislost hladiny intenzity zvuku na vzdalenosti od zdroje.
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Tab. 13: Zavislost hladiny intenzity zvuku na volume. Index u L urcuje
vzdalenost D od zdroje v centimetrech.

v Lis Lo

j dB dB
0 35 34
4 40 35

10 48 40
16 52 45
22 57 49
28 60 52
34 63 55
40 66 58
46 68 60
52 70 62
58 71 63
64 73 65
70 74 66
76 75 67
82 7 69
88 78 70
94 79 71
100 80 72
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Nameéfené hodnoty zobrazime v grafu E Rovnou do néj priddme i polynomy,
kterymi dané funkce aproximujeme. Pro¢ budeme body proklddat pravé "nahod-
nymi” polynomy? Naméfili jsme jen nékolik datovych bodi. Kdyby nas ale zpétné
zajimalo, jakd by byla hladina intenzity zvuku napiiklad pfi volume v = 50j,
staci dosadit do naseho polynomu a dostavime pomérné presnou hodnotu. Navic
neméame zadny teoreticky zéklad pro prolozeni zavislosti nééim jinym.

90
80 R
70 el g
60 e
. P
Q% o ! = =
50 pe o
° ”
40 D =50cm " “
g = fit
30 D =15cm ° n
fit
20 | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
v
J

Obr. 16: Zavislost hladiny intenzity zvuku na volume.

Zavislost jsme prolozili polynomem patého stupné, protoze mame pomérné hod-
né dat a nizsi stupné polynomu by nebyly dostatecné presné pro malé nebo velké
hodnoty v. Pro zavislost v D = 15cm je rovnice polynomu

y=12-10"%2" —3,8-10"%2* + 4,6 - 102> + 3,1 - 107%2% + 1,5z + 36,
zatimco pro D = 50 cm pak
y=-23-10%2"4+59-10"%*-53-10*2° +1,4-10 %2 +5,8-10 'z + 33.

Diskuze

V teoretickém tvodu jsme se zamysleli nad chovanim hladiny intenzity zvuku v raz-
nych vzdélenostech od bodového zdroje. Odvodili jsme, Ze intenzita klesa s druhou
mocninou vzdalenosti. Pokud tedy vyneseme hladinu intenzity v decibelech na
svislou osu, a na vodorovnou vzdalenost v logaritmu, dostaneme ptrimku se sklo-
nem 10-(—2) = —20 (10 kvili tomu, Ze pracujeme v desetindch belu, a —2 je moc-
nina vzdalenosti). V nasem pfipadé jsme naméfili sklon —17 1, intenzita zvuku
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tedy klesd se vzdalenosti jako v~ (701 Protoze je toto &islo mensi nez u bo-

dového zdroje, je zfejmé, ze nemuzeme zanedbat rozméry reproduktoru. Relativni
chyba urceni tohoto exponentu je priblizné 6 procent, miuzeme tedy tvrdit, ze data
odpovidaji linedrni zavislosti a urceni koeficientu je pomérné presné.

Vysledek muze byt nepresny z nékolika davodu. Méfeni jsme provadéli pouze
pomoci aplikace na mobilnim telefonu, u které neméame jistotu, Ze naméri stejné
hodnoty jako profesionédlni zkalibrovany pristroj. Lepsich vysledkti bychom mohli
dosdhnout po kalibraci aplikace, jak je to u aplikace Phyphoz. Zaroven pouziti
aplikace neuvadi nepresnost méreni, nemizeme tak stanovit chybu méreni.

Meéfeni probihalo v bézné mistnosti. V dusledku pfitomnosti stén a podlahy
mohlo dochéazet k odrazim zvuku, a tedy k ovlivnéni vysledku¥ Na druhou stranu
byla mistnost vybavena klasickym nabytkem a kobercem, ¢ast zvuku tak byla
pohlcena a ne odrazena smérem k méticimu telefonu.

Co je ale z pohledu na graf naprosto zfejmé, jsou dvé mista, kde dochazi k vy-
raznému snizeni intenzity oproti zbytku zavislosti. Jejich poloha (pfiblizné 70 cm
a 140 cm) neni ndhodnd, podeziele se blizi k ndsobkim vlnové délky méfeného
zvuku, kterd je

A=n 7 (34)
kde ¢ = 340m-s~" je rychlost Sifeni zvuku a f = 440 Hz je pouzitd frekvence. Pro
tyto hodnoty vychéazi 77 cm a 154 cm, coz priblizné odpovidd zminénym bodum.
V dusledku experimentalniho uspotradani tak dochézi k destruktivni interferenci.
O spravnosti této teorie bychom se mohli presvédcit, kdybychom polohy bodi, kde
se intenzita vyrazné snizuje, naméreli i pro jiné frekvence. Ukazalo by se, ze tato
zévislost se Fidi pfiblizné rovnici (B4).

Pti méfeni hladiny intenzity v zévislosti na volume si mizeme vsSimnout, Ze
graf neroste linedrné. Pti nizsich hodnotach je narust strméjsi, pti vyssich poma-
lejsi. Jestlize si tedy zvysujeme hlasitost, ¢im vyse jsme, tim méné je to efektivni.
Namérend zavislost vSak patrné zavisi na konkrétnim pristroji a softwaru.

Zavér
Naméfili jsme zavislost hladiny intenzity zvuku na vzdalenosti od zdroje a vy-
nesli ji do grafu. Zjistili jsme, ze intenzita zvuku klesd se vzdélenosti priblizné
jako r~ (70 Reproduktor se tak chova piiblizné jako bodovy zdroj.

Zavislost hladiny intenzity zvuku jsme namérili ve dvou vzdalenostech. V kazdé
z obou vzddlenosti od zdroje (laptopu) jsme urcili polynom patého stupné, ktery
danou vzdalenost dobie popisoval. Je zfejmé, ze hladina intenzity zvuku neroste
s volume linearné, ale pro jeho vétsi hodnoty roste pomaleji nez pro mensi.

9Miizeme si to pedstavit, jako kdyz vedle zrcadla postavime lampicku - taky ji vidime dvakrat
a jde k nam vice svétla
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Uloha IILE ... vybijena

Trenim nabijte predmét a poté promérte zavislost jeho samovolného vybijeni na ca-
se. Urcete elektrickou vodivost vzduchu. Uvazujte, Ze velikost ndboje se méni jako

Q=Qoe ¢!
b

kde Qo je pocdtecni nédboj, ¢ je permitivita vzduchu a o je hledana vodivost.
Ndpovéda: Zavéste na tenké dlouhé vldkno maly kovovy predmét (napr. maticku).
Trenim nabijte brcko a preneste c¢ast naboje na predmét. Mél by se od brcka zacit
odpuzovat. Z jejich vzajemné vzdalenosti pak urcite soucin naboji a poté vodivost.
Jarda

se tak dlouho pokousel mérit ndboj, aZ celou dlohu predélal na meéreni vodivosti.

Uvod a teoreticky zéklad

Experiment lze namérit tak, jak je uvedeno v nidpovédé. Ve vztahu pro rychlost
vybijeni v zaddni neni zddna zavislost na tvaru predméti. Budeme proto déle
predpokladat, ze tvar ani poloha predmétti nehraji pti ztraté naboje zadnou roli.
Pouzijeme dvé maticky ze stavebnice Merkur, které privazeme na dlouhou nit. Tu
prehodime pfes tycku a maticky umistime do stejné vysky. Plastové brcko tfenim
o papirovy kapesnik nabijeme a dotykem s matickami preneseme ¢ast naboje na
né. Brcko mizeme nabit jesté jednou a polozime jej mezi obé maticky, které by
se nyni mély odpuzovat od sebe a od brcka, které jsme upevnili. Muze se stat, ze
se jedna z maticek elektristaticky ,,prilepi“ k brcéku, zatimco druhd maticka zacne
byt odpuzovana. Na nase méreni zavislosti ndboje na Case to ale nebude mit vliv,
protoze tvar predmétiu nehraje roli.

Ackoli postup vysvétleny v predchozim odstavci funguje, ve svém FeSeni jsme
nakonec pouzili pouze jednu zavésenou maticku (viz obrazek déle), kterou jsme
nechali se odpuzovat od brcka. To jsme umistili co nejblize pivodnimu mistu,
kde se maticka nachézela. Polohu maticky budeme fotoapardtem snimat po dobu
nékolika minut, béhem kterych dojde k samovolnému vybiti ndboji na brcku i na
maticce.

Nyni se zaméfime na geometrii experimentu a na to, jak diky ni ziskat informaci
0 naboji.

Protoze odchylka maticky od kolmice byla vzdy mald, muzeme uvazovat tg o ~
~sina ~ a a cosa &~ 1. Pak tedy a = d/I, kde [ je délka zévésu a d je prubéznd
vzdélenost stiedi maticky a brcéka.

Na maticku ptsobi odpuzujici elektrostaticka sila Fe, tthova sila Fg a tahova
sila zavésu T. V aproximaci malého ihlu « ptsobi F. vodorovné a vyrovna se se
slozkou tahové sily T'a, zatimco tihova se vyrovna s vertikalni slozkou T'cos v = T'.
7 jedné rovnice pak vyjadiime T' a dosadime do druhé, ¢imz dostaneme Fe = mga.

Nyni nastava potiz, jak vyjadrit elektrickou silu Fe. Nemtzeme zde jednoduse
pouzit Coulombuv zdkon, protoze neméame bodové zdroje naboje. Elektrickou silu
se pokusime spocist pomoci vztahu Fo = EQm, kde @Qm je ndboj na maticce a E je
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elektricka intenzita vyvoland ndbojem na brcku. Tu v zavislosti na vzdalenosti od
stfedu brcka odhadneme vztahem

A
T 2ned’
kde A je délkové4 hustota ndboje na bréku, kterou povazujeme za homogenni (lepsi

odhad nemdme). Bréko pfitom povazujeme za dlouhy tenky drét.
Z rovnosti sil tak muzeme vyjadrit zavislost mezi ndbojem a vzdélenosti d jako

2nemg

Qm d> = AQm .

mgoa = ——
2ned
Jestlize na zac¢dtku méfeni byl na maticce ndboj Qm, a na brcku nabojova
hustota \g, muZzeme pravou stranu rovnice zapsat jako

)\Qm _ )\Oefot/stoefot/s — )\onoeiht/E )

Zavislost vzajemné vzdalenosti d na case pak vyjadiime jako

[Ao@mo o
d— 0@ 0 —ot/e
2nemg
Vzdalenost by tak méla v case klesat exponencialné rychle.

Namérené hodnoty a zpracovani vysledkii

Vzdélenost jsme urcovali pomoci fotoaparatu, ktery jsme nechali na stdlém misté.
Ten kazdych 10s udélal snimek polohy maticky viuci bréku (viz obrézek nize).
Maticku jsme zavésili na dlouhé vldkno a zaznamenali si, kde je jeji stabilni poloha.
Nabili jsme brcko tfenim a dotekem s matickou jsme ¢ast ndboje prenesli. Maticka
se zacala od brcka odpuzovat. Brcko jsme umistili tak, aby bylo tésné vedle stabilni
polohy maticky, tedy aby po vybiti veskerého naboje bylo vlakno svislé a maticka
v puvodni stabilni poloze.

Hmotnost pouzité maticky je priblizné m = 0,4g a délka zdvésu cinila [ =
= 76 cm. Vzdalenost protéjsich rovnobéznych stran maticky je r = 0,6 cm.

V programu Geogebra jsme pak zmérili u kazdé fotografie vzdalenost stiedu
maticky a brcka. Tu jsme naméfili v relativnich jednotkach. Pomoci rozméru ma-
ticky v redlném svété a v relativnich jednotkach jsme jednoduse schopni prepocitat
vzdalenosti na fotografii na redlné centimetry pomoci trojclenky

d=—d,
T

kde r je rozmér maticky v centimetrech a ¢arkované veli¢iny jsou udavané v re-
lativnich jednotkach na fotografii. Relativni jednotka na fotografii byla zvolena
tak, aby byl prepocet trividlni, tedy ' = 0,6 j, coz odpovidalo jiz vySe zminénému
pruméru maticky r = 0,6 cm.

Byla provedena tfi (pouzitelnd) méfeni. V jistém okamziku pfiblizovani matic-
ky k brcku jsme vidéli zménu chovani — maticka se rychle priblizila k brcku a 7pri-
lepila” se k nému — zacala pusobit pfitazliva sila. Chybu jednotlivych vzdalenosti
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Obr. 17: Fotografie provadéni
experimentu.

Obr. 18: Nékres situace
s dtlezitymi prvky. Velikosti
veli¢in nejsou v méritku.

na fotce odhadneme na 0,1 cm, pro nizorné grafické zpracovani vsak v tabulce
udédvame hodnoty na tfi platné éislice. V grafu nevykreslujeme chybové tusecky,
protoze jejich hodnota by byla vSude stejna a navic jsme ji jen odhadli.

Vsechny tri zavislosti vyneseme do grafu a prolozime je exponencidlou. Pro
méfeni ¢islo 2 nebudeme zohlednovat posledni tii datové body, protoze zcela evi-
dentné se systém zacal chovat podle jinych zdkoni. V méfeni 2 a 3 madme méné
datovych bodu, protoze se maticka pritdhla k bréku diive nez pfi méreni 1.

V programu Gnuplot jsme zavislosti prolozili exponencidlou a zobrazili si jejich
rovnice ve tvaru

y = AePt. (35)
Koeficienty jsou urcéeny parametry podle rovnice @ Chyby téchto koeficienti jsou
téz vypocitané programem Gnuplot.

Pocitat prumér pro hodnotu parametru A nedava smysl, protoze tento parametr
zavisi na pocateénim néboji, ktery je pro kazdé méreni jiny. Naopak B by mélo
byt ve vSech pfipadech podobné a rovné zlomku —o/e. Vodivost vzduchu tak
dostaneme jako

0=—-Be=(32+04)-10""Sm™".

Dosadili jsme € = g9 = 8,85-10" 2 F-m ™!, nebot permitivita vzduchu je blizk4 per-
mitivité vakua a pii nasi presnosti méreni zpusobi toto zaokrouhleni zanedbatelnou
chybu.

Relativni chyba vodivosti o je zde stejnd, jako relativni chyba parametru B,
protoze obé tyto veli¢iny se lisi jen prendsobenim konstantou e, kterd ma chy-
bu faddové mensi a muzeme ji zanedbat. Chyba parametru B, v tabulce vyse ve
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Tab. 14: Zavislost vzdalenosti mezi matickou a brckem na case. Hodnoty jsou
uvedeny po prepoctu z relativnich jednotek. Pro nazornost poklesu je nechavame
zapsané na tri platné cislice.

t d d d
S cm cm cm
0 232 277 2,74
10 2,30 2,69 2,64
20 227 252 247
30 2,22 248 237
40 2,17 241 224
50 2,02 2,28 2,10
60 2,04 2,20 2,02
70 1,98 223 195
80 1,98 2,07 1,90
90 1,91 2,03 187
100 1,85 1,94 183
110 1,74 181 1,75
120 1,72 1,74 0
130 1,62 1,64 0
140 1,58 1,56 0
150 1,56 1,45 0
160 1,53 1,10 0
170 1,49 0,51 0
180 1,43 0 0
190 1,43 0 0
200 1,40 0 0

Tab. 15: Parametry fitovani. Symbolem A jsou oznaceny chyby prislusnych
velicin.

Parametr Méfreni 1 Méreni 2 Méreni 3 Pramér
A 238 290 270
cm
a4 2 10 3
cm
B -3 -3 -3 -3
= —2,7-10 —3,8-10 —4,3-10 —3,6-10
Aflf 01-107* 0,1-107° 02-100®  0,5-107°
S
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Obr. 19: Zavislost vzdéalenosti mezi matickou a brckem na case.

sloupecku s oznacenim Primeér je uréena jako smérodatné odchylka aritmetického
pruméru parametru B.

Diskuze

Samotny experiment byl pomérné obtizné proveditelny. Ne vzdy se totiz naboj
prenesl z brcka na maticku tak, jak jsme potfebovali, a k odpuzovani tak nedo-
glo. Casto se dokonce stévalo, Ze se matitka k bréku celou dobu pfitahovala. Jen
v nékolika mélo pripadech se experiment povedl tak, jak bylo zamysleno. Ovsem
i v prubéhu téchto méreni prevladly pritazlivé sily a maticka se na brcko nakonec
prilepila. Jakmile se totiz ndboj na ni ¢astecné vybil, vlivem elektrostatické in-
dukce se zbytek naboje preuspotradal. Jestlize bylo brcko a maticka nabity jednim
druhem naboje, tak se na matic¢ce na strané smérem k brcku indukoval ndboj opac-
ného znaménka. Ackoli jeho celkova velikost mohla byt mensi nez velikost nédboje
opacného znaménka na maticce, tak byl blize brcku, takze prevazila elektrostaticka
sila opacnym smérem.

Rozmeéry predmeétt hraji velkou roli pfi navrhovani vhodného modelu pro danou
situaci. Podle vztahu ze zadani na tvaru télesa nezavisi, nezname ovsem rozlozeni
naboje na télesu, velikost a ani plusobisté elektrostatické sily.

V pouzitém modelu jsme predpokladali, ze brcko je rovnomérné nabity dlou-
hy drat. Je ale velmi nepravdépodobné, ze bychom brcko nabili aspon priblizné
homogenné po jeho néjaké delsi ¢asti. Kousek naboje jsme navic hned prenesli na
maticku. Ta se v pribéhu experimentu nenachéazela prilis daleko od brcka, proto
nemuzeme zanedbat jeho valcovity tvar. Zaroven také brcko neni ,velmi dlouhé“
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v porovnani s méritkem experimentu a ziejmé bychom méli pocitat s jeho konec-

Podobny problém nastavd u maticky. V navrzeném modelu jsme ji povazovali
za bodovy naboj s polohou uprostied. Ani maticka ale nemé rozméry zanedbatelné
vici méritku experimentu, proto je tento model pomérné odvazny. Zaroven je vy-
robena z vodivého materidlu, takze se na ni ndboj mize preusporadéavat a pusobisté
elektrostatické sily tak méni svoji polohu.

Podle zadani tdlohy jsme méli proméfit zavislost vybijeni na ¢ase. Tuto for-
mulaci mizeme také brat tak, ze proméiime zavislost celkového naboje na case.
V ramci svého experimentu ovSem od sebe nejsme schopni oddélit jednotlivé ndbo-
je v soucinu @mA. Dle teorie v zadédni se ale oba ndboje vybiji stejné rychle, takze
zadani splnuje i zavislost /QmA na case. A protoze dle naseho modelu je v/QmA
primo tmérné vzddlenosti d, tak vynesenim d do grafu jsme vlastné vynesli i za-
vislost v/@mA na Case, pouze v jinych jednotkach.

7 namérenych hodnot tedy pozorujeme, Zze naboj, ktery zpusobime tfenim,
ztrati predméty v fadu jednotek minut. V bézném zivoté nas tedy tyto jevy vyrazné
nelimituji.

Porovnejme ndmi naméfenou hodnotu vodivosti vzduchu (3,240,4)-107** S-m~*
s piiklady uvedenymi na internetu. Anglickd wikipedie!d uvidi rozsah 1.10715 S:m~*
az 1-1072S-m~! pii pokojové teploté, velmi tedy zavisi na dalsich parametrech
vzduchu, napfiklad na vlhkosti. Ji]ndeE muZeme nalézt rozmezi 3 - 10715 S.m~*
az 8107 S-m~!. Nyni se ale jesté vratme k pfedchozi diskuzi naseho modelu a uvé-
domme si, Ze jsme predpokladali, e sila mezi brékem a matickou je tmérna d—*,
coz pravdépodobné neni pravda. Sila bude zdvisld na rozméru brcka, a i kdyz
tuto zavislost aproximujeme na daném rozsahu mocninnou funkci, bude hodno-
ta v exponentu pravdépodobné vyssi (v absolutni hodnoté, protoze pii koneénych
rozmérech se bréko chova alespori trochu vice jako bodovy zdroj). Velikost tohoto
exponentu se promitne do naméfené vodivosti pfimo imérné, tedy kolikrat bude
vétsi exponent, tolikrat bude vétsi vodivost.

Dalsi nepfesnost je zpusobena predpokladem a = d/L, ktery je pomérné ob-
tizné splnit, je potfeba pfesné umisténi brcka vici maticce. Také vibec definice
vzdélenosti d, na kterou elektrostatickd sila ptsobi, jako vzdalenosti stredu obou
téles nemusi byt spravnd, protoze v maticce se naboj muze volné pohybovat a ne-
miuzeme si byt jisti, Ze ptsobisté sily je presné ve stredu.

Pfes vSechny tyto nepresnosti vSak miizeme konstatovat, ze jsme vodivost vzdu-
chu uréili aspori rddové dobfe a mame predstavu, jak je velkd (nebo spiSe mald,
naméfili jsme néco o velikosti 1107 S-m™*, i kdy# samoziejmé zévisi na definici
jednotek). Také tedy uz vime, ze vzduch je izolant, protoze konduktivita je mala.

Zavér
Sestavili jsme experiment dle ndpovédy v zadani a promérili vzdalenost maticky
od brcka v zavislosti na case. Urceni naboje je pak podle zvoleného modelu imérné

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_resistivity_and_conductivity.
Hhttps://www.thoughtco.com/table-of-electrical-resistivity-conductivity-60849S.
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této vzdalenosti. Po prolozeni dat exponencidlou jsme urcili vodivost vzduchu za
normélnich podminek jako (3,24 0,4) - 107** S-m™*.

Uloha IV.E ... hodim si to

Méjme pres ty¢ omotané lano se zavazim o hmotnosti m na jednom svém konci.
Zmérte zavislost hmotnosti zatéze M na druhém konci potifebné k uvedeni lana
do pohybu na poc¢tu obtoceni lana kolem tyce.

Patrik premysli o riznych metoddch... viypoctu.

Teorie

Pro urceni koeficientu tfeni vyjdeme z tzv. Capstanovy rovnice, kterd popisuje
napéfovou silu F' na oblych povrsich

P’::Pbefw, (36)

kde ¢ je thel obtoceni lana, f znaci koeficient statického tfeni mezi lanem a za-
oblenym povrchem a Fy odpovidd pocatecni napétové sile. Odvozeni vztahu (B6)
naleznete ve starsi tloze lanot

V nasem pripadé bude Fy zprostfedkovand tihovou silou danou ptsobenim na-
geho zvoleného zavazi o hmotnosti m a F' bude tihova sila zdvazi M pro ruzné thly
obtoceni ¢. Pro vyslednou zavislost potifebujeme znit pouze hmotnosti zavazi po-
trebné pro uvedeni lana do pohybu

M(p) = me’®.

Meéreni

Pomucky K méfeni jsme pouzili zdvazi o hmotnosti m = (0,500 £ 0,001) kg,
plastové lano s primérem d = 2cm o celkové hmotnosti m’ = 25g a ocelovou
hrazdu do dveri o praiméru D = 10 cm.

Postup méreni Na jeden konec lana jsme upevnili zdvazi o hmotnosti m, na dru-
hy konec uchytili nAdobu na vodu o hmotnosti m” = (0,325+0,001) kg. Lano jsme
vzdy obtocili okolo hrazdy o pozadovany pocet otdcek a nésledné jsme do nadoby
postupné prilévali vodu, dokud se lano nezacalo samovolné pohybovat. Méteni by-
lo provedeno pro kazdou otocku jednou. Méfeni hmotnosti nddoby s vodou jsme
provadéli na kuchynské véize s presnosti na 1g, posledni méreni jsme kvili velké
hmotnosti provedli na osobni vize.

2https://fykos.org/_media/rocnik32/ulohy/pdf/uloha32_6_4.pdf
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Namérené hodnoty a zpracovani vysledki Naméfend data jsou uvedena
v Tab. [Lg. Data jsme nasledné vynesli do grafu na Obr. R a v softwaru gnuplot
prolozili rovnici ve tvaru

y(z) = AeP”, (37)
kde A = (0,58 4+ 0,05) kg a B = (0,379 £ 0,015) rad ™" jsou fitované parametry.
Nejistota uvedend u meéreni hmotnosti byla urcena z objemu prilité vody, kterd
odpovidala pravé tomu useku, kdy se lano zacalo tthou nddoby samovolné odmo-
tavat.
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Obr. 20: Graf zavislosti dhlu ¢ na hmotnosti m.

Tab. 16: Zavislost hmotnosti nutné k uvedeni lana do pohybu v zavislosti na thlu

obtoceni.
i m
rad kg

n | 0,86+ 0,04
3n | 1,90+0,10
5t | 3,40 £ 0,20
n | 8,40+0,20

Diskuse
7 prolozené rovnice (@) na Obr. @ vidime, ze jsme v rdmci nejistoty spravné
urcili puvodni zatéz M a zaroven i hledany koeficient tfeni f = (0.379 £ 0.015).
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Hmotnost lana m’ jsme mohli pfi vypoétech zanedbat vzhledem k relativné velké
hmotnosti zévazi M a faktu, Ze lano je z vétsi ¢asti namotané na tyci.

V experimentu jsme mérili exponencidlni zavislost. Vzhledem k jejimu priubéhu
je obvykle slozité namérit velky pocet hodnot, protoze pozadovand hmotnost pro
rozpohybovani lana roste exponencialné, a tudiz sila potifebnd k prekroceni treci
sily, muze byt i vyssi, nez je maximalni nosnost lana. Z grafu na Obr. R( vidime, Ze
pro namotani ¢ = 9nrad bychom vzhledem ke zkoumané zavislosti jiz pro rozpo-
hybovani lana potfebovali zavésit zdvazi o hmotnosti priblizné 20 kg, coz by bylo
pravdépodobné za hranici pevnosti pouzitého lana. Zaroven bude pfi jeho zatézi
dochézet k deformaci, to by vSak mélo mit minimdalni vliv na ndmi zkoumanou
zavislost, jelikoz si Cast omotand okolo hrazdy stéle zachovava svoji délku. Sta-
tistickd nejistota urceni jednotlivych datovych bodu by $la snizit zvysenim poctu
meérenych hodnot. Maximéalni mozny zkoumany pocet obto¢eni bychom mohli efek-
tivné navysit pouzitim leh¢tho zévazi, v tom pripadé bychom ale pravdépodobné
museli zapocitat i nenulovou hmotnost samého lana.

Pfi namotavani jsme nechévali maly volny prostor mezi jednotlivymi smyc-
kami lana, aby nedochdzelo ke vzdjemnému tfeni mezi jednotlivymi smyckami
lana. Samotny povrch tyce byl pokovovany, takze jeho koeficient tieni by byl pfi
translaénim pohybu relativné maly. Presnéjsich vysledku bychom dosahli pouzitim
siloméru, ¢imz bychom se vyhnuli nejistoté vzniklé pfi manipulaci s vodou.

Porovname-li rovnice (g) a (BY), muzeme formalné zanedbat jednotku u pa-
rametru fitu B a stanovit tak koeficient statického tfeni mezi lanem a_ty¢i jako
f =1(0,379 £0,015). Porovndnim hodnoty f s tabelovanymi hodnotami® mizeme
fici, e se nejvice bliz{ hodnoté koeficientu tfenf kombinace oceli a nylonu f' = 0,4,
ktery se pouziva pro vyrobu lan.

Zavér

Seznamili jsme se s jevem tfeni na zaoblenych povrsich a promérili zavislost hmot-
nosti zatéze M na druhém konci potiebné k uvedeni lana do pohybu na poctu
obtoceni lana kolem tyce. Naméfené hodnoty v Tab. [Lf jsme prolozili ocekavanou
zévislosti z Capstanovy rovnice

y(x) = Ae"* ) (38)

kde parametry spliuji A = (0,5840,05) kg a B = (0,37940,015) rad ~*. Formalnim
zanedbanim jednotky u parametru B jsme urcili koeficient statického tifeni mezi
lanem a tyéf jako f = (0,379 4 0,015), ktery dobfe odpovidd f' = 0,4 pro dvojici
povrchi nylon a ocel v ramci 20.

Uloha V.E ... mizici CD

Pomoci difrakce na mrizce urcete hustotu zdpisu dat na CD. Zkuste porovnat
vysledky s DVD. Kata md doma jesté stile spoustu CDcek. Pepa ji to zdvidi.

13 https://wuw.engineeringtoolbox.com/friction-coefficients-d_778.html
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Teorie
Jisté jste jiz nékdy slyseli, ze svétlo je elektromagnetické zareni a ze se tedy chova
jako vlna. Jednim z disledkt tohoto vlnového chovani je jev zvany difrakce.

Méjme koherentni zdroj svétla, v nasem pripadé laser, a posvitme jim na
tzv. optickou mfizku — tenkou folii, obsahujici periodicky se opakujici vrypy, umoz-
nujici svétlu snaze projit skrz. Vétsina zareni projde skrz beze zmény sméru, ale
cast se vlivem difrakce vychyli a kvili interferenci vytvoii na stinitku interferenc-
ni obrazec. Méli bychom vidét lichy pocet svételnych tecek, odborné nazyvanych
maxima, v pfimce, kde prostfedni tecka (hlavni maximum) je nejjasnéjsi — odpo-
vid4 pruchodu svétla bez interference. Symetricky vic¢i tomuto stiedu vidime dalsi
maxima.

Jejich polohu vypocteme s pomoci vzorceg

sin @, = % ,

kde 6; je dhel odchyleni k-tého maxima od sméru hlavniho maxima, A je vlnova
délka svétla a b je tzv. mrizkova konstanta uddvajici vzédjemnou vzdélenost vrypu.
Jelikoz sinus libovolného tthlu bude vzdy mensi nebo roven jedné, nemuzeme k volit
libovolné velké — dostaneme tedy konec¢ny pocet maxim.

Jelikoz pfimo nebudeme métit thel 0, ale vzdalenost k-tého maxima od hlav-
niho maxima, vypocitame tento thel z méfenych vzdélenosti jako

0, = arctg dL—k ,

kde di, je vzdélenost k-tého maxima od hlavniho maxima a L je vzddalenost stinitka
od difrakéni mfizky. Po dosazen{ dostaneme slozenou funkei sin(arctg(x)). Obecné,
pokud skldddme néjakou goniometrickou funkci s néjakou inverzni goniometrickou
funkci, jde tento zapis zjednodusit. V nasem piipadé lze odvodit nasledujici vztah

tgx tgx
sinx =tgrcosz = gl :gilz
cosx cos2 ¢
. tgx . tgx . tgx
sin2 z4cos? in2 t21:—0—1'
Jimmete ey Vi

MTento vzorec plati, pouze pokud dopadé paprsek laseru kolmo na difrakéni mifzku
15Pro piedstavu, typickd velikost b u optické mrizky jsou jednotky mikrometra.
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Dosazenim tohoto vztahu se dostaneme ke konecné podobé vzorce, ktery pou-
zijeme k vypoctu b

sinarctg — = FA
=5
d
T _ kA
b )
(%) +1

L 2
um,/u(a) .

Nakonec jesté néco mélo k tomu, proc¢ se CD a DVD chovaji jako difrakéni miiz-
ky. Na povrchu CD a DVD se pod ochrannou vrstvou nachdzi pravidelné uspota-
dané nerovnosti, ze kterych po precteni optickou mechanikou pocita¢ zrekonstuuje
ulozend data. A pravé diky témto pravidelnym nerovnostem se CD i DVD chova
jako optickd mtizka a je tedy mozné zjistit rozmeér téchto nerovnosti, tedy hustotu
zapisu informace.

Priibéh méreni

Nejprve jsme se pokusili oddélit od obou diski pruhlednou ochrannou ¢ast nesouci
informaci. Jelikoz se ndm to v pripadé CD nepodarilo, museli jsme zvolit dva rtizné
postupy méreni.

Meéreni DVD U DVDcka, u kterého se ndm povedlo pruhlednou ¢éast oddé-
lit, jsme postupovali nasledovné. DVD jsme pfrilepili ke hrané stolu a na plochu
stolu jsme polozili laserové ukazovatko. To svitilo zelenym svétlem priblizné o vl-
nové délce 532nm. Jelikoz nesvitilo pfimo rovné, bylo tfeba ho pomoci izolepy
dikladné prilepit, aby svitilo pofad do jednoho mista. Jako stinitko jsme pouzili
(78,5 £ 0,5) cm vzdalenou skiin. Kdyz jsme na ni posvitili, vidéli jsme interferenéni
obrazec popsany v teoretické casti. Celkem byla vidét 3 maxima, ale pouze dvé se
vesla na skiin. Bylo tfeba, aby laser svitil kolmo na plochu DVD. To jsme zajistili
tak, Ze jsme laser pripevnili ke kovovému priduchu na stole, coz mélo zajistit pro
nase potreby dostatecnou kolmost.

Po rozsviceni laseru jsme oznacili polohu vedlejstho maxima tuzkou a otocili
DVD, abychom nesvitili pofdd na stejné misto. Takto jsme postupovali celkem
desetkrat. Jelikoz jsme si laserové ukazovatko dobfe upevnili, stacilo hlavni ma-
ximum zakreslit pouze jednou, protoze se pokazdé nachazelo na stejném misté.
Nakonec jsme pomoci metru zmérili vzdalenost mezi vedlejsimi maximy a bodem,
kde se nachazelo hlavni maximum.

Meéreni CD  Jelikoz se ndm u CD nepovedlo oddélit ochrannou vrstvu, museli
jsme zvolit jiny postup. Laser jsme pripevnili vertikdlné tak, aby svitil co nejvice
kolmo na CD polozené na povrchu stolu. Opét spoléhdme na to, Ze geometrie
nabytku zajisti dostatecnou kolmost. Svazek na povrchu CD difraktuje, odrazi se
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a vytvori interferen¢ni obrazec na poli¢ce nachézejici se (99,0 + 0,5) cm nad CD.
Jelikoz mé CD mensi hustotu zapisu, bylo interferencnich maxim celkem 5 a byla
k sobé blize.

Béhem méreni jsme postupovali podobné jako u DVD. Pti kazdém méreni jsme
si tuzkou zaznamenali polohu prvniho a druhého maxima a otocili CD. Takto jsme
postupovali pétkrat — provedli jsme tedy deset méreni. Opét jsme pocitali s tim,
ze se poloha hlavniho maxima neméni. Vzdalenost vedlejSich maxim od hlavniho
maxima jsme opét mérili metrem.

Namérena data

Laserové ukazovatko vytvarelo rozbihavy svazek, ktery mél pti dopadu na stinitko
ptiblizné 0,5cm v praméru, proto jsou vzdalenosti d, uddavany s touto presnosti.
Zaroven si nemuzeme byt jﬁti, s jakou presnosti je uréena vinova délka laseru. Na
zakladé tdaju od vyrobce = odhadneme absolutni odchylku jako AX = 10 nm.

Hodnoty pro DVD Naméfena data jsme zapsali do tabulky E
Tab. 17: Zmérené vzdéalenosti 1. maxima d; u interference na DVD.

di
cm
82,0
81,0
81,5
83,0
83,0
81,0
81,0
81,5
78,0
77,5

Z

O © 00 O U Wi+

—_

Po vypoctu stfedni hodnoty a standardni odchylky zjistime vzdélenost di =
= (81,0 &+ 1,8) cm. Hodnotu m¥izkové konstanty pro DVD a jeji absolutni odchylku

10https://wuw.avetech.cz/data/original /vario/7F31EC60-D261-4801-B59E-DCFDIA32FD1E_
DB5CA8C0-F923-4E38-8E7A-DCDDFAE936A8 . pdf
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spocteme pomoci vzorce z konce teoretické ¢asti.

2
bovp = kA /1 + (£) ,
dy

_ dbpvp \* 5 dbpvp \* 2 dbpvp \* 5 _
AbDvD\/( ) axes (SER) A+ (SRR AL =

oA

2 2 4 2 2
— k2(1+<L)>A)\2+(k>\)2Lﬁ~Adf+(k)\)QL4~AL2,
dk 14 (L) dy 1+ (£)" 4

1 1

bovp = (741 + 16) nm.

Hodnoty pro CD Zde jsou hodnoty z druhého méreni zanesené do tabulky @
7 namérenych dat stejnym zpusobem ziskdme

Tab. 18: Zméfené vzdalenosti 1. maxima d; a 2. maxima d2 u interference na CD.

N7
cm cm
1| 38,5 106,5
2 38,5 107,0
3] 39,0 106,0
4 | 38,5 106,5
51 38,0 1055

di = (38,5 +0,4) cm,
ds = (106,2 +0,8) cm.

Tyto hodnoty dosadime do vzorci vyse, ¢imz ziskdme miizkovou konstantu
podle prvniho méfeni bcpi a miizkovou konstantu podle druhého métreni beps.

bep1 = (1468 £+ 31) nm,
bepz = (1455 + 28) nm .

Poznamenejme, ze podle teorie by obé hodnoty mély vyjit stejné, protoze miiz-
kova konstanta samoziejmé nezavisi na fadu maxima.
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Diskuse

Podle zdroju na in‘cernetuE je hustota zapisu na DVD bpyp = 740nm a hustota
zapisu na CD bcp = 1600nm. V prvnim pripadé spadd namérend hodnota do
chybového intervalu. V druhém sice nikoliv, ale rozdil neni prilis velky. I pfesto
jsme mérili s relativné nizkou chybou. Vysvétlenim miize byt fakt, Ze existuje vice
typta CD nosi¢ta: CD-ROM, CD-R, Audio CD, ...a kazdy z nich mize mit trochu
jinou hodnotu hustoty zapisu. Jedna se ale stale o stejnou technologii, takze lze
cekat, ze se tyto hodnoty nebudou radové prilis lisit.

Zaroven stoji za zminéni, ze jsme zmértili hustotu kruznicovych stop, do kterych
jsou vrypy usporadany. Hustota zapisu podél téchto stop je jesté vyssi a produko-
vala maxima, tentokrat jsou v kolmém sméru vici prvni sadé. Ta vsak byla daleko
od sebe a nemohli jsme je proto namérit.

Nejvétsim zdrojem chyby byla nase neschopnost pfesné urcit vinovou délku
laseru, coz bychom vyftesili pouzitim lepSiho napf. laboratorniho laseru. Dalsim
zdrojem chyby je naSe neschopnost pfesné stanovit polohu interferenénich maxim.
Maxima totiz nebyly jednozna¢né body, ale skvrny o velikosti 0,5 cm. Tento pro-
blém bychom mohli vyfesit pouzitim laseru s 1épe pripravenym svazkem.

Zavér
Zméfili jsme mi{zkovou konstantu piiéného zépisu na DVD bpyp = (741 &+ 16) nm.

Hodnota pro CD nosi¢ byla zméfena zvlast pro prvni a druhé maximum jako bcpi1 =
= (1468 £ 31) nm a bcpz = (1455 £ 28) nm.

Uloha VLE ... miniviny

Sestavte aparaturu, kterd bude schopnd mérit co nejmensi vinky na povrchu ka-
paliny. Nadobu si miizete sami urcit — miize to byt hrnek, ldhev ¢i néco jiného.
Aparaturu celou radné popiste a vyfotte. Urcete, jakou minim&lni amplitudu jste
schopni namérit. Karel se dival do blba... totiz psal dizertaci.

Uvod

Cilem tlohy je namérit co nejmensi viny na vodni hladiné. Potfebujeme tedy ziskat
co nejlepsi rozliseni s tim, Ze presnost pro nés neni tak rozhodujici. Zaroven po-
tfebujeme mérit pribézné, abychom zaznamenali postupné se snizujici amplitudu
vin. Nakonec musime urcit, kdy namérens data jesté odpovidaji vindam a kdy uz
meérime pouze Sum.

Postup 1: plovék

Meéreni Prvni metodou, kterou jsme pouzili, bylo primé méreni hladiny vody
pomoci zédznamu na video, kde byl pouzit maly plovak k lepsi vizualizaci drovné
hladiny. Jako nadoby byly pouzity sklenice a vétsi varnice na caj kvtli vyzkouseni
dvou ruznych rozméru. Jako plovék slouzila kulicka nového koteni. Cely proces

Thttps://www.nnin.org/sites/default/files/files/Karen_rama_TG_part2_0.pdf
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byl natacen na kameru mobilniho telefonu, video pak bylo zpracovano v programu
Tracker. K pozorovani byl pouzit jeden bod na spodni strané ploviku a jeden
z bodu jeho kontaktu s hladinou, protoze stired plovaku byl tézko identifikovatelny.
Ukézku ze zpracovani videa muzete vidét na obrazku R1l.

Soubor_Upram Voo Sidovan S o S Zahea N T
B[ B e om0 e A A A8 K Y
v u

[ 1000k e

Obr. 21: Ukézka ze zpracovani dat méreni pomoci plovaku.

Vyvoj polohy sledovanych bodu v zavislosti na ¢ase pro obé nadoby je zakreslen
na nasledujicich grafech p2.

U obou néddob a obou bodt méfeni dokdzeme rozeznat nejmensi amplitudy
fadové 0,2 mm. Pro kontrolu jsme si navic v programu Tracker zmérili vzdélenost
20 pixelu, odkud jsme uré¢ili vzdalenost stfedu dvou sousednich pixelid priblizné
jako 0,2mm, tedy stejné jako namérend amplituda.

Diskuze Z poméru namérené amplitudy a teoretické meze presnosti jako vzdale-
nosti dvou pixelu vidime, Ze jsme se dostali na technickou hranici takto sestavené
aparatury, protoze urcovani vychylek polohy plovaku s vyssi presnosti nez jeden
pixel na zdznamu je velmi problematické. Z obrazku R2 muzeme vidét, Ze pro kon-
vici byly namérené polohy spodku ploviaku v protifazi s polohami bodu u hladiny,
coz znaci, ze plovak mél prilis velkou setrvac¢nost a nestihal se zménam prizpusobit.
U sklenice diky jiné frekvenci vinéni tento problém nenastava, avSak tento jev ndm
naznacuje, ze i takto maly plovik muze vinéni nezanedbatelné ovliviiovat. Vyssi
presnosti bychom mohli dosdhnout snimanim mensiho prostoru, kdy by jeden pixel
zobrazoval mensi skutecnou vzdalenost.

Postup 2: odrazy laseru

Teorie Druhd metoda spocivala ve vyuziti zdkonu odrazu paprsku laseru od
vodni hladiny. V tomto méreni posvitime na hladinu vody laserem pod malym
dhlem od kolmice a pozorujeme pohyb odrazu na vzdaleném stinitku (napf. na
stropé). Kdyz se hladina vody vychyli o thel ¢, bude zména thlu odrazeného
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e spodek plovaku
7175 — bod u hladiny (posunuté)
—c spodek plovaku
64 — bod u hladiny ~7.200
=7.225
—6.6
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Obr. 22: Zavislost vychylky na ¢ase v obou nddobéach, méfeni pomoci ploviku.
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paprsku 2¢p. Pokud oznac¢ime vzdalenost hladiny od stropu jako h a vychylku od
rovnovéhy polohy odrazu paprsku jako x, muZzeme psat pro malé thly

x
20 = tg2p = e
Nevyhodou tohoto méreni je, ze mérime thel ndklonu, a ne pfimo amplitudu,
kterou musime z thlu odhadnout.

Pro odhad amplitudy se tedy nejprve detailnéji podivame na vinéni vody v na-
dobé. Jelikoz je ndadoba prostorové omezend, bude u vyvolané viny dochazet k opa-
kovanym odrazum o stény, az po néjaké dobé vznikne stojaté vinéni, jehoz para-
metry se pokusime odhadnout. Stojaté vlnéni nemize mit libovolnou frekvenci a
vlnovou délku, ale jeho parametry zavisi na rozmérech nadoby a takzvaném mé-
du, coz je zjednodusené pocet vin, které se do prostoru (nddoby) vejdou. Jak dale
vime, vlnéni je tlumené, coz je zpusobeno zejména viskozitou vody. Tlumeni neni
stejné silné pro vSechny médy, ale vyssi médy jsou utlumeny rychleji. Pro nas od-
had amplitudy tedy budeme pocitat pouze zakladni méd, pricemz sklenici budeme
povazovat za rezonator s volnymi konci, jelikoz hladina u stén se také vini. Pak
budeme v nejjednodussim pripadé uvazovat vlnu s vlnovou délkou rovnou dvoj-
nésobku pruméru sklenice d. Tvar vilny v zavislosti na soutadnici = a ¢ase t pak
muzeme popsat rovnici

A(z,t) = Ao sin<27t (; - %)) ,

kde T je perioda a A vlnova délka. Sklon hladiny ¢, respektive tangens tohoto thlu
dostaneme derivaci podle souradnice x

tggo—AOQT[cos(Qn(x t))
D) X T))

Pokud budeme hledat maximum této funkce, polozime kosinus rovny 1, tedy ma-
ximélni amplitudu dostaneme jako

_AoQTt_AoTE
X d

tgp

Pokud budeme opét povazovat aproximaci malych dhli a vlnovou délku rovnou

dvojnésobku prumeéru sklenice (tedy maximalni kmity uprostied), mizeme polozit

tangens thlu rovny dhlu v radidnech, tedy muzeme psat
x _ Agrn zd

=4 Ao =

= d oh (39)

¢imz méame odhadnutou maximalni amplitudu, kterou mize mit ndmi mérend vina
zpusobujici vychylku paprsku o z.
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(a) Pouzita aparatura (b) Ukézka naméfenych dat

Obr. 23: Méfeni pomoci odrazu laserového paprsku.

Postup a vysledky V nasem méreni jsme pouzili Cervené laserové ukazovétko,
které jsme na stole upevnili v drzaku a svitili jim na hladinu sklenice vody umisténé
na zemi. Jako stinitko jsme pouzili strop mistnosti, na ktery jsme lepici paskou
upevnili metr. Oblast kolem rovnovazné polohy odrazu jsme pak snimali kamerou
na mobilu. Aparatura je zobrazena na obrazku , ukézka odrazu pouzitého ke
zpracovani pak na obrazku D3H.

Namérené polohy odrazu pak byly zpracovany v programu Tracker, ktery byl
zkalibrovan pomoci zobrazeného metru. Ostatni parametry aparatury byly namé-
feny pasmem nebo posuvnym méfitkem a jsou uvedeny v tabulce E, nejistoty
meéreni byly urceny jako polovina nejmensiho dilku, v pripadé vysky h pak soucet
nejistoty méreni vysky mistnosti 0,5 cm a nejistoty méreni polohy hladiny, kterou
jsme z davodu kapildrnich jevi u stény nddoby odhadli na 1 mm.

Tab. 19: Parametry méfeni laserem.

| sklenice konvice
L 7994005 143401
cm
i 2654+ 0,6 272,9+0,6
cm
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Meérteni bylo opét provadéno se dvéma nadobami, z nichz kazda méla jiny polo-
meér a jinou vysku hladiny, tudiz byla jina vyska h od hladiny ke stropu. Z métreni
v Trackeru byly urceny souradnice poloh odrazu na jednotlivych snimcich a rovno-
vazné poloha urcena jako jejich prumér. Na obrazku R4 jsou zakresleny vychylky
od rovnovahy v obou souradnicich pro obé nadoby.

vichylka [cm)
vychylka [cm]

18 1 20 21 2 23 2 25 22 23 2 25

2
tis) tls)

(a) Sklenice (b) Sklenice — detail

vichylka [em]

vichylka [em]
|

2 2 26 18 20 24 26

18 20 2
tisl tis]

(c) Konvice (d) Konvice — detail

Obr. 24: Zavislost vychylky laserového odrazu na case v obou rozmérech.

7 grafu vidime, Ze u sklenice mizeme dobfe identifikovat viny do amplitudy
0,2 cm, zatimco pro konvici jen do 0,5 cm. Pro mensi amplitudy jsme pak pfi zpra-
covani dat pozorovali, Zze zména polohy odrazu laseru je sice poznatelnd, ale Spatné
se urcuje stfed odrazu, jelikoz odraz laseru ma na stinitku rozmeér témér pul cen-
timetru. Proto jsme se rozhodli pouzit k dalsimu zpracovani program Python, do
kterého jsme nacetli jednotlivé snimky videa. V téch jsme v cerveném kandlu spo-
a tyto hodnoty pouzili jako polohy odrazu. Zavislost polohy odrazu na case je vy-
kreslena v grafech na obrazku RY. Jelikoz zde jiz nefungovala kalibrace z Trackeru,
jsou hodnoty vychylek uvedeny v pixelech a pro prepocet jsme pouzili novou kalib-
raci ur¢enou z poloh krajnich bodt metru. Z této kalibrace vyplyva, Ze jeden pixel
odpovida 0,58 mm pro méreni se sklenici a 0,39 mm pro méteni s varnici. Jelikoz je
nejistota urceni obou krajnich bodu +1 px a vzdalenost téchto bodd odpovidé de-
sitkdm pixeltl, je nejistota kalibrace mensi nez 1%, a tudiz viuci ostatnim chybam
zanedbatelna.

Zde jiz dokazeme pro méreni se sklenici identifikovat viny o amplitudé 0,5 px =
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Obr. 25: Detailni graf vychylek urcenych pomoci zpracovani v Pythonu.

= 0,29 mm a pro méfeni s konvici viny o amplitudé 1 px = 0,39 mm. Ve skutecnos-
ti jsou ndmi naméfené viny v/2-krat vétsi, protoze amplituda mé danou velikost
ve dvou na sebe kolmych smérech, pro sklenici tedy mame x = 0,41 mm a pro
varnici x = 0,55 mm. Vzhledem k nepfesnosti urceni amplitudy odhadujeme ne-
jistotu méreni na 10 %, jednd se tedy spise o fadovy odhad, coZ ndm ale v tomto
pripadé prili§ nevadi. Po dosazeni do vzorce (BY) dostaneme amplitudu vlny pro
méfeni ve sklenici Ag = (1,8 +0,1) um a pro méfeni na hladiné v konvici Ag =
= (4,6 £0,5) um.

Diskuze S touto metodou jsme se dostali na Fadoveé vyssi presnost, a to na iden-
tifikaci vln o amplitudach v fddu mikrometri. Tato metoda vsak ve své podstaté
méri thel nédklonu hladiny, ze kterého je amplituda jen odhadnuta s predpokla-
dem stojatého vlnéni o dané vlnové délce a namiteni laseru do jeho uzlu (tj. bodu
s nejvétsimi sklony). Presnost urceni velikosti amplitudy je tak omezend (jednd se
spiSe o fddovy odhad), avSak z tohoto méfeni muzeme s velkou jistotou Fici, zda
se hladina vIni ¢i nikoli. Hlavnimi problémy tohoto méteni je nedokonalost lase-
rového paprsku, ktery neni piesné bodovy, a jeho divergence (neboli rozbihani),
kvuli které mé stopa na stinitku pramér priblizné pul centimetru. Ke zlepseni cit-
livosti méreni by tak bylo potieba pouzit kvalitnéjsi laser s mensi stopou. Dalsimi
nejistotami méreni jsou nepresné kalibrace méfeni vychylky odrazu laseru, at uz
nepresnym urcéenim na fotografii nebo samotnym nedokonalym ptipevnénim met-
ru na strop, ktery byl mirné prohnuty. Déle v tomto méfeni zanedbavame zménu
vzdéalenosti hladiny od stinitka, ktera je vzhledem k velikosti amplitudy viny velmi
mala.

V této Casti jsme vinu povazovali za jednorozmérnou a zanedbali tak kruhovy
tvar sklenice. Pro jeho zapocteni bychom museli fesit vinovou rovnici na kruhovém
prostoru, coz by vedlo na Besselovy funkce s mnoha riznymi moédy. Vzhledem
k tomu, ze jejich popis je slozity, vzniklé rovnice je nutné resit numericky a vysledky
se lisi od aproximace rovinné vlny jen o nékolik procent, pouzili jsme zde pouze
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priblizny postup, ktery pro nas radovy odhad staci. Zajemce o presny popis vinéni
na vodni hladiné odkazujeme na bakalarskou praci zabyvajici se timto tématemt

Diskuze

Obé méfeni vln spocivala v co nejpresnéjSim pozorovani obrazu na videu, at uz
se jednalo o plovdk v prvnim piipadé, nebo o odraz laseru v druhém pripadé.
Presnost méreni by se tedy dala u obou moznosti zvysit pouzitim kamery s vyssim
prostorovym i ¢asovym rozliSenim, nebo snimanim mensi ¢asti prostoru. V pripadé
laseru bychom pak mohli promitat jeho odraz pfimo na ¢ip kamery, avSsak museli
bychom pouzit vhodné filtry, aby nedoslo k jeho poniceni. I s pouzitim bézného
telefonu jsme se vsak dostali na zlomky milimetru v pfimém méfeni a na jednotky
mikrometri v méreni pomoci laserového paprsku, coz je velmi dobra presnost.

U obou méreni nam $lo predevsim o fddovy odhad moznosti pouzité aparatu-
ry spiSe nez o presné zméreni dané vlny, proto jednotlivda méfeni amplitud maji
nejistotu desitky procent. Pokud bychom chtéli dosahovat jesté vyssich presnosti,
nabizelo by se pouziti interferometru, ktery by ndm umoznoval métit s presnosti
srovnatelnou s vlnovou délkou pouzitého svétla, tedy rddové stovky nanometru.
Konstrukece interferometru by vsak vyzadovala specidlni pomicky a velmi dobré
vyladéni aparatury.

Zavér

Pouzili jsme dvé metody k méfeni amplitudy vin na vodni hladiné. Pfi pfimém
méfeni amplitudy pomoci zdznamu na kameru jsme byli schopni naméfit viny
o amplitudé pfiblizné 0,2 mm, pri méfeni pomoci odrazu laseru od vodni hladiny
jsme se dostali az k vlndm o amplitudé (1,8 £0,1) ym v pfipadé méfeni ve skle-
nici a (4,6 +0,5) ym v piipadé méfeni v konvici na ¢aj. Méfen{ pomoci odrazu
laserového paprsku nam tedy dovolilo mérit az stokrat mensi viny.

8https://is.muni.cz/th/mqi9u/Peckova_Vlny_na_vodni_hladine.pdf
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O kvantové chemii

Kapitola 1: Hledame kvanta

Letos se v seridlu podivdme na kvantovou fyziku. Zaméfime se na to, co muzeme
zjistit o svété kolem nés. Detaily matematického formalismu, kterymi se uc¢ebnice
kvantové fyziky zabyvaji obvykle, odsuneme do pozadi. Zatim bych nerad prozra-
zoval prili§ mnoho, proto se nechte prekvapit!

Dneska si povime néco o jejich zékladech a jejim vzniku — kvantové fyzika
nespadla z nebe, ale samoziejmé vychazi z pozorovani svéta okolo nas. Bylo by
fér, abychom se dnes podivali a vysvétlili si (nékteré) experimenty, které vedly
ke vzniku kvantové mechaniky tak, jak se pouziva dnes.

Historicky uvod do vzniku kvantové mechaniky

Psal se konec 19. stoleti, kdyz se zdalo, ze jsou znamy veskeré fyzikalni zdkony
a fyzici tehdejsi doby maji v rukou teorii popisujici veskeré fyzikalni interakce
ve vesmiru. Tento dojem krasné shrnuje dnes jiz legendarni citat:

Ve fyzice uz neni nic, co by se jesté dalo objevit. Zbyva jen stéle
presnéjsi a presnéjsi méreni
Casto je pripisovan Lordu Kelvinovi, prestoze podle vieho se zd4, Ze jej nikdy
nevyslovil.

Tehdy jesté nikdo netusil, jak moc je toto tvrzeni mylné. Néjaké ndznaky uka-
zujici na neuplnost tehdejsi fyziky, kterou dnes oznacujeme jako klasickou teorii,
samoziejmé byly znamé uz v tehdejsi dobé. Napriklad podle klasické teorie by mé-
ly atomy interagovat se vSemi barvami svétla stejné. Experimenty ale ukazovaly,
ze kazdy atom preferuje své oblibené barvy, zatimco jinych si ani nevsimne. Déle
bylo pro vysvétleni nékterych experimentt nutné zavést myslenku éteru, ktery ale
nikdo nikdy nevidél (a pozdéji se ukdzal jako nadbyteény).

O néco pozdéji, na zacatku 20. stoleti, fyzici zacali tyto nesoulady zkoumat
a pretavili je ve velikou rdnu klasickému pohledu na svét. Vznikly totiz dvé nové
teorie, které zdsadnim zptisobem zménily tehdejsi chapani svéta. Trosku prekvapivé
u zrodu obou stal jeden a ten samy pan, o kterém jste nejspis jiz nékdy slyseli. . .
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Jedna z téchto teorii ukazala, ze pojem prostoru a casu neni tplné tak rigidni
a univerzalni, jak se do té doby soudilo. Dnes je znama jako teorie relativity.
V tomto seridlu se ale budeme spise zajimat o tu druhou, kvantovou teorii. Podle ni
se prilis malé ¢astice vibec nechovaji tak jako bézné objekty, které zname ze svéta
okolo nés, tedy podle zékont, které formuloval jeden jablkem do hlavy prastény
génius o néco vice nez 2 stoleti predtim. Jejich chovani je naopak podle naseho
vniméni velmi podivné a jesté podivnéjsi, ale to jiz trochu predbihdme.

Pojdme se ale vratit k nesrovnalostem experimentélni fyziky a klasické teorie.
Jiz v 19. stoleti se védélo, ze télesa, kterd maji nenulovou teplotu, vyzatuji elektro-
magnetické zareni. Spektrum takového télesa se méni s jeho teplotou. Pro teploty
bézné kolem néas toto zareni lezi zejména v infracervené oblasti. Nase lidské oci
ho proto nevidi, narozdil tfeba od hadu nebo jiné havéti. Pokud chceme, aby pied-
mét svitil i ve viditelném spektru, staci se ho zahiat na teploty fadove tisict stupnu
(rozzhavit do ruda, ptipadné do béla).

Se zavadénim tspornych zarovek je tento problém docela aktudlni. Vyrobci
primo na obalech uvadéji teplotu svétla, aniz by takové teploty zarovky skutecné
dosahovaly, proto se astronomicky vysokych teplot nemusime bat. Misto toho je
na obalu uvedena teplota ¢erného télesa, jehoz spektrum by nam pfislo stejné jako
spektrum daného zdroje svétla uvnitt obalu. A to i pfesto, ze napriklad zarivky ne-
bo mnohé LED zdroje tvori bilé svétlo jen z par konkrétnich vinovych délek, oproti
relativné rovnomérnému rozlozeni ¢erného télesa. Paradoxné zdroje oznacované ja-
ko teplé maji nejnizsi teplotu, protoze maji tendenci byt zabarveny do ¢ervena, coz
je vnimano jako tepld barva. (Mozné, kdyby ohen v krbu mél 10000 °C, bylo by
tomu jinak.)

Vratme se ale k absolutné ¢cernému télesu a pojdme ho nadéle zahtivat. Zacneme
si hrat s plazmatem o teploté miliénu stupnu (nedoporucuji!) a mame zase smulu.
Nase oko ani v tomto ptripadé zareni neuvidi, protoze vyzarované svétlo nam utece
do ultrafialové c¢asti spektra. Lidé pracujici na tokamaku by vAm mohli vypraveét,
7e ty jasné zarici oblasti v ném jsou trochu paradoxné pravé ty nejstudenéjsi.

Kazdopadné, spektrum zareni absolutné cerného télesa bylo presné zmérené
dévno pred 20. stoletim. Zaroven z termodynamiky a predevsim statistické fyziky,
obort prekotné se rozvijejicich na konci 19. stoleti, se povedlo odvodit Rayleightiv-
Jeansuv zdkon, ktery dava velice presné predpovédi pro dlouhé vinové délky. Bo-
huzel diverguje pro opa¢nou ¢ést spektra (kratké vlnové délky) a predpovida ne-
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kone¢nou vyzafovanou energii v ultrafialové oblasti. Asi nemusim zduraznovat,
ze takovy vysledek je silné problematicky, také by se dal oznacit za nefyzikalni.
Pro kratké vlnové délky byl naopak zndm empiricky Wienav vzorec, ktery je ale
pro zménu nepouzitelny pro dlouhé vinové délky.

Perfektni shodu mezi teoretickou predpovédi a experimentilné zmérenym zare-
nim absolutné ¢erného télesa dostal poprvé v roce 1901 némecky fyzik Max Planck.
Do té doby nevidanou univerzdlnost predpovédi ziskal zavedenim tplné jednodu-
chého predpokladu. Téleso v jeho praci nemuze energii zadfenim vydavat libovolné,
ale musi tak ¢init v baliccich o presné dané velikosti imérné frekvenci zareni. Ba-
lickim se pozdéji zacalo fikat kvanta a daly nazev celému oboru, ktery se okolo
této myslenky pozdéji zacal rozvijet. Navic nebyl problém urcit ze zndmého spek-
tra konstantu této imérnosti h ve vztahu E = hv. Tato konstanta od té doby nese
Planckovo jméno a asi vas neptekvapi, ze se s ni jeSté mnohokrat setkdme. Bohuzel
Planck ale nemél spravnou fyzikalni intuici, a cely koncept kvant povazoval vice
za matematicky trik nez za novou fundamentalni zménu v chapéni fyziky.

Tuto chybu ale vzapéti napravil jiz v ivodu (implicitné) zminovany Albert Ein-
stein, ktery pouzil stejny ,trik*, aby v roce 1905 vysvétlil fotoefekt. Kdyz do kovu
svitime ultrafialovym svétlem, za¢neme z néj vyrazet elektrony. Jakmile ale frek-
venci zareni snizime pod néjakou mez, najednou elektrony vylétavat prestanou,
i kdybychom zvysovali intenzitu nizkofrekvencéniho svétla sebevic. V takovém pii-
padé bychom dfive kov roztavili, nez bychom z néj vyrazili elektrony (ve skuteé-
nosti pti teploté kolem 1000 °C dochézi k termoemisi, ale to nenf ptilis podstatné).
Zavislost fotoefektu na frekvenci svétla a nezavislost na intenzité svétla je vel-
mi neintuitivni. I Einstein dokézal z experimentalnich dat presné urcit konstantu
umérnosti mezi frekvenci zéreni a energii ,,balicku“ a (pro nds uz neprilis) prekva-
pivé obdrzel presné stejnou hodnotu jako Planck!

Einstein ale narozdil od Plancka spravné usoudil, Zze to nemize byt ndhoda,
a tak povysil tento matematicky trik na fundamentalni fyzikalni zékon. Svétlo se
vzdy musi $itit v kvantech o presné dané energii. Energie nemize byt libovolna, ale
je dand soucinem frekvence zareni a Planckovy konstanty. Zaroven zavedl dodnes
pouzivané oznaceni pro tato kvanta, fotony. Vzkiisil tak teorii o Casticové povaze
svétla, kterd v té dobé byla povazovana za prekonanou.

Viceméné soubézné s tim probihala snaha vysvétlit strukturu atomi a molekul,
kterd se vyznacovala vytvarenim teoretickych modelt, které byly vzapéti vyvrace-
ny novymi experimentalnimi daty. Z pocatku to byly spise dohady — John Dalton
na zacatku 19. stoleti je povazoval za tuhé koule, pozdéji naopak zminény Lord
Kelvin ocekéval, ze jsou to viry v éteru. Prvni experimentem podlozeny model pii-
Sel po roce 1897, kdy J. J. Thompson objevil elektrony. Definitivné tedy prokazal,
ze atom mé néjakou vnitini strukturu, na coz navazal v roce 1904 svym pudin-
kovym modelem atomu. Atom si predstavoval tak, ze zdporné nabité elektrony
plavou v rovnomérné rozprostieném kladném naboji.

V letech 1908-1913 provadél Ernest Rutherford se svymi spolupracovniky ex-
perimenty s rozptylem alfa Cdstic na tenké zlaté folii. Zjistil, ze Cast Castic se
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Obr. 26: Rozlozeni vyzarovaného vykonu absolutné ¢erného télesa podle vinové
délky, jak jej pfedpovidali ti teorie zminované v textu. VSimnéme si, ze prestoze
Rayleightiv-Jeanstuv vzorec vypada velmi odlisné od toho Planckova, pro velmi
dlouhé vinové délky davaji podobny vysledek. A naopak Wienuv vzorec
pro dlouhé vlnové délky zacne predpovidat nizsi vyzarovany vykon. Prestoze se
tento rozdil muze zdat maly, celkovy vykon vyzafovany pres vSechny vinové délky
(plocha pod kiivkou) je asi o 8% mensi, ale pordd je to lepsi predpovéd nez
Rayleighova-Jeansova.
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rozptyluje a velmi vyznamné pfitom zméni smér, nékteré se dokonce odrazily zpét
do sméru, ze kterého priletély. To je neslucitelné s Thompsonovym modelem, pro-
toze v rozprostreném naboji ,,pudinku® by se nabité ¢astice rozptylovaly naprosto
minimdalné. Rutherford vysledky (spréavné!) interpretoval tak, ze veskery kladny
naboj a hmotnost v atomu jsou koncentrovany v jadre, které je témér bodové. Tak
vznikl Rutherforduv planetarni model atomu, kde kolem tézkého, témétr bodového
a kladné nabitého jadra obihaji lehké elektrony. Energie elektront v takovém mo-
delu musi nutné zalezet na poloméru drahy daného elektronu. Jednim z nejvétsich
problémii tohoto modelu bylo, ze podle zakonu klasické elektrodynamiky nemohl
byt stabilni. Elektron obihajici kolem jadra se chové jako miniaturni anténa, kte-
ra vysila elektromagnetické zareni. Ze systému by takové zareni odnéselo energii,
coz by mélo vést k tomu, ze elektron béhem zlomku vteriny spadne do jadra.

Tento drobny nedostatek vyresil Niels Bohr zdanlivé jednoduchym predpokla-
dem, ze se elektrony nemohou v atomech pohybovat po libovolnych drahach, ale
jen po specifickych orbitdch. Elektrony sice mohou libovolné mezi orbitami pte-
skakovat, popripadé se od jadra tplné odpoutat. Tim zaroven vysvétlil tiplné jiny
jev, ktery jsme zatim nezminovali. Atomy totiZ nevyzafuji zafeni spojité, ale jen
na konkrétnich vlnovych délkéch - spektrilnich carach.

Jiz na pocatku 19. stoleti si Joseph von Fraunhofer (jakoZz i pfed nim Wil-
liam Hyde Wollaston) v8imli, ze kdyz pomoci hranolu (nebo Fraunhofer pomoci
difrakéni miizky, kterou sdm vymyslel) rozlozi slunecni svétlo na jednotlivé barvy,
ve vysledném spektru barev jsou cerné carky. Ty se interpretuji tak, ze dané vlnové
délky ve spektru chybi. Zanedlouho poté byl velmi podobny jev objeven i u prvku
zde na Zemi. Atomy pri zahtati vyzaruji na pfesné danych vlnovych délkach. Védci
nelenili a velmi rychle vznikla empirickd pravidla popisujici chovani spektrdlnich
¢ar, jakoz i byly zméfeny vinové délky car tehdy zndmych prvka. Vyvrcholeni pfi-
slo v roce 1868, kdy Norman Lockyer nasel ve slunecnim spektru spektralni ¢aru,
kterd neodpovidala zddnému dosud zndmému prvku. Nezndmy prvek, helium, byl
0 20 let pozdéji objeven a izolovan i na Zemi.

Pro nas pribéh je ale zajimavé hlavné to uplné nejjednodussi spektrum, a to kon-
krétné spektrum atomu vodiku. Vodik ma jen jeden elektron, a tak jeho spektrum
nemize byt ovlivnéno interakci mezi vice elektrony, kterd zasadnim zpusobem
ovliviiuje polohy spektralnich car. Pravé u takového spektra si Johann Jakob Bal-
mer, ktery byl trochu posedly numerologii, v§iml, Ze vinové délky spektralnich car
vodiku lze vyjadrit vcelku jednoduchym vztahem, ktery pak Johannes Rydberg

zobecnil na
1 1 1
iy S
A (n% n%) ’

kde R je Rydbergova konstanta a n1,n2 jsou libovolnd prirozena cisla.

Kdyz se ted vratime zpét k Bohrovu modelu atomu, zjistime, ze pfirozenym
zpusobem zahrnuje i tyto spektralni ¢ary. Rozdily mezi energiemi Bohrovych orbit
by v takovém modelu odpovidaly spektralnim caram daného atomu. Zaroven je

sy

nemiize spadnout do jadra.
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Pokud pouzijeme Rydbergtv vztah na spektrum atomu vodiku, zjistime, ze od-
povida preskokiim mezi hladinami o energiich danych vztahem hnCZR, kde n je cislo
hladiny. Z toho Bohr vyvodil, ze podobné jako kvanta svétla u Einsteina a Plancka
predtim, i v tomto pripadé mame kvantovanou veli¢inu. Tou je tentokrat moment
hybnosti elektronu, ktery na povolenych drahach nabyva celo¢iselného nésobku
h = 2% Ac¢ je Bohruv model v podstaté pravdivy, stdle nedokdze vysvétlit, proc¢
toto kvantovani vznika.

V roce 1924 prisel Louis de Broglie ve své dizerta¢ni praci s revolu¢ni myslenkou.
Pokud se svétlo chova v nékterych pripadech jako vinéni a v jinych pripadech jako
¢astice, pro¢ by se nemohly entity doposud povazované isté za Castice (napriklad
elektrony) chovat v nékterych pfipadech jako vlna? Ze vztahti pro hybnost a energii
fotonu o konkrétni vinové délce odvodil, ze vinova délka elektronu o hybnosti p by

meéla byt

A=—.
p
Zaroven ucinil pozorovani, ze podminka kvantovini momentu hybnosti v Bohrové
modelu odpovidad tomu, ze na kruhovou orbitu se vejde pravé celoc¢iselny pocet vin
(ve chvili, kdy o elektronu v tomto piipadé uvazoval jako o vlné). Cast védecké
komunity ale byla k této myslence silné skeptickd. Dokonce se traduje (spiSe ale
nepodlozend) historka, ze kdyby se za jeho dizertaci predtim nepostavil sém Ein-
stein, de Broglie by svoji praci neobhajil. Na druhou stranu jiny nositel Nobelovy
ceny, Max von Laue, o této teorii pry prohlésil: ,,Pokud se toto ukaze byt pravdivé,
prestanu se vénovat fyzice (Asi tusite jak to dopadlo: Poté, co se de Broglieho hy-
potéza potvrdila experimentalné, obdrzel roku 1929 Nobelovu cenu a Max von Laue
se vénoval fyzice az do své smrti v roce 1960. Paradoxné experiment, ktery ukazal,
ze de Broglie mél pravdu, byl velice podobny tomu, za ktery obdrzel Nobelovu
cenu Laue.)

Okolo roku 1925 zacal Werner Heisenberg formulovat rigorézni teorii kvanto-
vanych elektronit pomoci nasobeni nekomutujicich matic, ale protoze je dost kom-
plikovana na pochopeni, tak se s dovolenim preneseme az do roku 1926. To Erwin
Schrodinger, vychazejici z de Broglieho ideje, formuloval rovnici, ktera jako feseni
pro pohyb volného elektronu davé pravé de Broglieovy rovinné viny. K vSeobecné-
mu ptijeti této rovnice ale vedlo az to, zZe jeji feSeni pro atom vodiku, tedy elektron
pohybujici se v elektrostatickém potencidlu jadra, presné odpovidalo experimen-
talné zmérenému spektru.

Tato rovnice, kterd se v témér nezménéné podobé pouzivd dodnes, nds bude
provézet celym zbytkem seridlu. Ale tuto rovnici si ukdzeme az pristé, véetné feseni
pro jednoduché modelové systémy.

Uloha L.S ... hledame kvanta 10 bod#

Najdéte si hodnotu Rydbergovy konstanty a urcete, které spektralni c¢ary vodiku
nélezi do viditelného spektra. Tyto ¢ary jsou jediné, které mohl Rydberg k objeveni
svého vztahu pouzit, protoze UV ani IR spektra jesté nebylo mozné mérit. Jakou
maji barvu a kterym pfechodiim v Bohrové modelu odpovidaji? (3b)
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Spocitejte si svoji de Broglieho vinovou délku. Jaké je tato hodnota ve srovnani
s velikosti atomu, pfipadné atomového jadra? (3b)

Mame kyvetu s 10 ml roztoku fluoresceinu ve vodé, do které svitime argonovym
laserem o vlnové délce 488 nm a vykonu 10 W. Zaroven molekula fluoresceinu fluo-
rescenéné vyzafuje na vlnové délce 521 nm s kvantovym vytézkem (podil absorbo-
vanych fotont, které se vyzaii zpét) 95 %. Pokud je poc¢ateéni teplota kyvety 20 °C,
za jak dlouho se jeji obsah zac¢ne varit? Predpokladejte, ze kyveta je dokonale te-
pelné izolovand, Ze paprsek se v ni plné absorbuje a Ze mnozstvi fluoresceinu je
zanedbatelné z hlediska tepelné kapacity. (4b) (Tesend str. )

Kapitola 2: Pocitame kvanta

V dnesnim dile si zavedeme Schrédingerovu rovnici, jak jsme si slibili minule.
Rovnou si s ni muzeme zacit i hrét.

Diky, ted jsem se ztratil

Nez si ale ukdzeme zminénou rovnici, je potieba se nejdiive uplné oprostit od
klasické (Newtonovské) mechaniky. Musime si uvédomit, ze se neméni jen pohybova
rovnice fidici pohyb téles, ale i samotné velic¢iny popisujici pohyb.

V klasické mechanice se vyskytuji zejména dvé veli¢iny: poloha a rychlost (hyb-
nost) ¢astice v kazdém bodé trajektorie. Pokud zndme tyto dvé veli¢iny pro vSechny
Castice, sta¢i ndm to k uplnému popisu jejich pohybu. Pohyb je tedy popséin funk-
cemi Casw: Z(t),¥(t). Prvni z nich rozliSuje, jestli se $ip nachdz{ v luku nebo jiz
byl vystfelen po koristi. Druhd z nich pak rozliSuje stojici sip od leticiho (coz je
problém, ktery trapil Zenéna v antice natolik, Ze jej nazyval paradoxem).

V kvantové mechanice tyto dvé veli¢iny nahradime jedinou funkci vSech pro-
storovych soufadnic a zaroven i Casu, nazyvanou vlnova funkce. Standardné se
oznac¢uje feckym pismenem (%, t). Oproti klasické poloze a hybnosti navic mtize
tato vlnova funkce obecné nabyvat i komplexnich hodnot. Jeji slozitosti se nemuze-
me divit, protoze je v ni zakédovana informace jak o poloze, tak o hybnosti castice.
Schvalné rikdme zakdédovana, protoze v kvantové mechanice se presna informace
o tom, kde Céstice jsou nebo jak rychle se pohybuji, zcela vytraci. Dekédovat se
mohou pouze pravdépodobnosti, napfiklad s jakou se ¢astice na daném misté na-
chézi.

Tato pravdépodobnost je dand jako ¢tverec absolutni hodnoty vlnové funkce

Péésticcef ~ |w(f)|2 .

Rovnost zde nepiseme zcela zamérné, protoze uvazovat pravdépodobnost vyskytu
v jednom konkrétnim bodé prostoru je z matematického hlediska oSemetné (bod
zabird nekonecné malou ¢dst prostoru, a proto podle matematické logiky pravdeé-
podobnost vyskytu v ném nemiize byt nenulova). Casovou zavislost tu pro jedno-
duchost explicitné nepiseme, ale samoziejmé pokud se nase vlnova funkce v Case
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meéni, bude se ménit v Case i tato pravdépodobnost. Odborné se této velic¢iné ika
hustota pravdépodobnosti
" 2
p(Z) = [(@)|" .
Pokud tuto hustotu preintegrujeme pres néjakou oblast, ziskdme pravdépodobnost
vyskytu ¢astice v této oblasti (podobné jako je hmotnost integrdlem z hustoty pfes
objem)

b
Péésticee(a,b) - / p(m) dz.

Toto je jednorozmérny piiklad, ale ve vicerozmérném piipadé je to podobné. A po-
kud vés sezndmeni s integraly jesté ceka, pak vézte, ze to znamend jen spocitat
plochu pod néjakou ¢asti grafu. Pokud by hustota pravdépodobnosti byla ve vsech
bodech uvazované ¢ésti prostoru stejnd, byla by pravdépodobnost pouhym souci-
nem hustoty a objemu.

Vcelku prirozenym pozadavkem je pak to, ze chceme, aby celkova pravdépo-
dobnost vyskytu ¢astice byla 1 (tedy, Ze ¢éstice se zcela urcité nékde nachézi)

Proy = /°° p(z) dz = /00 |¥(@))° de =1,

oo e}

ktery se nazyva téz pozadavek normalizace vilnové funkce.

Se_s Plcastice € (A, B)]

Obr. 27: Vlnova funkce (pferusovand ¢dra) a hustota pravdépodobnosti (plna
¢éra). Pravdépodobnost, Ze se ¢astice vyskytuje nékde mezi A a B, je pak plocha
Sedé vybarvené oblasti.
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Hybnost je pak zakédovana pomoci takzvaného operdtoru hybnosti (Co je to
operator si fekneme vzépéti, ale znacime jej stfiskou.), ktery je dan derivaci

N Ld
p=—ih P

Derivace je matematickd operace, kterd v kazdém bodé funkce nahradi funkéni
hodnotu jejim sklonem. Tedy napiiklad derivaci linedrni funkce (jejiz sklon se ne-
méni) je konstantn{ funkce. Hybnost neni mozné interpretovat tak jednoduse jako
polohu, v tom smyslu, Ze pomoci operatoru hybnosti nelze jednoduchym zptsobem
zavést hustotu pravdépodobnosti pro hybnost. (A slozity zpusob presahuje rdmec
tohoto textu.)

Na co ale miizeme (ne tiplné rigorézné) nahlédnout, je platnost Heisenbergova
principu neurcitosti, tedy Ze ¢im presnéji zndme polohu ¢éstice, tim méné vime
o jejl hybnosti. Kdyz si predstavime, ze vlnovou funkci pti zachovani plochy pod
kfivkou chceme co nejvice ,splacnout”, aby neurcitost polohy byla mald, zjistime,
ze hybnost dana sklonem kfivky bude ohromna a bude se hodné ménit. Opacné,
pokud chceme mit nizké zmény sklonu, vlnova funkce se nam ,rozplizne“ do pro-
storu (ale vlnova funkce s konkrétn{ hodnotou hybnosti musi byt komplexni). To
je i podstatou mnoha védeckych vtipt, napriklad:

Zastavi Heisenberga v auté policista a pta se
»Vite, jak rychle jste jel?“

»,Ne, ale zato vim presné, kde jsem.*

,No jel jste 95 km/h v obci“

,Diky, ted jsem se ztratil!“

Nyni jiz mizeme odpovédét na zasadni otazku, kterda ndm tak trochu zistala z
minulého dilu — pro¢ elektron vlastné nespadne do jadra. Odpovéd je prosta, kvuli
principu neuréitosti! Kdyby elektron spadl prfimo do jadra, mél by sice nejnizsi
potencidlni energii, ale byl by presné lokalizovany, takze by nam rostla neurcitost
hybnosti nade vSsechny meze. Kvili tomu by pak elektron mél nekonecnou kine-
tickou energii. Proto elektron preferuje takové stavy, kde je neurcitost v poloze
a v hybnosti vyvazena.

Konecné rovnice

Kdyz uz médme rozumny popis pomoci vlnové funkce 1(Z) v kazdém case, tedy
vlastné pomoci funkce prostoru i ¢asu ¥ (Z,t), nic ndm nebrani zavést ¢asovou
Schrodingerovu rovnici

o0 N
ihaw(ﬂ t) = Hy(Z,t). (40)
Tu nelze nijak odvodit z klasické fyziky, sdm Schrédinger jeji tvar odhadl z toho,
ze chtél, aby jeji feSeni pro ¢éstici bez zddného vnéjsiho potencidlu byly rovinné
vlny. To zase byl trochu stastny tip de Broglieho, jak si jisté pamatujete z minulého
dilu. Postupné se pak ukézalo, Ze tato rovnice dokaze popsat svét okolo nas. Na
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levé strané této rovnice mame soucin imaginarni jednotky, redukované Planckovy
konstanty a parcidlni derivace vinové funkce podle ¢asu. Na pravé jsme pro popis
systému vypujéili z teoretické mechaniky operator hamiltonidnu (ﬁ ), ktery ale pro
rozumné systémy neni nic jiného nez soucet kinetické a potencidlni energie. Jeho
tvar v kvantové (bez stiisky i v klasické) mechanice je jednoduchy
A2 2 2
A=2 va=-L L v,

v pripadé 3D prostoru pak jen druhou derivaci nahradime Laplaceovym operato-
rem. VSimnéme si, ze se nejednd o béznou fyzikalni veli¢inu, ale operdtor (proto ta
st¥iSkal!). To je matematicky objekt, ktery vezme funkci a udéld z ni jinou funkci
(takovd ,funkce na funkcich®). Jak vidime, operdtor muze byt napiiklad derivace,
vyndsobeni konstantou, umocnéni na tfeti nebo jind operace, kterou muizeme s
funkcemi délat. Konkrétné pak hamiltonidn vezme libovolnou funkei (narozdil od
zapisu pouzivaného pro pusobeni funkci nepiseme funkci na kterou operdtor puso-
bi do zévorek, ale prosté vpravo od operdtoru), pak ji nejdrive dvakrdt zderivuje,
prendsobi ji faktorem —% (to odpovidé kinetické energii) a nakonec k vysledku
pricte soucin potencidlu a ptivodni vinové funkce (to odpovidéd potencidlni energii).

Schrédingerova rovnice je o mnoho komplikovanéjsi nez ty, se kterymi se setka-
vate bézné. Je to rovnice, jejimz feSenim neni ¢islo, ale rovnou celd funkce, kterd
danou rovnici spliiuje (takové rovnice se nazyvaji diferencidlni).

Protoze ale resit tuto rovnici zaroven pro prostorové rozlozeni a ¢asovy vyvoj
by bylo netimérné slozité, jesté Schrodingera pii jejim zavaddéni rovnou napadlo
hledat takové FeSeni, kde se hustota pravdépodobnosti v ¢ase neméni (v téchto
stavech se totiz takovy kvantovy systém jako tfeba atom bude vyskytovat). Je to
vlastné podobna myslenka jako u Bohrova modelu, Ze jsou povolené jen nékteré
trajektorie. Takové stavy lze snadno najit hledanim feseni ve tvaru

b, t) = e Riy(a),

kde FE je celkovd energie systému. Funkci polohy a éasu ¢(z,t) jsme tak rozlozili
na soudin dvou funkei, z nichz jedna zavis{ pouze na case (¢dst s exponencidlou)
a druhd pouze na poloze 1 (z). VyzkouSejte si, ze po dosazeni vinové funkce v tomto
tvaru do Casové zavislé Schrodingerovy rovnice (U() se zavislost na Case vykrati.
Dostaneme tak rovnici jen pro prostorovou ¢ést vlnové funkce ve tvaru

Hij(z) = EY(z), (41)
kterd se nazyva bezcasovd Schrodingerova rovnice. Vyhodou je, ze jsme se zbavili
nutnosti fesit casovy vyvoj vlnové funkce, ale platime za to tim, Ze nase rovnice
obsahuje jesté druhou nezndmou — energii odpovidajici dané vinové funkci. Takhle
jednoduse se casu miizeme zbavit jenom tehdy, kdyz ndm hamiltonidn nezavisi ex-
plicitné na case. To vlastné ale neni tak specidlni priklad, naopak vétsinou se stava,
ze hledame pohyb sady castic v néjakém statickém potencialu. Dokonce, i kdyz po-
¢itdme vinovou funkci celé molekuly, vysta¢ime si s bezcasovou Schrédingerovou
rovnici. Naopak, kdyz pocitame, jak tato molekula reaguje na oscilujici elektrické

152



O kvantové chemii

pole silného laseru, jiz potfebujeme casové zdvislou rovnici. (I kdyz i v tomhle
pripadé dost Casto jde najit néjaké triky, jak tuto ¢asovou zévislost obejit.)

Bezcasova Schrodingerova rovnice ma z matematického hlediska zajimavy tvar.
Hleddme v ni takovou funkci, kterd po zapusobeni operatoru zustane az na mul-
tiplikativni konstantu stejnd. V matematice se tento proces nazyva hledani vlast-
nich funkci operatoru. Multiplikativni konstanta pro danou funkci se oznacuje jako
vlastni ¢islo. Vlastni ¢isla jsou pro nés cCasto stejné duilezita, ne-li dilezitéjsi nez
vlastni funkce samy. Matematici si dokonce vypujcili fyzikalni terminologii a sadé
vSech vlastnich cisel se fiké spektrum. Trividlnim piikladem muze byt operator
,hasobeni 7“ Tento operator funkci vynasobi sedmi, takze jeho vlastnimi funk-
cemi jsou vsechny funkce. Vlastni ¢islo na pravé strané je pak samoziejmé sedm.
Jinym prikladem muzZe byt operdtor derivace. Jednou z jeho vlastnich funkci je e,
nebot derivace exponencidly je exponencidla. Vlastnim ¢islem je v tomto pripadé
jedni¢ka. (Dalsi napifklad e** s vlastnim é&islem 2.)

Muzeme si rovnou ovéfit, ze Schrodingerovu rovnici (@) splnuji pro volnou
¢astici v 1D prostoru (nepiisobi na ni zddné vnéjsi sily, potenciél je nulovy V(x) =
= 0) o hybnosti p (pozor, tu je to konkrétni hodnota, ne operédtor) de Broglicho
vlny ve tvaru

Y(z) ="
(Skute¢né se jednd o vlny, protoze pokud si rozepiSseme komplexni exponencidlu
pomoci Moivreovy véty, dostaneme cos(%°) +isin(57) a vidime, ze jak redlna, tak
imagindrni ¢ast je periodickd, jak bychom od takové vlny cekali.)

Pokud na tuto funkci zaptsobime hamiltonidnem, dostaneme

A2 2 32 iEBE 2
S p h* de''® p° bz
M) = o @ = o g ~am®

Asi nds neprekvapi, ze v tomto piipadé je energie dana klasickym vzorcem E =
= p?/2m. Viimnéme si, Ze tato rovnice mé tim padem (dokonce 2) feSeni pro
libovolnou nezdpornou hodnotu energie. Uvidime vzapéti, ze jakmile c¢astici ,,uza-
vieme“ potencidlem do néjakého konecného prostoru, tak to platit nebude, a bu-
deme mit jen nékteré konkrétni ,povolené“ hodnoty energie. (Vzpomeiite znovu
na Bohriv atom!) Jesté je dobré poznamenat, ze v tomto piipadé je konkrétni fe-
Seni dané jedinym redlnym parametrem, hybnosti p, kterd maze nabyvat kladnych
i zdpornych hodnot. Dokonce, pokud zapiisobime na vlnovou funkci operdtorem
hybnosti

px
de* "

zjistime, Ze de Broglieho vilna je vlastni funkci operatoru hybnosti. To v kvan-
tové mechanice znamend, Ze mé konkrétni hodnotu hybnosti. A aby byly splnény
relace neurcitosti, je vinova funkce rovnomérné rozprostiena po celé reilné ose.

Nejjednodussi systém s potencidlem, ktery mizeme studovat, se bézné nazy-
va nekonec¢nd potencidlovd jdma, nebo doslovnym ptekladem anglického oznaceni

i BT
=pe' " =pyY(z),
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éastice v krabici. V jednorozmérném pripadé interval ,krabice® zvolime jako (0, L)
a potencial této krabice pak bude

V( 0 pokud z € (0,L)
x) = .
oo pokud z € (—o0,0) U (L, 00)

V tomto pripadé ani nemusime piimo fesit Schrodingerovu rovnici, ale mizeme
vyjit z toho, Ze zname Teseni pro jednotlivé ¢asti této rovnice a poslepovat je. Pri
slepovani musime dbat pouze na to, aby slepovana feseni méla stejnou energii a aby
vysledna vlnova funkce byla spojita.

V oblastech s nekoneénym potencidlem se ¢astice (ani kvantovd) vyskytovat
nemiize, vinova funkce tam tedy bude identicky nulova. Zbyva ndm tedy pro rese-
ni jen oblast z € (0,L). V té ale se ¢astice pohybuje volné, tedy zde bude feSeni
ve tvaru de Broglieho vin. Pro kazdou energii mame vzdy dvé vlny lisici se jen
znaménkem hybnosti (smérem sifeni). Zkusime tedy vlnovou funkeci pro z € (0, L)
napsat jako soucet dvou vln o zatim neurcené hybnosti se zatim neznamymi koe-
ficienty A, B

pz

Y(x) —Ae''" + Be 'R

—A (cos (%) +isin (%)) +B (cos (%) —isin (%)) :

kde jsme si rozepsali komplexni exponencialy pomoci Eulerova vzorce atoho, ze
sinus je lichd a kosinus sudé funkce. Pokud chceme splnit pozadavek, aby vinovi
funkce byla spojitd v bodé z = 0 (tedy chceme, aby (0) = 0), musi ndm zbyt jen
sinové prispévky, coz zajistime volbou B = —A. Nyni musime splnit pozadavek,
aby takto upravena vlnova funkce byla spojitd i v bodé z = L

h

Toho nelze dosdhnout pomoci volby koeficientu A (ten uréime pozdéji, aby byla
splnénd podminka normalizace), ale musime najit vyhovujici hodnotu hybnosti p.
Dosazenim do (L) = 0 muzeme z vlastnosti funkce sinus ziskat pozadavek

¥(z = L) = 2iAsin (@) =0.

?:k‘ﬂ,

kde k je libovolné ptirozené ¢islo. Z toho ur¢ime povolené hodnoty hybnosti a dosa-
zenim do pivodni rovnice dostaneme vyslednou vlnovou funkei na intervalu (0, L)

Y(z) = \/Esin (l%x) ,

kde jsme rovnou zvolili koeficient pfed sinem tak, aby byla splnéna podminka
normalizace — sami si muzete ovérit, Zze nyni plati

/O @) =1
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pro vsechna k.
Energie stavi pak ziskdme piusobenim operatoru hamiltonidnu na vlnovou funk-
ci.
; k*m’h? k°m’h?
Hy(z) = 575 9() = Be = 5—7s.
Ve vysledku pak dostdviame sadu vlastnich stavi, popsanych pomoci jediného
parametru k, ktery je diskrétni, jeho hodnota mize byt pouze prirozené Ccislo.
Energie téchto stavil pak je umérna k2.
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Obr. 28: Graf zobrazujici nejnizsi 3 stavy nekonecné potencidlové jamy. Plnou
¢arou je zobrazen potencidl. Vlnové funkce zobrazujeme zpusobem, ktery se
v kvantové mechanice bézné pouziva — vlnové funkce jsou od nuly posunuty svisle
o hodnotu odpovidajici energii daného stavu. (Tedy v tomto obrdzku jsou
vSechny vlnové funkce mimo jamu nulové, nikoliv jen konstantni, jak by se na
prvni pohled mohlo zd4t.)

Vsimnéme si toho, ze najednou nejsou vsechny energie dovolené. To souvisi s
tim, Ze Castice je uzavfena do potencidlu na omezené plose. Cimz padem na ni
klademe okrajové podminky. Zaroven, podobné jako kdyz de Broglieho ¢astice, se
chové jako vlna v prostoru. Takto zavienou castici 1ze popsat jako stojaté vinéni,
podobné jako u struny. Dokonce i pohybové rovnice jsou podobné jako rovnice pro
nasi vlnovou funkci. A také u struny nakonec vedou k tomu, Ze nemuze kmitat
na libovolné frekvenci, ale ma svych konkrétnich harmonickych frekvenci. No neni
fyzika krésné, jak je univerzalni?

A pokud byste méli pocit, Ze se jedna o iplné umély systém, vézte, Ze na mno-
hych mistech je takovyto model docela rozumny. Daji se s nim modelovat linedrni
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uhlovodiky s mnoha konjugovanymi vazbami, protoze elektrony z takovychto va-
zeb se mohou celkem volné pohybovat po celé délce tohoto konjugovaného systému
(pohyb v jdmé), zatimco je pro né velky problém z molekuly vystoupit (je potfeba
prekonat vysoky potencidl).

Také se jednoduchou jamou daji popsat kvantové tecky, coz jsou mikroskopické
kulicky polovodice, které maji zajimavé optické vlastnosti, napriklad fluorescenci.
Tyto vlastnosti navic nejsou dany chemickym slozenim kulicky, ale jeji velikosti,
protozZe tim prirozené omezi pole pusobnosti elektront zodpovédnych za vodivost,
¢imz se jim vnuti konkrétni elektronické stavy podobné jako vyse.

Nakonec se slusi zminit, Zze pomoci takovéto jamy byla popisovana struktura
atomovych jader, a to jesté predtim, nez vibec byla poradné rozlusténa povaha sil
pusobicich mezi protony a neutrony (a dost ¢asto i potom, protoze tyto sily jsou
elektrony. I dnes je to problém na hrané vypodetnich moznosti superpoéitacu.).

Nakonec si rychle (bez odvozovéni) ukdzeme, co se stane, pokud potencidl vné
jamy bude konecny. To zpusobi, ze castice, kterd by predtim méla vlnovou funkci
mimo jamu nulovou, najednou muze povylézt ven, ackoliv pravdépodobnost toho
klesa exponencialné se vzdalenosti od okraje jamy. Jinak je postup feseni obdobny
jako u potencidlové jamy. Pokousime se navazat vinovou funkci tak, aby byla spojita
a aby navazovala hladce (,neméla zub“). Matematicky to znamend, Ze chceme
spojitost i v prvni derivaci. To vede na sadu algebraickych rovnic, které ale nejsou
analyticky Fesitelné. (Klidné si to mizete zkusit!) Zaroven nds asi neptekvapi, ze
do takové jamy se nam vejde jen konecné mnozstvi stavi. Presny pocet zavisi
na poméru hloubky a sitky jamy, ale matematicky je zajisténo, ze musi byt vzdy
alespon jeden. Takové stavy nazyvame také vizané. Zbytek stavi mé vyssi energii
nez je hloubka jamy a v zdsadé pfipominaji vinovou funkci volné Castice. (Ale
narozdil od volné ¢éstice se mohou na hrané jamy s néjakou pravdépodobnosti
odrazit a letét zpét.)

A co kdyzZ je elektrond vic?

Kdyz tesime Schrédingerovu rovnici pro vice ¢éastic, je situace mnohem kompliko-
vanéjsi, mame pro cely systém jednu vinovou funkci, ale ta je ted funkci poloh vsech
castic. Pro predstavu pro jednu ¢éstici ve 3D prostoru mame diferencidlni rovnici
pro funkci 3 proménnych, pro dvé ¢astice 6 a tak dale. To nas obecné zbavuje Sance
fesit problém na papite, ale i numericky v pocitaci, protoze bézny ptistup funkci
reprezentovat pomoci jeji hodnoty v danych mfizovych bodech prevede problém
na obfi{ soustavu klasickych linearnich rovnic.

Kdyz si ale predstavime, ze prostor v kazdém sméru rozdélime na 10 bodt, coz
je jesté velmi hrubé déleni, tak pro jednu castici ve 3D prostoru potiebujeme 1000
bodu, coz je pro pocita¢ hracka. Pro dvé ¢astice bodi milion, coz bézny pocitac
jesté schrousté, ale t¥i uz by chtély boda miliardu, coz jen na ulozeni chce pér
gigabajti paméti. Ctyfi se sotva vejdou na superpoéitaé, a pro pét uz jsou data
v Ffadu petabajti, coz jen tak nékde do RAM nedostanete. A ted si vezméte, ze
jediny atom uranu mé elektroni skoro sto!
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Obr. 29: VInové funkce nejnizsich stavi kone¢né potencialové jamy.

Nezoufejte, ukazeme si v dalsich dilech, Ze to neni tak beznadéjné, pokud na
problém pujdeme chytteji. Ale dnes si nakonec lehce zminime jedno zjednodusSent,
které casto miize dat docela dobry fyzikdlni nahled.

Pokud mame sadu ¢éstic a zanedbame interakci mezi nimi, vidi kazda z nich
stejny potencidl. Pro kazdou ¢éstici pak fesime Schrédingerovu rovnici zv1ast, tak-
ze vSechny ¢éastice maji stejné vlastni stavy. Poté obsazujeme jednotlivé stavy po-
stupné od nejnizsi energie ¢asticemi, tak aby byl splnén Pauliho vylucovaci princip,
o kterém jste jisté slyseli v chemii. Pokud méme elektrony, tak po dvou, protoze
maji jesté spin, ktery muze mitit jednim ze dvou sméra. Celkova energie tohoto
systému Céastic v tomto priblizeni je pak dana souctem energii jednotlivych ¢astic,
protoze jsou neinteragujici.

Koneckoncti na této myslence je zalozend celd periodicka soustava prvki. Tam
postupné obsazujeme orbitaly, které jsou fesenim Schrédingerovy rovnice pro je-
diny elektron.

Uloha ILS ... poé&itame kvanta 10 bodu

1. Najdéte si molekulu betakarotenu a zkuste spocitat, jakou by méla mit barvu,
respektive na jaké vinové délce absorbuje. Pouzijte jednoduchy model neko-
nec¢né potencidlové jamy, ve které jsou ,uvéznény“ n elektrony z dvojnych
vazeb, tedy za kazdou dvojnou vazbu dva elektrony. Absorpce pak odpovidd
takovému prechodu, Ze elektron preskoci z nejvyssi obsazené hladiny na prvni
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neobsazenou. Srovnejte s experimentalni hodnotou. Pro¢ hodnota z naseho
modelu nevychdzi tak, jak bychom chtéli? (5b)

2. Zkusme zlepsit nas model. Pfi studiu nékterych latek, predevsim kovu ¢i polo-
vodic¢u, zavadime efektivni hmotnost elektronu. Misto toho, abychom slozité
popisovali prostredi, ve kterém se elektrony pohybuji, se tvarime, ze elektrony
jsou leh¢i nebo tézsi nez ve skutecnosti. Jakou by musely mit hmotnost, aby
nam vysla spravna experimentalni hodnota? Uvedte ji v ndsobcich hmotnosti
elektronu. (2b)

3. Pokud vyrobime mikroskopické kulicky (nanocéstice) selenidu kademnatého
(CdSe) o velikosti 2,34 nm. Rozza¥{ se po ozafeni UV svétlem jasné zelenou
barvou na vlnové délce 536 nm. Kdyz je zvétsime na velikost 2,52 nm, posune
se vlnova délka vyzarovaného svétla do zluté oblasti s vinovou délkou 570 nm.
Jakou velikost kulicek bychom potfebovali, aby vyzarovaly oranzové na vl-
nové délce 590 nm? (3b)

Ndpoveda CdSe je polovodi¢, ma tedy plné obsazeny elektronovy pés, pak
(tzky!) zakdzany pas a nakonec prazdny vodivostni pds. Tedy musime uva-
zovat, ze vyzarovany foton odpovidé preskoku z vodivostniho pasu, kde jsou
zase stavy znamé z nekonecné potencialové jamy, do obsazeného pasu. Vsech-
ny energie vyzarovanych fotonu tedy budou posunuty o neznamou konstantni
hodnotu odpovidajici sitce zakdzaného pasu.
Bonus Nakonec pro ty, které by mrzelo, kdyby si nezaintegrovali — 1s orbital ato-
mu vodiku mé sféricky symetrickou vlnovou funkci s radidlnim pribéhem ¢ (r) =
= %, kde ao = % je Bohruv polomér. Protoze orbitaly jakozto funkce
t¥i prostorovych proménnych by se ndm Spatné vykreslovaly, radéji zobrazujeme
oblast, ve které se bude elektron s velkou pravdépodobnosti vyskytovat. Jaky je
polomér sféry centrované na jadre, ve které se elektron bude vyskytovat s pravdeé-
podobnosti 95 %? (+2b) (Tesent str. )

Kapitola 3: Kvanta orbitalii

Dnes se podivame na to, ze pracovat v kvantové mechanice s funkcemi je vlastné
nepraktické, a jak se d4 tato formulace zjednodusit. Tento dil sice bude trochu

veve

dily uz budou jednodussi a na dnesni seridl nebudou tplné navazovat.

Kvantové oscilujeme
Vse si ukdzeme na linedrnim harmonickém oscildtoru. Tento systém méa potencidl

ve tvaru paraboly
1
V(z) = imwaQ,
kde w je frekvence oscildtoru a m hmotnost ¢astice. Pokud dosadite vztah pro

frekvenci oscilaci pruziny w = /k/m, dostanete misto toho zndméjsi vyraz s tu-

vvvvvv
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které umime analyticky Fesit. (Dal${ zdsadni jsou volné ¢éstice a atom vodiku.)
Jednim z davodu, pro¢ je pro nas tak dulezity, je predpoklad, ze v libovolném
potencidlu se bude ¢astice nachizet v okoli jeho minima. Potencidl okoli minima
Ize témeér vzdy dobre aproximovat parabolou.

Pokud tento parabolicky potencial dosadime do Schrédingerovy rovnice Hy =
= FE1 z minulého dilu, ziskdme rovnici

_ 1 d%(a)

2m  da?

+ %mwQ:er/)(x) = E¢(x).

Tu je sice mozné Tesit naprimo, ale my si s ni ukdzeme tplné jinou myslenku. Pro
zjednoduseni muzeme polozit m = 1,w = 1, ¢imz se zbavime nutnosti opisovat je
do dalsich rovnic.

Predstavte si, ze vdm nékdo prozradi, ze vinova funkce zdkladniho stavu je
Gaussova funkce. Muzeme ovérit, ze funkce

o1 (.Z‘) _ e—x2/2fi

je fesenim Schrédingerovy rovnice

N h _g2 h
Hopi(z) = 56 /2 = 5901(95)

s energii 1/2. Normalizaci se mizeme zabyvat az pozdéji, pro vypocet energie neni
podstatné.
Zkusime-li ted vzit druhou funkci

2
pala) = %™/,

zjistime, ze tato funkce neni feSenim Schrédingerovy rovnice
Hepo(z) = —R2e™™ /M 4 ohg?e™ "/ = —h2o1(x) 4 5/2hpa(x) # Epa(x).

Misto toho ndm aplikaci hamiltonidnu pribyl ve funkci néjaky prispévek od vlnové
funkce zdkladniho stavu. Ale neni nic jednodussiho, nez zkusit tuto funkci opra-
vit, aby jiz Schrédingerovu rovnici spliiovala. To se d& udélat jednoduse tak, ze
vezmeme soucet téchto 2 funkei s neznamymi koeficienty

P(x) = crp1(x) + cap2(z) -

Kdyz tuto formu vinové funkce dosadime do Schrédingerovy rovnice, dostaneme

Hy(z) = cllflcpl(x) + czﬁwg(x) =
= 012501(23) — el 1 () 4 5/2cohip2(z) =
= E (c1p1(z) + cap2()) . (42)
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Protoze ndm nezalezi na normalizaci, miuzeme polozit ca = 1 a sta¢i ndm pak najit
odpovidajici hodnotu c¢;. Z puvodni diferencidlni rovnice ndm zbyla rovnice pro
dvé nezndmé, koeficient ¢ a energii E.

h
c1501(2) — W p1(x) + 5/2hp2(x) = E(ci1(@) + p2(x))
Pohledem na koeficienty u @2 vidime, ze energie se musi rovnat 5/2h. Nyn{ jiz
hravé dopocitame i koeficient ¢1 z rovnice

e (@) — Wor(x) = 5/2herp ().

Dostévame c¢1 = h/2. To ndm d4 vlnovou funkeci

Y(x) = h/2p1(x) + p2(x),

coz je az na normalizaci pfesné vysledek, ktery mizeme najit v ucebnicich. Je to
az druhy excitovany stav, protoze prvni excitovany stav je lichd funkce x, zatimco
nase dva stavy jsou sudé. Protoze mame symetricky potencial, tak ndm hamiltonian
sudé a liché stavy nemicha. To je jeden z mnoha pripadi, kdy se ndm v kvantové
mechanice projevi symetrie.

Zkusme se jesté jednou zamyslet nad tim, co jsme ted vlastné udélali. Mis-
to toho, abychom fesili komplikovanou diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci,
jsme si vzali néjakou (vhodnou!) sadu pevné danych funkei a hledali jen koefici-
enty u jejich vdzeného souctu (nazyvaného linedrni kombinace). Tim jsme vlastné
prevedli celou osklivou diferencialni rovnici na rovnici algebraickou, ktera je mno-
hem prijemnéjsi na reseni. Musime si ale dat pozor, abychom zvolili takové funkce,
které dobfe popisuji dany problém. Diky tomu nam jich staci vzit relativné ma-
1é mnozstvi, abychom méli spravny (nebo dostateéné presny priblizny) vysledek.
Napriklad, pokud bychom chtéli stavy linedrniho harmonického oscilatoru popsat
pomoci obycejnych polynomu, urcité tusite, ze kdybychom jich vzali libovolné ko-
neéné mnozstvi, nikdy bychom vlnovou funkci linedrniho harmonického osciladtoru
neziskali iplné presné. Hodnota ptresné vlnové funkce jde totiz do nuly pro x jdou-
ci do nekoneéna, naopak libovolny polynom jde do (kladného nebo zdporného)
nekonecna.

Zatim ale jsme hodnoty koeficientt urcili trochu nesystematicky, coz ted napra-
vime. Vratme se trochu zpét, k rovnici (49). Kdyz ji celou vyndsobime funkei o1 (x)
a udélame integral podle = pres celou redlnou osu, dostaneme

/ (cx1 (2) B () + e () Hopa () dr =

oo

_ / Elergr (2) + capn (2)pa(a)) de (43)

[ee]
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coz muzeme snadno upravit na

[ee]

o / (o1 (@) Hepn () da + e / (01 (@) Hipa()) da =

— o —oo

=F <01 [ " @) de + e / @) (@) dx) . (44)

oo —o0

Protoze ¢1(x) a ¢2(x) jsou pevné dané funkce, mizeme si vSimnout, ze mame
vSechny ,ingredience“ k vypocitani integrali a mohli bychom tim padem vsechny
integraly rovnou presné vycislit a dosadit jejich konkrétni hodnotu. My to nebu-
deme délat, misto toho se je jen pro obecnost oznac¢ime pismenky

S11 = / gol(:r)Q dz,

¢S]

S1a = / " i @)pa(a) de,

[e']

Hiy = / (o1 (@) Hipn (2)) dr,

oo

H12=/ (¢1(z)Hpo(z)) dz .

oo

Predchozi rovnice (@) pak vypadd mnohem péknéji
Hiic1 + Hi2ea = E(S11¢1 + Si2¢2) -

Kdyz zopakujeme tento postup, ale rovnici (@) vynasobime ¢z (x) a pfeintegrujeme
ji, dostaneme s pouzitim podobného znaceni

Hzic1 + Hascp = E(S2101 + Sa2c2) .

Vektory a matice

Nyni musime udélat trochu odbocku, abychom si zavedli nové, sikovnéjsi znaceni.
Pokud jiz mate zkusenosti s maticemi, nebojte se tuto ¢ast preskocit. Bohuzel tento
dil neni natahovaci, takze seznameni bude velice zrychlené, ale pokud se chcete
o maticich dozvédét vic, vénoval se jim napiiklad cely 5. dil seridlu 16. ro¢niku,
ktery mutizete dohledat na FYKOSim webu.

Jisté jste se ve skole jiz sezndmili s vektory. Pokud méme néjaky souradnicovy
systém, mizeme v ném vektor zapsat jako sloupecek cisel. Zobecnénim tohoto
konceptu pro operace na vektorech v prostoru (napiiklad zobrazeni rotace nebo
natahovdni) dostaneme tabulku éisel, kterou nazyvame matice. My si vysta¢ime
s Ctvercovymi maticemi, ale mohou mit i tvar obdélniku. Pusobeni operace na
vektory v téchto ,tabulkach c¢isel“ se prenese do operace maticového nasobeni.
Jeho vysledkem je vektor, ktery na kazdé pozici ma skalarni souc¢in starého vektoru
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s odpovidajicim fadkem dané matice. Tedy novy vektor ma na prvni pozici skaldrni
soucin prvniho fadku s puvodnim vektorem a tak dale.
To, Ze po pusobeni matice A na vektor £ ndm vyjde %, zna¢ime

AZ=7.

Podobné muzeme vynésobit i dvé matice mezi sebou — matici v sou¢inu napravo
rozebereme na jednotlivé vektory, na ty zapusobime levou matici, a pak tyto nové
vektory zase po sloupcich poskldddme do vysledné matice. Ndsobeni dvou matic
je ekvivalentni slozeni dvou operaci reprezentovanymi témito maticemi. Dejte si
pozor, nasobeni matic obecné neni komutativni, AB # BA. Ono totiz neni komu-
tativni ani sklddani dvou zobrazeni, muzete si sami vyzkousSet, ze pokud obrazek
prezrcadlite podle osy x a pak otocite o 90 °, dostanete néco jiného, nez kdyz to
provedete v opa¢ném poradi. Trochu nazornéjsi, pro¢ jsme si toto zavedli, bude,
pokud si zavedeme indexovou notaci. Pokud i-ty prvek vektoru ¥ oznaéime x;
a prvek matice A na i-itém Fadku a v j-tém sloupci jako A;;, ptisobeni matice na

vektor ndm prejde na
N

j=1
Ale to je presné to, co mame v nasi rovnici! Tedy jednotlivé koeficienty c;
muzeme prohldsit za (abstraktnil) vektor, a tim pddem muzeme pfepsat celou

rovnici pomoci matic
HE = ESé.

Matice hamiltonidnu H nam fiké, jak pisobi hamiltonidn mezi jednotlivymi
bazovymi funkcemi. Matice S ma jesté jednodussi interpretaci. Ta ndm jen fiké
jak moc se jednotlivé bazové funkce prekryvaji (fikdme j{ prekryvovd matice). Té
se navic mizeme jednoduse zbavit. Staci si vybrat bazové funkce tak, aby prekryv
kazdé funkce se sebou samou byl roven 1 a prekryv mezi libovolnymi ruznymi
bazovymi funkcemi byl 0. V analogii s vektory v 3D prostoru pak rikdme, ze
méame ortogonalni bézi funkci. Prekryvova matice pak mé hezky tvar, jednicky
na diagondle a na vSech ostatnich pozicich nuly. Takovad matice pfi pusobeni na
jakykoliv vektor vrati presné ten samy vektor, takZe ji mizZeme z rovnice uplné
vypustit. Pro ortogondlni bazi funkci pak mame mnohem hezci tvar rovnice

H¢ = EcC.

Tato rovnice mé vlastné Uiplné stejny tvar jako bezcasové Schrédingerova rovnice,
jen s maticemi a vektory misto funkci a operatori. Vyhodou je, Ze pro matice je
tento typ rovnic standardni problém, nazyvany diagonalizace nebo také hledani
vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.

Vlastni vektor, ktery hledame, je takovy, ktery pusobenim matice nezméni ori-
entaci, ale jen velikost. Tedy po pusobeni matice na vlastni vektor dostaneme ten
samy vektor, jen prenasobeny néjakym cislem. To nazyvame vlastni ¢islo k danému
vektoru. Vlastnich vektoru je v principu nekoneé¢né mnoho, protoze vynasobenim
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vlastniho vektoru libovolnym nenulovym ¢islem dostaneme vlastni vektor se stej-
nym vlastnim ¢islem. Omezujeme se tedy na to, Zze najdeme jeden od kazdého
LStyput. Matice mivaji vétSinou tolik ruznych vlastnich vektort, kolik je sloupci
étvercové matice. A¢ pro malé matice se takové vlastni vektory daji najit analy-
ticky, presahuje to ramec tohoto textu a my se spokojime s tim, ze tento problém
budeme fesit numericky v pocitadi.

Pocitame molekuly

Nyni si ukdzeme, jak pomoci jednoduchého priblizeni mizeme pocitat stavy uhlo-
vodikl s konjugovanymi dvojnymi vazbami. Toto priblizeni se nazyva Hiickelova
metoda, podle Ericha Hiickela, ktery ji v roce 1930 zavedl.

Podobné jako u tdlohy v minulém dile seridlu se omezime jen na p orbitaly,
které se ticastni dvojnych vazeb, tedy jeden za kazdy atom uhliku s dvojnou vazbou.
Béazové funkce jsou pak praveé jednotlivé p orbitaly. Protoze prekryv mezi p orbitaly
na ruznych atomech je obecné hodné maly, mtzeme jej zanedbat, a tim povazovat
celou bazi za ortogondlni. Pak ndm sta¢i jen zkonstruovat matici hamiltonidnu,
ktery je v tomto ptiblizeni uplné jednoduchy.

Hodnota hamiltonidnu pro interakci orbitalu se sebou samym je jen energie
elektronu v p orbitalu uhliku, tedy —11,4¢eV. Ten se znaci a. Mnohem zajimavé;jsi
jsou elementy hamiltonianu, které jsou mezi orbitaly na ruznych atomech. Pokud
se jednd o atomy, které spolu nesousedi (tedy nejsou spojené vazbou), interakci
mezi nimi zanedbavame. Prvek matice hamiltonidnu bude tedy 0. Pokud spolu
sousedi, mé nenulovou hodnotu (3, ktera je uréovana empiricky z experimentédlnich
hodnot pro rizné vlastnosti molekul. Hodnota § se rizni podle toho, jaké molekuly
a experimentalni hodnoty se pouziji k jejimu ziskédni, ale obecné mizeme uvazovat
hodnotu mezi —1eV a —3eV. Kazdopadné Hiickelova metoda se pouziva spis pro
kvalitativni pochopeni, takze energie jednotlivych orbitali se vétSinou vyjadruji
jako nasobky S.

Rovnou si ukdzeme priklad, jak by vypadal vypocet pro molekulu benzenu.
Ocislujeme si atomy uhliku a rovnou udéldme tabulku, jak vypadaji jednotlivé
prvky hamiltonidnu. Na diagonéle této tabulky z levého horniho do pravého spod-
niho rohu jsou «, protoze to je prvek hamiltonidnu pro orbital interagujici sdm se
sebou. Na sousednich diagonaldch jsou [, protoze fadek a sloupec maji hodnotu
lisici se o jedna, tedy (v nasem oéislovini) se jedna o sousedni atomy. Nakonec, pro-
toze nase molekula je cyklickd a sousedi i atomy 1 a 6, dostaneme [ také v pravém
hornim a levém dolnim rohu. Vsude jinde zustanou nuly.
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Tato tabulka je primo matice hamiltonidnu a mtizeme rovnou najit jeji vlastni
¢isla. Jesté si trochu zjednodusime praci, pokud ji pfepiseme jako

a B 0 0 0 B

B a B 0 0 O

g |0 B a B 0 0f_

00 8 a B8 0

00 0 B a B

B0 0 0 B «
1 0000 0 01 00 0 1
01 000 O 1 0100 0
_o|0 0 100 0f gfo 10100
000100 001010
000010 00010 1
00000 1 1 00010

Vsimnéme si, ze prvni matice s prefaktorem « je jednotkovéa, tedy ptisobi na vsech-
ny vektory stejné. Tim padem jeji efekt je jen posun energie vSech stavii o hodno-
tu «. Stadi ndm tedy diagonalizovat jen druhou matici (bez ) a dostaneme jed-
notlivé energetické hladiny pravé v nasobcich 8. V tomto textu se nebudeme snazit
o analytické Teseni, prestoze diky hezkému tvaru této matice je mozné, ale spokoji-
me se s numerickym fesenim. K diagonalizaci matice mizeme pouzit néktery online
néstroje, znamy je napiiklad www.wolphramalpha.com, kde bychom pouzili ptikaz
eigenvalues {{0,1,0,0,0,1},{1,0,1,0,0,0},{0,1,0,1,0,0},{0,0,1,0,1,0%},
{0,0,0,1,0,1},{1,0,0,0,1,0}}. My jsme k diagonalizaci pouzili kratky skript
v Pythonu.

#!/usr/bin/python
import numpy as np

N
H

6
np.zeros((N, N)) #inicializujeme matici nul NxN

#probé&hneme celou matici a~nastavime 1 vedle diagonaly
for i in range(N-1):

Hi, i+1]=1

H[i+1,i]l=1

#nastavime 2 prvky v-~rozich, index (N-1), protoze cislujeme od 0!
H[N-1,0]=1
H[0,N-1]=1

vl_cisla, vl_vekt = np.linalg.eig(H) #vlastni diagonalizace
print(vl_cisla) #vytiskneme vysledek
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Po spusténi tohoto skriptu dostaneme vlastni ¢isla —2,—1,—1,1,1,2. To ze
jsou tam nékterd vlastni ¢isla dvakrat znamend jen to, Ze mame dva ruzné vlastni
vektory se stejnym vlastnim cislem. Nazyvame je také degenerované vlastni stavy.

Tim ale nase prace nekonci. Protoze jsme pri diagonalizaci hamiltonianu ,za-
pomnéli“ jednotkovou matici a prefaktory a a 8, musime je tam ted vratit. To je
ale jednoduché a dostaneme vlastni stavy s energiemi a—28, a—3,a— 8, a+ 8, a+
+ B, + 28. Tim pddem méme 6 stavl (orbitald), do kterych musime rozmistit 6
elektronu, prirozené tak, abychom minimalizovali energii. To znamen4, ze dvakrat
obsadime 3 stavy s nejnizsi energii. Vyslednd energie pak je 6a+85. Nezapomeiite,
ze a i B jsou zaporné!

+ a-2PB

P-

MR
N

oa+2PB

Obr. 30: Orbitaly v molekule benzenu. Vlevo je hypoteticky stav, kdy by p.
orbitaly v benzenu viibec neinteragovaly. Plisobenim interakce dostaneme
orbitaly vpravo, kde elektrony prirozené obsadi ty, které maji nejnizsi energii.
Energie orbitalt roste odspoda nahoru.

Ale celkové energie neni néco, co by nas redlné zajimalo, uz jenom proto, Ze
v nasi aproximaci v ni vlibec nejsou zahrnuty ostatni elektrony, které se netcast-
ni dvojnych vazeb. Zkusme tedy vyextrahovat néjaké dalsi vlastnosti, které lze
experimentalné zjistovat.

Excitacni energie, tedy energie potiebnd k excitaci z nejvyssi obsazené na nej-
nizsi virtudlni hladinu, je —23. Po dosazeni konkrétni hodnoty 5 = —3 eV dostava-
me velikost excitacni energie 6 eV. Protoze nejvyssi obsazeny i nejnizsi neobsazeny
orbital je dvakrat degenerovany, mame ve skutecnosti 4 ruzné mozné excitace.
Prestoze Hiickeliv model jim pfifazuje stejnou energii, ve skutecnosti (z experi-
mentu) maji 3 rizné hodnoty, konkrétné 4,90eV, 6,206V a 6,94 eV (jedna z energii
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odpovida 2 excitacim). Ale vidime, Ze naSe hrubd aproximace s vhodnou empiric-
kou hodnotou 8 davé vlastné docela dobré vysledky.

Kdyz spocitame ionizacni energii, tedy energii, kterou potfebujeme na vytrze-
ni elektronu z nejvyssiho obsazeného orbitalu, dostaneme vlastné zaporné vzatou
energii tohoto orbitalu, tedy —a — ). Po dosazen{ by ndm vyslo vice nez 14¢V.
Je vidét, ze se za¢indme vzdalovat od experimentélni hodnoty 9,24 eV. Kdyz totéz
zkusime pro elektronovou afinitu, tedy energii, kterd se uvolni pii pridani elektro-
nu, mame —a + (3, tedy néco pres 8eV, coz uz je uplné mimo skutec¢nou hodno-
tu 1,15eV. Vidime tedy, ze opravdu se jedna o metodu pro kvalitativni pochopeni
nez kvantitativni vysledky.

Na zavér si jesté ukazeme, jak si docela snadno pomoci Hiickelova modelu de-
monstrovat podstatu chemické vazby. Pokud vezmeme molekulu ethylenu (ethen),
tak pro ni pomoci Hiickelovy metody vytvorime docela jednoduchy hamiltonidn.

Jeho matice méa tvar
a B
H = (ﬁ a) ’

Pokud tento hamiltonidn diagonalizujeme, dostaneme dva stavy, jeden s energii o+
+ [ a druhy s energii a — 8. Pfirozené dva elektrony umistime do prvniho z nich,
protoZze mé nizsi energii. Tedy ve vysledku méme celkovou energii 2a + 23. Pokud
bychom dva atomy uhliku odtdhli na takovou vzdélenost, Ze interakce mezi nimi by
byla zanedbatelnd, parametr 8 popisujici interakci je nulovy, zatimco parametr a
se nezméni. V tomto pripadé tedy oba stavy maji stejnou energii a.

Interakce molekul tak ,,vyrobi“ stav, ktery mé o 8 nizsi energii. Tedy obsazenim
tohoto stavu (orbitalu) dostaneme energii, kterd je nizs{, nez kdyby oba castnici se
atomy byly daleko od sebe. Tedy tento orbital drzi tyto atomy blizko sebe — vytvari
chemickou vazbu. Nazyva se proto vazebny orbital. Naopak druhy orbital ma pti
obsazeni vyssi energii nez izolované atomy, ten chemickou vazbu naopak ,;sabotuje®.
Oznacuje se tedy jako protivazebny orbital. V nasem modelu je energie vazebného
orbitalu niz$i o presné stejnou hodnotu, o kterou je protivazebny vyssi, ale ve
skutecnosti, pokud bychom nezanedbavali prekryv mezi jednotlivymi orbitaly, byl
by protivazebny vys o néco vic, nez o kolik je vazebny niz.

Zatim jsme ale popsali jen vazbu mezi p orbitaly mitici kolmo ke spojnici jader,
ktera tvori jen jednu z dvojice vazeb ve dvojné vazbé. Druha z nich je tvofend p
orbitaly ve sméru vazby, a najdeme ji i napfiklad v molekule v etanu. Pro tu
bychom ale mohli vytvorit tplné stejny (avsSak stdle pouze priblizny) hamiltonidn,
jen s jinym parametrem (. Parametr o by v tomto pripadé dokonce mohl zustat
stejny, protoze v ethylenu tuto vazbu také tvori p orbitaly, jen jinak natocené. Diky
tomu pro tuto vazbu dostaneme také vazebny a protivazebny orbital.

Pro vazebné a protivazebné orbitaly je navic zavedené standardni znaceni. Pro
vazebny orbital, ktery je v ose vazby, se pouziva oznaceni o. Protivazebny k nému
se pak znaci o*. Podobné orbitaly tvorici dalsi vazby v ndsobnych vazbdch se
zna¢i © a ©*. Ve vétsiné molekul o orbital lez{ niZe neZ n, a naopak ¢* orbital lezi
nad ©*. Pokud mdme trojnou vazbu, jak4 je napiiklad v molekule acetylenu, mame
obsazeny jeden o a dva degenerované rt vazebné orbitaly.
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Py Pz

Obr. 31: Vazebné a protivazebné orbitaly v molekule ethylenu (vlevo) a acetylenu
(vpravo)

Témito tremi dily seridlu jsme si trochu zacvicili s pocitdnim a od pristé jiz za
sebe nechdame plné pocitat pocitac.

Uloha IIL.S ... kvanta orbitald 10 bod

1. Podobné jako v seridlu vytvorte pomoci Hiickelovy metody matici hamilto-
nidnu pro molekulu cyklobutadienu a ovérte, ze jeji vlastni ¢isla jsou a+ 28,
a, o, a — 23. Nacrtnéte do diagramu, jaké jsou energie vzniklych orbitalu
a jak by je obsadily elektrony. (4b)

Bonus: Jaky je zasadni rozdil v charakteru téchto orbitali a jejich obsazeni
oproti molekule benzenu, kterou jsme si ukédzali v seridlu? Jaké to mé pro
molekulu cyklobutadienu disledky? (2 b)

2. Zkuste se vratit k molekule betakarotenu a znovu spocitat, na jaké vilnové
délce by méla absorbovat, tentokrat pomoci Hiickelovy metody. Kolik by
musel byt parametr 5, aby vysla experimentalni hodnota?

Alternativa Pokud narazite na problém s diagonalizaci hamiltonidnu, pro-
vedte tlohu s molekulou hexa-1,3,5-trienu. Experimentalni hodnota absorpce
je v tomto pfipadé na vlnové délce 250 nm. (4b)

3. Co se stane s molekulou (sta¢f takova, kterd mé jen jednoduché vazby), pokud
pomoci UV svétla excitujeme elektron ze o do o™ orbitalu? (2b)

(Tesend str. @)

Kapitola 4: Kvanta molekul

V dnesnim dile se kone¢né podivame na to, jak se pomoci kvantové fyziky pocitaji
molekuly.

Nic neni tak jednoduché

Jak jisté tusite a také jak Vam jisté napovédél zavér druhého dilu seridlu, spocitat
celou molekulu neni tak jednoduché. V priubéhu feseni musime provést fadu zjed-
noduseni. Za¢indme uz tim, jakou uvazujeme fyziku problému, tedy jaké fyzikdlni
efekty bereme v potaz. V prvni fadé vétsinou neuvazujeme efekty specidlni teorie
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relativity, tedy napriklad to, ze pohybujici se elektron je tézsi. Druha, zasadnéjsi
uvaha je, ze atomova jadra jsou mnohonasobné tézsi nez elektrony, a tim padem
se budou pohybovat na mnohem vétsich casovych skélach. Vysledkem toho je, ze
elektrony vidi jadra jako téméf nehybnd, a tedy muzeme fesit jejich pohyb (vlno-
vou funkci) se zafixovanymi jadry a jejich pohybem se pfipadné zabyvat az pozdé&ji.
Ze stejného duvodu muzeme i zanedbat kvantovou povahu jader a povazovat je za
bodové naboje.

Ve vysledku tedy resime Schréodingerovu rovnici jen pro sadu elektroni v elek-
trostatickém poli zafixovanych jader. Samozrejmé nechceme zanedbévat elektrosta-
tickou interakci mezi elektrony, takze hamiltonian bude obsahovat piislusné ¢leny.
Ale pokud si znovu vzpomenete na zévér druhého dilu, ani toto neni vibec jedno-
duché. Tam jsme si naznacili, Ze na presné feseni Schrédingerovy rovnice muzeme
v ptipadé, kdy mame vice nez nékolik mélo elektront, rovnou zapomenout. A to si
uvédomme, zZe nas Casto zajimaji molekuly, které maji mnoho desitek atomt a par
set elektronu.

Resen{ tohoto problému je snadné, staéi si vzpomenout na minuly dil. Zave-
deme si bazové funkce. V pripadé, ze chceme pocitat molekuly, mdme k dispozici
mnoho ruznych optimalizovanych sad. Vétsinou se jedna o funkce, které pripomi-
naji atomové orbitaly, jak je zndme, jen jsou definované tak, aby se s nimi lépe
numericky pocitalo. Pfi vypoctu pak pouzijeme pro kazdy atom jednu sadu funkci
s parametry specifickymi pro konkrétni prvek, které jsou centrované okolo polohy
tohoto atomu. Vétsinou nam staci pro kazdy atom jen nékolik desitek bazovych
funkci.

Mohlo by se zdat, ze mame vyhrano — povedlo se nam zredukovat problém na
nékolik set az par tisic bazovych funkci, prestoze predtim jsme méli vice mrizo-
vych boda, nez je ¢astic ve vesmiru! Opak je ale pravdou. Musime si uvédomit, ze
nemame jednocasticovy problém. Tedy zakladni ,konstrukéni“ jednotkou nejsou
samotné orbitaly, ale stavy, kde mame v dané sadé orbitaltt néjakym zpusobem
nasklddané elektrony. Kazdy takovyto stav pak bude mit sviij vlastni nezndmy koe-
ficient. Kolik takovych stavi je? To dokdZzeme jednoduse urcit. Mame N bazovych
funkeci, to znamenad N rtznych orbitali, které mizeme obsazovat elektrony. V kaz-
dém orbitalu mize byt elektron se spinem nahoru, doli, oba, nebo ani jeden. To
znamena, ze mame vlastné 2N chliveck, do kterych umistujeme po jednom elek-
trony. Pokud je jejich pocet k, pocet moznosti je dan kombinac¢nim ¢islem (22] ) To
je stéle pro vétsinu systému astronomické ¢islo; napriklad pokud mame 40 elektro-
nt a 100 orbitalfl, po¢et moznosti je Fadove 10%2. A to odpovida jesté docela malé
molekule, napiiklad benzenu. Ale nastésti existuje aproximace, kterd nas z této
kase umi dostat.

Hartree-Fockova aproximace

Jak z toho ven? Problém vézi v tom, ze se snazime feSit problém pro vsSechny
elektrony najednou. Musime se pokusit problém rozdélit tak, abychom méli neza-
vislou rovnici pro kazdy elektron zvlast, ale zaroven jsme nezanedbali odpuzovani
mezi jednotlivymi elektrony, jako jsme to délali doted. Prvnim krokem je opustit
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myslenku toho, Ze muzeme mit rizné konfigurace ve vinové funkci, tedy Ze do vino-
vé funkce prispivaji rizné zputsoby, jak mohou byt orbitaly obsazeny. Misto toho
vyuzijeme to, Ze vlnovou funkci vétsiny molekul mtzeme dobre popsat jedinou
konfiguraci — takovou, ze postupné odspodu dvakrat obsazujeme orbitaly s nejniz-
$i energii. Cely problém se ndm pak postupné smrskne jen na hledani spravného
tvaru téchto obsazenych orbitali. Jak ale tyto orbitaly hleddme? Predstavme si, Ze
by ndm nékdo prozradil, jak vypadaji vSechny obsazené orbitaly kromé jednoho.
Pak bychom mohli vzit vinové funkce vSech téchto orbitali a vyrobit z nich husto-
tu pravdépodobnosti, kterou jsme si zavedli v druhém dilu seridlu. Kdyz ale tuto
hustotu pravdépodobnosti vynasobime nadbojem elektronu, dostaneme néabojovou
hustotu!

Tim paddem zname jak elektrostaticky potencidl jader, tak rozlozeni ndboje
ostatnich elektronti. Uz ndm nic nebrani vytvorit Schrodingerovu rovnici pro po-
sledni orbital s potencidlem danym timto rozlozenim naboje a tu snadno vyfesit.
Najednou méme jen nékolik set neznadmych, coz je pro poéita¢ hracka. (Hleddme
jen jeden nezndmy koeficient pro kazdou bdzovou funkci.) Vysledkem pak je vinova
funkce posledniho orbitalu a energie elektronu v tomto orbitalu.

A jak se vyporaddme s tim, Ze vlnové funkce jednotlivych obsazenych orbitalt
nezname? Na zacatku si je néjakym zpusobem odhadneme. Tyto orbitaly pak po-
uzijeme k sestaveni hamiltonidnt pro jednotlivé elektrony. VyTesime odpovidajici
rovnice a ziskdme novou sadu orbitalt, kterd je presnéjsi nez nas puvodni odhad.
Pak cely postup opakujeme s novymi orbitaly a pokracujeme do té doby, nez dosta-
neme stejné orbitaly, jaké jsme pouzili k vyrobeni hamiltonidnu, tedy nez orbitaly
zkonverguji.

Pro¢ vysledek této aproximace neni presny? Hacek spociva v tom, ze elek-
trostaticky potencidl od ostatnich elektront v Schrédingerové rovnici pro orbital
je nezavisly na poloze tohoto elektronu. V redlném svété si jisté dokazeme pred-
stavit, ze podle toho, kde se elektron nachézi, bude v dusledku odpuzovani ostatni
orbitaly rtizné deformovat. To ale bohuzel neumime popsat, pokud fesime rovnici
pro jediny elektron.

Celkové chyba této aproximace je asi 1% ve vysledné energii. Pro popis chemic-
kych déju vsak vétsinou potfebujeme presnost vyrazné vyssi. Proto se velkd c¢ast
vyvoje metod na kvantové chemické vypocty zamétuje prave na to, jak obejit tento
nedostatek, aniz by se neimérné zvysila vypoceni narocnost. Pro¢ je ale vlastné
jedno procento tak velké chyba?

Musime si uvédomit, ze celkova energie molekuly, kterou vypocitame, je energie,
kterou bychom pottfebovali k ,rozebrani“ na jednotlivé elektrony a jadra a na
jejich odtazeni do nekonecna. Tato energie je ve srovnani s energii chemickych
reakci ohromné. V chemickych reakcich totiz dochéazi jen k preusporddani orbitala
ve valen¢ni vrstvé. Kdyz tedy pocitdme energii reakce, musime spocitat celkovou
energii produkti a od ni odecist celkovou energii reaktantti. Pokud méate zkusenosti
s tim, jak se pfi matematickych dpravach pracuje s odchylkami, vite, ze odchylka
reakéni energie bude ohromné. Dokonce muze vyjit i vySsi nez energie samotné
reakce. Proto se snazime, aby se ndm chyba u energie reaktanti a produktu co
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nejlépe vykompenzovala — musime pouzit pro oba vypocty stejnou metodu i bézi.

A co s geometrii molekuly?

Jak jsme si jiz na zac¢atku rekli, pozice jader jsou v celém vypoctu zafixované a mu-
sime jejich souradnice na zac¢atku béhu programu zadat. Kde ale tyto souradnice
jader ziskdme? Sice je nékdy muzeme ziskat z experimentu pomoci rentgenové
difrakce, ale ve vétsiné pripadi je predem nezndme. Co s tim? Stac¢i ndm védét,
jak chceme, aby molekula vypadala, a z toho urcime pfibliznou geometrii. Pro tu
spocitame energii. Pak zkusime jadry trochu pohnout néjakym smérem a sleduje-
me, zda se nam energie snizi. Postupné takto dojdeme az k takové geometrii, ktera
ale umime prfimo z vinové funkce spocitat gradient energie, tedy smér, ve kterém
se nam energie snizuje nejrychleji.

Diky tomu dokédzeme najit i struktury takovych molekul a komplexu, které
experimentalné pozorovat téméfr nemuizeme, napriklad kratce zijici meziprodukty
nékterych chemickych reakci.

A jak to vypada v praxi?
Nyni si ukdzeme, jak v praxi vypadaji vypocty. My budeme pouzivat program Psi4,
ktery je volné dostupny (https://psicode.org/). Zkusme si cely postup ukazat
na molekule vody. Musime si pfipravit vstupni soubor, kde tomuto programu po-
piSeme, co po ném vlastné chceme.

V prvni fadé je potfeba popsat molekulu. Na vstupu zaddme molekulu vody,
to se udélad pomoci

moleculef{

01
0 -1.818556 -0.320567 1.225399
H -0.898992 -0.062457 1.771117
H -2.278145 -1.054597 1.903623

}

Priméarné by nas méla zajimat prvni fadka 0 1. Prvni ¢islo udava naboj mole-
kuly. Cislo 0 tedy znaéi, Ze mame neutralni molekulu. V pifpadé kationtu bychom
méli kladné ¢&islo, pro aniont bychom méli ¢islo zdporné. Druhé ¢islo znaci spi-
nesparovanych elektronti, tedy o kolik je vic elektronti se spinem nahoru nez dolu.
7 historickych duvodiu se oznacuje ¢islem o jedna vysSim, neZ je nesparovanych
elektronti. Tedy pokud mame vsechny elektrony sparovany, jednd se o singletni
stav a znaCime jej 1. Stav se dvéma nesparovanymi elektrony je triplet (3). Ra-
dikdly mohou mit i jeden nesparovany elektron, pak médme dublet. Kazdopadné
drtiva vétsina molekul jsou v zdkladnim stavu singlet, takze dand radka je malokdy
jind nez 0 1. Notorickou vyjimkou je molekula kysliku O, ktera je triplet. Déle
nésleduji soufadnice jader udané v angstromech.
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Bézi udame radkem set basis cc-pvdz. Zkratka cc-pvdz oznacuje jednu z béz-
né pouzivanych bazi. Dals{ moznosti se vzrustajici velikosti (tedy vzrustajici pres-
nost{ i vypocetni ndro¢nost{) jsou: sto-3g, cc-pvdz, cc-pvtz, cc-pvgz.

Ve chvili, kdy mame toto zadefinované, uz muzeme na zavér pridat radek
optimize ("HF"), ktery spusti geometrickou optimalizaci. "HF" iika, ze chceme
optimalizovat pravé Hartree-Fockovou metodou. Pokud bychom méli jiz spravné
soutadnice jader a chtéli bychom jen spocitat energii, vystacili bychom si s prika-
zem energy ("HF").

Kdyz tedy dame vsechny tyto fadky dohromady, dostaneme cely vstup pro
program:

set basis cc-pvdz
molecule {

01
0 -1.818556  -0.320567 1.225399
H -0.898992  -0.062457 1.771117
H -2.278145  -1.054597 1.903623
}

optimize ("HF")

ktery muzeme ulozit jako soubor pojmenovany napiiklad vstup.inp. Vypocet mu-
zeme spustit v prikazové fadce pomoci psi4 vstup.inp.

Po probéhnuti programu ve slozce najdeme soubor vstup.inp.dat, pfipad-
né vstup.out nebo podobny, ktery obsahuje veskeré informace z béhu programu.
Pokud vse probéhlo v poradku, na konci tohoto souboru najdeme vysledné optima-
lizované souradnice jednotlivych atomi a vyslednou energii celé molekuly. V tomto
pripadé ziskdme na konci souboru:

==> Convergence Check <==
Measures of convergence in internal coordinates in au.

Criteria marked as inactive (o), active & met (*), and active & unmet ( ).

Step Total Energy Delta E Max Force RMS Force Max Disp RMS Disp
Convergence Criteria 1.00e-06 * 3.00e-04 * o 1.20e-03 * o
7 -76.02703278 -6.09e-06 3.51e-05 * 2.65e-05 o 1.79e-04 * 1.05e-04 o

Next Geometry in Ang
Fragment 1 (Ang)

0.0057046143 -0.0645290211  0.0000000000

0
H -0.7911519198  0.4458305979  0.0000000000
H 0.7006716423 0.5777071999  0.0000000000

Final optimized geometry and variables:
Molecular point group: cs
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Full point group: Cs

Geometry (in Angstrom), charge = 0, multiplicity = 1:

0 0.005700842385 -0.064489709337 0.000000000000
H -0.791211319490 0.445805409758 0.000000000000
H 0.700734813858 0.577693076293 0.000000000000

Psi4 stopped on: Wednesday, 04 January 2023 05:36PM
Psi4 wall time for execution: 0:00:01.40

**x Psi4 exiting successfully. Buy a developer a beer!

Z kolonky Final energy v tabulce, kde je uvedeno -76.02703278, zjistime, ze
celkova energie molekuly je —76,027 Ha. Jednotky Ha v tomto pfipadé znaci hartree
a jeden hartree odpovidd 27,216V, tedy asi 2625,5kJ-mol~! nebo 4,36 - 10712 J.
Pokud bychom méli optimalizovanou geometrii a pocitali jen energii, stacilo by
nam hledat fddek Total Energy = -76.02703278. Tésné pred koncem souboru je
jiz vysledna optimalizovana geometrie molekuly.

Par poznamek na zaveér

Jak samotné hleddni spravnych orbitalt, tak geometrickd optimalizace jsou ite-
rativni procedury. Tim padem se miize stat, a docela Casto se i stava, ze iterace
nekonverguji, tedy i kdybychom program nechali bézet nekone¢né dlouho, nezis-
kame spravny vysledek. Proto je program nastaveny, aby vyhodil chybu a skonc¢il,
pokud nedosidhne konvergence po urcitém mnozstvi iteraci. V takovém pripadé
je tfeba jej zkusit spustit znovu s odliSnou vstupni geometrii, pfipadné i jinym
nastavenim programu, ale to jiz zdda zkuSeného kvantového chemika.

Zaroven Hartree-Fockova metoda v puvodni formulaci pfedpoklada molekulu,
kterd mé vsechny orbitaly molekuly bud obsazené dvéma elektrony, nebo prazdné.
To automaticky znamend, ze molekula je v singletnim stavu. Pokud bychom chtéli
poéitat jiny spin (naptiklad triplet u zminéného kysliku), musime tento pozadavek
uvolnit pomoci radku set reference rohf.

Pti pripravé geometrie komplikovanéjsich molekul se ¢asto hodi pouzivat gra-
fické programy, kde si molekulu muzeme ,nakreslit“. Dobry je v tomto ohledu
napfiklad program Avogadro.

A jak nainstalovat a pouZit Psi4 na Windows?

Instala¢ni program na Windows si miizete stdhnout pfimo z http://vergil.chemistry.
gatech.edu/psicode-download/Psidconda-1.7-py38-Windows-x86_64.exe. Bé-
hem instalace muzete zakliknout volbu ,,Add Psi4conda to my PATH environment
variable®, pak je mozné ke spusténi mozné pouzit primo Windows piikazovou rad-

ku. V kazdém pripadé vaim po instalaci v menu Start pribude program ,, Anaconda
prompt“, ktery muzete pouzit Uplné stejné. Pokud otevieme Anaconda prompt,
miizeme napsat ,,psid“, abychom si ovérili, ze vSechno funguje. Program by se mél
spustit a vynadat ndm, Ze neméa vstupni soubor.
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Dalsim krokem je tedy vzit vstupni soubor (mizete pouzit naptiklad ten ze se-
ridlu), a dat jej programu jako parametr. Pouze je tfeba dét si pozor na to, v jaké
slozce jsme v rdamci prikazové radky a kde je ulozeny vstupni soubor. Bud je tie-
ba dét za ptikaz celou cestu k souboru (napf: psi4 Dokumenty\psi4\vstup.inp,
pokud si na vstupy vyrobime slozku psi4 v Dokumentech) Druhou z moznosti
je pouzit prikaz cd, ktery nds pfesunuje mezi slozkami. (Tedy bychom pouzili pfi-
kaz cd Dokumenty, pak cd psi4, a nakonec spustili program pfes psi4 vstup.inp)
Pokud bychom se chtéli presunout o slozku vyse, je na to prikaz cd ... A prika-
zem dir vypiSeme obsah aktudlni slozky. Vysledkem béhu programu je v tomto
pripadé soubor vstup.inp.out, ktery si muzeme oteviit pomoci pozniamkového
bloku.

Timto konéi dil seridlu, a pristé na néj navdzeme tim, ze si ukdzZeme, co se
stane, kdyz jadrim dovolime se preci jen hybat.

Uloha IV.S ... kvanta molekul 10 bodu

1. Na zacatku seridlu jsme zminili nékolik aproximaci, které jsme pouzili — jed-
nak zafixovani jader a jednak zanedbéni relativistickych efekti. Pro které
prvky cekate, ze se budou elektrony nejvice vzajemné ovliviiovat s pohybem
jader, a pro¢? A ve které ¢asti periodické tabulky si myslite, Ze se nejvice
projevi relativistické efekty? Z jakého divodu? (2b)

2. Celkové energie molekuly vody, jak ji dostaneme z kvantové chemického vy-
poctu, je cca. —75 Ha. Energie uvolnénd slucovanim vodiku a kysliku na vodu
je 242kJ-mol~!. Pokud spoéitdme energii reaktanti i produktii s chybou 1 %,
jaka bude chyba v urceni reak¢ni energie? Také zkuste najit néjakou analogii
s méfenim v redlném svété. (Napiiklad: ,Zvazim se s pétikorunou a bez ni,
abych ur¢il jeji hmotnost) (3b)

3. Nainstalujte si program Psi4 a pokuste se spocitat, o kolik se lisi energie lodic¢-
kové a (zkiizené) vanickové konformace cyklohexanu. Muzete pouzit ptilozené
vstupni soubory s jiz optimalizovanou geometrii. Jak moc se lisi vysledek od
experimentalni hodnoty 21kJ-mol~'? (2b)

Poznamka: Pokud narazite na problémy s programem Psi4, nevahejte se
ozvat na emailovou adresu mikulas@fykos.cz

4. Zkuste spocitat energii reakce pro chloraci benzenu CgHg + Cly = CqH5Cl+
+ HCI. Srovnejte s experimentalni hodnotou —134kJ-mol™'. Muzete vyuzit
geometrii molekuly benzenu. (3b)

Bonus: Vyberte svoji oblibenou (nebo jakoukoliv jinou) chemickou reakci

a spocitejte jeji energii. (az +3b)
(Tesent str. @)

Kapitola 5: Vibrujici kvanta

V dnesnim dile se koneéné podiviame na to, co se stane, pokud v molekulach pteci
jen rozpohybujeme jadra.
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To chce mit potencial!

Pokud si jesté vzpomenete, tak v minulém dile jsme si zjednodusili Schrodinge-
rovu rovnici pro molekulu tim, ze jsme nalezli efektivni potencial, ve kterém se
pohybuje kazdy elektron, a tim pddem jsme nemuseli fesit Schrédingerovu rovnici
dohromady pro vsechny elektrony i jidra. Misto toho ndm stacilo vyresit sadu
témeér nezavislych rovnic pro jednotlivé elektrony. Nyni bychom chtéli podobnym
zpusobem najit potencial pro pohyb jader.

V predchozim dile jsme také pii vypoctech zafixovali jadra na zakladé toho, ze
se elektrony kvili rozdilu hmotnosti pohybuji mnohem rychleji nez jadra, a tedy
pro potireby modelovani elektronového obalu muzeme predpoklddat, ze jsou jadra
nehybné. Nyni ale feSime pfesné opacny problém. Zabyvame se problém jader,
a elektrony v ném funguji jen jako jakési lepidlo, které jadra drzi pohromadé. Ten-
tokrat ndm nepomuzou triky z minula. Bohuzel by nefungovalo ani to, kdybychom
vzali zprimérovanou ndbojovou hustotu elektronii (kterou bychom si predem spo-
¢itali) a z ni bychom potom utvorili potenciél pro pohyb jader. Problémem je v toto
pripadé, ze orbitaly elektront jsou centrované na jadrech, a tedy se hybou spolu
s nimi. Navic z toho, jak se méni geometrie molekuly, se zméni i jejich tvar. Co
tedy s tim?

Predstavme si, ze mame néjakou dvojatomovou molekulu, napiiklad H,. Tu
vezmenme, pro néjakou konkrétn{ vzdalenost jader, napiiklad 0,3 A, a spocitdme jeji
elektronovou energii. V tomto ptipadé dostaneme hodnotu —0,61 Ha. Nyni jadra
malinko posuneme, na 0,4 A. Dostaneme energii o néco nizsi, —0,91 Ha. Takhle
miizeme postupné projit vSechny mozné vzdalenosti a vynést si energie do grafu.
Dostaneme takovyto obrazek, jez se téz nazyva disociacni kfivka molekuly.
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To ale skoro vypadéa jako potencidl pro pohyb jader. Trochu potiz je, Ze nema-
me pouze jednu Castici, kterd by se v tomto potencialu pohybovala, ale dvé castice,
které se k sobé priblizuji a zase oddaluji. Tento nedostatek nicméné snadno vy-
fesime trikem, ktery je mnohem starsi nez kvantovda mechanika samotna a uz po
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vice nez stoleti se pouzival k popisu pohybu astronomickych téles. Ukazuje se, ze
pokud popisujeme pohyb dvou téles, jejichz vzajemnd sila zavisi na vzdalenosti,
miizeme misto toho vzit odpovidajici potencial, a v ném nechat pohybovat se téle-
so o takzvané redukované hmotnosti p. Tato redukovand hmotnost pro dvé télesa
o hmotnostech m; a ms je danéd vztahem

mi1meso

omy+me
Ve specidlnim ptipadé, kdy obé télesa maji stejnou hmotnost (tedy m1 = ms), bude
redukovand hmotnost rovna pfesné poloviné hmotnosti téles u = m1/2. Naopak
v limitnim pripadé, ze je jedno z téles fadové tézsi nez druhé meo > mi, bude
redukovand hmotnost témér rovna hmotnosti leh¢iho z téles u ~ m.

Nyni ndm nic nebrani k tomu vyfesit numericky Schrédingerovu rovnici pro
pohyb jader v tomto potencialu

1? d2¥(x)
o da? +V(z)¥(z) = E¥(z),
kde V(x) je potencidl dany disocia¢ni kiivkou molekuly. Ziskdme tim nésledujici
stavy, které vykreslime podobné jako ve druhém dile seridlu. Tedy vykreslime vl-

vy

o energii daného stavu.
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Vysledné vinové funkce ¥(z) maji i v tomto piipadé interpretaci amplitudy
pravdépodobnosti. Je zde ale drobny rozdil, hustota pravdépodobnosti |¥(z)|?
v tomto pripadé neodpovidd piimo pravdépodobnosti vyskytu castice v konkrét-
nim misté, ale udavd pravdépodobnost, Ze jsou od sebe jidra vzdalena o danou
hodnotu. Tedy v zékladnim stavu muzeme ocekavat, ze mezijadernd vzdélenost
molekuly je s nejveétsi pravdépodobnosti v okoli minima potencidlu. Naopak pro
prvni excitovany stav lze ocekavat, ze molekula bude mit bud vétsi nebo naopak
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mensi vzdalenost jader, nez je rovnovazna vzdalenost, protoze v okoli minima je
hustota pravdépodobnosti nulova.

Miize se zdat, ze slo jen jakési cviceni na pouziti kvantové mechaniky, ale opak
je pravdou. Kdyz se zamyslime, zjistime, Ze jsme v podstaté do kvantového podoby
prevedli vibrace molekul. Jisté Vas tedy neprekvapi, zZe se tyto vibrace casto mohou
objevit i v ptirodé.

Vibrace molekul v pfirodé i v laboratori

Tak jako mtize molekula ptisobenim elektromagnetického zatreni prejit do excitova-
ného stavu, coz vlastné znamend preskok na vyssi kvantovy stav elektront, muze
stejné tak dobre preskocit do vyssiho vibra¢niho stavu. Rozdil je v tom, ze elek-
tronové preskoky maji energie, které odpovidaji fotonim v ultrafialové a viditelné
oblasti spektra, takze je casto muzeme piimo pozorovat jako barvy jednotlivych
chemickych slouc¢enin. Na rozdil od toho vibra¢ni prechody molekul lezi v infracer-
vené oblasti, takze pro pozorovani potfebujeme specialni pristroje. Presto jsou pro
nas zasadni. Napriklad vibra¢ni pfechody molekul vody, oxidu uhli¢itého i dalsich
molekul v atmosfére absorbuji infracervené zareni, které by se jinak vyzarilo do
vesmiru. To je podstatou dnes tak ¢asto zminovaného sklenikového efektu.

Zaroven se vibrace slozitéjsich molekul daji pouzit k rychlé a presné identifikaci
latky v nezndmém vzorku. Sice je mozné mérit primo infracervené spektrum, ale
je to znacné komplikované. Jednim z nejzdsadnéjsich problému je, ze latky, které
mame zafixované jako prithledné, naptiklad sklo ¢i voda, pro infracervené zatreni
vibec prihledné nejsou. Pfichdzime tak o moznost pozorovat vzorky v roztoku. Z
tohoto diivodu se ujal trik, ktery ndm umoznuje celou dobu pracovat s viditelnym
zarenim, pomoci jevu nazyvaného Ramanuv rozptyl. Pokud prochézi latkou svétlo
o vlnové délce, kterd neni absorbovana, tak se pordd obcas muze pfi ndhodnych
srazkach s molekulami rozptylovat a odrazet v jiném nez puvodnim sméru. Tento
efekt se nazyva Rayleightiv rozptyl, a mimo jiné zptsobuje modré zbarveni oblohy.
(A vlastné i to, ze ve stinu neni tma jako v pytli.) Nicméné v malém zlomku p¥i-
padu (uvadi se jeden z milionu) se pfi rozptyleni fotonu zaroven excituje molekula
na vyssi vibrac¢ni stav. To je pak pravé ten zminovany Ramantv rozptyl. Logic-
ky se tedy kvuli zékonu zachovani energie musi i o malinko zménit vlnova délka
rozptyleného fotonu.

Na tomto principu je zaloZzend Ramanova spektroskopie, kdy vzorek osvitime
laserem o konkrétni vinové délce a detekujeme rozptylené zafreni, které se vlnovou
délkou lisi od ptivodniho zafeni. Do grafu pak vyndsime jen hodnotu tohoto posunu.
Z toho, o kolik se vinova délka posune, pak mizeme urcit energie jednotlivych
vibra¢nich hladin. Tato metoda se dnes jiz pouziva i v mnoho oblastech praktického
zivota. Napriklad jako uzitecnd se ukézala pri metanolové aféfe. Tam se vyuzilo
toho, ze metanol muzeme detekovat pres sklo, tedy aniz bychom museli oteviit
lahev. Bézné se ale také pouziva na letistich, kde slouzi k detekci vybusnin i drog.
Dokonce i nejnovéjsi vozitko na Marsu, Perseverance, ma v sobé jeden Ramantv
spektroskop zabudovany. Uspéch Ramanovy spektroskopie je v tom, 7e zvlasté
u organickych molekul ma kazda funkéni skupina konkrétni frekvence, na kterych
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vibruje. Ty pak muzeme snadno ve spektru poznat a diky tomu zjistit, jak dand
molekula vypada.

Praktické aspekty vypoctu vibraCnich spekter.

Pri hledani potencidlu pro jadra jsme museli opakovat kvantové chemicky vypocet
pro fadu ruznych mezijadernych vzdélenosti. To ale znamen4, Ze pro jeden vypocet
vibraci jader musime provést veliké mnozstvi jednotlivych vypocta pro elektrony.
To velmi rychle pro vétsi molekuly zacne byt vypocetné prilis narocné. Nastésti
mame v rukdvu jesté jeden trik. Podivame-li se na disocia¢ni kfivku, v okoli mi-
nima, kde nés zajimd, by se dala docela dobfte prolozit parabolou. Obecny ptredpis
funkce paraboly je f(x) = az? 4 bx + ¢, ktery ale miizeme doplnit na étverec, a do-
staneme predpis naseho parabolického potencidlu V(z) = k(x — xmin)2/2 + Emin.
Zde ale vétsinu parametru zndme! Tmin je rovnovazna vzdélenost a Fmin je ener-
gie v minimu potencidlu. Parametr Fni, navic jen posunuje energie vSech stavi,
a proto jej muzeme polozit nule, a vsechny energie, které ndm vyjdou, pak budou
definované jako rozdil vuci této hodnoteé.

Jedinou neznamou je tedy v tomto pfipadé tuhost k. Tu nemusime urcovat
pomoci fitovani, ale mtizeme ji rovnou urcit z druhé derivace energie podle polohy
jader. Tuto druhou derivaci lze analyticky urc¢it ptimo z vlnové funkce v optimali-
zované geometrii a celkové ndm tedy staci jediny kvantové chemicky vypocet. Pti
vypoctu derivace z definice bychom pritom potiebovali vypocty energie minimélné
tTi.

Tim ale zjednoduseni nekon¢i! Vzpomenete-li si na zacatek tretiho dilu, ukézali
jsme si tehdy linedrni harmonicky oscilator, ktery ma presné takovy, parabolicky
potencidl. Tim padem se nemusime trapit numerickym fresenim Schrédingerovy
rovnice, ale mizeme energie jednotlivych hladin najit analyticky. Schrédingerova
rovnice harmonického oscildtoru mé tvar

R d*p(x) ko

B e () = Bz,

kde jsme rovnou pouzili vyse zavedenou redukovanou hmotnost u.

Nebudeme si ukazovat postup, jakym se rovnice Tesi, protoze by se seridl ne-
umérné natdhnul. Pro vypocet poloh vibracnich ¢ar ve spektrech nam totiz staci
znat energie jednotlivych hladin. Tyto hladiny jsou ekvidistantni a energie n-té

hladiny je dana vzorcem
E, = \/?h (TL + 1) ,
7 2

kde n nabyva celoc¢iselnych hodnot od 0 do co. Vsimnéte si, ze rozdil energie mezi
jednotlivymi hladinami je fiy/k/u, coz odpovida fotonu o presné stejné frekvenci,
jakou by mél oscilator s tuhosti & v klasické mechanice. Toto je jeden z mnoha
prikladia korespondence mezi klasickou a kvantovou mechanikou. Pieskoky me-
zi sousednimi hladinami budou tedy zpusobovat absorpci pravé na této na ener-
gii hy/k/p. Navic se ukazuje, ze preskoky o vice nez jednu hladinu jsou zakdzané,
a tedy v prirodé témér neprobihaji.
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A co kdyZz mame atomii vic?

totiz ma soustava N atomi 3N stupna volnosti, protoze polohu kazdého atomu
lze popsat pomoci tii soutadnic. Z toho 3 stupné volnosti odpovidaji translaci,
tedy pohybu celé molekuly jako celku. Déle 3 stupné volnosti odpovidaji rotaci
molekuly. (Pro linedrni molekulu jen 2). Pokud tyto zanedbdme, protoZe pro nés
nejsou zajimavé, tak ndm zbyde 3N — 6 (3N — 5 pro linedrn{ molekulu) stupiit
volnosti, které odpovidaji riznym vibracim.

Postup feseni je v zasadé obdobny, jako jsme si ukézali v pfedchozi ¢asti pro
jednu vibraci, az na to, ze fesime problém v mnoha dimenzich. Najdeme optimalni
geometrii, spoc¢itdme vinovou funkci a z ni druhé derivace energie ve vsech smérech.
Z téch pak nakonec ziskame energie jednotlivych vibraci. Vyhodou je, Ze programy
celou tuto sekvenci kroku provadi automaticky, takZze ndm staéi zoptimalizovat
geometrii a o zbytek se program postara sam.

Vysledkem vypoctu jsou v tomto pripadé vlastni médy, tedy stojatd vinéni,
ktera maji presné urcenou frekvenci. To je opét analogie s klasickou mechanikou,
kde pri vibraci makroskopickych téles muzeme takovéto médy téz pozorovat. Nas
ale primarné zajimaji frekvence téchto modiu, které pak napriklad umime srovnat
s experimentalnim Ramanovym spektrem. Miuze se také nékdy stat, Ze ndm pro-
gram nékteré frekvence vypise zaporné — To znaci, ze nemédme optimalni geometrii,
protoze ve sméru daného vibra¢tho médu se energie snizi.

Jako priklad si ukdzeme vypocet v programu Psi4 na molekule vody. Pfipravime
si vstup podobny jako v minulém dile, jen priddme rddek frequency ("HF"). Vstup
pro Psi4 tedy bude vypadat:

set basis cc-pvdz

molecule {

01

0 -1.818556 -0.320567 1.225399
H -0.898992 -0.062457 1.771117
H -2.278145 -1.054597 1.903623
}

optimize ("HF")

frequency ("HF")

Po spusténi ve vypisu najdeme tésné pred koncem sekci Harmonic Vibrational
Analysis, kde muzeme najit vysledné frekvence. Na konci této sekce je

Vibration 7 8 9

Freq [cm™-1] 1776.1024 4113.4307 4211.9124
Irrep Ap Ap Ap

Reduced mass [u] 1.0817 1.0461 1.0820

Force const [mDyne/A] 2.0105 10.4283 11.3092
Turning point v=0 [a0] 0.2503 0.1673 0.1625
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RMS dev v=0 [a0 u~1/2] 0.1841 0.1210 0.1196

IR activ [km/mol] 80.8468 21.1727 60.6078

Char temp [K] 2555.4159 5918.3109 6060.0042

1 0~0.01 -0.07 0.00 -0.00 0.05 -0.00 -0.07 -0.01 0.00
2 H0.38 0.59 -0.00 0.61 -0.35 0.00 0.59 -0.38 -0.00
3 H -0.48 0.52 0.00 -0.54 -0.45 -0.00 0.52 0.48 0.00

To je v souladu s vyse uvedenym pravidlem, které predpovidd pravé 3 vibracni
médy. Molekula vody by tedy méla vibrovat na energiich 1776cm™', 4113 cm™!
a 4211cm™'. Energie vibraci ve spektroskopii se standardné udévaji pomoci vl-
noétu v reciprokych centimetrech (cm™'). V¥hodou je, Zze vlnodet ¥ = 1/\ =
= E/(hc) je pfimo Gmérny energii zafeni, na rozdil od vlnové délky.

Nyni se muzeme podivat na experimentilni Ramanovo spektrum vody.

INTENZITA

1 [ 1 [l v 1 3 0
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 yoo0
Plcm™1]

MizZeme v ném najit vsechny t¥i médy, ac, jejich frekvence se od té, co jsme spo-
&itali my, trochu lisf. Dvé Gary, které v nasich vypoétech maji energie 4113 cm ™!
a 4211cm™!, se sliji do jednoho Sirokého piku, ktery ve skutecnosti lezi mezi
3000cm~! a 3500cm™!. Naopak tfeti ¢ara, kterd ndm vysla na 1776cm™?, je
v grafu sotva zfetelnd, ale zato lezi témér tam, kde jsme ji spocitali, priblizné
na 1600cm ™. To je dalsi skali vypoé&tt vibraénich spekter, ne viechny ptechody
se v Ramanové spektroskopii projevi. Nékteré mohou byt zakazané, takze ve spek-
tru budou slabé nebo se neprojevi viibec. Z vypoctu lze samoziejmé urcit i intenzity
jednotlivych prechodu, ale to uz presahuje rdmec naseho textu.

Na zaveér jesté dodame, ze zminéné tii médy vypadaji takto. Pod obréazky jsou
uvedeny jejich experimentélni energie.
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1

0] LY o o=
H” OH H” 4 H” OH
4 N\ P2 ~
7 =3657 cm™’ 7 =1595 cm™ 7 =3756 cm™'
Uloha V.S ... etanol & metanol? 10 bodt

Vazebnd energie molekuly fluoru je pfiblizné 37kcal/mol. Pokud uvézime dosah
vazebnych interakei piiblizné 3 A od optimalni vzdalenosti, jakou (primérnou)
silou musime pusobit, abychom molekulu roztrhli? Spocitejte ,,tuhost* molekuly
fluoru, pokud by uprostied tohoto rozmezi ptisobila sila o velikosti této praumérné
sily. Jakd by byla vibracni frekvence této molekuly? Srovnejte s experimentalni
hodnotou 916,6cm™". (4b)

Zkuste pomoci Psi4 spocitat disociacni krivku Fa a prolozit ji v okoli minima
parabolou. Jakd vAm z ni tentokrit vyjde energie vibra¢nich prechodu? (3b)

Mate dvé lahve alkoholu, které vam pfisly pfinejmensim podezrelé. Vzali jste je
tedy do laboratore a ziskali z nich nasledujici Ramanova spektra. Pomoci programu
Psi4 spocitejte, na jakych frekvencich jsou vibra¢ni prechody molekul metanolu
i etanolu, a na zakladé toho odhadnéte, ve které lahvi je metanol a ve které etanol.
Mizete vyuzit priblizné geometrie etanolu a metanolu, které jsou soucdsti zadani
na webu. (3b)

o

500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
Slem ) lem]

Obr. 32: Ramanovo spektrum lahve Obr. 33: Ramanovo spektrum lahve
A B

(Tesend str. @)

Kapitola 6: Excitujici kvanta

V dnesnim, zavérecném dile se detailnéji podivame na excitované stavy molekul
a prechody mezi nimi.

V predchozich vypoctech jsme uvazovali molekuly jen v zadkladnim stavu. V ta-
kovém pripadé mizeme pro vétsinu molekul oc¢ekavat, ze mame jednoduchy stav,
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kde jsou vSechny nejnizsi orbitaly az po néjakou troven obsazené dvéma elektrony,
a pak prazdné, coz ndm zjednodusuje vypocty. Naopak, jakmile néjaky elektron ex-
citujeme do vyssiho orbitalu, tento predpoklad rozhodné platit nebude, coz s sebou
prinasi komplikace.

Celkové je svét excitovanych stavii mnohem bohatsi, nez kdyz se omezime jen
na zékladni stav. Jako ilustraci si vezméme jednoduchou molekulu vodiku, kterd
ma jen dva elektrony. Nyni mizeme, podobné jako v minulém dile, pro kazdou
mezijadernou vzdalenost napocitat energii nékolika nejnizsich elektronovych stavi.
Jak se tyto excitované stavy pocitaji si ukdzeme pozdéji. Kdyz nyni vyneseme tyto
energie do grafu, podobné jako jsme to udélali v minulém dile pro disocia¢ni krivku,
dostaneme obrazek B4.

075 =
0.50=
0.25 =
0.00 =

-0.25 =

ENERGIE [Ha]

-0.50 =

075 =

B YoloX - — — —

-125 1 T

) ? 3 u s
riAl

Obr. 34: Energie elektronovych stavi

V ném kazda kiivka odpovida néjakému konkrétnimu stavu. Vidime, ze nékteré
kiivky nemaji charakter vazaného stavu, protoze jejich energie monoténné roste
s priblizujicimi se jadry a nejnizsi energii maji pro nekonecné vzdalend jadra. Nao-
pak disocia¢ni kfivky pro jiné stavy maji témér stejny tvar jako kiivka zékladniho
stavu, jen s vyssi energii. V takovémto stavu tedy muze molekula setrvat delsi
dobu. Zaroven tento vdzany excitovany stav bude mit svoji vlastni sadu vibra¢nich
stavi.

7 minulého dilu navic vime, ze pro molekulu, kterd ma N atomi, musime uva-
zovat potencidlové kiivky (plochy) v 3N —6 (3N —5) dimenzidlnim prostoru. Jisté
tedy tusSite, Ze tento svét je nesmirné bohaty, ale zaroven i nesmirné kompliko-
vany a stale v této oblasti probiha intenzivni vyzkum jak na experimentalni, tak
i teoretické trovni.

Prestoze je vSak svét molekul a jejich excitovanych stavu velice komplikovany,
muzeme najit mnoho univerzalné se vyskytujicich jevl, z nichz nékteré si mizeme
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hned ukéazat.

Fluorescence

Fluorescence je jednim z nejvice zndmych jeva souvisejicich s prechodem mezi
ruznymi elektronovymi stavy. Zjednoduseny popis je, ze molekula pohlti foton
néjaké frekvence, ¢imz se dostane do excitovaného stavu. V ném pak setrvid do
doby, nez dojde ke spontdnni emisi, tedy vyzareni fotonu a opétovnému prechodu
do zakladniho stavu.

Udélejme si jednoduchy model tohoto procesu. Podobné jako v minulém dile
si aproximujeme potencidlové kiivky zdkladniho i nejnizsiho excitovaného stavu
v okoli minima parabolou. Kazdy z téchto stavi bude navic mit svoji sadu vibrac-
nich stavi. Dostaneme tak naptiklad obréazek BY.

Obr. 35: Aproximace potencidlovych krivek

Vsimnéte si, ze rovnovazna geometrie excitovaného stavu se lisi od geometrie
zékladniho stavu. Pfi absorpci fotonu dojde k excitaci do vyssiho elektronového
stavu. Protoze se jednd primarné o preuspotadéani elektronového obalu, nedochézi
pti ni ke zméné geometrie. Jak ale vite z minula, jadra také maji kvantovy charak-
ter. Proto sice mluvime o geometrii molekuly, ale ve skutecnosti musime uvazovat
vlnovou funkci danou vibra¢nim stavem a odpovidajici hustotu pravdépodobnosti.
Také pfimo nemuzeme mluvit o tom, jestli maji zékladni a excitovany stav stejnou
geometrii, ale pouze jaka je pravdépodobnost, ze zdkladni stav a excitovany stav
budou mit stejnou geometrii. Tim pddem pravdépodobnost, Ze k excitaci skutec-
né dojde, zavisi na tom, jak moc se prekryvaji hustoty pravdépodobnosti vyskytu
jader pro zadkladni a excitovany stav. Proto pokud se rovnovazna , geometrie* exci-
tovaného stavu lisi, tak excitaci nejcastéji skon¢ime v néjaké vyssi vibracni hladiné
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excitovaného stavu, protoze vyssi vibra¢ni hladiny maji i vyssi pravdépodobnost
vyskytu dale od rovnovazné polohy.

Po excitaci pak dojde k vibrac¢ni relaxaci, tedy molekula postupné prejde na
molekulami, které prijmou energii ve formé tepla. Tato vibrac¢ni relaxace probi-
hé nesmirné rychle, mnohem rychleji, nez kdyby molekula preskakovala na nizsi
vibrac¢ni hladiny vyzatfovanim infracervenych fotont. Z néj pak dojde dojde k spon-
tanni emisi a molekula prejde opét do zdkladniho elektronového stavu. Ze stejnych
dtivodtt jako prve opét prejdeme na vyssi vibraéni hladinu. (Molekula m4 ted totiz
geometrii excitovaného stavu.) Pak opét dojde k vibra¢ni relaxaci a skon¢ime ve
stavu, ve kterém jsme byli na zacitku. Celé to muzeme vidét na diagramu

Obr. 36: Pfechod mezi stavy

Rovnou sipkou jsou oznaceny prechody spojené s absorpci nebo uvolnénim fo-
tonu, zatimco vlnitou jsou oznacené nezatrivé prechody. Nenechte se zmast tim,
ze zde zakreslujeme potencidlové kiivky danych elektronovych stavi. Ve skutec-
nosti tyto potencidly slouzi jen jak voditko a molekula jen preskakuje po raznych
vibracnich stavech.

7 diagramu také vidime, Ze energie fotonu vyzarenych fluorescenci bude niz-
$i nez energie excitatniho zafeni. Rozdil mezi maximem v absorp¢nim spektru
a maximem fluorescence se nazyva Stokesuv posuv. Navic, spektra absorpce a flu-
orescence mivaji podobny tvar, jen jsou zrcadlova. K tomu dochazi, protoze velikost
prekryvu nejnizsi vibracni hladiny zakladniho stavu s n-tou hladinou excitovaného
stavu je podobné velikosti prekryvu mezi nejnizsi vibrac¢ni hladinou excitovaného
stavu s n-tou vibrac¢ni hladinou stavu zakladniho.

Pfestoze se ndm muze zdét, ze fluorescence probihd okamzité (a zivotnost ex-
citovanych stavii byva opravdu v fddu nanosekund), tak v mikrosvété se jednd
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spise o pomaly proces. Napriklad zminénd vibra¢ni relaxace je alespon o tri fady
rychlejsi, jednd se o pikosekundy. Diky tomu muZeme predpoklddat, ze moleku-
la ,nestihne“ vyzarit foton, nez se zrelaxuje, a fluorescence probiha témér vzdy

Kromeé fluorescence mutize dojit i k tomu, ze molekula prejde do zakladniho stavu
bez vyzéareni fotonu. To nazyvame nezafivy prechod. Podobné jako u vibra¢ni
relaxace molekula béhem néj predd energii okolnim molekulam. V dusledku to
znamend, ze molekula fluorescenéné vyzari méné fotonu nez absorbuje. Procento
fotoni, které molekula vyzari zpét, nazyvame kvantovym vytézkem. V zavislosti
na molekule mize byt hodnota kvantvého vytézku blizkd 100 % (u fluorescenénich
barviv), i 0% — takovd molekula pak fluorescenéné nevyzatruje vibec. (Napiiklad
beta karoten.)

Molekuly samoziejmé vétsSinou mivaji vice excitovanych stavi. Narozdil od za-
kladniho stavu jsou ale rozdily mezi energiemi riznych excitovanych stavi nizsi.
V dusledku toho se prekryvaji vibra¢ni spektra obou stavu, coz vede k tomu, ze
i pokud je molekula na nejnizsi vibracni hladiné néjakého vyssiho excitovaného sta-
vu, misto vyzareni fotonu muze velice rychle relaxovat do vyssi vibra¢ni hladiny
jiného stavu. Diky tomu fluorescence probiha téméi vzdy jen z nejnizstho exci-
tovaného stavu. Toto je podstatou Kashova pravidla, které tvrdi, Zze vinova délka
fluorescenc¢niho zafeni nezavisi na tom, jakou vinovou délkou molekulu excitujeme.

Vinové funkce excitovanych stavii

Jak uz jsme zminili na zac¢dtku, vinové funkce excitovanych stavi byvaji kompliko-
vanéjsi nez ty stavu zakladniho. Zatimco v zakladnim stavu jsou vSechny hladiny
dvakrat obsazené, excitované stavy budou mit néjaky z elektront excitovany do
néjakého vyssiho neobsazeného orbitalu, jak je naznaceno na obrazku B1.

Zéakladni stav Excitovany stav

Obr. 37: Zakladni a excitovany stav orbitalt

Mizeme ocCekavat, ze nejnizsi energii stavu dostaneme, pokud excitujeme elek-
tron z nejvyssiho obsazeného do nejnizsiho neobsazeného orbitalu. Celkové mame
4 moznosti, jak vic¢i sobé mohou byt orientované spiny elektronti v téchto dvou
orbitalech.
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Obr. 38: Moznosti excitace

Nez ale budeme tyto stavy interpretovat, musime si jesté néco povédét o spinu.
Spin je kvantova veli¢ina, kterd je interpretovand jako vnitini moment hybnosti
astice, ktery se pro nabité &astice projevi jako vnitin{ magneticky moment. Céstice
I1ze charakterizovat dvéma spinovymi ¢isly. Jednak je to celkova velikost spinu, ktera
je charakteristickd pro konkrétn{ typ ¢dstice (naptiklad elektron mé spin 1/2). Déle
je to projekce spinu do konkrétniho sméru. Ta, v zdvislosti na velikosti spinu, mé
jen nékteré konkrétni hodnoty, kterych muze nabyvat. Tedy napiiklad u elektronu
se spinem 1/2 méme dvé mozné hodnoty projekce, +1/2 a -1/2. Tyto dvé mozné
hodnoty v ndm jiz dobfe zndmych orbitdlnich diagramech znac¢ime pomoci Sipek
nahoru a dola.

Stejnym zpusobem miuzeme pomoci spinu klasifikovat i stavy molekul. Pokud
mame vsechny elektrony sparované, coz je bézné u zakladniho stavu mnoha mole-
kul, mame celkovou hodnotu spinu 0. Takovy stav nazyvame singlet, protoze mé
jedinou povolenou spinovou projekci, a to 0. Naopak, pokud naptiklad médme dva
nesparované elektrony, jejichz spiny se ,sec¢tou”, hovorime o tripletnim stavu. Ten
ma tfi mozné hodnoty projekce, 1, 0 a -1.

Pokud se vratime k nasim 4 moznostem orientaci elektrontu v excitovaném sta-
vu, vidime, Ze prvni dvé kombinace zleva budou dvé z moznych projekci tripletu,
s projekei 1 a -1. V prvnim pfipadé se ndm sectou projekce 1/2 od dvou elek-
trontl, zatimco v druhé se se¢tou dvé projekce —1/2. Zbylé dvé kombinace jsou
rovanych elektronu se vykrati. Pokud bychom ale fe$ili problematiku detainéji,
zjistili bychom, ze tyto dvé kombinace viibec nemaji konkrétni hodnotu spinu,
nejedna se o Cisté spinové stavy. Je to podobné, jako kdyz vezmeme obecnou vl-
novou funkci. Ta pravdépodobné nebude vlastni funkci hamiltonidnu, a proto ji
nemiuzeme prifadit konkrétni hodnotu energie.

Misto toho musime vzit takovéto kombinace spinii. Vysledkem je jedna vinova
funkce, kterd je singletni a druhd, ktera je tfeti chybéjici projekci tripletu.

D4 se ukazat, ze v disledku interakci mezi elektrony mé excitovany triplet nizsi
energii nez excitovany singlet. Pusobi zde stejné principy jako v pripadé hundovych
pravidel, které také upfednostnuji elektrony mitici stejnym smérem.

Pro nés nejpodstatnéjsi dusledek je, ze protoze se spin v prirodé zachovava
(podobné jako u momentu hybnosti), zafivé pfechody mezi stavy o rizném spinu
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jsou zakdzané, a tim paddem neprobihaji tak rychle. To je podstatou fosforescence,
kterou si hned ukazeme.

Pro poradek jesté dodejme, ze pokud bychom vychézeli jen ze Schrodingerovy
rovnice, zarivy prechod by nemél probihat vibec. Tim padem se ale mohou projevit
jiné, slabsi vlivy. V tomto pfipadé se zacnou projevovat relativistické efekty, které
umozni, aby takovyto prechod probéhl, i kdyz pomaleji.

Fosforescence

Jak jsme si ted zminili, prechod mezi zdkladnim stavem, ktery je obvykle v singlet-
nim stavu, a nékterym tripletnim excitovanym stavem je zakizany. Proto nemi-
zeme pomoci svétla excitovat prfimo do tripletniho stavu. Pfesto se molekula muze
do tohoto stavu dostat. Excitujeme molekulu do néjakého singletniho stavu, odkud
pak, nejcastéji kvuli interakci s momentem hybnosti obihajicich elektront, muze
sklouznout do nizsiho tripletnfho stavu. Takovy proces se nazyva mezisystémovy
prechod.

Kdyz uz se molekula jednou dostane do tripletniho stavu, pak, podobné jako
vi. Tam je ale molekula uvéznéna. Nemiize samovolné prejit do zddného jiného
z excitovanych stavu, protoze ty maji vyssi energii, a to se nesluc¢uje se zdkonem
zachovani energie. Musi tedy pockat, nez se ji nakonec ,povede“ vyzafit foton
a prejit zpét do zdkladniho stavu. Protoze je ale tento prechod zakéazany, molekula
vydrzi v tomto excitovaném stavu dlouho, jeho zivotnost je v fadu sekund, minut,
i déle. Toto pomalé vyzarovani pak nazyvame fosforescenci.

Pravé na tomto jsou zalozené vsechny mozné predméty, které sviti ve tmé — do-
kud jsou na svétle, postupné se v nich hromad{ molekuly vyexcitované na tripletni
hladinu. Kdyz pak zhasneme, tyto molekuly postupné slabé vyzatuji, pravé pomoci
fosforescence. V tomto pripadé se ale pouzivaji anorganické materidly, napriklad
ZnS s ruznymi piimésmi. U organickych molekul je fosforescence slabsi, protoze
maji leh¢i atomy, a tim padem se tolik neprojevuje relativita.

Vsechny tyto efekty se obvykle zndzornuji pomoci takzvaného Jablonského di-
agramu.

V ném znacime tlustymi carami jednotlivé elektronové stavy a tenkymi carami
jsou u kazdého stavu naznaceny odpovidajici vibrac¢ni hladiny. V jednom sloupci
jsou singletni stavy, které jsou vykresleny nad sebou, zatimco tripletni jsou vpra-
vo od nich. Pfechody mezi riznymi stavy pak znac¢ime Sipkami. Rovnou Sipkou
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Obr. 39: Jablonského diagram

znacime takovy prechod, ktery je spojen s uvolnénim ¢i vyzarenim fotonu. Naopak
vlnitou znac¢ime prechody, kde se zadny foton nevyzafuje a energie se uvolni jinym
zpusobem, napriklad ve formé tepla.

A jak se to pocita?

Jak jisté jiz tusite, na excitované stavy ndm Hartree-Fockova metoda nebude sta-
¢it. Musime se totiz oprostit od toho, ze vlnova funkce ma jen jediné konkrétni
obsazeni orbitali. Vezmeme tedy vlnovou funkci, kterd obsahuje nékolik konfigu-
raci s riazné obsazenymi orbitaly, které jsou sectené s ruznymi vahovymi koeficien-
ty. V celém problému tedy optimalizujeme jednak tvar orbitald, jednak neznamé
koeficienty u jednotlivych orbitali. Takovd metoda se nazyva multikonfigurac¢ni
selfkonzistentni pole (MCSCF).

Protoze tesit, které konfigurace musime vzit pro popis daného problému, by
bylo silné netrividlni, zjednoduSujeme si praci tim, ze misto konkrétnich konfigu-
raci vybereme vsechny orbitaly dulezité pro popis daného problému a uvazujeme
vSechny mozné konfigurace, které muzeme ziskat rozmisténim konrétniho mnoz-
stvi elektront v danych orbitalech. Dand sada orbital se nazyva aktivni prostor.
Metoda se pak nazyva CASSCF.

Pii vypoétu pomoci metody CASSCF nejdiiv musime provést ty kroky, které
jsme provadéli i v minulych dilech. Tedy optimalizujeme geometrii, pak spocita-
me energii Hartree-Fockem, abychom ziskali ivodni sadu orbitali. Pak z téchto
orbitali vybereme aktivni prostor a muzeme spustit vypocet CASSCF.
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Jak pak vypadd vypocet v programu Psi4? Ukazeme si to na molekule vody.
stav. Protoze stavy s ruznymi spiny jsou do znacné miry nezdavislé, mizeme je
pocitat zvlast. Budeme mit tim paddem dva vypocty, jeden pro singlet, kde budeme
pocitat dva stavy, a druhy pro triplet, kde ndm stac¢i jeden stav.
vypadat presné tak, jak jsme si ukdzali pted chvili, tak ndm staci vzit do aktivniho
prostoru dva orbitaly. Jeden, ktery je v zdkladnim stavu dvakrat obsazeny, druhy
naopak nejnizsi neobsazeny. Takze na zacatku vstupu bude jiz zndmé cast s béazi
a geometrii. Abychom si usetrili komplikace s geometrickou optimalizaci, do vstupu
zadame geometrii, kterou jsme si pfedem zoptimalizovali.

set basis cc-pvdz
molecule H20{

symmetry cil

01

0~0.005700842385 -0.064489709337 0.000000000000
H -0.791211319490 0.445805409758 0.000000000000
H 0.700734813858 0.577693076293 0.000000000000
}

Pokud jste pozorni, jisté vam neuniklo, ze v geometrii je oproti minule jeden
radek navic, symmetry cl. Ten pfidavame proto, ze molekula vody je symetricks,
tedy méa dvoucetnou rotacni osu a dvé roviny zrcadleni. Program Psi4 pak jed-
notlivé orbitaly déli podle toho, jak se chovaji vuci témto operacim, tedy jestli
zustanou stejné, nebo napriklad zméni znaménko. Piestoze ve spousté pripadu se
hodi je takto délit, nas vypocet by to zbytecné komplikovalo. Proto jsme timto
rfadkem nastavili program tak, aby k molekule ptistupoval, jako kdyby zddnou
symetrii neméla.

Déle pottebujeme nastavit, které orbitaly budou v aktivnim prostoru. To udé-
lame tak, Ze nastavime pocet orbitali, které jsou dvakrat obsazené ve vSech kon-
figuracich, a pocet orbitalt v aktivnim prostoru. Voda m4 celkem 10 elektronu (8
z kysliku a jeden z kazdého z vodikil), v zékladnim stavu je tedy dvakrat obsazeno
5 orbitalt, z ¢ehoz jeden chceme v aktivnim prostoru. Orbitaly obsazené ve vsech
konfiguracich tedy budou 4. Naopak aktivni orbitaly chceme dva. To nastavime
pomoci néasledujicich radkiu:

set restricted_docc [4]
set active [2]

Déle potfebujeme nastavit jesté néjaké dalsi véci. Jednak chceme, aby program
hlidal, jestli mame spravnou multiplicitu. To zaridime pomoci

set calc_s_squared true
set S O
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kde druhy radek pak nastavuje pfimo hodnotu multiplicity. Pozor, tady se udava
ptimo celkova hodnota spinu, tedy pro singlet 0, pro triplet 1, atd.

Nakonec si musime Tict o to, ze chceme dva stavy. Protoze ale kazdy stav
ma svoje ,,optimalni“ orbitaly, tak programu musime Tict, Ze neméa se snazit najit
optimélni orbitaly pro jeden ani druhy stav, ale radéji mé vytvorit ,,zpramérované“
orbitaly vhodné pro oba stavy stejné.

set num_roots 2
set avg_states [0,1]

Druhy rddek ndm nastavuje, pres které stavy (¢islované od 0) program priméruje
orbitaly. Sami si pak mtzete zkusit, ze pokud v hranatych zdvorkdch nechéte jen [0],
stavu se vyrazné zvysi. Naopak [1] snizi energii excitovaného stavu na tkor stavu
zékladniho.

Ted uz staci jen spocitat energii pomoci energy('cassct'). Cely vstup tedy
bude vypadat takto:

set basis cc-pvdz
molecule H20{

symmetry cl

01

0 0.005700842385 -0.064489709337 0.000000000000
H -0.791211319490 0.445805409758 0.000000000000
H 0.700734813858 0.577693076293 0.000000000000
}

set restricted_docc [4]
set active [2]

set calc_s_squared true
set S O

set num_roots 2
set avg_states [0,1]

energy('casscf')
Ve vystupnim najdeme kousek pred koncem:
==> Energetics <==

SCF energy = -76.027032779942914
Total MCSCF energy = -75.868406011147982

==> MCSCF root O information <==
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MCSCF Root O energy = -76.012806678099437
Active Space Natural occupation numbers:
A 1.999576 A~0.000424

The 4 most important determinants:

1 0.999894 ( 0, 0) 5AX

2 -0.014555 ( 1, 1) 6AX

3 0.000000 ( 0, 1) 5AA 6AB
4 0.000000 ( 1, 0) 5AB 6AA

* % ¥ *

==> MCSCF root 1 information <==

MCSCF Root 1 energy = -75.724005344196783
Active Space Natural occupation numbers:
A 1.000000 A 1.000000

The 4 most important determinants:
0.707107 ( 0, 1) 5AA 6AB

0.707107 ( 1, 0) 5AB 6AA
0.0
0.0

00000 ( 1, 1) 6AX
00000 ( 0, 0) BAX

* X X ¥

1
2
3
4

Pozor, nenechte se zmast, v tomto pripadé nas nezajima raddek Total MCSCF
energy, protoze tato energie je také ,zprumeérovani“, ale energie jednotlivych sta-
vl (tu nazyvanych root - kofen), které jsou nize. Vidime tedy, Ze energie nejniz-
stho stavu je —76,012806 678099 437 Ha, zatimco prvni excitovany stav ma ener-
gii —75,724 005 344 196 783 Ha. Nyni upravime vstup pro triplet — zménime radek
set S 0 na set S 1 a smazeme tadky, kde jsme chtéli dva stavy.

Dostaneme takovyto vstup,

set basis cc-pvdz
molecule H20{

symmetry cl

01

0 0.005700842385 -0.064489709337 0.000000000000
H -0.791211319490 0.445805409758 0.000000000000
H 0.700734813858 0.577693076293 0.000000000000
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set restricted_docc [4]
set active [2]

set calc_s_squared true
set S 1

energy('casscf')

a po spusténi pak energii tripletniho stavu —75,770492145528493 Ha.

Odectenim energii obou singletnich stavi dostaneme excitacni energii 0,28 Ha,
coz je 7,62¢eV. To rozhodné neni Spatny vysledek, protoze experimentilni hodnota
je okolo 7,4€V.

Na zavér se hodi zminit, ze metoda CASSCF je jedno z nejsilngjsich kladiv
molekulami. Hod{ se tedy napiiklad na vypocty komplexi prechodnych kovi, ex-
citovanych stavi, nebo tranzitnich struktur pfi chemickych reakcich.

Par slov na zavér

Timto dilem jsme uzavfeli nas seridl o kvantové chemii. Doufam, ze se Vam libil
a ze jste se dozvédéli néco nového. A snad jiz je Vam jasné, ze tvrzeni, ze ,,chemie
je jen aplikovand fyzika“, je sice pravdivé, ale ze v praxi ta aplikace fyziky na
molekuly rozhodné neni trividlni.

Uloha VLS ... excitujici kvanta 10 bodu

sy

je energie zakladniho stavu. Prechod mezi timto stavem a zdkladnim stavem je
ale zakazany, takze molekula na této energii fotony neabsorbuje. Naopak prechod
vé oranzovou barvu molekuly. Nejnizsi tripletni hladina pak je na energii 0,9€eV.
Nacrtnéte Jablonského diagram a pomoci néj vysvétlete, pro¢ beta karoten neflu-
oreskuje, pfestoze silné absorbuje viditelné svétlo. (3b)
Bonus: Proc¢ je pro zivot na zemi tak zdsadni, ze kyslik je v zdkladnim stavu
triplet? (+1b)

Zkuste spocitat, jaky je priblizné limit pro pocet orbitalt v aktivnim prostoru
u metody CASSCF. Uvazujte, ze v aktivnim prostoru mate stejné elektronu jako
orbitalti (coz odpovidd tomu, ze v HF by pravé polovina byla obsazend) a ze vétsina
dnesnich superpoditac¢t na vypoc¢ty mé maximélné 1 TB opera¢ni paméti, do které
se vam potiebuje vejit hamiltonidn. (3b)

Pro litografickou vyrobu modernich polovodicovych ¢ipu se pouzivaji takzvané
excimerové lasery, které zari v daleké UV oblasti. Jsou zalozené na takzvanych
excimerech, coz jsou molekuly, které jsou stabilni pouze v excitovaném stavu,
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zatimco v zdkladnim stavu se rozpadnou. Diky tomu se molekula po vyzareni fo-
tonu rozpadne a mame zajistené splnéni podminky pro fungovani laseru, tedy to,
ze ve vyssSim stavu je vétsi ¢ast molekul nez v tom nizsim. Zkuste pomoci Psi4
pro dimer helia (Hey") spocitat a vykreslit disociacni kiivky zakladniho a nejniz-
stho excitovaného stavu. (Hey™ se pro lasery zatim nevyuzivd, ale naptiklad Ary*
¢ Kry* ano.) Na jaké vlnové délce vdm vyjde, ze by laser pracoval? Srovnejte
s experimentdln{ vlnovou délkou 66 nm. (4b)

Pozndmka: U tulohy na webu najdete pripraveny vstupni soubor pro jednu geome-
trii. Neleknéte se, ze v ném jsou nastavené celkové tii stavy, je to proto, ze mame
dva excitované stavy blizko sebe, a pokud bychom pocitali jen s jednim z nich,
pro nékteré mezijaderné vzdalenosti by to vedlo k problémim s konvergenci.

(Tesent str. )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... hleddme kvanta

Najdéte si hodnotu Rydbergovy konstanty a urcete, které spektralni cary vodiku
nalezi do viditelného spektra. Tyto cary jsou jediné, které mohl Rydberg k objeveni
svého vztahu pouzit, protoze UV ani IR spektra jesté nebylo mozné mérit. Jakou
maji barvu a kterym prechodiim v Bohrové modelu odpovidaji? (3b)

Spocitejte si svoji de Broglieho vinovou délku. Jaka je tato hodnota ve srovnani
s velikosti atomu, pripadné atomového jadra? (3b)

Mame kyvetu s 10 ml roztoku fluoresceinu ve vodé, do které svitime argonovym
laserem o vinové délce 488 nm a vykonu 10 W. Zarover molekula fluoresceinu fluo-
rescencné vyzaruje na vinové délce 521 nm s kvantovym vytézkem (podil absorbo-
vanych fotonti, které se vyzari zpét) 95 %. Pokud je pocdtecni teplota kyvety 20 °C,
za jak dlouho se jeji obsah zacne varit? Predpokladejte, ze kyveta je dokonale te-
pelné izolovana, Ze paprsek se v ni plné absorbuje a Ze mnozstvi fluoresceinu je
zanedbatelné z hlediska tepelné kapacity. (4b) Ddrek od Mikuldse.

Pokud nahlédneme do vhodnych tabulek (nebo do hlubin internetu, na tom ne-
sejde), najdeme minimdlné dvé rizné ,Rydbergovy“ konstanty. Jedna, znacend
nejéastéji Roo, je skuteéné fundamentélni konstanta o hodnoté 10973731 m~ 1.
Tato hodnota by ale platila jen v pfipadé, kdy bychom méli skutecné nehybné
jadro neovliviiované pohybem elektronu. V redlném atomu vodiku jej samoziejmé
ale lze analyticky zahrnout (podobné jako u pohybu vesmirnych téles zavedeme
redukovanou hmotnost) a ziskdme Rydbergovu konstantu pro vodik Ry. Jeji hod-
nota je ale velmi podobn4, 1,096 78 - 10" m~'. Napiiklad pro deuterium uz by ale
byla jina. Vzhledem k tomu, Ze se hodnoty lisi na ¢tvrté platné cislici, je v nasem
ptikladu jedno, kterou pouzijeme.

Zacneme tim, Ze se podivame na prechody ze zdkladniho stavu, tedy pro ni =
=1 v Rydbergové vzorci. Pokud zvolime ny = 2, pak dosazenim ziskdme hodnotu
vlnové délky asi 122 nm, coz uz je tvrdé ultrafialové zafeni (nazyvané také vakuové
UV, protoze ve vzduchu je silné absorbovano, takze pro praci s nim potifebujeme
vakuovou aparaturu). Prechody na vy$si hladiny budou mit jesté vétsi energii,
takze jejich vinové délky nemd smysl pocitat, protoze budou od viditelného svétla
jesté vzdalengjsi.

Pokud budeme prechazet z prvniho excitovaného stavu vodiku do toho nej-
blizstho vyssiho (n1 = 2, ne = 3), dostaneme vinovou délku 656 nm, tedy uz ve
viditelné casti spektra. Konkrétné je v Cervené oblasti, blizko prechodu do oran-
zové. Zkusme jesté ostatni mozné hodnoty ns. Pro ma = 4 médme vlnovou délku
asi 486 nm a odpovidajici ¢dra mé barvu, kterou lze asi nejlépe oznacit jako azu-
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rovou. Prechod na me = 5 odpovidé vinové délce 434 nm (vSimnéte si, jak se ndm
spektralni ¢ary zahustuji!) a ¢dra mé modrou barvu. Dalsi s n = 6 ma 410nm
a je fialova. Néasledujici ¢ara mé vlnovou délku 397 nm, coz spadé jiz mimo ob-
last tradicné vnimanou jako viditelné svétlo, kterda saha pfiblizné do 400 nm. Ve
skutecnosti je toto rozdéleni na viditelné a UV svétlo neostré, casto se udava ja-
ko hrani¢ni hodnota i 390nm ¢i 380 nm, coz by nam pridalo dalsi 1 az 3 Cary,
ale faktem zistava, ze v redlném svété se zkombinuje klesajici citlivost oka na vl-
nové délky blizké UV s tim, ze intenzita vyzafovani téchto vyssich excitaci klesa
afv praxi je jiz cara na 410 nm téméf neznatelna.

Pokud uvazujeme prechody z m1 = 3 na vyssi hladiny, tak pro nejblizsi vyssi
hladinu n2 = 4 méme vlnovou délku 1875nm, coz je jiz v infraCervené oblasti.
I kdyz budeme uvazovat libovolné vysoké hladiny, tak v limité pro ne — oo jsme
na vinové délce 821 nm, kterd je stile v infracervené oblasti. A i pro excitace
z vyssich hodnot n; se z infrac¢ervené oblasti nedostaneme.

Tedy pro prehlednost jesté shrneme vysledky do tabulky, spolu se znacenim
téchto ¢ar pouzivanym v astronomii.

Cara Piechod Vlnovd délka Barva

H. 2—3 656 nm Cervena
Hg 24 486 nm Azurova
H, 2—=5 434nm Modréa
Hs 2—6 410 nm Fialova

Jisté jste si v8imli, ze spektrdlni ¢ary pro excitaci z konkrétni hladiny n, spadaji
do néjaké jedné oblasti elektromagnetického spektra. Mluvime o takzvanych sériich
spektralnich car, které jsou vétsinou pojmenované po clovéku, ktery je objevil.
Vyjimkou je pravé série pro n1 = 2, jejiz zacatek je ve viditelném spektru, kterd
se nazyva Balmerova. Toho jsme ostatné zminovali i v serialu.

Pro n1 = 1 mluvime o sérii Lymanové, kterd je celd v ultrafialové oblasti
spektra. Pro cary s excitacemi z n; = 3 mluvime o Paschenové sérii, kterd je
naopak v infracervené oblasti. Tyto dvé série byly pozorovany mezi roky 1906
a 1914, takze to docela zapadéd do historické linky popsané v seridlu. Dalsi 2 série
(Brackettova, Pfundova) byly pozorovany v letech 1922 a 1924. Dalsi série byla
experimentalné pozorovana az v roce 1953, tedy asi o tficet let pozdéji. Védce také
dlouho métly spektralni ¢ary He™ ve spektrech hvézd. Ty vychézi tak, ze polovina
car ve viditelném spektru se prekryva s témi vodikovymi, zatimco druha polovina
vychdazi pfesné mezi né. Dlouho byly povazované za ,polociselné“ ¢ary vodiky, nez
je Niels Bohr spravné pfifadil iontu He™.

Zaroven je vhodné zminit, ze kazda ze sérii obsahuje nekonetné mnoho car,
které zahrnuji excitace na vSechny vyssi elektronové hladiny az do limity pro ne =
= o0, kterd odpovida tplnému odtrzeni elektronu od atomu. Takze vlastné mame
Stésti, ze ndm spektralni ¢ary Balmerovy série utecou do UV oblasti, jinak by toto
vzorové feseni mélo nekonecnou délku.

Pred hledanim své de Broglicho vlnové délky si musime uvédomit, ze tloha
je (naschval) zadand neiplné, de Broglieho vlnova délka je totiz zavisld na nasi
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hybnosti. My si tedy zvolime rychlost chiize, tedy 5km-h™!, a hmotnost 60kg. To
ndm da hybnost ze vzorce p = muv asi 80 kg-m/s (nebojme se hodné zaokrouhlovat,
stejné ndm jde spise o rddovy odhad). Nyni musime dosadit do vzorce ze seridlu
A = h/p. Hodnota Planckovy konstanty je pfiblizné 6,6 - 10734 kg-m?.s™1, coz dava
de Broglieho vlnovou délku okolo 8 - 1073 m. To je tplné zanedbatelnid hodnota
oproti velikosti atomu ~ 107% m i velikosti atomového jadra ~ 10715 m. Dokonce
je to méné nez Planckova vzdélenost 1,6-1073% m, coz je v moderni teoretické fyzice
povazovano za nejmensi vzdalenost, kterd ma smysl z hlediska fyzikalnich zakonu.

Co to ale znamena? Kdyz se podivame na klasickou optiku, tak vlnové vlast-
nosti svétla se projevuji (jako difrakce nebo interference) na skaldch srovnatelnych
s vlnovou délkou (velikost mfizky, tloustka filmu). Takze pokud se pohybujeme
na nasich makroskopickych skédlach, vinové charaktery se ,,desynchronizuji“ a zad-
nou interferenci nepozorujeme. To se odborné nazyvéa dekoherence. Kviili tomu se
v kazdodennim zivoté kvantové jevy neprojevi, podobné jako svétlo zarovky na
jemném sitku neinterferuje. Timto zpusobem Planckova konstanta h urcuje skélu,
na které se projevi kvantové efekty. Pokud by byla jeji hodnota radové 1J-s, nas
zivot by byl kvantovy.

Nakonec je nutné zminit, ze podobné jako hybnost, tak i de Broglieho vinova
délka zavisi na volbé vztazného systému. To ale nebrani tomu formulovat kvantovou
teorii tak, aby byla na volbé vztazného systému nezavisla.

K fteSeni tlohy s fluoresceinem je vhodné si nejdiive uvédomit, co se vlastné
v kyveté déje. Svétlo laseru je absorbovano a kazdy foton zareni excituje jednu
molekulu fluoresceinu do néjakého vyssiho excitovaného stavu. Excitované stavy
molekuly si muZzeme predstavit pomoci jednoduchého modelu. Elektrony se v ato-
mech molekuly nemohou pohybovat libovolné, ale maji své povolené drahy podob-
né jako orbity Bohrova modelu. Tyto drahy nejsou okolo jadra jediného atomu,
misto toho elektrony obihaji celou molekulu. Excitovany stav pak je, kdyz néjaky
elektron vysko¢i do néjaké vyssi orbity (pozdéji si ukdzeme, Ze to vlastné neni az
ho stavu. Prebytecnou energii v tomto pripadé nevyzaii jako foton, ale predava
ji béhem vzajemnych srazek okolnim molekuldm vody ve formé kinetické energie
(my makroskopict{ tuto kinetickou energii nazyvime teplem). Samoziejmé by tato
molekula mohla vyzarit i foton, ale predavani energie okolnim molekuldm v tomto
pripadé probihd mnohem rychleji, takze z praktického hlediska mizeme vyzareni
ho (zdkladniho) stavu. To v zdsadé mize udélat dvéma zptsoby: bud do zakladniho
stavu sesko¢i a vyza¥i pritom jeden foton o vinové délce 521 nm, coz nastane v 95 %
ptipadt. V téch ostatnich pokracuje v preddvani energie okolnim molekulam vody,
takze se nevyzafi nic (mluvime o nezafivém prechodu).

Kdyz uz jsme si vyjasnili fyziku problému (i kdyz zjednodusené, nerozlisujeme
stavy molekuly zptsobené vibraci jader od téch zpusobenych pohybem elektroni),
muzeme si spocitat, jak velka ¢ast vykonu laseru se skutecné pouzije. Je jasné,
7e v téch 5% pripadi, kdy se foton absorbuje a nevyzaii zadny zpét, se veskera
energie laseru spotifebuje na ohfev roztoku. V druhém piipadé si podil energie,
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ktera zptsobuje ohfev, musime spocitat. ,,U¢innost* fluorescen¢niho ohrevu bude
dand jako

Era. — Er

nr1 = ELa 9

kde jsme energii fotonu prichdzejicitho z laseru oznadili Fr. a fotonu vyzareného
fluorescenci jako Epi. Dosadime-li energii fotonu hv = hc/A a provedeme-li pér
uprav, konstanty se pokrati a ziskdme vztah

AL&
Ar1

1 =1-—

Z toho pak ziskdme celkovou tc¢innost

n = 0,05+ 0,95 e .

Dosazenim pak zjistime, ze tato Gi¢innost je asi 11 %.
Nyni, kdyz zndme Gc¢innost, jiz mizeme snadno spocitat dobu ohfivani

™MCH20 AT

t=
nP

Dosazenim do predchoziho vztahu ziskame vysledek néco malo pres 3000s, tedy
asi 50 min.

Uloha II.S ... pod&itdme kvanta

1.

196

Najdéte si molekulu betakarotenu a zkuste spocitat, jakou by méla mit barvu,
respektive na jaké vinové délce absorbuje. Pouzijte jednoduchy model neko-
necné potencialové jamy, ve které jsou ,uvéznény“ n elektrony z dvojnych
vazeb, tedy za kazdou dvojnou vazbu dva elektrony. Absorpce pak odpovida
takovému prechodu, ze elektron preskoci z nejvyssi obsazené hladiny na prvni
neobsazenou. Srovnejte s experimentalni hodnotou. Pro¢ hodnota z naseho

modelu nevychézi tak, jak bychom chtéli? (5b)

. Zkusme zlepsit nas model. Pri studiu nékterych latek, predevsim kovi ¢i polo-

vodic¢t, zavadime efektivni hmotnost elektronu. Misto toho, abychom slozité
popisovali prostredi, ve kterém se elektrony pohybuji, se tvarime, Ze elektrony
jsou leh¢i nebo tézsi nez ve skutecnosti. Jakou by musely mit hmotnost, aby
nam vysla spravna experimentalni hodnota? Uvedte ji v nasobcich hmotnosti
elektronu. (2b)

. Pokud vyrobime mikroskopické kulicky (nanocdstice) selenidu kademnatého

(CdSe) o velikosti 2,34 nm. Rozzdri se po ozareni UV svétlem jasné zelenou
barvou na vinové délce 536 nm. Kdyz je zvétsime na velikost 2,52 nm, posune
se vinova délka vyzarovaného svétla do zluté oblasti s vinovou délkou 570 nm.
Jakou velikost kulicek bychom potrebovali, aby vyzarovaly oranzové na vl-
nové délce 590 nm? (3b)

Ndpoveda CdSe je polovodic¢, ma tedy plné obsazeny elektronovy pds, pak
(izky!) zakdzany pds a nakonec prdzdny vodivostni pds. Tedy musime uva-
Zovat, ze vyzarovany foton odpovida preskoku z vodivostniho péasu, kde jsou
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zase stavy znamé z nekonecné potencialové jamy, do obsazeného pasu. Vsech-

ny energie vyzarovanych fotonu tedy budou posunuty o neznamou konstantni

hodnotu odpovidajici sitce zakdazaného pasu.
Bonus Nakonec pro ty, které by mrzelo, kdyby si nezaintegrovali — 1s orbital ato-
mu vodiku m§ sféricky symetrickou vinovou funkci s radidlnim priibéhem (r) =
= f/; ;%{;02, kde ap = % je Bohriiv polomeér. Protoze orbitaly jakozto funkce
tii prostorovych proménnych by se nam spatné vykreslovaly, radéji zobrazujeme
oblast, ve které se bude elektron s velkou pravdépodobnosti vyskytovat. Jaky je
polomér sféry centrované na jadre, ve které se elektron bude vyskytovat s pravdé-

podobnosti 95 %? (+2b) Predcasnd Mikuldsskd nadilka.

Pokud se podiviame na vzorec pro energii hladin v nekone¢né potencidlové jameé,
jediné parametry, které nejsou fundamentalni konstanty, jsou hmotnost ¢éastice
a §irka jamy. Protoze pracujeme s elektrony, mdme hmotnost ¢astice danou a sta-
¢i urcit velikost jamy. Vzhledem k tomu, Ze v uhlovodicich nejsou vazby v jedné
linii, ale ,cikcak®, nabizi se otdzka, jak mame vzdalenost vlastné pocitat a jestli
i elektrony béhaji rovné nebo cikcak. Protoze ale mame uz tak hrubou aproxima-
ci, nemusime si tolik ldmat hlavu s presnosti. (Napadla mé formulace ,pfesnost
na milimetry“, ale ta v tomto kontextu neni idedlni.) Proto jako prvni nastiel
vezmeme prumeérnou délku vazby v betakarotenu, tedy 140 pm, a vyndsobime ji
pocétem vazeb. Téch je 21, 11 dvojnych a 10 jednoduchych mezi nimi. (Kvuli kon-
jugaci ale takto rozdélit tplné nejdou, coz tu pravé pocitdme!) Tim ndm vyjde
délka jamy 2,94nm. Pokud tedy dosadime tyto hodnoty do vzorce pro energii
hladin, dostaneme Ey, = n? - (6,97 - 1072° J). Mame 11 dvojnych vazeb, coz odpo-
vida 22 elektronim. Tim padem v zdkladnim stavu budou hladiny az po n = 11
obsazené 2 elektrony. Nejnizsi excitovany stav dostaneme, kdyz excitujeme jeden
elektron z hladiny n = 11 na hladinu n = 12. Absorbovand energie pak je AE =
= (122 = 11%) - (6,97 - 10721 J) = 1,6 - 1079 J, coz je energie fotonu o vinové délce
priblizné 1240 nm. Tato vlnova délka lezi v blizké infracervené oblasti a je na hony
vzdalend skuteéné vinové délce okolo 450 nm. (Toto je hodnota maxima absorpce,
ale jinak betakaroten absorbuje na celém intervalu od cca. 500 nm (zelend) az po
fialovou oblast. Proto ndm ,nechd® jen zluté a ¢ervené svétlo, ¢imz padem se nam
betakaroten zdé oranzovy.) Pokud bychom uvazovali variantu, ze elektrony béhaji
,rovné“, muzeme ji aproximovat vyuzitim toho, Ze ihel mezi sousednimi vazbami
je 120°, pak délku karotenu vynasobime v/3/2, coz je pomér délky dvou stran Ses-
titthelniku a odpovidajici ,tétivy“. Vyjde ndm, Ze vinova délka je 3/4 té plivodni,
tedy ptiblizné 930 nm, coz je sice o néco lepsi, ale stale to neni ani ve viditelném
spektru.

Proc¢ tomu tak je? Preci jen je nase aproximace dosti hrubd. Jednak elektrony
v betakarotenu nejsou iplné volné, ale piisobi na né elektrostaticky potencial jader,
byt je stinén ostatnimi elektrony v nizsich slupkach. Jednak pak tuplné ignorujeme
elektrostatické odpuzovani mezi jednotlivymi elektrony, které ma podobny, ne-li
vétsi vliv na koneény vysledek. Dikazem toho je, Ze stav, ktery odpovidé absorbci
na 450 nm, je az druhy excitovany, protoze prechod na prvni excitovany stav je tak-
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zvané zakdzany a témér neprobihd. (Mluvime také o temném stavu.) Podivame-li
se pak na charakter vinové funkce téchto stavi, zjistujeme, ze stav, ktery odpovidéa
absorpci, opravdu vypadd tak, ze jeden elektron se excituje o jednu hladinu (orbi-
tal) vys, ale zdroven ma zminén temny stav komplikovanou elektronickou strukturu
s vlnovou funkci, jez je souctem mnoha riznych excitovanych stavi. V realité tedy
sice je absorpce fotony spojend s excitaci az do druhého excitovaného stavu, ovsem
charakter této excitace odpovidd tomu, co jsme pocitali — tedy nejnizsi excitaci
v nasem modelu potencidlové jamy. Ukazuje ndm to, ze redlné molekuly jsou casto
mnohem komplikovanéjsi nez nase modely.

Pokud tedy chceme vylepsit sviij model, musime ,,sdhnout* na hmotnost elek-
tronu. Pohledem na vzorec pro energii nekonecné potencidlové jamy zjistime, ze
energie prechodu je nepiimo timérna hmotnosti, diky ¢emuz plati pfimd taméra
mezi vlnovou délkou prechodu a hmotnosti ¢astice. Jednoduchou trojclenkou tedy
muzeme najit vztah pro efektivni hmotnost m* elektronu

*

m _ )\Experiment

Mme )\Vypoéet

Dosazenim zjistime, Ze hledand efektivni hmotnost m* je rovna asi 0,5m.. MiZe
se zdat absurdni, ze by elektron interakcemi ,ztratil“ ptes ptlku svoji hmotnosti,
ale v pevnych latkach (kovech a polovodicich) se efektivni hmotnosti vodivostnich
elektronu skutec¢né pohybuji od zlomku az po nékolikandsobek puvodni hmotnosti.

Z predchoziho vypoctu vidime, ze zkouset z jednoduchého modelu pocitat pres-
né hodnoty spektralnich ¢ar je trochu posetilé, ale zde pro kvantové tecky muzeme
vyuzit toho, Zze mame zadané hodnoty pro 2 ruzné velikosti. Kdyz se znovu podi-
vame na vzorec pro energie hladin, vidime, Ze energie je neprfimo imérna druhé
mocniné délky jamy. Toto skalovani s velikosti se nam prenese i do 3D jamy,
prestoze Teseni vypada trochu jinak. Kdyz budeme predpoklddat, ze délka jamy
odpovida priméru nanocCéstice, mizeme rovnou napsat zavislost energie prechodu

na pruméru d nanocastice
=l b 45)
BN (
kde jsme si zavedli dva neznamé parametry a a b. Tento tvar mé fyzikalni smysl.
Parametr a odpovida velikosti zakézaného pasu, ktery je ddn materidlem nanocés-
tice, a do b jsme schovali vSechny parametry svého modelu nekonecné potencialové
jamy (kromé zdvislosti na velikosti nanocéstice).
Pokud nyni do této rovnice dosadime priaméry a vlnové délky obou zadanych

nanocastic, dostaneme soustavu dvou rovnic pro neznamé koeficienty a a b

he _ b
A1 dz
he _ b
A2 3
Odectenim téchto rovnic od sebe, miuzeme vyjadrit b
he _ he
X X
b — 11 — 12
a2 oz
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To pak mizeme dosadit do prvni rovnice a ziskat a

hc hc @_ﬁﬂ
_he NTN R 4N
A d3 d3
L=g L=

Dosazenim hodnot ze zadéni ziskdme hodnoty a = 1,31eV,b = 5.48 eV/nm2. Po-
kud nyni vyjadiime primér kulicky ze svého ptivodniho vztahu (@)

dosazenim najdeme hledany primeér ds = 2,63 nm. Za povsimnuti také stoji, ze hod-
nota a skuteéné zhruba odpovida velikosti zakdzaného pasu CdSe, kterd je 1,74 €eV.

Bonus

Reseni bonusu je vlastné velice piimocaré, ackoliv vyzaduje velmi pokroéilou ma-
tematiku. Budeme integrovat hustotu pravdépodobnosti pres polomér koule ve
sférickych soufadnicich. Protoze mame sférickou symetrii, sta¢i ndm integrovat
pres radidlni soufadnici, pokud priddme faktor odpovidajici povrchu koule o da-
ném poloméru. Pravdépodobnost vyskytu elektronu v kouli o poloméru R bude
tedy

kde jsme k vy¢isleni integralu vyuzili dvakrat integraci per partes. Pokud nyni tuto
pravdépodobnost postavime rovnou 0,95, jak vyzaduje zadéni, dostaneme rovnici
pro nezndmy polomér z = R/ag

1— (22 + 2z + 1) *" =0,95.

Tuto rovnici musime Fesit numericky a zjistime, Ze hledany polomér je pribliz-
né 3,15a0, tedy 167 pm. To je o néco vétsi vzdalenost, nez je bézna délka kovalent-
nich vazeb, ve kterych figuruji atomy vodiku, ale mensi, nez je délka vodikovych
mustk, coz je docela odekédvatelné (kovalentni vazby jsou zalozené na piekryvu
orbitalt, kdezto vodikové mustky ne).
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Uloha I1I.S ... kvanta orbitali

1.

200

Podobné jako v seridlu vytvorte pomoci Hiickelovy metody matici hamilto-
nidnu pro molekulu cyklobutadienu a ovérte, ze jeji viastni ¢isla jsou a+ 203,
a, o, o — 2. Nacrtnéte do diagramu, jaké jsou energie vzniklych orbitalii
a jak by je obsadily elektrony. (4b)

Bonus: Jaky je zdsadni rozdil v charakteru téchto orbitali a jejich obsazenf
oproti molekule benzenu, kterou jsme si ukazali v seridlu? Jaké to ma pro

molekulu cyklobutadienu dusledky? (2b)

. Zkuste se vratit k molekule betakarotenu a znovu spocitat, na jaké vinové

délce by méla absorbovat, tentokrat pomoci Hiickelovy metody. Kolik by
musel byt parametr 5, aby vysla experimentalni hodnota?

Alternativa Pokud narazite na problém s diagonalizaci hamiltonidnu, pro-
vedte ulohu s molekulou hexa-1,3,5-trienu. Experimentalni hodnota absorpce
Jje v tomto pripadé na vinové délce 250 nm. (4 b)

. Co se stane s molekulou (staci takovd, kterd m4 jen jednoduché vazby), pokud

pomoci UV svétla excitujeme elektron ze o do o* orbitalu? (2b)
Mikulds znovu nadéloval, tentokrdt dokonce skoro ve spravnou roéni dobu.

. Pro molekulu cyklobutadienu vytvorime matici hamiltonidnu podle stejnych

pravidel jako pro benzen. Vysledkem bude velmi podobné matice, jen zmen-
Send na 4 x 4.

a B 0 B

B a B 0

0 B8 a B

8 0 B «

Tu rozlozime stejné jako v seridlu na

1 0 0 O 0 1 0 1
01 0 O 1 0 1 0
“lo o1 ol o 1 01
0 0 0 1 1 0 1 0

Vlastni ¢isla druhé z matic jsou 0,0, 2, —2. Tim padem vlastni ¢isla celé ma-
tice hamiltonidnu budou a, a, @ + 283, — 28. (Moc se omlouvdm za chybu
v zadani, na kterou nds upozornil jeden z Fesiteli.) Mame 4 orbitaly, do
kterych je potfeba umistit 4 elektrony. Prvni dva jsou jasné, ty obsadime
dva elektrony jsou slozitéjsi. Ty musime obsadit do dvou orbitalti, které maji
stejnou energii a. Na tirovni Hiickelova modelu je jedno, jak tyto orbitaly ob-
sadime, tedy jestli oba elektrony ddme do jednoho z orbitalti, nebo zda kazdy
orbital obsadime jednim elektronem. Pokud ale chceme zapocitat vlivy jako
je odpuzovani mezi elektrony, které v Hiickelové modelu zanedbdvame, mu-
sime elektrony obsadit podle Hundovych pravidel. Umistime tedy po jednom
elektronu do kazdého orbitalu tak, aby spiny obou elektronu mirily stejnym
smérem. Obsazenost orbitald bude vypadat jako na obrazku.
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Hlavni rozdil oproti molekule benzenu je, ze na nejvyssi obsazené hladiné
méme ve 2 orbitalech o stejné energii jen dva elektrony (neni plné obsazend).
To m4 zasadni dusledky. Predevsim nedojde ke stejné stabilizaci delokalizo-
vanych n orbitall jako u molekuly benzenu, cyklobutadien se proto nechova
jako aromatické uhlovodiky. Dokonce existuje pravidlo, které ¥ika, ze pro to,
aby byl cyklicky uhlovodik aromaticky, musi mit 4n 4 2 n-elektroni, kde n je
prirozené ¢islo. Zaroven existuje takova deformace geometrie molekuly, kterd
snizi energii jednoho z orbitaltl na tkor zvyseni energie toho druhého. To se
v tomto pripadé vyplati, jelikoz mizeme obsadit dvéma elektrony ten orbital
se snizenou energii a mit nizsi celkovou energii. Ve skutecnosti tedy molekula
cyklobutadienu neni ¢tvercova, ale ma tvar obdélniku.

. Hamiltonian pro betakaroten, vzhledem k tomu, Ze mame 22 atomu uhliku
v konjugovaném systému, bude matice 22 x 22. Jeji tvar je i pres velikost
jednoduchy:

a B 0 0 0 0

B a B ... 0 0 0

0 B « 0 0 0
H: . . .

0 0 0 a B 0

00 0 ... B a B

0 0 0 0 8 a

Diagonalizaci Hamiltonidnu dostaneme celkem 22 vlastnich cisel. Podstatna
jsou pro nas jen 11. a 12. v poradi pri sefazeni podle velikosti, protoze odpovi-
daji orbitaltim, mezi kterymi elektron pri excitaci preskakuje. Energie téchto
orbitald jsou a4+ 0,1365 a o — 0,136. Energie prechodu bude tedy —0,272/5.
Pokud dosadime hodnotu § = —3eV, dostaneme energii prechodu pribliz-
né 0,816 eV, coz odpovida vinové délce 1520nm. To je jesté horsi vysledek
nez ktery jsme ziskali v minulém dile z nekonecné potencidlové jamy, kterd
nam dala 1240nm. Abychom dostali experimentalni hodnotu 450 nm, ktera
odpovida energii prechodu 2,76 eV, muselo by 8 mit hodnotu —10,15eV. Tak-
to velké fluktuace 8 v zévislosti na tom, co pocitame, indikuji, ze Hiickelova
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metoda je obcas prili§ drastickd aproximace na to, abychom dostali presné
hodnoty.

Pokud pracujeme s molekulou hexa-1,3,5-trienu, pak misto toho diagonalizu-
jeme Hamiltonian

a B 0 0 0 0
B a B 0 0 O
g_ |0 B a B 00
00 8 a B 0
00 0 B8 a B
000 0 B8 a

a dostaneme energie odpovidajicich hladin a4 0,4455 a o — 0,44505. Energie
prechodu pak bude —0,893 a s f = —3eV nadm vyjde vlnova délka 464 nm.
Pokud bychom chtéli experimentalni vilnovou délku, pottebovali bychom [
o hodnoté —5,57¢eV.

. Pokud excitujeme elektron z o do ¢* orbitalu, musime si uvédomit, co se sta-

ne s energii. Elektron v o orbitalu bude mit sice nizsi energii oproti situaci,
kdy by atomy ve vazbé byly nekonecné vzdéleny, penalizace za druhy elektron
v o* orbitalu vsak bude vyssi. I celkova energie molekuly proto bude vyssi,
nez kdyby oba atomy ve vazbé byly nekonecné vzdéleny. Vyplati se ji proto
postupnym zvySovanim vzdélenosti atomu ve vazbé ,sklouznout“ do stavu
s nizsi energii, a dojde tak k rozpadu celé molekuly na dvé c¢asti. Molekula
by sice mohla vyzafit foton a vratit se do puvodniho stavu s obéma elektro-
ny ve vazebném orbitalu, vyzafovani fotonu ale probihd na mnohem delsich
casovych skaldch nez geometrické zmény, molekula to pfed svym rozpadem
yhestihne“. Toto je diivod, pro¢ je zafeni s fotony o vysoké energii (UV, Ront-
genovo a ) tak skodlivé. Dokdze nicit molekuly, véetné téch v nasem téle.
(Je nutné ale poznamenat, Ze lidské télo je nachylné pfedevsim na poskozeni
DNA, na coz staci excitace z © do ©*, které pak zpusobi chemické vazby mezi
molekulami dvou riaznych bézi, coz narusi strukturu DNA natolik, ze ji télo
neumi opravit.)

Uloha IV.S ... kvanta molekul

1.

202

Na zacatku serialu jsme zminili nékolik aproximaci, které jsme pouzili — jed-
nak zafixovani jader a jednak zanedbdni relativistickych efekti. Pro které
prvky cekate, ze se budou elektrony nejvice vzajemné ovliviiovat s pohybem
jader, a proc¢? A ve které cdsti periodické tabulky si myslite, ze se nejvice
projevi relativistické efekty? Z jakého diivodu? (2b)

. Celkova energie molekuly vody, jak ji dostaneme z kvantové chemického vy-

poctu, je cca. —75 Ha. Energie uvolnéna slucovanim vodiku a kysliku na vodu
je 242kJ-mol~t. Pokud spoéitame energii reaktantii i produktii s chybou 1%,
jaka bude chyba v urceni reakéni energie? Také zkuste najit néjakou analogii
s mérenim v redlném svété. (Napriklad: ,,Zvazim se s pétikorunou a bez ni,
abych urdil jeji hmotnost.“) (3b)
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3. Nainstalujte si program Psi4 a pokuste se spocitat, o kolik se lisi energie lodic-
kové a (zkrfizené) vanickové konformace cyklohexanu. MiiZete pouzit prilozené
vstupni soubory s jiz optimalizovanou geometrii. Jak moc se lisi vysledek od
experimentaIni hodnoty 21kJ-mol™'? (2b)

Pozndmka: Pokud narazite na problémy s programem Psi4, nevahejte se
ozvat na emailovou adresu mikulas@fykos.cz

4. Zkuste spocitat energii reakce pro chloraci benzenu CgHg + Cly, = CgH5Cl+
+ HCl. Srovnejte s experimentélni hodnotou —134 kJ-mol~!. Muzete vyuzit
geometrii molekuly benzenu. (3b)

Bonus: Vyberte svoji oblibenou (nebo jakoukoliv jinou) chemickou reakci
a spocitejte jeji energii. (az +3b)
Mikulds rozddvd i po Vdnocich.

tedy prekvapivé, ze kvantové jevy na drovni pohybu jader se nejvic projevi u téch
nejlehé¢ich prvkiu. A dokonce i pokud zistaneme u klasické fyziky, tak v nejjedno-
dussim pripadé, kdy mame jen jeden elektron a jedno jadro, by mély obihat kolem

se bude pohyb jader s pohybem elektronti nejvice ovliviiovat pro nejlehéi prvky.
A protoze i jadro nejlehéiho prvku, vodiku, je skoro 2000krat tézsi nez elektron, pro
vétsinu vypoctu elektronové struktury si vystacime se zafixovanymi jadry. Naopak,
pokud chceme studovat efekty souvisejici s michdnim pohybu elektroni a jader,
nebo dokonce kvantové efekty jako tunelovani, staci je studovat pro vodik, protoze
nejblizsi tézsi prvky se nechovaji tak chemicky zajimavé. (Helium je inertni, lithi-
um se vyskytuje predevsim ve formé kationtu Li™ a elektrostatickd interakce ndm
ostatni efekty prebije, atd.)

Naopak relativistické efekty se budou projevovat nejvice tam, kde se elektrony
pohybuji velice rychle. To budou prvky, kde jadra maji veliky ndboj a elektrony
se musi pohybovat rychle, aby odstiedivou silou vyrovnaly silnéjsi ptisobeni jadra.
Mizeme tedy ocekdvat, ze relativistické efekty se projevuji predevsim ve spodni
casti tabulky. Zde uz se totiz elektrony na vnitinich slupkach pohybuji podstatnym
zlomkem rychlosti svétla, coz se nakonec projevi i na chemickém chovani prvku.
Obecné se soudi, ze relativistické jevy je naprosto zdsadni uvazovat v soustavé
prvki od lanthanoidt déale, protoze tam jiz maji vliv i pozorovatelny na makrosko-
pickém chovani danych prvkia. Dokonalym ptikladem je zlato. U néj relativistické
jevy zpusobuji, ze se nechova tolik jako jeho pfimy soused nad nim, tedy stiibro,
ale vice jako prvek jesté o patro vyse, tedy méd. Nejvyraznéjsi na prvni pohled je,
7e neni stifbrné, ale podobné jako méd je barevné. Riké se, Ze nebyt relativity, zla-
to by nebylo zlaté, rtut tekutd a auto byste nenastartovali, protoze baterie v auté
by méla misto 12V napéti jen 2'V.

Pokud pocitdme reakéni energii, musime v kvantové chemii spocitat celkovou
energii reaktanti i produkti, a ty od sebe odecist. Pokud ale odec¢itdme dvé hod-
noty zatizené chybou, tyto odchylky se scitaji. Zvlasté v tomto pripadé, kdy je
rozdil dvou hodnot maly oproti hodnotdm samotnym, to muze vést k tomu, Ze
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chyba muze byt i fadové vétsi nez sama vysledna hodnota. Pokud uvazujeme, ze
reaktanty i produkty maji celkovou energii pfiblizné —75 Ha s relativni chybou 1 %,
tak velikost chyby u obou je 0,75 Ha. To znamena chybu 1,5 Ha v reak¢ni energii,
tedy skoro 4000kJ-mol~!. To je skutetné o ¥ad vyssi nez reakéni energie samotna.

Celkové energie molekuly vody je pfiblizné 200000 kJ-mol~'. To je Fadové ti-
sickrat vice nez reakéni energie. Pokud se budeme drzet prikladu v zadéani, tedy
vazeni predmétu v kapse, pro 80kg clovéka to vychézi cca 80g, coz je hmotnost
malého jablka. Zvazime se tedy s timto jablkem v kapse, pak bez néj, a z rozdilu
uré¢ime jeho hmotnost. Urcité si zvladnete udélat predstavu o tom, jak pTresné je
takovéto méreni. Navic pokud budeme pocitat vétsi molekuly, pfipadné molekuly
obsahujici tézsi prvky (kde 1s orbitaly pfispivaji k energii stovkami Hartree, a¢ se
reakce témér neicastni), snadno dosdhneme stavu, kdy pro srovnatelnou hodnotu
reakéni energie budeme od sebe odcéitat energie v fadu tisicu az desetitisica Hartree.
Pak by jiz daval smysl i pfimér s pétikorunou, pripadné jesté leh¢im objektem.

Pro zjisténi rozdilu energie dvou konformaci cyklohexanu pouzijeme prilozené
vstupni soubory. Po spusténi souboru pro vanicku ve vystupu programu najdeme
ke konci souboru:

Nuclear Repulsion Energy = 256.0298826585392931
One-Electron Energy = -822.4160185529569844
Two-Electron Energy = 332.1735967136023646
Total Energy = -234.2125391808153836

Z toho néas zajima posledni radek, tedy celkovd energie molekuly, ktera je
—234,21 Hartree. Podobné najdeme pro zidlicku, ze hodnota energie je —234,22 Ha.
Vidime tedy, Ze molekula ndm vychdzi o néco stabilnéjsi v zidlickové konfor-
maci, coz odpovida realité. Pokud tyto dvé energie odeCteme, dostaneme roz-
dil 0,0113Ha. To odpovid4d 30kJ-mol~!. To neni Spatna shoda s experimentélni
hodnotou 21kJ-mol™', uvdzime-li, ze optimalni piesnost, které se snazi kvantovi
chemici dosédhnout, je asi 1kcal-mol™?, coz jsou asi 4 kJ-mol~!.

U reakce benzenu na chlorbenzen uz si zapocitdme trochu vice. Musime totiz
vzit celou reakci, tedy C¢Hg + Cly = CgH5Cl + HCIL. Chceme-li energii, musime
spocitat zvlast energie vSech 4 molekul v reakci, a pak celkovou energii ziskdme
pomoci

ERcakcc = E(CGH5CI) + E(HCI) - E(CgHg) - E(CIQ)

Na rozdil od predchozi dlohy si musime geometrie vsech molekul optimalizovat
sami. Pomoci priloZzené geometrie vytvorime vstup pro benzen

set basis cc-pVDZ

molecule {

01

-0.000000000000 1.388721052559 0.000000000000
-0.000000000000 2.470895972113 0.000000000000
-1.202667654441 0.694360499538 0.000000000000
-2.139858588291 1.235447933148 0.000000000000
C -1.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000

Q

==l W=
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H -2.139858588291 -1.235447933148 0.000000000000
C 0.000000000000 -1.388721052559 0.000000000000
H 0.000000000000 -2.470895972113 0.000000000000
C 1.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000
H 2.139858588291 -1.235447933148 0.000000000000
C 1.202667654441 0.694360499538 0.000000000000

H 2.139858588291 1.235447933148 0.000000000000

}

optimize ("HF")

Vzhledem k tomu, Ze tato geometrie ze zadani je jiz optimalizovana se stejnou
metodou a bazi, mél by program probéhnout jen jedinou iteraci geometrické opti-
malizace a vyhodnotit, Zze geometrie je jiz optimalni. Na konci souboru s vypisem
tedy najdeme:

==> Convergence Check <==
Measures of convergence in internal coordinates in au.

Criteria marked as inactive (o), active & met (*), and active & unmet ( ).

Step Total Energy Delta E Max Force RMS Force Max Disp RMS Disp

Convergence Criteria 1.00e-06 * 3.00e-04 * o 1.20e-03 * o

1 -230.72192588 -2.31e+02 1.44e-04 * 4.82e-05 o 3.02e-04 * 1.02e-04 o

Next Geometry in Ang
Fragment 1 (Ang)

Final optimized geometry and variables:
Molecular point group: d2h
Full point group: D2h

Geometry (in Angstrom), charge = 0, multiplicity = 1:

-0.000000000000 1.388721052559 0.000000000000
-0.000000000000 2.470895972113 0.000000000000
.202667654441 0.694360499538 0.000000000000

-2.139858588291 1.235447933148 0.000000000000

-1.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000
H -2.139858588291 -1.235447933148 0.000000000000
C 0.000000000000 -1.388721052559 0.000000000000
H 0.000000000000 -2.470895972113 0.000000000000

Q@m Q@m Q
|
o
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C 1.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000
H 2.1398585688291 -1.235447933148 0.000000000000
C 1.202667654441 0.694360499538 0.000000000000
H 2.139858588291 1.235447933148 0.000000000000

Psi4 stopped on: Tuesday, 10 January 2023 10:48PM
Psi4 wall time for execution: 0:00:02.47

**x Psi4 exiting successfully. Buy a developer a beer!

Z tohoto tedy ziskdme energii molekuly benzenu —230,721 925 88 Ha.
Dobry odhad vstupni geometrie pro optimalizaci chlorbenzenu ziskdme, pokud
jeden z vodiku nahradime atomem chloru. Vstup tedy mize vypadat takto:

set basis cc-pVDZ

molecule {

01

C -0.000000000000 1.388721052559 0.000000000000
C1 -0.000000000000 2.470895972113 0.000000000000
-1.202667654441 0.694360499538 0.000000000000
-2.139858588291 1.235447933148 0.000000000000
-1.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000
-2.139858588291 -1.235447933148 0.000000000000
0.000000000000 -1.388721052559 0.000000000000
.000000000000 -2.470895972113 0.000000000000
.202667654441 -0.694360499538 0.000000000000
.139858588291 -1.235447933148 0.000000000000
.202667654441 0.694360499538 0.000000000000
.139858588291 1.235447933148 0.000000000000

YD aoa@maao@Dmaaoa@DmaamQQ
N = N ~» O

optimize ("HF")
Na konci vystupu opét najdeme tadek s energii. Musime si dat pozor, abychom

energii brali opravdu z posledni iterace a ne nékde z pribéhu optimalizace geome-
trie.

==> Convergence Check <==
Measures of convergence in internal coordinates in au.

Criteria marked as inactive (o), active & met (*), and active & unmet ( ).

Step Total Energy Delta E Max Force RMS Force Max Disp RMS Disp

Convergence Criteria 1.00e-06 * 3.00e-04 * o 1.20e-03 * o
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13 -689.64209882 -6.68e-07 * 5.45e-05 * 9.67e-06 o 2.98e-04 * 4.79e-05 o

Energie v chlorbenzenu tedy bude —689,642 098 82 Ha. Optimalizovana geome-

trie je:

C 0.000000000000 0.000000000000 0.421760303147
C1 0.000000000000 0.000000000000 2.170797070268

C -1.207631129031 -0.000000000000 -0.256682861045
H -2.136797603674 -0.000000000000 0.293524814393
-1.200300224567 -0.000000000000 -1.644450321492
-2.139926866970 -0.000000000000 -2.180334147000
.000000000000 0.000000000000 -2.340986942849
.000000000000 0.000000000000 -3.422438848199
.200300224567 0.000000000000 -1.644450321492
.139926866970 0.000000000000 -2.180334147000
.207631129031 0.000000000000 -0.256682861045
.136797603674 0.000000000000 0.293524814393

T a@mama@ma
N~ N+~ OO

Nakonec jen musime ptipravit vstupy pro molekuly chloru a chlorovodiku. To je
jednoduché, pro dvouatomovou molekulu stac¢i ponechat vSechny souradnice nulové
az na jednu, kterd méa priblizné délku vazby, tedy tfeba 1.5 Angstrému. Vstup pro
chlor tedy bude:

set basis cc-pVDZ

molecule {

01

C1 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
C1 0.000000000000 1.500000000000 0.000000000000
1

optimize ("HF")
A pro chlorovodik mame:

set basis cc-pVDZ

molecule {

01

H 0.000000000000 0.000000000000 0.000000000000
C1 0.000000000000 1.500000000000 0.000000000000
1

optimize ("HF")

Po spusténi téchto souboru dostaneme zbylé dvé potrebné energie, jakoz i op-
timalni hodnoty délky vazeb, 2,008 03 A pro Cl, a 1,277 28 A pro HCl. Mame tedy
energie vSech molekul v nasi reakci, konkrétné energie pro benzen je —230,722 Ha,
pro chlorbenzen —689,642 Ha, pro chlor —918,961 Ha a —460,089 Ha pro chloro-
vodik. Pokud je dosadime do vyse uvedeného vzorce pro reakcni energii, vyjde
nam piiblizné —0,048 Ha, coz je —128kJ-mol~!. To ve srovnéni s experimentélni
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hodnotou —134kJ-mol~! viibec nenf $patné, naopak lze Fict, Ze se jednd o hezkou
shodu.

Uloha V.S ... etanol & metanol?

s

Vazebnd energie molekuly fluoru je priblizné 37kcal/mol. Pokud uvdzime dosah
vazebnych interakei piiblizné 3A od optimdlni vzdélenosti, jakou (priimérnou)
silou musime piisobit, abychom molekulu roztrhli? Spocitejte ,tuhost“ molekuly
fluoru, pokud by uprostred tohoto rozmezi piisobila sila o velikosti této primérné
sily. Jaka by byla vibracni frekvence této molekuly? Srovnejte s experimentalni
hodnotou 916,6cm™". (4b)

Zkuste pomoci Psi4d spocitat disociacni krivku Fo a prolozit ji v okoli minima
parabolou. Jakd vdm z nf tentokrat vyjde energie vibrac¢nich prechodi? (3b)

Maéte dvé lahve alkoholu, které vam prisly prinejmensim podezrelé. Vzali jste je
tedy do laboratore a ziskali z nich nasledujici Ramanova spektra. Pomoci programu
Psi4 spocitejte, na jakych frekvencich jsou vibracni prechody molekul metanolu
i etanolu, a na zakladé toho odhadnéte, ve které lahvi je metanol a ve které etanol.
Miuzete vyuzit priblizné geometrie etanolu a metanolu, které jsou soucdsti zadani
na webu. (3b)

e

500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
lem] lem]

Obr. 40: Ramanovo spektrum lahve Obr. 41: Ramanovo spektrum lahve
A B

Alkohol od Mikuldse?!

Na vypocet sily si vystacime s tim nejzakladnéjsim vzoreckem pro vypocet prace,
E = Fx. Abychom predesli problémum s jednotkami, prevedeme vSechny veli¢iny

na jednotky SI. Sila v tomto pifpadé bude F = 2571013 _ g 56.10~1% N. Tuhost
pak ze vzorce F = kx vychazi k = % = 5,7N/m. Vsimnéte si, Ze jsme
se dostali uz do normélnich hodnot pro makroskopické objekty, prestoze se jednéd
o molekulu!

Nakonec spocitame frekvenci z

1 [k 1 5,7N/m 12
= /o= —3,02-10'2H
f 27:\/; 2n \/0.5 19-1,6605-10 2Tkg -
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coz odpovida pfiblizné 100cm™!. Na to, jak drasticky jsme udélali odhad, to je
vlastné velmi dobré shoda.

Pokud chceme presnéjsi odhad, tak vezmeme molekulu fluoru a v programu
Psi4 pomoci Hartree-Fockovy metody v bazi cc-pvdz ziskdme celou potencidlovou
kiivku. To udélame tak, ze si pripravime vstup, ktery vypada
set basis cc-pvdz
molecule F2{

01

F 0. 0. 0.

F XXX 0. 0.

}

energy('HF'),

a postupné dosazujeme za XXX jednotlivé mezijaderné vzdalenosti. Kazdy tako-
vy soubor pak spustime v programu Psi4 a ziskdme energii. Kdyz pak vyneseme
zavislost energie na vzdéalenosti, dostaneme nasledujici krivku.

-198.0

—198.1 A
—198.2 1

—198.3 A

xxxXXXXXXXXXXXXXXXXX
-198.4 - »

Energie [Ha]

—198.5 A %
—198.6 1 X X

-198.7 - XX

-198.8 T T T

Obr. 42: Potencidlova kiivka molekuly fluoru.

Pro prokladani vybereme jen body v okoli minima a prolozime jimi parabolic-
kou funkei f(z) = %k(m—xmm)Z—i—Emin. Vysledny fit miZzeme vidét na nasledujicim
obréazku, kde jsme svétle Sedou barvou zaznacili ty body, které jsme z fitovani vy-

radili.
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Dostali jsme nésledujici parametry k = 1,89 Ha/A?, zpin = 1,367 A a Eni, =
= —198,689 Ha. Pro nas je podstatny jen parametr k, ktery ma v jednotkach
1

SI hodnotu 824 J/m?. Po dosazeni do vzorce pro frekvenci f = o % ziskame

hodnotu 36,4 THz, coz odpovida prechodu na 1213 cm™*.

-198.0

—198.1 A

—198.2

—198.3 A

—198.4 4

Energie [Ha]

—198.5 1

—198.6 1

—198.7 4

-198.8 T T T

Obr. 43: Potencidlova kiivka molekuly fluoru, aproximovana v okoli minima
parabolou.

To uz je o dost lepsi shoda nez predtim, ale kdybychom chtéli vysledek jesté
presnéji, museli bychom pouzit néjakou vyrazné lepsi metodu pro vypocet energie
molekuly. Na zavér se slusi dodat, ze pokud misto fitovani pouzijeme energii ziska-
nou piimo z Psid pomoci druhé derivace, dostaneme 1180 cm™*, a pokud numericky
vyFesime Schrédingerovu rovnici pro jadra, dostaneme 1174 cm™?.

Pro teSeni posledni tlohy pouzijeme pfipravené geometrie a vytvorime z nich
vstupni soubory pro metanol
set basis cc-pvdz
molecule Met{

C -3.720857 1.264467 0.014321
H -5.081582 2.621135 0.111960
-4.091493 2.612354 0.044506
-4.166693 0.761523 -0.871149
-4.031107 0.758163 0.954084

==l ==l ]
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H -2.616521 1.197075 -0.068199

}

optimize ("HF")

frequency ("HF") .

Po jeho spusténi dostaneme nésledujici frekvence (v cm ™)

344.7353  1155.1089  1184.1534 1265.1312 1489.7828  1597.6150
1600.4981 1612.5931 3151.1258 3203.9524 3276.1868 4154.4543

Podobné frekvence pro etanol (v cm ™)

273.3196 314.2444 444.6461 877.5750 972.2065  1125.5706
1208.7315 1275.9318 1382.3368 1403.6507 1506.6482 1578.0625
1583.8727  1603.8039 1637.3176  3141.0952 3170.6320 3183.8335
3259.2164  3267.7417  4154.9101

Pokud nyni zaznac¢ime vypocitané pozice do grafii, dostaneme nésledujici obrazky.
V ném jsou Cervenou carou vyznaceny vypocitané cary etanolu a pod nim mod-

AN w | \ e 'l\ \

\ i fi \ i i

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Plem] blemt)

Obr. 44: Ramanovo spektrum lahve Obr. 45: Ramanovo spektrum lahve
A B

fe ¢ary metanolu. A¢ jsou ve spektrech nesrovnalosti, vcelku bezpecné muzeme
usoudit, ze v levé lahvi A je etanol a v pravé metanol.

Voditek k tomu je nékolik. Jednak levé spektrum mé ¢aru mezi 400cm ™! aZ
500cm ™, ktera v pravém spektru chybi. Spoéitané spektrum metanolu nemé 74d-
ny méd, ktery bychom tomuto piku priradili. Dale mame v levém spektru velice
intenzivn{ pik na 900 cm ™", ktery opét nemé protéjsek ve spocéitaném spektru me-
tanolu, ale naopak velice pfesné odpovidéd jednomu z médu etanolu. Na zévér okolo
3000 cm ™! miizeme v levém spektru rozlisit nejméné 4 piky, ale vipodet pro me-
tanol v této oblasti predpovida jen 3. Naopak pro etanol ndm zde vychdzi piku 5,
ac jsou posunuté k o néco vyssim energiim.

Kazdopadné to vSe nas utvrzuje v nasem zavéru, ze v levé lahvi je etanol.
Ostatné to jsme mohli tipnout uz jen z toho, Ze levé spektrum ma mnohem vic
pikl, protoze pro etanol ocekdvame 3 -9 — 6 = 21 vibra¢nich médu, zatimco pro
metanol jen 3-6 — 6 = 12.
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Uloha VIS ... excitujici kvanta

Nejnizsi excitovany singletni stav beta karotenu ma energii o 1,8eV vyssi nez
je energie zakladniho stavu. Prechod mezi timto stavem a zakladnim stavem je
ale zakazany, takze molekula na této energii fotony neabsorbuje. Naopak prechod

vy

2

vé oranzovou barvu molekuly. Nejnizsi tripletni hladina pak je na energii 0,9¢eV.
Nacrtnéte Jablonského diagram a pomoci néj vysvétlete, pro¢ beta karoten neflu-
oreskuje, prestoze silné absorbuje viditelné svétlo. (3b)

Bonus: Pro¢ je pro zivot na zemi tak zasadni, Ze kyslik je v zdkladnim stavu
triplet? (+1b)

Zkuste spocitat, jaky je priblizné limit pro pocet orbitalii v aktivnim prostoru
u metody CASSCF. Uvazujte, Zze v aktivnim prostoru mdéte stejné elektronu jako
orbitald (coz odpovida tomu, ze v HF by prdvé polovina byla obsazend) a Ze vétsina
dnesnich superpocitacii na vypocty ma maximalné 1 TB operac¢ni paméti, do které
se vam potrebuje vejit hamiltonidn. (3b)

Pro litografickou vyrobu modernich polovodi¢ovych ¢ipti se pouzivaji takzvané
excimerové lasery, které zari v daleké UV oblasti. Jsou zalozené na takzvanych
excimerech, coz jsou molekuly, které jsou stabilni pouze v excitovaném stavu,
zatimco v zédkladnim stavu se rozpadnou. Diky tomu se molekula po vyzareni fo-
tonu rozpadne a mame zajistené splnéni podminky pro fungovani laseru, tedy to,
Ze ve vyssim stavu je vétsi ¢ast molekul nez v tom nizsim. Zkuste pomoci Psi4
pro dimer helia (Hey™) spocitat a vykreslit disociacni krivky zdkladniho a nejniz-
Siho excitovaného stavu. (Hey™ se pro lasery zatim nevyuzivd, ale napriklad Ary*
¢i Kry* ano.) Na jaké vinové délce vam vyjde, ze by laser pracoval? Srovnejte
s experimentdlni vinovou délkou 66 nm. (4b)

Pozndmka: U tilohy na webu najdete pripraveny vstupni soubor pro jednu geome-
trii. Neleknéte se, Ze v ném jsou nastavené celkové tri stavy, je to proto, ze mame
dva excitované stavy blizko sebe, a pokud bychom pocitali jen s jednim z nich,
pro nékteré mezijaderné vzdalenosti by to vedlo k problémiim s konvergenci.
Nebojte, dalsi Mikuldsskd nadilka bude zase aZ 5. prosince.

Jablonského diagram pro betakaroten vypada dost podobné jako ten obecny v
seridlu, jen jsme upravili vertikalni polohy elektronovych hladin tak, aby odpovi-
daly energiim v zadani.

A pro¢ beta karoten nemd fluorescenci? Tim, Ze je zakdzany zarivy ptrechod
do zékladniho stavu. (Pokud by tomu tak nebylo, mohli bychom dosdhnout stavu,
kdy by se zahraty betakaroten sam chladil vyzarovanim, kterym by predédval teplo
okoli, a zaroven by toto zareni od okoli nepfijimal. Tim by mohl samovolné predavat
teplo objektu teplej$imu nez on a byl by porusen druhy termodynamicky zdkon.)
Pri excitaci pak dojde k tomu, Zze molekula se excituje do stavu Sz, ze kterého
rychle vibrac¢né relaxuje do S;. V tomto stavu pak musi ziustat do okamziku, nez
dojde k interni konverzi, protoze prechod s vyzdrenim fotonu (fluorescence) je
zakdzany. Nem4 tedy zpusob, jak vyzarit foton ani z jednoho z excitovanych stavi.
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Ze stavu S1 nemiize, protoze se jedna o zakdzany prechod, a ze stavu Ss to nestihne,
protoze vibrac¢ni relaxace probéhne mnohem rychleji. Teoreticky by mohl prejit i
do tripletniho stavu, ale tento prechod je podminény relativistickymi efekty, a tim
padem pro organické molekuly bude slaby, protoze relativita je doménou spise dolni
casti periodické tabulky.

Resen{ bonusu je jednoduché, pokud si uvédomime jednu véc. Podobné jako
prechody mezi riznymi spinovymi stavy jedné molekuly jsou zakazané, tak i reakce,
kde se méni spin, budou probihat pomaleji. Jak jsme si zminili ve ¢tvrtém dile
seridlu, vétsina organickych molekul i bézné produkty oxidacnich reakci jsou v
zakladnim stavu singletni, proto tripletni kyslik ,nema komu* sviij spin predat.
Muzeme si to také predstavit tak, ze kyslik si pri reakci s organickymi molekulami
Lwynuti tripletni tranzitni strukturu, které ma vyssi energii, coz zvysuje aktivacni
energii celé reakce. Kazdopadné kdyby byl kyslik v zdkladnim stavu singlet, byl by
natolik reaktivni, ze zivot, jak jej zndme v kyslikové atmosféfe, by nebyl mozny,
protoze vsechny organické molekuly by velmi rychle shorely.

Vibra¢ni relaxace

32

[T

S e

(Temny stav)

Excitace

Interni
konverze

So

Obr. 46: Jablonského diagram beta karotenu.

I ted se obcas stane, ze v zivych organismech dojde k excitaci molekul kysliku
do singletniho stavu, ktery pak poskozuje bunku. Proto naptiklad pfi uzivani né-
kterych 1éku (antibiotik) nebo tiezalky je problematické chodit na slunce, protoze
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usnadnuji excitaci kysliku do singletniho stavu. Rostliny, které kvuli fotosyntéze
maji veétsi tendenci tvorit singletni kyslik, maji pro ochranu v listech betakaro-
ten a podobné molekuly, které umi tento kyslik deexcitovat (,,zhaset*), nez stihne
napachat skody.

U treti tlohy se nesmime nechat zméast tim, Ze se ptame na limitujici pocet
orbitali. Limitujici je pro nés totiz primarné pocet konfiguraci, tedy moznosti, jak
do daného poctu orbitalti mizeme naskladat elektrony. Naptiklad pro dva orbitaly
a dva elektrony v aktivnim prostoru mame 6 moznosti, jak elektrony usporadat —
CtyTi z nich jsou ukézany v textu seridlu, zatimco zbylé dvé maji dvakrat obsazeny
bud nizsi, nebo vyssi orbital. V praxi bychom se pfi vypoctech omezili na ty kon-
figurace, které maji spravnou hodnotu spinu, v nasem ptipadé bychom tedy méli
3 singletni konfigurace a 3 projekce spinu u jedné tripletni konfigurace. Pro nas
odhad se ale nebudeme timto trépit, a tedy muzeme vzit celkovy pocet moznos-
ti, jak rozmistit N elektront do N orbitali. Celkovy pocet takovych konfiguraci
je (2]<,V ), protoze vlastné mame 2N prihradek, N pro elektron se spinem nahoru
a N pro spin doli. Tento pocet muzeme snizit tim, ze budeme uvazovat jen
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Obr. 47: Potenciadlové kiivky zdkladniho a dvou excitovanych stav dimeru helia.
takové konfigurace, kde je stejny pocet elektront nahoru jako doli. Pocet téchto

konfiguraci je nizsi, a da se urcit tak, ze nezavisle do sady N orbitali umistujeme
N/2 elektronti se spinem nahoru a doli. To odpovida ( NI\/]2)2 konfiguracim. Vi-
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dime tedy, ze pocet konfiguraci roste s poCtem orbitali velice rychle, a muzeme
¢ekat, ze limitni pocet orbitalti nebude az tak vysoky. Kazdopadné, pokud pro oba
odhady pouzijeme Stirlingovu aproximaci faktorialu, tak dostaneme horni odhad,
podle kterého pocet konfiguraci roste jako 22V, coz by odpovidalo stavu, kdy nés
nezajima ani jestli ma konfigurace spravny pocet elektronti. (Kazdy z 2N chliveckt
muzZe byt obsazeny, nebo prazdny.)

Matice hamiltonidnu bude celkem obsahovat X? hodnot, kde X je pocet konfi-
guraci. Kazda z hodnot pak, kvili reprezentaci desetinnych ¢isel v pocitaci, zabere
8 bajtl. Pokud vyjdeme z velikosti operacni paméti 1 TB, tak po vydéleni 8 B a
odmocnéni ziskdme limit asi 370 000 konfiguraci.

Pokud vyjdeme ze vzorce 22V, tak log, (370000) = 18,5, &imz dostaneme Fadovy

limit néco pres 9 orbitali. Pokud vezmeme vzorec ( 2, tak pro N = 10 dostane-

vvvvvv

~)2)

S timto odhadem tedy mame limit nékde mezi 11 a 12 orbitaly.

Dodejme, zZe v praxi, pokud silné optimalizujeme tim, ze vybereme opravdu jen
ty konfigurace, které maji spravny spinovy stav, a zaroven vyuzijeme toho, ze velkéd
¢ast hodnot v matici hamiltonianu je nulové, tak se tato hranice da posunout na
néco pres 16 orbitalt. Pro vétsi aktivni prostory pak musime sdhnout k tomu, ze
pouzijeme néjakou metodu, kterd vybere jen ty konfigurace, které jsou pro popis

Posledni tlohu snadno vyresime pomoci pripraveného vstupu, ve kterém jen
upravujeme mezijadernou vzdélenost. Kdyz vykreslime energie vSech ti{ stavi do
grafu, dostaneme nasledujici obréazek.

V ném krésné vidime, jak nejnizsi (zdkladni) stav nema vdzané minimum, za-
timco prvni excitovany ma minimum, ve kterém excitovana molekula ztstane, nez
dojde k deexcitaci do zdkladniho stavu a vyzareni fotonu ultrafialového zareni. Po-
kud chceme zjistit, jakou energii ma tento foton, musime se podivat do grafu, kde
ma excitovany stav minimum. Prestoze by bylo idedlni hledat optimalni geometrii
pro excitovany stav, my si vystacime s tim, ze ze struktur, které jsme pocitali pro
vykresleni disocia¢nich kiivek, vybereme tu s nejnizsi energii. Prostym pohledem
Kdyz tedy projdeme vystup vypocétu s touto mezijadernou vzdélenosti, najdeme
nésledujici fadky: ==> Energetics <==

SCF energy = -5.495165873340969
Total MCSCF energy = -4.907437749031700

==> MCSCF root O information <==
MCSCF Root O emergy = -5.504811925243551
Active Space Natural occupation numbers:

A 1.996503 A 1.994097 A 0.005637

215



FYKOS, XXXVI. rocnik

A 0.003764

Mohlo by nés zmast, ze ve vystupu mame fadek Total MCSCF energy. To je
LZprumérovana® energie pres vSechny stavy, kterd je pro nase tcely k nicemu. My se
musime podivat na energie jednotlivych stavi, které jsou vypsané nize ve vystupu.

Energii zdkladniho stavu ziskdme z fadku

MCSCF Root O energy = -5.504811925243551.
O néco nize pak najdeme radek s energii excitovaného stavu
MCSCF Root 1 energy = -4.706122682516050.

Energii pfechodu pak dostaneme jako rozdil téchto dvou energii, tedy priblizné
0,8 Ha nebo 21,7eV. To odpovida zafeni na 57 nm, které spadd do oblasti extrém-
niho ultrafialového zareni, které témér sousedi s rentgenovou oblasti. Ve srovnéni
s experimentalni hodnotou 66 nm se jednéd o docela dobrou shodu.
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Podzimni soustfedéni v Kofenové

Podzimni soustiedéni 36. roé¢niku FYKOSu se konalo od 24. 9. do 2. 10. 2022 na,
Chaté Zvonice v severoceském Korenové.

Organizatori

Veronika Hendrychova (vedouci soustiedéni a tvirce legendy), Jan Benda, Vojtéch
David (tvirce legendy), Jakub Dfevo, Daniel Dupkala, Daniela Dupkalovd, Daniel
Fousek, Ivan Hudak, Elena Chocholakova, Jindfich Jelinek, Patrik Kasparek, Karel
Kolaf (tvirce legendy), Radka Kiizovd, Viktor Materna, Marek Milicka, Simon
Pajger, Katefina Rosickd, Josef Trojan (tvirce legendy), Tom&s Tuleja, Martin
Vanek, Jitka Vyslouzilové (zdravotnice)

Obr. 48: Velbloudi dostihy.

Uéastnici

Martin Kysela, Pavel Provaznik, Jif{ Vestfil, Richard Materna, Anezka Cecho-
vé4, Luka$ Linhart, David Balek, Matous Mista, Daniel Ctvrtecka, Lukas Létal,
Vojtéch Marek, Ivan Zemli¢ka, Pavla Simova, Daniela Karpiskova, David Skrob,
Jaromir Potucek, Veronika Bartdkova, Vladimira Jirickova, Jan Lepi¢, Michal Stro-
ff, Ludmila Sirové, Tereza Hochmanové, Veronika Plevné, Mikulas Vi¢an, Monika,
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Drexlerovéa, Tereza Voltrova, Tomas Kubricky, Jakub Savula, Vladimir Slanina,
Petr Brettschneider, Katarina Horska, Jan Klir, Maxmilian Ladislav Skuda, An-
na Vodakova, Lucia Klesc¢ova, Jakub Radim Zboncdk, Vojtéch Kubrycht, Matej
Karpac, Matyas Beran, Martin Zuzek

Obr. 49: Obyvatelé Fykoreje byli pravidelné obdarovavani Viudcéokolddami.

Legenda

Celkem 40 tcastnikt dostalo za své zasluhy pozvianku na Cestu kolem svéta za
8 dni, kterd zacinala na kofenovském letisti. Po odletu z druhé destinace, kterou
byla egyptskd Kahira, se vsak cestujici nepldnované ocitli v diktatorském statu
Fykorea. Zde byli vydani napospas nemilosrdnému rezimu uznavajicimu pouze od-
danost Vidci a prisnou kézen. Béhem své cesty stihli ticastnici navstivit velbloudi
dostihy, zicastnili se fykorejské drazby, byli nuceni prizptsobit se pravidlim rezi-
mu a mnoho dalsiho. Nakonec se pokusili o iték noénim prechodem hranice; zda
se jim to podarilo, uz védi pouze tcastnici soustredéni.

Jarni soustredéni ve Frydstejné

Soustfedéni se konalo v Penzionu Sport ve Frydstejné od soboty 22. 4. do nedéle
30. 4. 2023.

Organizatori

Jan Bajer (Legendovy tym), Dévid Brodnansky, Vojtéch David, Daniel Dupkala,
Daniela Dupkalovd, Nicolas Gavornik, Ivan Hudédk, Elena Chocholakovd (Vedouci
byrokracie), Juraj JanoSik (Legendovy tym), Patrik Kaspédrek, Jakub Kliment,
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Jiff Kohl, Viktor Materna, Radomir Mielec, Simon Pajger (Vedouci soustiedéni),
Viacleslavas Sinkonis, Josef Trojan, Tomas Tuleja (Legendovy tym), Martin Vanék
(Zdravotnik)

Obr. 50: Fotografie ticastnikt a organizdtoru z vyletu

Uéastnici

Richard Materna, Anezka Cechova, Martin Svanda, Luka$ Linhart, Luk4s Létal,
Ivan Zemlicka, David Skrob, Jaromir Pottcek, Michal Stroff, Lukas Jarabek, Lud-
mila Sirové, Veronika Plevnd, Patrik Stercz, David Sevéik, Luk4s Franta, Monika
Drexlerova, Jiri Sykora, Vladimir Slanina, Petr Brettschneider, Katarina Horska,
Barbora Klusédkova, Jan Klir, Maria Mederlyova, Jakub Radim Zbonc¢édk, Vojtéch
Kubrycht, Matyas Beran, Gabriela Koticovd, Linda Tomankovd, Sona Vasilova,
Maro$ Jankovic¢, Jan Strnad, Vladimira Brabcova, Jakub Hlavenka, Gala Dédkova,
Barbora Blinova, Vojtéch Jan Schreib, Anna Skrdletova, Jakub Kubica

Legenda

Déj soustfedéni byl inspirovan hrou Star Realms. Celkem 40 dcastniki dostalo
pozvanku na vybérové fizeni vesmirné agentury FASA. Spoleéné pak objevovali
vesmir a kdyz uz byl prozkoumén, snazili se na tom co nejvice zbohatnout. To
se samozrejmé neobeslo bez bojui, béhem kterych povstaly rizné vesmirné rise.
Nakonec bylo tfeba odrazit invazi mimozemskych blobt, coz ale ticastnici tspésné
zvladli a tak lidstvo prezilo. Kromé mnoha legendovych her ptipravili organizato-
i nékolik bloku odbornych i populdrnich prednések, zajimavé experimenty nebo
mensi Fyziklani. Resitelé Fyzikaln{ olympiddy méli navic moznost napsat si krajské
kolo primo na soustfedéni.
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Obr. 51: Dostat lidi na mésic je nadroc¢né

Staze

V letosnim roce poprvé pod kiidly FYKOSu probihaly védecké stdze. Béhem léta
zavitalo nékolik icastniki na dva tydny na ruznd pracovisté MFF UK, kde si mohli
vyzkouset védeckou praxi na vlastni kazi. Zapojili se do projekti jako Generace
superkontinua ve fotonickém vldkné a jeho vyuziti v ultrarychlé spektroskopii,
Deterministické presto nepredpovéditelné, Radidlni vyvoj parametri slunecniho
vétru nebo Stan se kvantovou fyzi¢kou/kvantovym fyzikem pevnych litek. Do stézi
byli vybrani predevsim na zdkladé svych vysledku v feSeni experimentélnich tloh
tohoto roéniku seminéfe. Staze vymyslel a zorganizoval Tom4s Cerver.

Fyziklani 2023

V unoru roku 2023 se konal jiz 17. roénik Fyzikladni. V ndvaznosti na uspéch pred-
choziho ro¢niku soutéz opét probihala v letnanském vystavisti PVA Expo Praha,
kam se letos sjelo rekordnich 1167 tucastnik z 21 zemi svéta. V péatek 10. dnora
se tak v soutéznim klani st¥etlo 251 tymt z Ceska, Slovenska, Polska, Itilie, Ru-
munska, Bulharska, Spanélska, Rakouska, Srbska, Estonska, Lotysska, Némecka,
Filipin, Indie, Brazilie, Indonésie, Ukrajiny, Litvy, Belgie, Velké Britanie a Bosny
a Hercegoviny.

V soutézi bezkonkurencéné zvitézil rumunsky tym CaminBaieti a odnesl si tak
prvni misto v kategorii A. V kategorii B pak dominoval indicky tym s ndzvem
Power of Phi a kategorii C ovladl ¢esky tym Kdo maZze, ten jede z Gymnéazia Opa-
tov v Praze. Ceské tymy velmi dobie odoldvaly konkurenci i ve vyssich kategoriich
— paté misto v kategorii A obsadil tym Error404 (zaci Gymnézia Brno, tfida Ka-
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pitdna JaroSe) a na bronz v kategorii B doséhl tym Lubor nemd vecer cas (Zaci
Gymnézia Budgjovickd v Praze a Gymndzia Brno, tfida Kapitdna Jarose).
Fyziklani se ticastni nejvyse péticlenné tymy stredoskolaki. Jejich cilem v pri-
béhu trihodinové soutéze je ziskat co nejvyssi pocet bodu za fesSeni fyzikdlnich
uloh. Soutézici obdrzi na zac¢atku zadani sedmi iloh a pokazdé, kdyz se jim podati
nékterou z nich spravné vytesit, dostanou zadani nové, vétsinou obtiznéjsi tlohy.

,(my?;’wm; il

Obr. 52: Pohled na soutézici v PVA Expo Praha.

Vysledky
Kategorie A
1. CaminBaieti (5x RO) 197 b.
2. The Kaldashians (5x RO) 178 b.
3. L&6 dlu iile onu Ulo de dia &la (5x EE) 150 b.
Kategorie B
1.  Power of Phi (5x IN) 166 b.
2. Atmostas Baltija (2x LT +3x EE) 116 b.
3. Lubor nem4 vecer ¢as (5x CZ) 104 b.
Kategorie C
1. Kdo maze, ten jede (5x CZ) 86 b.
2. Arcig (5% CZ) 74 b.
3. i gattini di Schrédinger (5x IT) 74 Db.

Kompletni vysledkovd listina a podrobnd pravidla jsou k nalezeni na webovijch
strankdch soutéze https://fyziklani.cz.
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Obr. 53: Ucastnici Fyziklani.

Doprovodny program a Fyziklani Scholarship

Samotnd soutéz byla sice jadrem celého Fyziklani, ale jiz tradi¢né zdaleka ne jeho
jedinou ¢asti. Béhem celého tydne od 6. do 12. tinora probihal doprovodny program,
béhem kterého mohli soutézici nejen hloubéji proniknout do oblasti fyziky, ale také
se navzijem poznat a predstavit si své kultury.

V ramci odborné ¢asti programu ucastnici navstivili specializované laboratoie
MFF UK i dalsich védeckych instituci v okoli Prahy, poslechli si prednésky od-
bornikt, mezi kterymi nechybéli ani prof. RNDr. Jifi Podolsky, CSc., DSc. z MFF
UK ¢i host z Hamburku, prof. Dr. Christian Bressler nebo méli moznost pokladat
védcum dotazy v rdmci panelové diskuze.

V doprovodném programu nechybél ani prostor pro odreagovani — at uz pro-
my ¢i tance typické pro svou zemi si pak ticastnici ze zahrani¢i vzajemné predstavili
béhem Vecera ndrodi a obzvlast pro ucastniky zdaleka mohl byt lakavy tieba vy-
let na Karlstejn ¢i méstskd hra, kterd potrapila jejich mozkové bunky a provedla
je zdkoutimi Prahy a jiz byl cely tyden zakoncen.

Tato vyznamna zahrani¢ni tcast byla pro prezencni Fyziklani rekordni a byla
z velké ¢4sti umoznéna diky vyznamné podpofre partnera ESPR (European Summer
Program on Rationality), ktery umoznil icast na celém doprovodném programu
dvandcti tymum z ruzné odlehlych koutl svéta.

Letosni ro¢nik Fyziklani byl také prvnim, ktery vedl Vojtéch David. Ten v této
roli vystiidal Daniela Dupkalu, ktery stal za realizaci 11. az 16. ro¢niku soutéze a
jehoz prinos soutéz posunul z komornéjsi akce v poslucharndch MFF UK k mezi-
narodni udélosti v nejvétsim veletrznim aredlu v Praze.
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Obr. 55: Spole¢nd fotka tcastniku a organizatora Fyziklani Scholarship.
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Fyziklani Online

Ve stiedu 23. 11. 2022 se 3766 ucastnik z 59 zemi svéta tvoficich 904 tymu
spole¢né utkalo jiz ve 12. ro¢niku internetové soutéze Fyziklani Online.

Soutéz s poctem 328 bodu ovladl opét tym z kategorie Open, sloZeny z védec-
kych pracovniki z USA, tentokrat s ndzvem S.I.M.P.S.. Prvni pficku v kategorii
A obsadil tym Orion’s Third Leg ze Singapuru s 255 body. Vyhercem kategorie B a
zaroven nejlepsim stredoskolskym tymem se stal tym Power Of Phi z Indie, ktery
ziskal 262 bodu. V kategorii C pak zvitézil tym z Rumunska Micutza ChiKuray se
ziskem 212 bodu. Nejlepsi Ceské i zahrani¢ni tymy byly ocenény vécnymi cenami
podle svého vybéru.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy tym o maximéalné péti clenech obdrzel sedm tloh s jed-
nozna¢nym ciselnym vysledkem. Po zadani spravného vysledku do naseho webo-
vého systému ziskal tym zadani néasledujici tlohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pricemz
v priubéhu soutéze probéhla také Hurry-up ¢ast, v niz byly tlohy rozdéleny do tii
fyzikalnich témat a vyfeseni kazdé tlohy bylo hodnoceno bonusovymi body. Sou-
tézici mohli k feseni pouzit libovolnou literaturu, internet ¢i pocitacovy software,
nesméli vS§ak komunikovat s zadnou osobou mimo svij tym.

Viysledky
Stredoskolaci A
1. Orion’s Third Leg 255 b.
2. The Kaldashians 251 b.
3. The Boltzmann Brains 246 b.
Stredoskolaci B
1. Power Of Phi 262 b.
2. Bhautik Shastris 197 b.
3.  BASIS Peoria 182 b.
Stredoskolaci C
1. Micutza ChiKuray 212 b.
2. Schrodinger’s Cats 133 b.
3. Schrodinger’s Legion 124 b.
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Stredoskolaci A - CZ/SK

1. Archimedova Vana 202 b.
2. Error404 134 b.
3. NAFTA - netflix adaptation 113 b.
Stredoskolici B - CZ/SK

1. Lubor is Stayin’ Alive 152 b.
2. Serif nemé odpoledne ¢as 138 b.
3. MN4U 106 b.
Stfedoskolaci C - CZ/SK

1. Skopova Kridélka 99 b.
2. Betta team 89 b.
3. Kdo maze, ten jede 88 b.
Open

1. S.ILM.P.S. 328 b.
2. Pentagonal Supersymmetry 316 b.
3. Five Ugly Faces 307 b.

Obr. 56: Organizatori v priabéhu soutéze.

Ve vijsledkové listiné jsou uvedeny pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina
véetné bodovdni jednotlivich uloh je k nalezeni na webovych strankdch soutéZe
https://online. fyziklani.cz/2022/vysledky/.
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Fyzikalni Naboj
Letosni ro¢nik Fyzikalniho Naboje se uskutecnil 4. listopadu 2022 a byl organizovan
slovenskym FKS a FYKOSem. Princip soutéze je podobny Fyziklani — pétic¢lenné
tymy béhem dvou hodin fesi fyzikdlni tlohy a snazi se ziskat co nejvice bodu za
spravnd feseni. Oproti Fyziklan{ se 1is{ soutéznim ¢asem (dvé hodiny misto ti{) a
bodovanim (za spravnou odpovéd je vzdy 1 bod). Tento rok byl Naboj po dvou
letech online rezimu opét prezenc¢né.

Néboj probihé v nékolika evropskych méstech soudasné. Letos to v Cechéch
bylo v Praze (Gymndzium Christiana Dopplera a nové i Didaktikon Hybernska) a
Ostravé (Vysokd skola banska — Technickd univerzita Ostrava za organizace Gym-
nézia Ostrava-Zéabteh, Volgogradsks 6a). Spolu v Ceské republice soutézilo 85 tymii
(z toho 41 v kategorii Juniofi a 44 v kat. Seniofi).

Vitézné tymy, kat. Senio¥i, CR

J) Gymnéazium Christiana Dopplera, Zborovska 45, Praha 5
) Gymnazium, Mikulasské ndmésti, Plzen
2.)  Gymnézium (SS), Palackého ndmésti, Boskovice

Vitézné tymy, kat. Junio¥i, CR
1. (5.) Gymnézium J.A.Komenského a JS s pr.SJZ, Komenského, Uher-

sky Brod
2.(7.) Gymnéazium Opatov, Konstantinova, Praha 4
3.(9.)  Gymndzium, Mikuldsské ndmésti, Plzen

V zdvorkdch je uvedeno poradi v ramci mezindrodniho Zebricku. Kompletni vysled-
kovou listinu najdete na webu soutéze https://physics.naboj.org.

Den s experimentalni fyzikou

Na podzim probéhl jiz 28. ro¢nik Dne s experimentélni fyzikou (DSEF). 7. listopa-
du méla stovka stfedoskoldkti moznost navstivit védecka pracovisté v aredlu Troja
Univerzity Karlovy a nasledné v Praze a okoli.

Akce zapocla prednaskou pana doc. RNDr. Jakuba Psencika, Ph.D. na téma
”Fotosyntéza jako inspirace pro nové zpusoby vyuziti sluneéni energie”, na kte-
ré ucastnikum priblizil zpusoby vyuziti fotosyntézy jako nového zpusobu ziskéni
obnovitelné energie. V navazujicim dopolednim programu méli Gcastnici v ramci
13 skupin moznost navstivili celkové 15 védeckych pracovist. Exkurze pokryvaly
Sirokou skalu témat od fyziky atmosféry pres kfemikové detektory, rtuzné spek-
troskopické metody, fyziku plasmatu ve vesmiru po fyziku nizkych tlaka nebo
fyziku povrchi.

Po jiz tradi¢nim obcerstvenim bagetou vyrazili i¢astnici odpoledne do laborato-
i po celé Praze. Celkem 11 skupin mélo moznost navstivit pracovisté ELI Beamli-
nes v Dolnich Bfezanech, Ustav jaderného vyzkumu ReZ, Ionosférickou observatof,
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Cesky hydrometeorologicky tstav v Komoranech, vybrana pracovisté FZU AV CR,
¢i skryté laboratore Mikrotronu uprostied Starého Vitkovského tunelu.

V rekordnim ro¢éniku DSEF nés navstivilo 99 ucastniku, ktefi méli moznost se
setkat se Spickovymi laboratofemi v Praze a okoli. Za rok na vidénou.

Obr. 57: Studenti si prohlédli i Kryogenni pavilon v Troji.
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\' /7 VvV V= o
Poradi resitelii

Kategorie prvnich rocnikii
jméno skola ¥
Student Pilny MFF UK 396
1. Kosma Satdnek 7S a MS Teleci 310
2. Damian Satdnek G Teplice 289
3. Jiri Prec G J. A. Komenského, Uh. Brod 254
4. Vojtéch Jan Schreib G Jirovcova, Ceské Budéjovice 227
5. Ludmila Sirovd Mensa G, Praha 6 191
6. Adam Pustka G F. X. Saldy, Liberec 189
7. Lukds Franta G Christiana Dopplera, Praha 152
8. Gala Dédkova G, Roudnice nad Labem 147
9. Vojtéch Kubrycht G, Budgjovické, Praha 146
10. Jakub Hlavenka G Brno, tf. Kpt. Jarose 134
11. Anezka Skupinovd G, Hodonin 106
12. Michal Stroff G, Budéjovicka, Praha 104
13. Ondrej Skdla G Volgogradska 6a, Ostrava 103
14. Patrik Péschl G F. X. Saldy, Liberec 95
15. Barbora Blinovd Podkrusnohorské G, Most 73
16.—17. Dominik Kanka Leparovo G, Jicin 59
16.—17. Md Faiyaz Siddiquee DPS STS School Dhaka 59
18.—19. Matej Karpac 7S Jana Svermu, Humenné 54
18.—19. Mikulds Vican SPS, Trebi¢ 54
20. Arkadip De Salt Lake School, India 52
21. Monika Novdkovd Redlné G a ZS, Prosté&jov 46
22. Tomds Rehdk G Brno, ti. Kpt. Jarose 38
23. Jdn Lakota G Grosslingova, Bratislava 34
24. Samuel Sandor G Postova, Kosice 31
25. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec 28
26. Vojtéch Novosdd G a SOSPg Jeronymova, Liberec 27
27.—29. Roberto Franchin Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 25
27.—29. Daniel Svaria G Christiana Dopplera, Praha 25
27.—29. Nina Vadzna SpMNDaG, Bratislava 25
30. Teo Visriovsky SpMNDaG, Bratislava 24
31. Petr Némec Wichterlovo G, Ostrava 23
32. Filip Krafcik G T. Vansovej, Stard Lubovna 21
33. Erik Jezek Smichovska SPS Praha 5 20
34. Vit Vycudilik Gymnéazium Oty Pavla, Praha 18
35.—36. Bdra Kopackovad G a SOS Podborany 17
35.—36. Barbora Salajovd G, Litomérticka, Praha 17
37.—39. Petr Bartdk Slovanské G, Olomouc 16
37.—39. Pavlina Kuthanovd G a SOS Podborany 16
37.—39. Linda Micicovd Bilingvalne G, Sucany 16
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40.—41. Tomds Ferbas Slovanské G, Olomouc 15
40.-41. Nela Sleskovd G, Na Zatlance, Praha 15
42. Helena Muchovd G Jana Keplera, Praha 14

43. Jindrich Anderle G, Budéjovicka, Praha 12

44. Jakub Ucik G Z. Wintra, Rakovnik 11

45. Ishaan Puri Singapore American School, SG 10

46. Alberto Quondam Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 9

47. Vojtéch Zielina G, Ttinec 8

48. Michal Sevéik G, Karvina 6

49. Jakub Businsky SPS strojni a stavebni, Tabor 5

50. Patricie Labutovd G B. Némcové, HK 3

51. Tadeds Tehan G Volgogradska 6a, Ostrava 2
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jméno skola P

Student Pilnyg MFF UK 396

1. David Nénicka G, Roznov pod Radhostém 282

2. Lukds Hrdy G, Lesni ¢tvrt, Zlin 255

3. Viadimir Slanina G Postova, Kosice 253

4. Filip Cihldr G J. S. Baara, Domazlice 221

5. Linda Tomdnkovd G, Boskovice 219

6. Jakub Kubica G F. Hajdy, Ostrava 207

7. Anna Skrdletovd G, Lovosice 181

8. Tomas Kubricky G Postova, Kosice 171
9.—10. Zuzana Grycovd G Boticska, Praha 165
9.-10. Daniel Svec G a Obch. ak., Pelhfimov 165
11. Hana Zitranskd Slovanské G, Olomouc 159

12. Tomds Otrubcdik G Ludovita Stira, Trenéin 156

13. Petr Brettschneider G, Dukelské, Bruntal 152

14. Radim Svec G a Obch. ak., Pelhfimov 148

15. Ivan Zemlicka G Ustavni, Praha 145

16. Pavla Simovd G, Sumperk 135

17. Matyds Beran G dr. A. Hrdlicky, Humpolec 134

18. Tomds Bourek G J. Heyrovského, Praha 130

19. Lujza Lea Lavrikovd G, P. Horova, Michalovce 128

20. Martin Zuzek G Dobruska 125

21. Jakub Buzalka G, Povazska Bystrica 120

22. Matous Mista G, Olomouc-Hejéin 104

23. Gabriela Koticovd G PdC, Piestany 84

24. Petr Kozdk G, Pisek 83

25. Giulio Vertucci Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 82

26. Kate Timofeeve Physics and Mathematics S, SFU 80

27. Sona Vasilovd G, Kukué¢inova, Poprad 79

28. Jakub Radim Zbondcdk G, Krenové, Brno d

29. Sabina Mihulovd G, Nad Aleji, Praha 69

30. Veronika Pavlikovd G, Krenové, Brno 67

31. Ondrej Hejsek G a SOS, Jilemnice 63

32. Martin Uhrin G Hubeného, Bratislava 60
33.—34. Petr Toman G, Velké Mezirici 58
33.-34. Eva Zilkovd G Fr. Svantnera 58
35. Zuzana Harbutovd G I. Stira, Zvolen 55

36. Lucia Klescovad G Postova, Kosice 52

37. Matej Pénicka G, Nad Aleji, Praha 50

38. Jana Bartonovd G, Broumov 48

39. Petra Ivanisovd G, Ohradni, Praha-Michle 44

40. Tudor Popescu Inter. Computer HS, Bucharest,RO 42
41.—42. Michal Friml G Dobruska 41
41.—42. Pavel Kucera G F. Palackého, Val. Mez. 41
43.-45. Adam Filip G, Cesks Lipa 39
43.—45. Klaudia Lalovd G L. Svobodu, Humenné 39
43.—45. Mdria Mederlyovad G Grosslingova, Bratislava 39
46. Terézia Dadajovd Gymnézium Federica Garciu Lorcu 38

47. Tereza Kendrovd Gymnézium Ladislava Novomeského 35

48. Jozef Smoldr G Antona Bernoldka, SK 34

49. Miroslav Pajger Bilingvalne G, Sucany 33

50. Matéj Husek G, Turnov 31
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51.—52. Sebastian Jakub Machel G M. Stefanika N. Mesto n. V. 30
51.—52. Matyds Matta Masarykovo G, Plzen 30
53. Simon Zemddk G Kezmarok 27

54. Mdria Popovicovd G, Park mladeze, KoSice 26
55.—56. Lorenzo Borri Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 24
55.—-56. Daniel Krizan Gymnézium Ladislava Novomeského 24
57. Daniel Linda SPS, Je¢na, Praha 23

58. Ondrej Sedldcek Gymnézium Oty Pavla, Praha 22
59.—61. Tereza Lomeckd G, U Libenského zamku, Praha 21
59.—61. Lenka Prokesovd G, Ttrebon 21
59.—61. Viclav Verner PORG, Praha 21
62. Yahor Herashchanka G, Turnov 19

63. Daniel Ondryds Jazykové G P. Tigrida, Ostrava 18
64.-65. Simon Borovsky G Grosslingova, Bratislava 17
64.—65. Sebastian Laskowski G, U Libenského zamku, Praha 17
66.—67. Adam Bretsnajder G Z. Wintra, Rakovnik 16
66.—67. Eliska Vokdcovd G B. Hrabala 16
68.—70. Tomds Horejsi G V. Hlavatého, Louny 14
68.—70. Eduard Plic Masarykovo G, Plzen 14
68.—70. Kristéf Szbcs Gymnézium Zoltdna Kodélya 14
71.-72. Michal Martinek G Ustavni, Praha 12
71.-72. Vit Struzka Gymnézium Oty Pavla, Praha 12
73. Jindrich Urban G, Benesov 11
74.—76. Robert Front G Stropkov 10
74.-76. Ondrej Smid @G, Strakonice 10
74.-76. Arsen Zhazybekov G, Mostecké, Chomutov 10
77.—80. Jonatdn Gaus G, U Libenského zamku, Praha 8
77.—80. Katarina Gersovd G Jura Hronca, Bratislava 8
77.—80. Matyds Krivinek G, Décin 8
77.—80. Natdlie Machalovd Gymnézium J. Blahoslava a SS ped 8
81.—85. Albert Bakoc G Christiana Dopplera, Praha 6
81.—-85. Ondrej Broz G, Cesks, Ceské Budéjovice 6
81.—85. Jan Slosiarik G, U Libenského zamku, Praha 6
81.—85. Elena Stirparo Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 6
81.—85. Guglielmo Uva Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 6
86.—87. Dominik Marton G Postova, Kosice 5
86.—87. Aneta Vostrd G, Cesky Brod 5
88.-90. Filip Anger G Grosslingova, Bratislava 4
88.—90. Niccolo D’Agostino Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 4
88.-90. Tobidas Hrbdcek G, U Libenského zdmku, Praha 4
91.-92. Linda Kasickd G sv. Jana Pavla II., Poprad 2
91.-92. Madria Klingovd G sv. Jana Pavla II., Poprad 2
93. Radim Gabriel G Volgogradska 6a, Ostrava 0
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Kategorie tretich rocnikd

jméno skola P

Student Pilnyg MFF UK 360

1. Jan Klir G B. Hrabala 361

2. Radovan Lev G F. Palackého, Val. Mez. 350
3.—4. Patrik Stercz G Postova, Kosice 289
3.—4. Jan Strnad G, Postupickd, Praha 289
5. Martin Micuch G Srobarova, Kosice 273

6. Jiri Sykora G, Trhové Sviny 264

7. Monika Drexlerovd G, Roznov pod Radhostém 248

8. Matej Kundrik G Postové, Kosice 237

9. Adam Harmansky G Postové, Kosice 229

10. David Sevéik G, Uherské Hradisté 211

11. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava 208

12. Jana Mdria Zenuchovd G, P. Horova, Michalovce 206

13. Veronika Plevnd G, Cheb 204

14. Filip Hosek Masarykovo klasické G, Ricany 155

15. Michael Ruman G V. P. Tétha, Martin 123

16. Maros Jankovic G V. Nedozerského, SR 118

17. Mazxmilian Ladislav Skuda G, Boskovice 108

18. Cristina Mihaela Rau CNI Tudor Vianu, Romania 100

19. Viadimira Jirickovd G J. Vrchlického, Klatovy 96

20. Tadija Jelestjevié Gimnazija Krusevac 80

21. Terézia Handkovd Gymnazium Janka Mattsku Galanta 79
22.-23. Anezka Cechovd G Brno, t¥. Kpt. Jarose 75
22.—23. Richard Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 75
24. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek 71

25. Barbora Klusdkovd BG B. Balbina, Hradec Kralové 70

26. Veronika Bartdkovd Slovanské G, Olomouc 68

27. Tomds Vysoky G Postova, Kosice 67

28. Martin Marcincdk G Srobérova, Kosice 66
29.—30. Nikola Bendkovd G, P. Horova, Michalovce 61
29.-30. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Praha 61
31. Kamila Cidlinskd G Boticska, Praha 59

32. Jakub Savula G Jirovcova, Ceské Budéjovice 58
33.-34. Stépdn Frode G Dobruska 56
33.—34. Lachyn Hydyrova 86th specialized school, TM 56
35. Ondrej Kopecek G, Lesni ¢tvrt, Zlin 54

36. Jan Simdcek Gymnézium Brno-Bystrc 48

37. Matej Bryja G D. Tatarku, Poprad 45

38. Ondrej Kadlec G, Moravsky Krumlov 42

39. Martin Kubdnek G, Roudnice nad Labem 36

40. Katerina Smidovd Gymnéazium Brno-Bystrc 35

41. Klaudia Sykorovd G Postové, Kosice 31

42. Magdalena Tyrmerovd G a SOSE, Sedléany 27
43.-45. Simon Kirriak G Postova, Kosice 26
43.-45. Tereza Lichtenbergovd G Boticska, Praha 26
43.—45. Jan Strmiska Mensa G, Praha 6 26
46. Julie Krizkovd Wichterlovo G, Ostrava 25
47.—-49. Nicolas Matej G J. Tajovského, B. Bystrica 24
47.-49. Timotej Vida G V. Nedozerského, SR 24
47.—49. Jan Zrist G Boticska, Praha 24
50.—51. Simon Kala G, Roudnice nad Labem 23
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50.—51. Iren Kishinevskaya Slovanské gymnézium Praha 5 - Ko 23
52. Stanislav Barcdik G Velks okruzné, Zilina 22

53. Vit Riha G Volgogradska 6a, Ostrava 19
54.-55. Anna Kopeckd G a SOS, Jilemnice 18
54.—55. Jakub Svobodnik G Volgogradska 6a, Ostrava 18
56. Petr Dymanus G, Spitslska, Praha 17
57.—58. Filippo Massi Benedetti Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 16
57.—58. Maurizio Polverari Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 16
59. Filip Rdsé Leaf Academy 15

60. Aneta Vasickovd G Dasicka, Pardubice 14

61. Lukds Muller Podkrusnohorské G, Most 12
62.—66. Ramazan Amanzhol Nazarbayev Int. (KZ) 11
62.—66. Eduard Fedorcuk Evanjelické G JAK, Kosice 11
62.—66. Johana Kacurovd Evanjelické G JAK, Kosice 11
62.—66. Pavol Alexander Komlos G Postova, Kosice 11
62.—66. Adam Kuny G Jura Hronca, Bratislava 11
67.—71. Kristyna Bélusova G J. Pivecky, Slavic¢in 10
67.—71. Emir Garajayev 86th specialized school, TM 10
67.—71. Daniela Mackovd Katolicke gymnazium S. Moysesa 10
67.—71. Tomds Scholz G Chotébor 10
67.—71. Jan Vojta G Brno, t¥. Kpt. Jarose 10
72.—74. Sdra Herianovd G a SOSP, Caslav 9
72.—74. Kldra Plchovd G, Boskovice 9
72.-74. Vojtéch Tylecek G Brno, tf. Kpt. Jarose 9
75. Julie Matulovd G Dobruska 8
76.—77. Mainak Chandra B. D. M. International, IN 6
76.—77. Filip Neubauer Akademické G, Praha 6
78.—79. Davide Arnesano Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 5
78.—79. Matyds Pokorny G Jana Nerudy, Praha 5
80.—81. Giancarlo Fuochi Tinarelli Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 3
80.—81. Sona Handkovd G sv. Jdna Pavla II., Poprad 3
82. Zuzana Kallovd G sv. Jana Pavla II., Poprad 2

83. Sadiq Shaik Chelsea International Academy 1

84. Leonardo Rizzolio Liceo Sci. Augusto Righi, Roma 0
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1. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny 235

2. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha 230

3. Tereza Voltrovd G Mikulasské n. 23, Plzen 216

4. Nikola Kadleckovd G, ndm. TGM, Zlin 197

5. Tereza Hochmanovd G Chotébor 151

6. Daniela Karpiskovd Masarykovo G, Plzen 147

7. Jir{ Vestfdl G a SOSPg Jeronymova, Liberec 141

8. Dzenan Midzic JU Gimnazija Bihaé, BiH 133

9. Katarina Horskad G Jana Keplera, Praha 120

10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov 99

11. Dawvid Bdlek G Legionaru, Pribram 91

12. David Skrob SPS a VOST Brno 920

13. Pavel Horsky G, Brno-Reckovice 88

14. Jaromir Poticek G Jana Keplera, Praha 85

15. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce 74

16. Viadimira Brabcovd SPS Ostrov n. Ohif 70

17. Jakub Vyskocil G P. Bezruce, Frydek-Mistek 65

18. Jakub Jezek G B. Némcové, HK 57

19. Filip Liska 1. sikromné G v Bratislave 56
20.—22. Patrik Jendele SPS stavebni Plzeni 52
20.—22. Radek Kosindr G Brno, tf. Kpt. Jarose 52
20.—22. Rudolf Zizka G, Brno-Reckovice 52
23. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava 46

24. Jan Lepi¢ G, Strakonice 41

25. Barbora Rizickovd G, Moravska Trebova 39

26. Adam Juttner G, Novy Ji¢in 31

27. Emilija Zdravkovié Gimnazija Krusevac 28

28. Maxim Arkhipov G, Vodéradskd, Praha 27

29. Jakub Kopcil G Mikulasské n. 23, Plzen 25

30. Martin Bdnsky G Fr. Svantnera 23

31. Jakub Gerza G Dobruska 21
32.-33. Maxim Archipov G, Vodéradskd, Praha 20
32.—33. Josef Lezna G dr. K. Polesného., Znojmo 20
34.-35. Jan Engler G, Hodonin 19
34.-35. Eduard Mrug G Grosslingova, Bratislava 19
36. Dovletgeldi Merdanov 86th specialized school, TM 16

37. Martin Hraba G, Benesov 15

38. Robin Rddek G Neumannova, Zdar n. S. 12

39. Yashwinder Rajput Bhupindra Int. PS, India 11

40. Michal Almadsi G, Park mlddeze, Kosice 10

41. Vojtéch Marek Biskupské G, Brno 9

42. Anna Vodakovd G, Litovel 5

43. Natdlia Cigasovd G Postova, Kosice 4
44.—46. Fatma Amin G, Uherské Hradisté 3
44.—-46. Pragun Pudukoli NC for Excellence, India 3
44.-46. Vojtéch Stépdn G, Benesov 3
47. Tomas Ndzler SPS a VOST Brno 2

48. Katsiaryna Kireyeva Gymnasium No.20 of Minsk, BY 1
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