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Uloha 1.4 ... doprava na horach 8 bod; (chybi statistiky)

Na tipati hory tvaru dokonalého kuzele s vrcholovym thlem o = 90° stoji mésto. Presné
na opacné strané hory ve stejné nadmorské vysce je Zeleznic¢ni stanice, proto se radni z mésta
rozhodli pro stavbu silnice ke stanici. Miizou postavit bud tunel, nebo cestu vést po povrchu
hory. Jaky miize byt maximalni pomér ceny za kilometr tunelu ku cené za kilometr silnice, aby
byla stavba tunelu levnéjsi? Silnici Ize vést libovolnou trasou po povrchu hory.

Matej stavi Semmeringbahn.

Radni maji nékolik moznosti, jak cestu postavit. Mohou vykopat tunel od mésta az primo k ze-
lezniéni stanici (moznost A) nebo muZou vést celou cestu po povrchu hory (moznost B). Muzou
také vést Cast cesty z mésta po povrchu, pak tunelem a pak zase po povrchu az k zZelezni¢ni
stanici (moznost C).

Pripad A
Oznacme si vzdalenost mésta od vrcholu hory [. Jestlize a je ihel mésto—vrchol-stanice, tak
prostorova vzdalenost sa mésta od stanice je

e
sa = 2lsin PR
coz je zaroven i délka tunelu z mésta ke stanici.

Pripad B
Tato moznost je komplikovanéjsi, protoze nyni nemusi byt jasné, kudy ma cesta vést. V pri-
padé A jsme vedli tunel nejkratsi moznou spojnici v prostoru — po_tsecce. Nyni by se mohlo
zdat, Ze musime vést cestu po zakiiveném povrchu, coz je ndro¢néjsi¥ Ve skutecnosti ale povrch
kuzele neni zakfiven, jak by se mohlo zdat. Mazeme jej totiz rozbalit a plast kuzele rozlozit do
rovné 2D plochy® Po tomto rozbaleni jiz mizZeme spojit mésto s Zeleznici snadno pomoci tisecky
a spocitat jeji délku.

Obvod podstavy kuzele je 0 = nsa a Gsti tunelu ho déli na poloviny. P1ast kuzele je kruhova
vyse¢ o stiedovém thlu ¢ = o/l. Cesta po povrchu je tak tvofena zdkladnou rovnoramenného
trojihelnika s rameny délky ! a Ghlem ¢/2 mezi nimi. Délka této cesty tedy je

. . 1 | «
SB = ZZsm% = 2lsin (gnsm 5) ,

coz je nejkratsi spojnice mésta a zeleznice po povrchu hory.

Pripad C

O tieti moznosti lze bez potieby vypocti ukazat, Ze neni optimalni. Ze symetrie problému ply-
ne, ze se cesta z mésta do zacatku tunelu musi byt zrcadlové symetricka k cesté z konce tunelu
do nadrazi. Jediné tak se nam podafi priblizit konce tuneld tak, abychom museli kopat co nej-
kratsi tunel. Predpokladejme, Ze by nejefektivnéjsim fesenim naseho problému byla moznost C.

1V obecném piipadé bychom se mohli uchylit k diferencidlni geometrii a vyuzit geodetickou rovnici. Geo-
detiky jsou totiz nejkratsi spojnice dvou bodu v zakfiveném prostor(-u/-ocase).

2Muzeme Fikat, ze povrch kuzele nemé wvnitrné zakfiveni, ale ma pouze vnéjsi krivost, kterd je dana tim,
jak je ,rovny“ 2D plast vnofen do 3D prostoru.
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Tj. postavit cestu z mésta po povrchu do néjakého bodu, odtamtud vést tunel do zrcadlového
bodu a odtud vést cestu k zeleznici.

Nyni ukdzeme, Ze v optimalnim feseni nemuze tunel prochéazet osou hory. Podivejme se na
pomér délky tunelu ku délce pomyslné cesty po povrchu, kterou tunel usettil. V pripadé tunelu
vedouctho mimo osu hory je tento pomér urcité ostfe vétsi, nez kdyz tunel prochézi osou.
To plati, protoZe pomyslnd cesta po povrchu vede relativné mensi oklikou (vzhledem k délce
tunelu), kdyz je tunel blize k povrchu. Dochézi tak k nizsi cenové tispore, a proto se takto kratsi
mimoosy tunel nikdy nevyplati stavét.

Pokud by tunel prochéazel osou hory, tak bude cesta konstruovana dosti nesikovnym zptiso-
bem — silnice povede z mésta i ze stanice pfimo smérem k vrcholu hory a tunel bude polozen
vodorovné ve vyssi nadmotské vysce. Pokud by toto méla byt optimalni konstrukce, znamené
to, Ze se mezi témito vysSimi konci tunelu nevyplati vést cestu po povrchu (analogicky jako
cesta v pfipadé B). Jelikoz ale pomér délky A ku B nenf zavisly na vySce hory, strategie s vyse
polozenym tunelem nedéva ekonomicky smysl, protoze si tim jen pridavime dva neprijemné
tseky cesty.

Timto sporem jsme ukéazali, ze pfipad C nemusime brat v potaz.

Zavér
Kriticky pomér ceny za kilometr tunelu ku cené za kilometr cesty na povrchu je pomér délky
povrchové cesty ku délce tunelu
. 1 . a
s sin (smsin$) |
sn _ oin (g7oin g) = 1,267,

: [e7
SA sin &

Pokud je pomér cen nizsi, vyplati se kopat tunel. Pokud je vyssi, vyplati se vést cestu kolem
hory. V praxi miizeme ocekavat, ze pomér cen bude Ffaddové vyssi. Presto se nékdy vyplati kopat
tunely, protoze redlné hory nejsou kuzelovité a ¢asto nelze postavit cestu okolo.

Vsimnéme si, ze pokud bychom si neuvédomili, ze cestu nemusime nutné vést vodorovné,
vysel by kriticky pomér vyssi, a sice t/2 = 1,571.
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