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Serial: Kvanta orbitalii

vevs

pokud byste se v ném tieba i ztratili, nezoufejte, dalsi dily uz budou jednodussi a na dnesni
seridl nebudou tplné navazovat.

Kvantové oscilujeme

Vse si ukdzeme na linedrnim harmonickém oscilatoru. Tento systém mé potencial ve tvaru
paraboly
1 9 9
Viz) = S,

kde w je frekvence oscildtoru a m hmotnost ¢astice. Pokud dosadite vztah pro frekvenci oscilaci
pruziny w = y/k/m, dostanete misto toho zndméjsi vyraz s tuhosti k, ktery je V = 1/2kz?.
jsou volnd ¢astice a atom vodiku.) Jednim z divoda, pro¢ je pro nés tak dilezity, je predpoklad,
ze v libovolném potencidlu se bude ¢astice nachazet v okoli jeho minima. Potencial okoli minima
Ize témér vzdy dobie aproximovat parabolou.

Pokud tento parabolicky potencidl dosadime do Schrédingerovy rovnice Hiy = E1) z minu-
1ého dilu, ziskdme rovnici

1 d*(x)

" om  da?

+ %mwQ:er/)(x) = E¢(x).

Tu je sice mozné fesit napiimo, ale my si s ni ukdzeme Uplné jinou myslenku. Pro zjednoduseni
muzeme polozit m = 1,w = 1, ¢imz se zbavime nutnosti opisovat je do dalsich rovnic.
Predstavte si, ze vdm nékdo prozradi, ze vlnova funkce zédkladniho stavu je Gaussova funkce.
Miuzeme ovérit, ze funkce
2
—x“/2h
pi(z)=e "/

je TeSsenim Schrédingerovy rovnice

N h _g2 h
Heps(z) = 5¢€ /3 = 5901(95)

s energii /i/2. Normalizaci se muzeme zabyvat az pozdéji, pro vypocet energie neni podstatnd.
Zkusime-li ted vzit druhou funkci

02 (I) _ I26712/2ﬁ’

zjistime, ze tato funkce neni resenim Schrédingerovy rovnice

Hoo(z) = —h2e™ /2" 4 2ha?e™ /%" = 1201 (2) + 5/2hpa(z) # Epa().
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Misto toho ndm aplikaci hamiltonidnu pfibyl ve funkci néjaky prispévek od vinové funkce
zakladniho stavu. Ale neni nic jednodussiho, nez zkusit tuto funkei opravit, aby jiz Schrédin-
gerovu rovnici spliovala. To se d4 udélat jednoduse tak, ze vezmeme soucet téchto 2 funkci
s neznamymi koeficienty

Y(x) = cro1(x) + ca2(z) .

Kdyz tuto formu vlnové funkce dosadime do Schrédingerovy rovnice, dostaneme
Hi(x) = crHopr () + caHopo () =
= Clg@l(l’) — c2h®p1(x) + 5/2c2hipa () =
= E(cp1(z) + c2p2(z)) - (1)

Protoze nam nezalezi na normalizaci, muzeme polozit c2 = 1 a sta¢i ndm pak najit odpovidajici
hodnotu ¢;. Z puvodni diferencidlni rovnice ndm zbyla rovnice pro dvé nezndmé, koeficient c;
a energii F.

a1 51 (2) — WPp1(2) +5/20p3(2) = Blergr(2) +pa(e))

Pohledem na koeficienty u o2 vidime, Ze energie se musi rovnat 5/2A. Nyn{ jiz hravé dopocitame
i koeficient ¢1 z rovnice

Clgwl(l‘) — Pp1(x) = 5/2hc1p1(x) -

Dostévame c1 = h/2. To ndm d& vlnovou funkei

Y(x) = h/2p1(x) + p2(x),

coz je az na normalizaci presné vysledek, ktery mizeme najit v ucebnicich. Je to az druhy
excitovany stav, protoze prvni excitovany stav je lichd funkce x, zatimco nase dva stavy jsou
sudé. Protoze mame symetricky potencial, tak ndm hamiltonidn sudé a liché stavy nemiché. To
je jeden z mnoha pripadi, kdy se ndm v kvantové mechanice projevi symetrie.

Zkusme se jesté jednou zamyslet nad tim, co jsme ted vlastné udélali. Misto toho, abychom
fesili komplikovanou diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci, jsme si vzali néjakou (vhod-
nou!) sadu pevné danych funkei a hledali jen koeficienty u jejich vdzeného souctu (nazyvaného
linedrni kombinace). Tim jsme vlastné prevedli celou oSklivou diferencidlni rovnici na rovnici
algebraickou, kterd je mnohem piijemnéjsi na feSeni. Musime si ale dat pozor, abychom zvolili
takové funkce, které dobte popisuji dany problém. Diky tomu nadm jich staci vzit relativné malé
mnozstvi, abychom méli spravny (nebo dostateéné presny pfiblizny) vysledek. Napiiklad, pokud
bychom chtéli stavy linedrnftho harmonického oscilatoru popsat pomoci obycejnych polynomi,
urcité tusite, ze kdybychom jich vzali libovolné kone¢né mnozstvi, nikdy bychom vlnovou funkci
linedrniho harmonického oscildtoru neziskali aplné presné. Hodnota presné vinové funkce jde
totiz do nuly pro z jdouci do nekonecna, naopak libovolny polynom jde do (kladného nebo
zdporného) nekoneéna.
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Zatim ale jsme hodnoty koeficient uréili trochu nesystematicky, coz ted napravime. Vratme
se trochu zpét, k rovnici (ﬂ) Kdyz ji celou vynasobime funkei o1 (x) a udélame integral podle
pres celou redlnou osu, dostaneme

/ (cx1 (2) B () + e () Hip(2)) dr =

= [ Blan@? + an @) i, @)
coz muzeme snadno upravit na
o [ @@a@ e [ @) -
=F (cl/ o1(x)? dz + C2/ w1(z)p2(x) da:) . (3)

Protoze p1(z) a p2(x) jsou pevné dané funkce, mizeme si vS§imnout, Ze mame vSechny
Hingredience“ k vypocitdni integrali a mohli bychom tim padem vSechny integraly rovnou
presné vycislit a dosadit jejich konkrétni hodnotu. My to nebudeme délat, misto toho se je jen
pro obecnost oznac¢ime pismenky

S11 = / @1(33)2 dz,

[e']

So= [ e@m(ds,

oo

Hiy = / (o1 (a) Hipn (2)) dr,

oo

Hip = /Oo (¢1(x)Hpa(z)) da .

oo

Predchozi rovnice (E) pak vypad4d mnohem péknéji
Hiic1 + Hizeo = E(S11c1 4 Si2¢2) .

Kdyz zopakujeme tento postup, ale rovnici (E) vyndsobime @2 (z) a preintegrujeme ji, dostaneme
s pouzitim podobného znaceni

Haic1 + Hazco = E(S21¢1 + Sa2c2) .

Vektory a matice

Nyni musime udélat trochu odbocku, abychom si zavedli nové, Sikovnéjsi znaceni. Pokud jiz
maéte zkuSenosti s maticemi, nebojte se tuto ¢ast preskocit. Bohuzel tento dil neni natahovaci,
takze seznameni bude velice zrychlené, ale pokud se chcete o maticich dozvédét vic, vénoval se
jim napiiklad cely 5. dil seridlu 16. ro¢niku, ktery muzete dohledat na FYKOSim webu.

Jisté jste se ve skole jiz seznamili s vektory. Pokud mame néjaky souradnicovy systém, mu-
zeme v ném vektor zapsat jako sloupecek cisel. Zobecnénim tohoto konceptu pro operace na
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vektorech v prostoru (napiiklad zobrazeni rotace nebo natahovini) dostaneme tabulku éisel,
kterou nazyvame matice. My si vystacime s ¢tvercovymi maticemi, ale mohou mit i tvar obdél-
niku. Pusobeni operace na vektory v téchto ,tabulkéich ¢isel* se prenese do operace maticového
nasobeni. Jeho vysledkem je vektor, ktery na kazdé pozici mé skaldrni soucin starého vektoru
s odpovidajicim Ffddkem dané matice. Tedy novy vektor mé na prvni pozici skalarni soucin
prvniho fddku s puvodnim vektorem a tak dale.

To, Ze po pusobeni matice A na vektor & ndm vyjde ¥, zna¢ime

AZ =1y.

Podobné mtzeme vynasobit i dvé matice mezi sebou — matici v souc¢inu napravo rozebereme na
jednotlivé vektory, na ty zapusobime levou matici, a pak tyto nové vektory zase po sloupcich
poskldddme do vysledné matice. Nasobeni dvou matic je ekvivalentni slozeni dvou operaci
reprezentovanymi témito maticemi. Dejte si pozor, nidsobeni matic obecné neni komutativni,
AB # BA. Ono totiz neni komutativni ani sklddani dvou zobrazeni, muzete si sami vyzkouset,
ze pokud obrazek prezrcadlite podle osy x a pak otocite o 90 °, dostanete néco jiného, nez kdyz
to provedete v opacném potadi. Trochu ndzornéjsi, pro¢ jsme si toto zavedli, bude, pokud si
zavedeme indexovou notaci. Pokud i-ty prvek vektoru Z oznacime x; a prvek matice A na i-itém
rfadku a v j-tém sloupci jako A;j;, pusobeni matice na vektor ndm piejde na

N

j=1

Ale to je presné to, co mame v nasi rovnici! Tedy jednotlivé koeficienty ¢; muzeme prohlasit
za (abstraktni!) vektor, a tim paddem mizeme prepsat celou rovnici pomoci matic

Hc¢ = ESc.

Matice hamiltonianu H nam tik4, jak ptisobi hamiltonian mezi jednotlivymi bazovymi funk-
cemi. Matice S méa jesté jednodussi interpretaci. Ta ndm jen fika jak moc se jednotlivé bazové
funkce prekryvaji (fikdme ji prekryvovd matice). Té se navic muzeme jednoduse zbavit. Staci
si vybrat bazové funkce tak, aby prekryv kazdé funkce se sebou samou byl roven 1 a prekryv
mezi libovolnymi riznymi bazovymi funkcemi byl 0. V analogii s vektory v 3D prostoru pak
rikdme, Ze mame ortogondlni bazi funkci. Prekryvova matice pak méa hezky tvar, jednicky na
diagonéle a na vSech ostatnich pozicich nuly. Takovd matice pfi pusobeni na jakykoliv vektor
vrati presné ten samy vektor, takze ji muzeme z rovnice Uplné vypustit. Pro ortogondlni béazi
funkci pak méme mnohem hez¢i tvar rovnice

H¢ = EC.

Tato rovnice méa vlastné iplné stejny tvar jako bezéasové Schrédingerova rovnice, jen s maticemi
a vektory misto funkci a operatorti. Vyhodou je, ze pro matice je tento typ rovnic standardni
problém, nazyvany diagonalizace nebo také hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.
Vlastni vektor, ktery hledame, je takovy, ktery pusobenim matice nezméni orientaci, ale
jen velikost. Tedy po pusobeni matice na vlastni vektor dostaneme ten samy vektor, jen pre-
nasobeny néjakym c¢islem. To nazyvadme vlastni ¢islo k danému vektoru. Vlastnich vektoru je
v principu nekone¢né mnoho, protoze vynasobenim vlastniho vektoru libovolnym nenulovym
¢islem dostaneme vlastni vektor se stejnym vlastnim ¢islem. Omezujeme se tedy na to, Ze na-
jdeme jeden od kazdého ,typu“. Matice mivaji vétsinou tolik riznych vlastnich vektort, kolik
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je sloupct ¢tvercové matice. AC¢ pro malé matice se takové vlastni vektory daji najit analytic-
ky, presahuje to ramec tohoto textu a my se spokojime s tim, Ze tento problém budeme fesit
numericky v pocitaci.

Pocitame molekuly

Nyni si ukdzeme, jak pomoci jednoduchého piiblizeni mtizeme pocitat stavy uhlovodikt s kon-
jugovanymi dvojnymi vazbami. Toto priblizeni se nazyva Hiickelova metoda, podle Ericha Hiic-
kela, ktery ji v roce 1930 zavedl.

Podobné jako u tlohy v minulém dile seridlu se omezime jen na p orbitaly, které se ticastni
dvojnych vazeb, tedy jeden za kazdy atom uhliku s dvojnou vazbou. Bazové funkce jsou pak
pravé jednotlivé p orbitaly. Protoze prekryv mezi p orbitaly na rtznych atomech je obecné
hodné maly, mizeme jej zanedbat, a tim povazovat celou bazi za ortogonalni. Pak nam staci
jen zkonstruovat matici hamiltonidnu, ktery je v tomto priblizeni tplné jednoduchy.

Hodnota hamiltonidnu pro interakci orbitalu se sebou samym je jen energie elektronu v p or-
které jsou mezi orbitaly na riznych atomech. Pokud se jedna o atomy, které spolu nesousedi (te-
dy nejsou spojené vazbou), interakci mezi nimi zanedbdvame. Prvek matice hamiltonidnu bude
tedy 0. Pokud spolu sousedi, ma nenulovou hodnotu 3, ktera je ur¢ovidna empiricky z experi-
mentélnich hodnot pro rizné vlastnosti molekul. Hodnota (3 se rizni podle toho, jaké molekuly
a experimentalni hodnoty se pouziji k jejimu ziskéni, ale obecné muzeme uvazovat hodnotu
mezi —1eV a —3eV. Kazdopadné Hiickelova metoda se pouziva spis pro kvalitativni pochopent,
takZe energie jednotlivych orbitalt se vétSinou vyjadruji jako nasobky 3.

Rovnou si ukdzeme priklad, jak by vypadal vypocet pro molekulu benzenu. Ocislujeme
si atomy uhliku a rovnou udélame tabulku, jak vypadaji jednotlivé prvky hamiltonidanu. Na
diagonale této tabulky z levého horntho do pravého spodniho rohu jsou «, protoze to je prvek
hamiltonidnu pro orbital interagujici sém se sebou. Na sousednich diagonélach jsou 3, protoze
fadek a sloupec maji hodnotu lisici se o jedna, tedy (v naSem oéislovdni) se jednd o sousedni
atomy. Nakonec, protoze nase molekula je cyklickd a sousedi i atomy 1 a 6, dostaneme 3 také
v pravém hornim a levém dolnim rohu. VsSude jinde ztustanou nuly.

1
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Tato tabulka je pfimo matice hamiltonidnu a muzeme rovnou najit jeji vlastni ¢isla. Jesté
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si trochu zjednodusime préci, pokud ji prepiseme jako
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Vsimnéme si, ze prvni matice s prefaktorem « je jednotkova, tedy pusobi na vsechny vekto-
ry stejné. Tim padem jeji efekt je jen posun energie vSech stavi o hodnotu a. Sta¢i ndm tedy
diagonalizovat jen druhou matici (bez 3) a dostaneme jednotlivé energetické hladiny pravé v na-
sobcich 8. V tomto textu se nebudeme snazit o analytické feSeni, prestoze diky hezkému tvaru
této matice je mozné, ale spokojime se s numerickym fesenim. K diagonalizaci matice mtzeme
pouzit néktery online nastroje, zndmy je napriklad www.wolphramalpha.com, kde bychom pou-
zili prikaz eigenvalues {{0,1,0,0,0,1},{1,0,1,0,0,0%},{0,1,0,1,0,0},{0,0,1,0,1,0},

{0,0,0,1,0,1},{1,0,0,0,1,0}}. My jsme k diagonalizaci pouzili kratky skript v Pythonu.

#!/usr/bin/python
import numpy as np

N=6
H = np.zeros((N, N)) #inicializujeme matici nul NxN

for i~in range(N-1): #prob&hneme celou matici a~nastavime 1 vedle diagonaly
H[i, i+1]=1
H[i+1,i]=1

H[N-1,0]=1 #nastavime 2 prvky v~rozich, index (N-1), protoze cislujeme o0d~O!
H[O,N-1]=1

vl_cisla, vl_vekt = np.linalg.eig(H) #vlastni diagonalizace
print(vl_cisla) #vytiskneme vysledek

Po spusténi tohoto skriptu dostaneme vlastni ¢isla —2, —1, —1, 1, 1, 2. To Ze jsou tam nékterd
vlastni ¢isla dvakrat znamend jen to, ze mame dva rtzné vlastni vektory se stejnym vlastnim
¢islem. Nazyvame je také degenerované vlastni stavy.

Tim ale nase prace nekonci. Protoze jsme pii diagonalizaci hamiltonidnu ,zapomnéli“ jed-
notkovou matici a prefaktory a a 3, musime je tam ted vratit. To je ale jednoduché a dostaneme
vlastni stavy s energiemi a—28, a— 8, a— 8, a+f, a+ 3, a+25. Tim pddem méme 6 stavii (orbi-
talit), do kterych musime rozmistit 6 elektronti, ptirozené tak, abychom minimalizovali energii.
To znamend, ze dvakrat obsadime 3 stavy s nejnizsi energii. Vysledna energie pak je 6a + 85.
Nezapometite, ze a i 8 jsou zadporné!

Ale celkova energie neni néco, co by nas redlné zajimalo, uz jenom proto, Ze v nasi aproximaci
v ni viibec nejsou zahrnuty ostatni elektrony, které se neticastni dvojnych vazeb. Zkusme tedy
vyextrahovat néjaké dalsi vlastnosti, které lze experimentalné zjistovat.


www.wolphramalpha.com
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Obr. 1: Orbitaly v molekule benzenu. Vlevo je hypoteticky stav, kdy by p, orbitaly v benzenu
vibec neinteragovaly. Plisobenim interakce dostaneme orbitaly vpravo, kde elektrony
prirozené obsadi ty, které maji nejnizsi energii. Energie orbitalt roste odspoda nahoru.
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Excitacni energie, tedy energie potfebnd k excitaci z nejvyssi obsazené na nejnizsi virtudlni
hladinu, je —28. Po dosazeni konkrétni hodnoty § = —3 eV dostavame velikost excitacni ener-
gie 6 eV. ProtoZe nejvyssi obsazeny i nejnizsi neobsazeny orbital je dvakrat degenerovany, mame
ve skutecnosti 4 rizné mozné excitace. Prestoze Hiickeliv model jim prifazuje stejnou energii,
ve skutecnosti (z experimentu) maji 3 rizné hodnoty, konkrétné 4,90eV, 6,20eV a 6,94 eV (jed-
na z energii odpovida 2 excitacim). Ale vidime, Ze nase hrubé aproximace s vhodnou empirickou
hodnotou 8 dava vlastné docela dobré vysledky.

Kdyz spocitame ionizacni energii, tedy energii, kterou potiebujeme na vytrzeni elektronu
z nejvyssiho obsazeného orbitalu, dostaneme vlastné zaporné vzatou energii tohoto orbitalu,
tedy —a — ). Po dosazeni by ndm vyslo vice nez 14eV. Je vidét, Ze se zaCindme vzdalovat
od experimentalni hodnoty 9,24 eV. Kdyz totéz zkusime pro elektronovou afinitu, tedy energii,
kterd se uvolni pfi pridani elektronu, mame —a + (3, tedy néco pres 8eV, coz uz je uplné
mimo skutecnou hodnotu 1,15€V. Vidime tedy, ze opravdu se jednd o metodu pro kvalitativni
pochopeni nez kvantitativni vysledky.

Na zavér si jesté ukazeme, jak si docela snadno pomoci Hiickelova modelu demonstrovat
podstatu chemické vazby. Pokud vezmeme molekulu ethylenu (ethen), tak pro ni pomoci Hiic-
kelovy metody vytvofime docela jednoduchy hamiltonidn. Jeho matice ma tvar

w52

Pokud tento hamiltonidn diagonalizujeme, dostaneme dva stavy, jeden s energii a + 3 a druhy
s energii aw — 3. Prirozené dva elektrony umistime do prvniho z nich, protoze mé nizsi energii.
Tedy ve vysledku mame celkovou energii 2a + 23. Pokud bychom dva atomy uhliku odtdhli
na takovou vzdalenost, ze interakce mezi nimi by byla zanedbatelnd, parametr S popisujici
interakci je nulovy, zatimco parametr « se nezméni. V tomto pripadé tedy oba stavy maji
stejnou energii a.

Interakce molekul tak ,,vyrobi“ stav, ktery ma o 8 nizsi energii. Tedy obsazenim tohoto
stavu (orbitalu) dostaneme energii, kterd je nizsi, nez kdyby oba tcastnici se atomy byly daleko
od sebe. Tedy tento orbital drzi tyto atomy blizko sebe — vytvari chemickou vazbu. Nazyva se
proto vazebny orbital. Naopak druhy orbital méa pri obsazeni vyssi energii nez izolované atomy,
ten chemickou vazbu naopak ,,sabotuje“. Oznacuje se tedy jako protivazebny orbital. V nasem
modelu je energie vazebného orbitalu nizsi o presné stejnou hodnotu, o kterou je protivazebny
vyssi, ale ve skutecnosti, pokud bychom nezanedbavali prekryv mezi jednotlivymi orbitaly, byl
by protivazebny vys o néco vic, nez o kolik je vazebny niz.

Zatim jsme ale popsali jen vazbu mezi p orbitaly mifici kolmo ke spojnici jader, ktera tvori
jen jednu z dvojice vazeb ve dvojné vazbé. Druha z nich je tvorena p orbitaly ve sméru vazby,
a najdeme ji i naptiklad v molekule v etanu. Pro tu bychom ale mohli vytvorit iplné stejny
(avsak stale pouze pfiblizny) hamiltonidn, jen s jingm parametrem (. Parametr o by v tomto
pripadé dokonce mohl zustat stejny, protoze v ethylenu tuto vazbu také tvori p orbitaly, jen
jinak natocené. Diky tomu pro tuto vazbu dostaneme také vazebny a protivazebny orbital.

Pro vazebné a protivazebné orbitaly je navic zavedené standardni znaceni. Pro vazebny
orbital, ktery je v ose vazby, se pouzivd oznaceni o. Protivazebny k nému se pak znadi o*.
Podobné orbitaly tvorici dalsf vazby v ndsobnych vazbéch se znaéi = a ©*. Ve vétsiné molekul o
orbital lezi niZze neZz w, a naopak ¢ orbital lezi nad ©*. Pokud mdme trojnou vazbu, jaka je
napiiklad v molekule acetylenu, mame obsazeny jeden ¢ a dva degenerované n vazebné orbitaly.

LU
1
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Obr. 2: Vazebné a protivazebné orbitaly v molekule ethylenu (vlevo) a acetylenu (vpravo)

Témito tfemi dily seridlu jsme si trochu zacvicili s poc¢itanim a od pristé jiz za sebe nechdme
plné pocitat pocitac.

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
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