Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXV.VIL5

Uloha VL5 ... let, raketo, let 10 bodt; (chybi statistiky)

Postavili jsme malou raketu s hmotnosti mo = 3kg, z niz 70 % tvoii palivo. Vytokovd rychlost
spalin je u = 200m-s~" a jejich hmotnostni tok je R = 0,1kg-s™'. Raketa je vybavena stabili-
zacnimi prvky, takze se nevychyluje z drahy a startuje z klidu kolmo vzhiru. Predpokladejte,
Ze odporové sila vzduchu je pfimo timérna rychlosti, F, = —bv, kde b = 0,05kg-s™*, v je rych-
lost rakety a znaménko minus znamena, ze sila ptsobi proti sméru pohybu. V jaké vysce nad
povrchem se bude raketa nachdzet v case T = 25s od zazehnuti motoru?

Jindra dostal za domdci kol dopravit satelit na nizkou obéznou drdhu.

Na raketu pusobi t¥i sily — urychlujici sila motoru, odporové sila vzduchu a tihova sila. Hmotnost
rakety m se v ¢ase méni podle vztahu

Rt
m(t) = mo — Rt = myo (1——) .
mo
Sila motoru je ddna Mescerského rovnici Fy, = Ru. Druhy Newtonuv zdkon pro pohyb rakety
iika
m(t)Z = Ru — m(t)g — bt
kde g = 9,81 m-s~2 je tfhové zrychleni, 2 je vj¥ka nad povrchem a tecky nad x znadi derivace
podle ¢asu. Dosadime za m(t) a dostaneme linedrni diferencidln{ rovnici druhého ddu
P b 1 . Ru 1
mo 1 — Bt
mo

mol—mO

Tu muzeme chépat i jako diferencidlni rovnici prvniho fadu pro proménnou %, protoze chybi
¢len s x. Po jejim vyfeseni vysledek zintegrujeme a dostaneme zavislost polohy na case. Zatim
ale nechme rovnici lezet a podivejme se, zda v tloze neni néjaky chytak.

Prvnim chytédkem je, Ze pocatecni tah motoru Fy, = Ru = 20N neni dostatecny k tomu,
aby zvedl raketu ze zemé. Tihova sila drzici raketu na zemi F (¢t = 0) = mog = 29,43 N je vétsi.
Raketa se vznese, az kdyz jeji hmotnost po vycerpdni ¢dsti paliva klesne pod mi1 = Ru/g =
= 2,04kg. To se stane v Case t1 = (mo—m1)/R = 9,61s. Do té doby bude stit na zemi s bézicim
motorem. Soudruzi z NDR pii navrhu rakety udélali chybu.

Hmotnost rakety bez paliva je m: = 0,9kg. Druhym chytédkem je, ze raketa spotiebuje
vSechno palivo uz v ¢ase t2 = (mo — m,)/R = 21s. My vSak chceme spocitat vysku rakety
v ¢ase T' = 25s. Pro pohyb v poslednich ¢tyfech sekundéch letu musime pouzit rovnici

me& = —bT — myg. (2)

Na raketu ptisobi pouze tihova sila smérem dolt a odporova sila vzduchu proti sméru pohybu.
Hmotnost rakety se neméni, protoZze uz se nespotiebovava palivo.

Jelikoz pohyb rakety zacne az pri hmotnosti m; = 2,04kg v case t1 = 9,61s a do té doby
raketa stoji na zemi, upravime rovnici ([l) na tvar

b 1 . Ru 1

mill — R L = 77711_ Ri—ty -
my mi

V rovnici je prilis mnoho pismenek, a proto provedeme substituci

_Rt-t) 4 _drd R
- mi dt = dtdr mydr’
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pomoci které nahradime ¢asové derivace

i=——q,
mi

. (R)QH
xr = —_— €T .
mi

Cérka znadi derivaci podle 7. V&imné&te si, Ze 7 je bezrozmérna proménnd, takze z, x’' i " majf
rozmér délky. Okamziku vzletu rakety ¢ = t1 odpovida bezrozmérny cas 7 = 1. S rostoucim
redlnym casem ¢ bude 7 klesat. Dosazenim do puvodni rovnice dostaneme

2
” b miu  gmg

TRk T Rr R?

Rovnici mizeme zjednodusit jesté vic, pokud odstranime rozmér z veli¢iny x. Zavedeme sub-
stituci

miu

77
Poc¢atetnim podminkdm z(r =1) = 0 a 2'(r =1) = 0 odpovidaji podminky z(r =1) = 0
a 2'(7 = 1) = 0. Diferencidln{ rovnice bude

2 b /_17.gm1

——2z = .
Rt T Ru
Oznac¢ime bezrozmérné parametry

b mag
== =05 =27 -
P=R 2 17 Ry ’

a dostaneme prehlednou diferencidlni rovnici zdvislou na dvou vnitinich parametrech p a ¢

1
Z” _ BZ/ —-_gq
T T
Nejprve vyresime homogenni rovnici
S -Lro0 = 2 = ATP,
T

kde A je integracni konstanta, jejiz presnou hodnotu zjistime z pocatecnich podminek. Poté
uhodneme partikuldrni feseni (tato rovnice je jednoduchd, feseni se d4 uhodnout)

qT 1

p—1 »p

/
Zp =
Celkové Teseni rovnice je soucet homogenniho feseni a partikuldrniho feseni

1
z':zﬁ—i—z{::ATp—i—iqT AT 272
p—1 p

Jelikoz konstanty p = 0,5 a ¢ = 1 maji v nasem piipadé takové kriasné hodnoty, rovnou jsme
za né dosadili. Z pocatecni podminky 2’(1) = 0 uréime konstantu A

0=A-2-2 = A=4
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Zavislost bezrozmérné polohy z na case je

z:/z'dT,

Z:§T% — 7% - 27 + B,

kde B je integrac¢ni konstanta. Z dal${ pocateéni podminky z(1) = 0 uréime konstantu B

8 1
0=--1-24+B = B=-_-.
3 * 3

Bezrozmérna poloha a rychlost rakety jsou

3 1
2:77577272T+7,

3 3

/ 1
z =412 — 21 — 2.

Normalni polohu a rychlost muzeme z bezrozmérnych veli¢in dostat jako

miu
R °

. /
V=T = —UuUz.

Ponékud neintuitivné raketa let{ vzhiiru, pokud je 2’ zdporné. Palivo dojde v okamziku to =
= 21s, ¢emuz odpovidd bezrozmérny ¢as 72 = 1 — R(t2 — t1)/m1 = 0,442. Pti vyéerpéni paliva
jsou poloha a rychlost rakety

2z = 0,0377 = ro = 154m,
zh = —0,225 = vo = 45,0m-s" .

Abychom zjistili vysku rakety v ¢ase T' = 25s, musime vytesit rovnici (E)

mri': = —bx — mrg,

oAT) ) T
Mr/ bdix - —/ dt,
vo L+ Mg to
UM (b”(T) + mrg) = (T — t),

b bvz +meg
v mrg ,w Mg
T~ (1}2 + b )e b

1

Po dosazeni za hmotnost m, = 0,9 kg a pocatecni rychlost vo = 45,0m-s™~ vyjde rychlost v ¢ase
T = 255 jako v(T) = 0,847m-s~'. Rychlost je kladnd, tim padem raketa pofdd stoups a ne-
musime Tesit néjaké prevraceni rakety pfi padu a s nim spojené zmény odporového soucinitele

b.
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Vysku spocitame integraci rovnice pro rychlost

B(t—to)
u(t) = (vg + mbrg) e T — mbrg,

oT) T b(t—tg)
/ dx = / ((112 + mrg) e_Tf — 7mrg> dt,
o to b b

My (Uz + mgg) (1 _b(T—tz)) Meg
b T )T

z(T) = x2 +

(T — ta).

Ciselné vyjde vyska rakety v ¢ase T = 25s jako z(T) = 242m. Rychlost rakety je v tomto
okamziku mald, v = 0,847m-s~ ', raketa se tudiz nachéz{ tésné pod bodem obratu a za chvili
zacne padat dolu.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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