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Uloha VI.4 ... rychly polocas 7 bod; (chybi statistiky)

Jaka je pravdépodobnost, Ze se z jednoho molu radioaktivni latky béhem jednoho polocasu
rozpadu rozpadnou tri ¢tvrtiny ptivodniho poctu atomii? Obvykle by se to mélo stat az za dva
polocasy rozpadu. Kvili cemu bychom mohli takovou situaci pozorovat?

Karel pordd slijchd o Cernobylu.

Najdolezitejsou castou tlohy je uvedomit si nasledovné: makroskopicky popis hovori o rozpade
polovice castic za polcas rozpadu, ¢o mikroskopicky znamend, ze kazda castica ma pravde-
podobnost 50 % rozpadnutia sa za pol¢as rozpadu. Z tychto dvoch popisov je fundamentdlny
popis mikroskopicky, pricom makroskopicky popis je len jeho désledkom na velkom pocte castic.
Ak sa navzajom castice rozpadom neovplyvinuji, rozpady jednotlivych ¢astic si nezévislé uda-
losti. Toto neplati napriklad v pripade Stiepenia urdnu v jadrovych reaktoroch, kde rozpad
jedného jadra urdnu vytvori neutrény, ktoré stiepia dalsie jadra v tzv. retazovej reakcii.
Nasou tlohou je teda vyriesit nasledujici kombinatoricky problém.
Majme N castic. Akd je pravdepodobnost, Ze sa za dany cas rozpadne %N = wN Ccastic, ak prav-
depodobnost rozpadu kazdej z tyjchto castic je p = 0,59
Potrebujeme aby sa rozpadlo Nw ¢astic a nerozpadlo N (1 — w) ¢astic. To sa d4 modelovat
binomickym rozdelenim. Pravdepodobnost tohto javu je teda

N N (1—-w)N
P = w (1—w)
(% s,

kde (w]\]fv) = W‘_ww je binomicky koeficient. V nasom pripade N = 1mol = Ny =
= 6,022 - 10?3 &astic, &o je vak nesmierne velké &islo a priame dosadenie pomocou kalkulacky
tak povedie k vysledku P = 0, ¢o by sme ocakavali. Normalne sa predsa za polcas rozpadu

nerozpadni tri Stvrtiny latky. Pokidsme sa teda vyjadrit vysledok v tvare P = 107".
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= —log N! + log(wN)! + log[(1 — w)N]! + (wN + (1 — w)N)log 2.

Pre faktorial pouzijeme Stirlingovu aproximacni formulu
k\* 1 k
k! ~ Vark (E) = logh! ~ 3 log(2rk) + klog (g) ~ klogk — kloge.
Po dosadeni do predchadzajiceho vztahu
ra~ —Nlog N +wNlogwN + (1 — w)N log(l — w)N+
+ Nloge —wNloge — (1 —w)Nloge + Nlog2 =
=+wNlogw + (1 —w)Nlog(l — w) + Nlog2 =
= N (wlogw + (1 — w)log(1 — w) + log 2) = 0,0568N .
Tu je dobré mat na paméti presnost nasej aproximécie, ktord ma chybu radu v clene log NV,
ktory sme vynechali. Po dosadeni za pocet Castic dostavame finadlny vysledok
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Jedn4 sa teda o &slo s 3,42 - 10?2 nulami za desatinnou ¢arkou a teda prakticky udalost, ktora
nenastane. Toto sa vSak mo6ze zmenit, ak mame velmi maly pocet castic. Pravdepodobnost
rovnd Sanci vyhry jackpotu v sportke 1 : 7000000 nastava podla nasho vztahu pre subor ,az*
120 éastic. Sanca pozorovat takyto jav je vysSia, ak rozpad jednej Gastice ovplyviiuje astice
okolo, ako napriklad v uz spominanom jadrovom rozpade alebo v pripade stimulovanej emisie
v laseroch.

Taktiez je dolezité si uvedomit, ze sme sa pytali na rozpad presne daného mnozstva castic.
V pripade, ak by toto bola ndhodné velic¢ina, tak s rovnomernym rozdelenim by sme dosta-
li pravdepodobnost P = % = 10723, Vidime, Ze aj tdto hodnota je pomerne malé &slo,
no nas vysledok je v Uplne inej ,kategdrii malosti“. Inou, lepSie polozenou otédzkou by bolo:
aka je pravdepodobnost, Ze sa rozpadne viac ako % latky. Tu by bolo treba nascitat vsetky
prispevky dokopy, ¢o je suma obsahujica rddovo N ¢lenov. Potom sa dé prejst od scitania k
integrovaniu
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¢o sa vSak nedé rozumne vyintegrovat. Pre nasu tvahu je vSak postacujici nasledujici horny
odhad: s rasticim w sa pravdepodobnost rozpadu na presne dany pocet castic zmensuje, teda
horny odhad pravdepodobnosti rozpadu na viac ako % castic dostaneme ako

Pk > %N) <(1-w)NP(w= %, N = Lmol) & 10 31210% . 13 10~ 342107

Vidime, ze pri nasej presnosti odhadu sa na vysledku vébec ni¢ nezmenilo. Uloha sa d& vyriesit
aj zo znalosti, Ze radioaktivne rozpady sa riadia Poissonovym rozdelenim, ktoré sa dostava ako
limita binomického rozdelenia pre velky pocet Castic (¢o sme v istom zmysle vlastne vykonali).
Pre urcenie pravdepodobnosti rozpadu viac ako % latky sme si vSak velmi nepomohli, kedze
Poissonovo rozdelenie v nasom pripade neposkytuje velmi privetivii kumulativnu distribu¢na
funkciu.
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