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Uloha IIL.2 ... hrajeme si s klici 3 body; prumér 1,82; fesilo 67 studentu

Vasek si rad hraje s klici tak, ze je rozto¢i na snirce a pak si je nechda namotat na ruku.
Pro nazornost si tuto situaci zjednodusme modelem, kdy méame ve stavu beztize hmotny bod
o hmotnosti m uchyceny na konci nehmotného vlakna délky lo. To je druhym koncem pripevnéno
na pevny valec o poloméru r. Viakno napneme tak, Zze v bodé uchyceni predstavuje kolmici
k povrchu vélce, a hmotnému bodu udélime rychlost vo ve sméru kolmém jak na osu valce,
tak na napnuté vldkno. To se diky tomu zacne na valec namotéavat. Jak bude zaviset velikost
rychlosti hmotného bodu na délce nenamotané casti vlakna [?

Napoveda Najdéte velicinu, ktera je od zacatku do konce namotavani konstantni.

Bonus Za jak dlouho se vlikno namota celé? Vasek si hrdl pri pddu z okna s klici.

V inercidlni vztazné soustavé spojené s valcem pusobi na hmotny bod jedina sila, a to tahova
sila vldkna. Je-li vlakno napnuté, miti tahova sila ve sméru vldkna a hmotny bod se pohybuje
ve sméru kolmém na vldkno. Vykon tahové sily, ktery je dany skaldrnim soucinem tahové sily
a rychlosti hmotného bodu, je pak nulovy.

Zachovavajici se veli¢inou je tedy mechanickd energie hmotného bodu, kterd je v nasem
pripadé rovna kinetické energii. Mechanickd energie hmotného bodu je rovna

E = %mv2 ,

kde v je rychlost hmotného bodu. Jeji velikost v se zachovava, nebot mechanicka energie i hmot-
nost jsou konstantni. Znamena to, ze po celou dobu namotavani je v = vo a velikost rychlosti
na délce nenamotané c¢asti vlakna [ nezavisi.

V okamziku, kdy se vlakno na valec namotd, narazi hmotny bod do valce a nasledujici pohyb
je dan charakterem srazky.

Bonus

Oznacme ¢ > 0 thel, ktery svird vldkno v daném case t se smérem, ktery sviralo na zacatku
v Case t = 0. Zpocatku se vldkno na valec namotavat nebude. Nejdrive se totiz oto¢i o pravy
thel (¢ = %). V tomto okamziku bude smér vlakna te¢ny na povrch valce a pii dalsim otéceni
se bude muset vlakno na valec namotéavat. V této prvni ctvrtotdcce se hmotny bod otac¢i kolem
bodu uchyceni vldkna, a proto je polomér otaceni lp. Navic ihlova rychlost w je konstantni a je
rovna
w = I

Pripomenme, zZe thlova rychlost je definovana jako casova zména thlu natoceni, matematicky
vyjadieno jako ¢asova derivace uhlu ¢(t),

w="20) = (1) (1)

Uhlové rychlost w je konstantni, a proto jednoduse dostaneme, e se vldkno nato&f o thel p=2=

2
za ¢as
nlo
t1 = —.
2’(}0

(2)

Déle se bude vlakno na véilec postupné namotévat, takze se celkové bude hmotny bod pohybovat
po jakési spirdle. V kazdém bodé trajektorie 1ze vSak v malém okoli tohoto bodu aproximovat
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trajektorii kruznicovym obloukem, ktery tvori tzv. oskula¢ni kruznici. Tyto oskulaé¢ni kruznice
jsou charakterizovany svym stfedem a polomérem. Stfedem oskulac¢ni kruznice je v kazdém
okamziku misto, kde se vldkno od vélce zacind odchylovat, a polomér je dan délkou [ nenamotané
¢asti vlakna. Velikost rychlosti v = vg je proto rovna

dy
=lw=1-"F, 3
vo = lw a (3)
kde délka [ zavisi na Case, | = [(t), a thlova rychlost stdle definovand vztahem (ﬂ) nyni zavisi
na case. Tato délka souvisi s délkou namotané casti vlakna, ktera je rovna r ((p — %) proy > 3,

a proto
T

() =to—r (90~ 3) - (4)

Dohromady dostaneme z rovnic (E) a (H) diferencidln{ rovnici

vo = (lo*r(so(t)*g)) ?Tf’

kterou resime separaci proménnych. Tuto rovnici mizeme integrovat, a to od okamziku ¢t = ¢;

(rovnice (f)), kdy je ¢ = Z, a do néjakého obecného ¢asu ¢ pred namotanim celého vldkna, kdy

2
je ¢ = @(t) neboli
t @ -
/vodt:/ (lo—r((p—f))dcp.
t b3 2
1 2

Vsimnéte si, ze prava strana predstavuje délku spirdly, po které se hmotny bod po prvni
¢tvrtotdcce pohybuje. Abychom si usnadnili praci, mizeme provést substituci ¢ = ¢ — 3.
Uhel ¢ predstavuje natodeni vldkna od zaddtku namotévani. Pro diferencidl méme d@ = dy
a diferencidlni rovnice prejde na tvar

t @
/ Vo dt = / (lo — 7‘(,5) d@ .
t1 0

Velikost rychlosti vo je konstantni, a proto je leva strana jednoduse rovna nasobku vp a Casu
pohybu hmotného bodu po spirdle. Déle zintegrovanim pravé strany vedouci na délku spiraly
dostaneme

et

’Uo(t—tl):lo@— = t:t1—|—i(210—7"¢).
21}0

Vl1dkno se namota na véalec za Cas t = t2, kdy r¢ = lo neboli

2
=ty b Do (n+l£),

_2TJO 21;01"_% T

kde jsme za t; dosadili vyraz z rovnice (E)
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