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FYKOS, XXXIV. roénik

Predmluva

Mil4 ¢tenédrko, mily Ctendri!

Do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho ko-
responden¢niho seminare Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v jeho
XXXIV. ro¢niku, ktery probihal ve skolnim roce 2020/21.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni souteé-
71 pro zéky stiednich §kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikaln{ fakulty UK, ale i jinych $kol v Ceské republice i zahrani-
¢i, a podporovan zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi se oslovit
studenty se zdjmem o fyziku, matematiku a techniku, zkrétka o svét kolem nés.
Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysSleni, protoze vérime, ze ¢lovék, ktery
se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu dobrat
se Teseni, se v zivoté vzdy velmi dobfe uplatni.

Béhem skolniho roku publikujeme celkem sedm brozur, ve kterych se nachézi
Sest sérif po osmi dlohdch. Dvé z nich jsou ,,jednoduché® (zaméfené predevsim na
prvni dva ro¢niky stfednich 8kol), jedna ,,problémova“, vyzadujici hlubsi zamysleni,
jedna experimentdlni a jedna ,seridlova®. Zbylé tii piiklady se tykaji libovolného
fyzikalniho tématu a tvori jadro série. Zadévané tlohy vSak nejsou prilis podobné
tém, které studenti znaji z hodin fyziky. Mnohdy vyzaduji néjakou hlubsi dvahu,
trochu davtipu nebo néco z vyssi matematiky. Neziidka je treba zapatrat na in-
ternetu nebo v odborné literatuie. Ucastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec
vypracuji a poslou ndm k opraveni (at uz postou nebo pres internet). Opravujici
pak jejich reseni okomentuji, oboduji a vysvétli pripadné chyby. Zpracovana re-
Seni posleme zpét resitelim spolu s vysledkovymi listinami, kde se kazdy muze
podivat, jak obstal v konkurenci svych vrstevniki. Na konci roéniku jsou nejlepsi
Tesitelé nalezité odménéni. V tomto skolnim roce jsme vzhledem k pandemii nemo-
ci COVID-19 omezili poStovni komunikaci s fesiteli na minimum, nicméné vSechny
materidly a informace byly k nalezeni na nasem webu.

Mimo samotnou korespondené¢ni soutéz pro reSitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsi jsou dvé tydenni soustfedéni v nékterém z malebnych
koutti Ceska. Jejich ti¢astnici si uziji bohaty program plny odbornych prednasek
z oblasti matematiky, fyziky nebo jinych ptirodnich véd, ale i her a dalsich aktivit
v prirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikalni experimenty a vylety na zajimavd
mista. Tento akademicky rok se podzimni soustiedéni konalo v Korenové a jarni
soustredéni bylo kvili pandemii nahrazeno FYKOSim online vikendem.

Dalsi FYKOSI akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji
jednotlivé katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR. Nagim fesitelim tak
umoznujeme navstivit velmi zajimava védecka pracovisté v Praze a okoli, kde pro-
biha aktualni fyzikalni vyzkum. V tomto akademickém roce probéhl DSEF také
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jenom v online podobé, coz ale umoznilo ozvlastnit ho o netradi¢ni ¢asti programu.

Fyziklani je tithodinova soutéz az péticlennych tymu v feseni fyzikalnich tdloh.
Vyhrava tym s nejvétsim bodovym ziskem, pri¢emz rozhoduje jak sprévnost, tak
i rychlost. V letosnim 15. ro¢niku méla soutéz online podobu, coz umoznilo zapo-
jeni tymi z celého svéta. Ucastnilo se rekordnich 442 druZstev z téméF 30 stati.
Celkoveé 1916 soutézicich je pro nés skvélym dikazem, zZe se fyzika a prirodni védy
obecné mezi stredoskolskymi studenty stale tési popularité. K samotné soutézi uz
neoddélitelné patii také doprovodny vikendovy program.

Fyzikldnim je inspirovand internetovd soutéz Fyzikldni online (v zahrani¢ni
verzi Online Physics Brawl). V listopadu 2020 probéhl jeji desaty roc¢nik a opét
zaznamenala velky uspéch. Kromé tii kategorii pro stredoskolaky, kterym je soutéz
urcena predevsim, je ve Fyziklani online také kategorie Open, kde muze soutézit
opravdu kazdy. Tohoto ro¢niku se zicastnilo 474 stredoskolskych a 145 dalsich ty-
mu z celkové 47 zemi. To svédéi o narustajici popularité soutéze, ktera se jiz také
fadi mezi tradi¢ni FYKOSi akce.

Kromé toho FYKOS organizuje i dalsi mensi udélosti, o nichz se dozvite déle
v této publikaci nebo na nasich webovych strankéch.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i feseni jednotlivych tloh XXXIV. ro¢-
niku FYKOSu. Zadan{ jsou zdmérné oddélena od reseni, abychom podnitili ctenatre
k samostatnému zamysleni nad moznym fesenim problému. Piiklady jsou navic pro
snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dals{ ¢asti knihy je serial
o kmiténi a vlnéni, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci publikace se nachézi
kratké ohlédnuti za letoSnimi soustiedénimi a jinymi akcemi a seznam nejlepsich
fesiteli ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, ze by ses chtél stat Tesitelem ¢i organizatorem
nebo se pouze na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, nevihej
a napis nam.

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXXIV. ro¢nik oc¢ima statistiki? FYKOS fesilo 199 studenti
ze 122 stfednich skol z ruznych koutu svéta. Pro zajimavost jesté dodejme, ze
organizatori opravili celkem 2744 doslych feseni a udélili 11 158 bodi.


https://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
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Zadani teoretickych tloh

Uloha 1.1 ... skoro zastavené svétlo 3 body

Jaky index lomu by musela mit prihledna planparalelni deska tloustky d = 1 cm,
abychom pri pohledu na ni vidéli svétlo, které do ni vniklo z druhé strany pred
rokem? A jak moc je dand situace redlnd? (teSend str. |19)

Uloha 1.2 ... brzdi! 3 body

Karlovo auto, jedouci rychlosti vg, zastavi na vzdalenosti so pfi pouziti konstantni
brzdné sily Fy. Kolikrat delsi bude brzdna draha pfi stejné sile, ale dvojndsobné
pocéatecéni rychlosti? Kolikrat vétsi musi byt brzdné sila, aby auto zastavilo _na

stejné dréaze pfi dvojnasobné pocatedéni rychlosti? (Tesend str. 1/ )
Uloha 1.3 ... cyklisticky anemometr 5 bodu
Vagek jede za vétrného pocasi na kole. Jede-li rovné rychlosti v = 10km-h™?,

naméif, ze proti nému foukd vitr vodorovné pod thlem 25° od sméru jizdy. Pii
vyssi rychlosti v' = 20km-h™! je tento thel uz jenom 15°. Uréete rychlost a smér
vétru vzhledem k nehybnému pozorovateli. (Fesend str. [14)

Uloha 1.4 ... solarni plachetnice 8 bodu

Ve vzdalenosti 0,8 au od Slunce se vznasi solarni plachetnice ve tvaru tenké desky
o plose S = 500m? s plognou hustotou ¢ = 1,4kg-m~2. Jakou silou na ni ptisobi z4-
feni dopadajici ze Slunce v okamziku, kdy se plachetnice pravé zac¢ind pohybovat?
Jaké bude v mit tu chvili zrychleni? Z&¥ivy vykon Slunce je Le = 3,826 - 10 W.
Predpokladejte, ze zafeni dopadd na plachetnici kolmo a odrazi se pruzné.

Ndpovéda Doporucujeme najit zrychleni pfi malé pocatecni rychlosti vg a poté
dosadit vg = 0. (tesend str. |19)

Uloha 1.5 ... jak si navléci &epici jednou rukou? 8 bodi

e Méjme kouli o poloméru R a cyklickou nehmotnou gumicku o po-
loméru r¢ s tuhosti k, pfiCemz ro < R. Tteci koeficient mezi
gumickou a kouli je f. Urcete podminku pro hodnoty téchto pa-
rametri, aby bylo mozné pretdhnout gumicku pres kouli tak, ze
se gumicky budeme dotykat jenom v jednom bodé.

Pro jednoduchost uvazujte, Ze gumicka je pruznd pouze v tec-
ném sméru (takze vzdy lez v jedné roviné). (tesend str. |19)
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Uloha L.P ... PieZijeme ve vakuu? 10 bodu

Ruzné filmy dévaji vzniknout rtiznym predstavim o tom, co a jak rychle se stane,
pokud astronautovi praskne skafandr. Nékteré z nich jsou dokonce protichudné.
Oduavodnéte, co by se s nejvétsi pravdépodobnosti ve skute¢nosti stalo, pokud
by se dosud zdravy clovék ocitl nijak nechrdnény uprostied vakua. Co by bylo
nejrychlejsi pri¢inou smrti? (tesend str. |24)

Uloha II.1 ... sviti-nesviti 3 body

Délka dne a noci se v priubéhu roku méni, pricemz na ruznych mistech na Zemi se
muze ménit jinak. Jak je to vSak s ro¢ni prumérnou délkou dne? Je vSude stejna,
nebo se na rtznych mistech na Zemi lisi? Staci uvést pouze kvalitativni popis.

Bonus Pokuste se odhadnout, o kolik nejvice muze byt prumérny den delsi,
nez 12 h. (resend str. |29)

Uloha IL.2 ... lod na obzoru 3 body

Kacka a Katka sleduji lod plujici konstantni rychlosti do ptistavu. Kacka stoji na
skale nad pristavem, pri¢emz ma oci ve vysce h1 = 20m nad hladinou. Katka se
nachézi dole pod skalou, jeji o¢i jsou v nadmotské vysce ho = 1,7 m. Pokud Katka
zahlédne na obzoru vrchol blizici se lodi se zpozdénim ¢ = 25 min oproti Kacce, za
jak dlouho lod vysokd h = 30 m dopluje do pristavu? Zemi povazujte za dokonalou
kouli se zndmym polomérem. (Fesent str. |24)

Uloha I1.3 ... auto na dné jezera 5 bodii

Ne jednou se ve filmu stalo, ze auto spolu s cestujicimi spadlo do vody. Vypoci-
tejte, jakym momentem sil by musel fidi¢ tlac¢it na dvere, aby je oteviel na dné
jezera, kdyz je jejich spodni rdm 8,0 m pod hladinou. Uvazujte obdélnikové dvete
s rozméry 132 cm X 87 cm, které se otviraji podle svislé osy. (tresend str. |24)

Uloha I1.4 ... vytahovani ledu teplem 7 bodii

Ve sklepé v hloubce h = 4,2m je uskladnény led, ktery potfebujeme vytahnout
nahoru. Mame tepelny stroj, ktery pracuje s teplotou okoli a ledu s n = 12 % 0¢in-
nosti viéi jeho maximalni mozné Gcinnosti (dané Carnotovym cyklem). Teplota
vzduchu je T, = 24 °C, vytazeny led potiebujeme mit na teploté Tmax = —9,0 °C.
Jakou teplotu musi mit led ve sklepé, aby jej bylo mozné vytadhnout pomoci tohoto
stroje? Pro¢ to pujde, i kdyz pritom zahtejeme led, ktery soucasné vytahujeme?
(tesend str. |29)
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Uloha IL.5 ... detektor magnetickych nestacionarit 10 bodu

Elektricky obvod zndzornény na obrdzku miuze slouzit jako z
detektor nestaciondrniho magnetického pole. Jednd se o de-
vét hran krychle tvorenych elektrickym dratem. Elektricky

I

odpor jedné hrany je R. Nachdzi-li se tato konstrukce v ne- L =
staciondrnim homogennim magnetickém poli, které ma pro Ly y
jednoduchost konstantni smér a jeho velikost se méni jen po- Lo

z Ts

malu, teCou na vyznacenych mistech proudy I1, Iz, Is. Urcete
ze znalosti téchto proudd smér a ¢asovou zménu velikosti magnetického pole v pro-

storu. (tesend str. |2§)
Uloha ILP ... nikladny hokej 9 bodtt
Odhadnéte, kolik stoji kompletni zalednéni hokejového hfiste. (Tesent str. @)
Uloha IIL.1 ... peéici 3 body

Pri pecCeni perniku se do tésta pridava jedld soda — hydrogenuhli¢itan sod-
ny (NaHCO3). Uvazujte, Ze se pii vyss{ teploté rozlozi podle rovnice

2 NaH003 — NaQCO3 + Hzo + COQ

na uhli¢itan sodny, oxid uhli¢ity a vodu. O kolik se diky bublinkdm oxidu uhli¢itého
a vodni pary zvétsi objem buchty, kdyz do ni priddme 10g hydrogenuhli¢itanu
sodného? Pocitejte, ze oxid uhli¢ity a vodni para se chovaji jako idedlni plyny
a tésto v okolf bublinek tuhne pfi teploté 200 °C a tlaku 1013 hPa.

(Tesent str. @)

Uloha IIL.2 ... bungee 3 body

Jirka s Katou si chtéji vyzkouset bungee-jumping. Na skok z vysky h = 100 m maji
dokonale pruzné lano o délce I = 40 m, které je kalibrované tak, ze kdyz s nim skoci
Kéata o hmotnosti mx = 50kg, zastavi se ve vysce hx = 16 m nad zemi. Mize toto
lano bezpecné pouzit Jirka s hmotnosti m; = 80kg? Odpor vzduchu a vysku Kati
a Jirky zanedbejte. (resend str. |39)

Uloha IIL.3 ... bum-bac, bum-béc 6 bodu

Predstavme si, ze na geosynchronni obéznou drahu umistime velké mnozstvi sate-
litt. Shodou okolnosti dojde ke srézce, kterd se vymkne kontrole a vytvori tenkou
sférickou vrstvu homogenné posetou deseti miliony tlomkt o pramérné velikos-
ti x = 10 cm. Predpokladejte, ze sméry rychlosti jednotlivych tlomki jsou v tecné
roviné ke sféfe orientované nadhodné. Kolik ¢asu primérné uplyne mezi dvéma sraz-
kami? (Tesend str. @)
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Uloha II1.4 ... vétrnikovy katapult 6 bodit

Maly mysak Joe se rdd katapultuje z konce vrtule ventilatoru tak, ze se jednoduse
ve vhodnou dobu pusti a odleti. Kdy se ma pustit, aby doletél co nejdal? Vrtule
ma délku [ a otaci se s tthlovou rychlosti w, pricemz rovina otaceni je kolmé na
vodorovnou rovinu. Dodejme, zZe stied otaceni je ve vysce h nad zemi.

(Tesend str. @)

Uloha IIL.5 ... paSovani ve vesmiru 9 bodu

Dvé vesmirné lodé leti v jedné primce proti sobé. Jejich pocatecni vzdalenost je d.
Prvni se pohybuje rychlosti v, druhd vs (ve stejné vztazné soustavé). Prvni dokéze
vyvinout maximalni zrychlen{ a;, druhd as (obé v libovolném sméru). Posddky lodi
si chtéji predat néjaké ,,zbozi“, ale k tomu potfebuji, aby se lodé potkaly ve stejny
Cas na stejném misté a pritom mély stejnou rychlost. Za jaky nejmensi cas je toho

mozné dosdhnout? Relativistické jevy neuvazujte. (Tesend str. 4)
Uloha IIL.P ... vlnity elektromagnetizmus 11 boda

Co kdyby prirodni zdkony nebyly v celém vesmiru stejné? Co kdyby se néjak
ménily s polohou? Zamérme se na elektromagnetickou interakci. Jak minimélné by
se konstanta v Coulombové zdkonu musela ménit se vzdalenosti, abychom to mohli
pozorovat? Jak bychom to pozorovali? (tesent str. Y1)

Uloha IV.1 ... dvé kapky 3 body

Od vodovodniho kohoutku se tésné za sebou odtrhnou dvé kapky a zac¢nou pa-
dat dolt. Jak se bude jejich vzdjemna vzdélenost ménit v case? Odpor vzduchu

zanedbejte.

Bonus Odpor vzduchu zapocitejte, odhadnéte potfebné parametry a urcete vzda-
lenost kapek po dlouhé dobé. (Tesent str. @ )
Uloha IV.2 ... pruZinek neni nikdy dost 3 body

Jakou préci vykondme pii zkrouceni pruziny z rovnovazné polohy o tihel o = 60°,
pokud pruzinu ve zkrouceném stavu udrzujeme momentem sily M = 1,0N-m?
(resend str. )

Uloha IV.3 ... kiiva optika 5 bodit

Meéjme bodovy zdroj svétla a rovinnou sklenénou desku s indexem lomu n = 1,50.

V misté paty kolmice od zdroje na desku se uvnitf desky nachézeji vlnoplochy

s polomérem kfivosti R = 5,00 m. Jaké je skuteénd vzdalenost zdroje a desky?
(resend str. )
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Uloha IV.4 ... mravend&i 8 bodi

Mravenci prisli na zajimavy zptusob vyhfivani mravenisté — vylezou ven, nechaji se
ohrat slune¢nim zarenim a opét vlezou dovnitr, kde zase predaji teplo mravenisti.
To aproximujeme kuzelem o vysce H = 0,8 m s polomérem podstavy Ro = 1,5m.
Celulézové stény s tepelnou vodivosti A = 0,039 W-m™'-K~! jsou Siroké 2 cm.
Predpoklddejme, Ze veskerd tepelnd vyména mezi mravenistém a okolim (které
m4 teplotu T, = 10 °C) je zprostiedkoviana pouze mravenci a vedenim pres stény,
tepelnou vymeénu se zemi muzeme zanedbat. Mravenec vazi m = 5 mg a ma mérnou
tepelnou kapacitu odhadem 4 000 J-kg™*-K~*. Kolik mravencti vyhfatych na Ty, =
= 37 °C musi kazdou sekundu pfilézt do mravenisté, aby v celém vnitinim objemu
udrzeli konstantni teplotu Ty = 20 °C? (Tesent str. p4)

Uloha IV.5 ... Efchari-Goiteia 8 bodu

Efchéri a Goiteia jsou dvé slozky dvojplanety okolo nedavno vzniklé hvézdné sou-
ti @ = 250 - 10% km. Efchéri ma polomér Ry = 4300 km, hustotu p; = 4100 kg-m >
a dobu siderické rotace 71 = 14 h. Goiteia je mensi s polomérem Ry = 3800 km,
ma vsak vétsi hustotu p2 = 4500 kg-nf3 a kratsi dobu rotace T> = 11 h. Osy ro-
tace planet i soustavy jsou rovnobézné. Za nékolik set miliont let pfejde soustava
diky slapovym sildm do tzv. vazané rotace. Urcete vyslednou zménu obézné dob

za predpokladu, zZe télesa jsou homogenni a priblizné sféricka. (Tesend str. @};

Uloha IV.P ... ptik Fykosik na dovolené 10 boda

Jak by fungovalo letectvi na jinych planetdch (s atmosférou)? Zajimejte se hlavné
o proudova letadla. Které parametry by piisobily pozitivnéji a které negativnéji

nez na Zemi? (tesend str. pg)
Uloha V.1 ... naboj Zemé 3 body
Jaky celkovy naboj by musela mit Zemé, aby elektrony blizko jejiho povrchu od-
létavaly pryc¢? Jak by se tento naboj lisil pro protony? (Tesend str. |64)
Uloha V.2 ... retardovany Jupiter 3 body

Siderickd perioda Jupiteru &ini p¥iblizné 11,9 roku, rychlost svétla je 3-108m-s~!,

vzédjemnou vzdélenost Zemé a Slunce predpoklidejte rovnu 150 - 10° m. Pomoci
téchto veli¢in odhadnéte, jak dlouho poleti svétlo z Jupiteru na Zem, jestlize se
Jupiter nachdzi na misté, na které se z opozice dostane za jednu ¢tvrtinu synodické
periody. (resend str. |679)

Uloha V.3 ... nedobrovolné breatharidnstvi 6 bodii

Lukas si chtél uvarit veceri. Postavil hrnec na plotnu, ale zapomnél do néj dat vodu
(nebo cokoliv jiného). Teplota hrnce a vzduchu uvnitt néj se ustélila na 100 °C

10
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(neptejte se, jak se to bez vody podafilo). Lukés si zdhy svoji chybu uvédomil
a hrnec z plotny sundal, po vychladnuti na pokojovou teplotu z néj ale nedokazal
sejmout poklici o plose S a hmotnosti m. Spocitejte, jakou silou poklice na hrnci
drzela, pokud ji tam Lukas dal

1. tésné pred sundanim z plotny,

2. pred zaCatkem pripravy vecere.

Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idedlni plyn. (Tesend str. @)
Uloha V.4 ... perioda velkych kmiti 7 bodit
Uvazujme dvé poloroviny, které sviraji thel 2¢p < . v !

Umistime je tak, aby jejich spole¢nd pifimka byla vodo-
rovna a jejich rovina symetrie byla svisla, takze vytvori
jakési udoli. Nasledné vezmeme hmotny bod a z vysky h
nad spolec¢nou primkou jej hodime rychlosti v ve vodo-
rovném sméru tak, aby zacal konat periodicky pohyb
jako na obrazku. Jak velkou rychlosti ho musime hodit?
Predpokladejte dokonale pruzné odrazy od polorovin.

(Tesend str. @)

Uloha V.5 ... rheonomni katapult 10 bodt

Méjme tenkou obdélnikovou desku, kterd se otaci kolem své horizontalné orien-
tované hrany konstantni thlovou rychlosti. V okamziku, kdy se deska nachéazi ve
vodorovné poloze a otaci se smérem nahoru, na ni umistime maly kvadrik tak, aby
se vzhledem k ni zpocatku nepohyboval. Jak se bude kviadiik po desce pohybo-
vat, jestlize je tfeni mezi obéma télesy nulové? Kam musime kvadiik na zacatku
umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otdcky desky? Diskutujte déle vSechny
potfebné predpoklady, které pro to musi byt splnény.
Bonus Jaky vykon dodava deska kvadiiku a jakou celkovou préaci na ném vykona?
(Tesent str. )

Uloha V.P ... to nechces 9 bodu

Jisté jste jiz nékdy slyseli, ze skorapka bézného slepi¢iho vejce dokdze vydrzet
i pomérné velky tlak. Vysvétlete, jak je to mozné, kdyz je preci velmi snadné vejce
rozbit. V jakém sméru snese skorépka nejvétsi zatizeni? Proc a jak se rozbije, kdyz ji
zatizime prilis? Popiste rtizné mechanismy a urcete, ktery je nejpravdépodobnéjsi.
Nezapomente, Ze se zabyvame skuteCnymi, nikoli idedlnimi vejci. Kde to bude
mozné, zkuste svd tvrzeni podpotit vypocty. (tesend str. |81)

Uloha VI.1 ... krasobruslaika 3 body

Uvazujme krasobruslarku s rozpazenyma rukama, tocici se tthlovou rychlosti w
kolem své osy. Jakou tthlovou rychlosti w’ se bude to¢it, pokud pifipaz{? Jakou praci
musi vykonat, aby pripazila? Tvar krasobruslarky aproximujte dle svého uvazeni.

(tesend str. 194)
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Uloha VI.2 ... rotujici kyvadélko 3 body

Méjme matematické kyvadlo délky [ se zavazim o hmotnosti m v tihovém poli se
zrychlenim g. Kyvadélko uvedeme do rotacniho pohybu okolo svislé osy s konstant-
ni thlovou rychlosti w. Urcete stabilni polohy kyvadla. Vysledek vyjadiete pomoci
dhlu od svislice. (resend str. |91)

Uloha V1.3 ... t¥ikrat a dost 5 bodt

Usek silnice o délce a = 2,8 km zaéing semaforem s periodou 7', na kterém signal
zeleného svétla trva po dobu t; = 79s. Na konci tohoto tseku je druhy semafor
se stejnou periodou, ale délka trvani téhoz signalu je pro néj to = 53s. Na obou
semaforech se zelené svétlo rozsviti vzdy ve stejny okamzik. Spocitejte, za jak
dlouho primérné piejedete cely usek silnice (veetné ¢ekani na semaforech), pokud
se p¥i jizdé pohybujete rychlosti v = 60 km-h~'. Cas potfebny na rozjezdy a brzdéni

zanedbejte. (Fesend str. 94)
Uloha VI.4 ... spatfil jsem kometu 8 bodu

Dlouhoperiodické a neperiodické komety zacnou vyvrhovat plyn zpravidla pfi pre-
kroceni drahy Saturnu. Do té doby se pro pozorovatele na Zemi jevi jen jako malé
kusy skal, a jsou tedy téméi nepozorovatelné. Uvazujte kometu se vzdalenosti
v prisluni rovnou ¢ = 0,5 au a odhadnéte, za jak dlouho od okamziku, kdy prekoné
drahu Saturnu, poprvé prekroci drahu Zemé. Trajektorie komety mé excentricitu

velmi blizko jedné. (Tesent str. )
Uloha VL5 ... t&%k4 pruZina 9 bodit

Méjme homogenni pruzinu s tuhosti k£ a hmotnosti m, jejiz sitka je zanedbatelna
vici jeji délce. Pruzinu uchytime na jednom konci tak, aby kolem néj mohla rotovat,
a nasledné ji roztocime thlovou rychlosti w. Kolikrat se tato pruzina pri rotaci

prodlouzi? Vliv tihového pole neuvazujte. (TeSend str. )
Uloha VI.P ... nebezpeénéjsi korona 10 bodi

Dojde-li k vyronu korondlni hmoty ze Slunce, za¢ne se tato hmota velkou rych-
lost{ sitit prostorem. Nékdy muze zasdhnout Zemi a ovlivnit jeji magnetické pole.
Odhadnéte, jak velké elektrické proudy by mohl takovy vyron generovat na Zemi
v siti elektrického vedeni. Na jakych parametrech to zdvisi? Okomentujte, jaké b

méla takova udalost dopady na lidskou civilizaci. (Tesent str.
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Resen teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... skoro zastavené svétlo

Jaky index lomu by musela mit prithlednd planparalelni deska tloustky d = 1 cm,
abychom pri pohledu na ni vidéli svétlo, které do ni vniklo z druhé strany pred
rokem? A jak moc je dand situace redlna?

Index lomu vyjadruje pomer rychlosti svetla vo vikuu ¢ a v prostredi v a je defi-
novany ako

n=-—,
v

kde rychlost svetla v prostredi mdme z podmienky zo zadania dani ako v = d/t.
Po dosadeni dostavame .
ct . 17
n=—=95-10".
d

Vzhladom na vysoky index lomu dosky navyse ani nie je nutné uvazovat pri vypocte
uhol zovrety licom a kolmicou na rozhranie. Dopadajtce lice sa totiz na prvom
rozhrani lamu velmi blizko ku kolmici, na druhom sa rozbehni pod pévodnymi
smermi.

Nielenze takyto index lomu je iplne nezmyselny (vSetky zndme materidly maja
index lomu mensi ako 10), ale aj vinovd dizka viditelného svetla by v tomto ma-
teridli bola A = 5- 1072 m, &o je o desat rddov menej ako rozmery jadra atému.
Aby sme v jednotlivych miestach nevideli svetlo z réznych casti dna, musela by
byt doska velmi presne planparalelnd, na drovni Ah =~ 10nm pre ¢asovy rozdiel
rddu mindt. Materidl by navyse musel mat nulovi disperziu, aby roézne farby cez
dosku neprechadzali rézne dlho.

A ¢o je najsmutnejsie, pouzitim Fresnelovych vzorcov dostavame, zZe cez prvé
rozhranie by pri kolmom dopade preslo lent!

4 . _
A~ =42.107'8
n

1_R:1_<n—1)2:( 4n

n+1 n+1)°

z dopadnutej svetelnej intenzity a zvysok by sa odrazil. Teda ak by taky material
naozaj existoval, ni¢ by sme cezen nevideli.

LR oznacuje koeficient odrazivosti, teda cast svetelnej intenzity odrazenej od rozhrania.
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Uloha 1.2 ... brzdi!

Karlovo auto, jedouci rychlosti vo, zastavi na vzdalenosti so pri pouziti konstantni
brzdné sily Fy. Kolikrat delsi bude brzdna draha pri stejné sile, ale dvojnasobné
pocatecni rychlosti? Kolikrat vétsi musi byt brzdnd sila, aby auto zastavilo na
stejné draze pri dvojndsobné pocatecni rychlosti?

Auto jedouci rychlosti vg mé kinetickou energii Fyxy, = émv%. Po zastaveni bude
jeho kinetickd energie nulova. Sila F musi tedy za drahu so vykonat praci Fkg.
Jelikoz je sila konstantni, plati vztah

1
FoSo = Ek() = gmvg .

Bude-li mit na zacatku auto rychlost 2vg, pak musi sila Fy pres novou brzdnou
drahu s; vykonat praci

1 1
le=Emz§m@mf:47mﬁ:4ﬂm:4%m‘ (1)
Vydélime-li oba vztahy silou Fj a porovndme, vidime
S1 = 450 y

pti zdvojnasobeni pocatecni rychlosti bude tedy vysledna brzdna draha ¢tyinasob-
na.

Pokud chceme zastavit na draze so z rychlosti 2vp, sila musi opét vykonat pra-
ci 4Fxq. Ze vztahu [l| je hned vidét, ze v takovém pripadé musi mit sila velikost 4.

Uloha 1.3 ... cyklisticky anemometr

Vasek jede za vétrného podasi na kole. Jede-li rovné rychlosti v = 10km-h™?,
naméri, ze proti nému foukd vitr vodorovné pod tihlem 25° od sméru jizdy. Pri
vy83i rychlosti v = 20km-h™! je tento ithel uz jenom 15°. Urcete rychlost a smér
vétru vzhledem k nehybnému pozorovateli.

Jednd se o tulohu, kterou vyresime vektorovym sklddanim rychlosti. Zavedeme sou-
fadnice spojené s nehybnym pozorovatelem, ve kterych je rychlost Vaska v prv-
nim pifpadé v = (v,0). V druhém piipadé pak zrychli na rychlost v/ = (v/,0).
Vitr vzhledem k nehybnému pozorovateli vane rychlosti u zapsanou ve slozkach
jako u = (ucosa,usina), kde « je thel, ktery svird rychlost vétru u s rychlosti
cyklisty v a je odlisny od thlu, ktery pozoruje Vasek v jeho pohybujici se soustave.

Ozna¢me w a w’ rychlost vétru vzhledem k Vaskovi v prvnim a v druhém
pripadé. Rychlost vétru vzhledem k cyklistovi ziskdme odectenim rychlosti cyklisty
od rychlosti vétru vzhledem k nehybnému pozorovateli (jedn4 se vlastné o Galileovu
transformaci rychlosti), neboli v obou pfipadech plati

w=u-v, (2)

w=u-v. (3)
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Ze zadani vime, Ze vektor rychlosti vétru w, resp. w’, svird s vektorem rychlos-
ti cyklistg thel 8 = 155°, resp. v = 165°, pokud na cyklistu fouka vitr zprava,

viz obr. [Il. Jestlize na néj foukd vitr zleva, plati 8 = —155°, v = —165°. Rych-
losti w a w’ potom vyjadiime ve slozkich jako w = (wcosB,wsin3) a w =
= (w' cosy,w’ sin ). Dosadime-li do rovnic (a), (E) konkrétni slozky, dostaneme 4
rovnice

4
5
6
7

wcosfB =ucosa — v,
wsin 8 = usina,

/ /
w COS7Y =Uucosx — v ,

(
(
(
(

NI AN

/. .
w sSmy =usino.

Vyfesenim téchto rovnic nalezneme hledanou velikost u rychlosti vétru vzhledem
k zemi a jeho smér a vztazeny na smér rychlosti cyklisty. Rovnic mame akorat,
nebot jesté nezndme w a w’. Postupovat miizeme napi. nasledovné. Nejdiive eli-
minujeme z rovnic w a w’ a to tak, Ze rovnici (H) vydélime rovnici (E), a navic
vzniklou rovnici vynasobime faktorem wsin a. Podobné upravy provedeme také
s rovnicemi (ff) a (E)7 coz vede na soustavu rovnic

usinacotg B =ucosa — v, (8)

usinacotgy = ucosa — v’ . (9)
Nejdiive nalezneme u. Odectenim rovnice (a) od (B) dostaneme
usina (cotg B — cotgy) = v’ — v, (10)

Déle rovnici (E) vynasobime cotgy, rovnici (E) vynasobime cotg 3 a obé rovnice
od sebe odecteme, takze dostaneme

ucos a (cotg B — cotgy) = v’ cotg B — v cotgy, (11)
Umocnéni rovnic (E) a (@) na druhou a jejich soucet vede na
u? (cotg B — cotg’y)2 = (v/ — v)2 + (v' cotg B — 'Ucotg'y)2 , (12)

odkud plyne

\/(v’ —v)? + (v' cotg B — v cotg y)? (13)
u= ,
|(cotg B — cotg )]
kde jsme vyloudili zdporné feseni.
Nyni nalezneme thel «. Jednoduchymi algebraickymi dpravami rovnic (E), (E)
dostaneme

u (cosa — cotg fsina) = v, (14)

u (cosa — cotgysina) = v’ . (15)
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Déle vydélenim rovnic (@), (@) dostaneme rovnici, ze které vyjadiime tga jako

/
v —v

tga = (16)

v’ cotg B — vecotgy

Fouké-li na Vaska vitr zprava, dostaneme po ¢iselném dosazeni hodnot ze za-
dani do rovnice ([L3) velikost rychlosti vétru vzhledem k zemi v = 7,2km-h™' =
= 2m-s~*. Rovnice ([Lf) vede v intervalu (—=, n) pokyvajicim viechny sméry na
dvé feSeni, které po ¢iselném dosazeni hodnot ze zaddni jsou o = 120° a o« = —60°.
Reseni o = —60° vSak odpovida zdpornému feseni u rovnice (L), a proto piedsta-
vuje stejny vektor u jako o = 120° a u = 2m-s~'. Na zdvér dopliime, Ze v piipadé,
kdy na Vaska fouké vitr zleva, dostaneme feSeni o = —120° a u = 2m-s ™!,

4
v

Obr. 1: Skladéni rychlosti. Nahote méa Vasek nizsi rychlost, dole vyssi.

Ukazeme si také, jak lze dojit ke spravnému feseni rychlejsi cestou s pomoci
sinové a kosinové véty. Obréazek E prekreslime dohromady tak, jak je zndzornéno na
obréazku E Misto thld 3 a v budeme pouZivat jejich dopliikové tihly 5’ = 180°—3 =
= 25° a ' = 180° — v = 15°. Aplikaci sinové véty na pravy trojihelnik dostaneme
rovnost

w v —v

siny’  sin(8 —+')’

ze které plyne vztah

(v —v)siny’

W= ———— . 17

(@ — ) (o
Dosazenim hodnot ze zadén{ dostavime w = 14,9km-h~'. Z levého trojihelniku
uz tedy zndme w, ze zaddni samoziejmé také v a tihel 5’, a chceme najit u a thel a.
V obou ptipadech si poradime kosinovou vétou. Pro prvni pfipad pouzijeme kosi-
novou vétu s thlem B’ ve tvaru
u? = v® 4+ w? — 2uwcos . (18)
Odmocnénim a dosazenim za w z rovnice (@) ziskame vztah pro vypocet velikosti
rychlosti vétru vzledem k nehybnému pozorovateli

_ (v" — v) siny’ : , sin~y’ cos (3’
u = 1)2 —+ (SIH(IB/—")//)) — 20 (’U — ’U) 75111(5, — ’y,) . (19)
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V nagem konkrétnim p¥ipadé mé velikost u = 7,2km-h™!, tedy vysledek se shodu-
je s prvnim zpusobem vypoctu. Jinou aplikaci kosinové véty na levy trojihelnik
v obr. P dostaneme vztah

2 2 2
w” =0v" +u” —2vucosa,

ze kterého jednoduse plyne

v 4+ u? —w?
cosqg = ————.
2vu
Pravou stranu této rovnice miizeme jesté zjednodusit pomoci rovnice (@) nésle-
dovné
v — wcos
cosq = ———— |
U
¢imz_jsme ziskali vztah pro vypocet thlu a. Dosadime-li do ného za w z rovni-
ce (E) a za u z rovnice ([L9) a poté ¢iselné hodnoty ze zadani, dostdvame v roz-
sahu (—180°,180°) dvé feSen{ o = 120° a @ = —120°, které odpovidaji pripadu,
kdy foukd vitr na Vagka zprava a zleva. Zcela spravné by feSen{ a = —120° mélo
odpovidat thlim B’ — 25°, 4/ = —15°. Vsimnéte si vSak, Ze rovnice v druhém
zptisobu vypoétu nejsou k soudasné zméné znamének thlt 8’ a + citlivé. Tento
postup je tedy v souladu s prvnim zpiisobem vypoctu.

v

Obr. 2: Druhy zptisob skladani rychlosti.

Uloha I.4 ... solarni plachetnice

Ve vzdélenosti 0,8 au od Slunce se vznasi solarni plachetnice ve tvaru tenké desky
o plose S = 500m? s plosnou hustotou o = 1,4kg-m~2. Jakou silou na ni ptisobf z4-
reni dopadajici ze Slunce v okamziku, kdy se plachetnice pravé zac¢ina pohybovat?
Jaké bude v mit tu chvili zrychleni? Zarivy vykon Slunce je Le = 3,826 - 10%° W.
Predpokladejte, ze zareni dopadd na plachetnici kolmo a odrazi se pruzné.
Ndpovéda Doporucujeme najit zrychleni pri malé pocatecni rychlosti vo a poté
dosadit vog = 0.

Slnko vysiela svetelné ziarenie vo forme foténov, ktoré si nositelmi hybnosti. Ich
hybnost p je dand ich energiou E podla kvantovej fyziky ako p = %, kde c je
rychlost svetla. Podla 2. Newtonovho zdkona je sila pdsobiaca na plachtu dané
podielom zmeny jej hybnosti a casu, za ktory tadto zmena nastane

_Ap

F= .
At
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Pri dopade foténu na povrch plachty sa fotén dokonale pruzne odrazi, pricom pri
pruznej zrazke sa zachovava celkova energia aj hybnost sustavy.

Uvazujme, ze fotén s hybnostou pg narazi do dosky (plachetnice), ktord sa
od neho pohybuje rychlostou vo a ma hmotnost m. Potom sa fotén odrazi spét
s hybnostou p, ktora smeruje od dosky, teda ma opac¢ny smer ako po. Doska po tejto
interakcii s foténom pokracuje v pohybe v pé6vodnom smere, teraz uz rychlostou v
(mé smer rovnaky ako vg a po). Zakon zachovania hybnosti (ZZH) mé teda tvar

Po+muvo = —p+mu.

NapiSeme si tiez zdkon zachovania energie (ZZE)

c—+ 1mfuz = pc+ 1mv2
Po 5™Mv = p B .
Zo ZZH si vyjadrime p, dosadime do ZZE a riesime kvadratickti rovnicu pre v.
S vyuzitim vzorca (a + b)? = a® + 2ab + b® sa tpravami dopracujeme k vyrazu

4
v=—c+/(vo+c)?+ i:c.

Za predpokladu (vo 4 ¢)? > %, ktory je v tomto pripade iste splneny (pretoze
Tava strana je viac ako ¢2, zatial ¢o prava strana obsahuje hybnost foténu), mozeme
pouzit aproximéaciu
1 4dpoc 2poc
v —c+Woto)(l+:—— ) =vo+ ———r.
( )< 2m<vo+c>2) m (vo + )
Zmena rychlosti dosky v dosledku odrazu foténu bude teda

2poc

Av=v—nvy= —12°
v v Vo m(’l)o—l—C)

Ak predpokladdme, ze doska bola pred narazom v pokoji (teda vo = 0), alebo
sa pohybovala dostatoéne pomaly (teda plati vo < c), pre zmenu rychlosti dosky
a nasledne zmenu hybnosti dostdvame

2
Av=P0 Ap = 2pg .
m

Po dosadeni tohto vyrazu do 2. Newtonovho zdkona mame

_Ap _ mAv _ 2pg

At At AT
Hodnotu po ziskame z energie slne¢ného Ziarenia. Za ¢as At na plachtu dopadne
Ziarenie s energiou

E=WAtS.

Velicina W je svetelny vykon dopadajici na jednotku plochy vo vzdialenosti r» od

Slnka
Lo

4nr2
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Potom pre silu dostavame

28 2WS _ LoS

2po . _3
At cAt c 2ner? '
Zrychlenie plachetnice spoc¢itame jednoducho ako
o=t Lo - 1,0-10 " m=s"2.

m 2ner?o

Na plachtu pésobi ziarenie Slnka silou 7,1 mN a udéva jej zrychlenie 10 um-s™2.

Uloha I.5 ... jak si navléci &epici jednou rukou?

Meéjme kouli o poloméru R a cyklickou nehmotnou gumicku o po- e
loméru ro s tuhosti k, pricemz ro < R. Treci koeficient mezi
gumickou a kouli je f. Urcete podminku pro hodnoty téchto pa-
rametri, aby bylo mozné pretahnout gumicku pres kouli tak, Ze
se gumicky budeme dotykat jenom v jednom bodé.
Pro jednoduchost uvazujte, Ze gumicka je pruzna pouze v tec-
ném sméru (takze vzdy lezi v jedné roving).

Gumicku bud povazujeme za nehmotnou a nebo neuvazujeme tihové zrychleni,
takze na gumicku pusobi kromé vnéjsi sily F' pouze sily tfeci. Orientace v tomto
pripadé nehraje roli, ale v rdmci analogie s navlékdnim ¢epice na hlavu si predstav-
me, ze gumicka je volné polozend na horni ¢asti koule tak, jak je to na obrazku.

Nejjistéjsi zptisob navlékani gumicky pres kouli je takovy, ze gumicku v jednom
bodé tlacime smérem tecnym ke kouli a kolmym ke gumicce. V pripadé, ze se opac-
né Cast gumicky zacne zvedat, mame problém a gumicku pres kouli nedokdzeme
pretdhnout. Aby bylo mozné gumicku navléci, nesmi se pohnout protilehly bod
gumicky vuci ptsobisti sily.

Kritické misto je presné v tomto protilehlém bodé. V tomto bodé musi platit, ze
tecnd sila je mensi nez normalova sila prendsobend trecim koeficientem. Hleddme
tedy podminku na to, kdy tento bod gumicky na kouli staticky drzi a neprokluzu-
je. Pripad vySetfovani jednoho kritického bodu si muzeme nahradit symetrickou
situaci, kdy jsou vsechny body symetricky ,,také kritické“. To znamena, ze budeme
vysSetirovat pripad, kdy je gumicka na kouli navlecena tak, ze jeji polomér je r > rg.

Situace je analogickd s prokluzem télesa na rovné podlozce (napf. na naklonéné
roviné), tady téleso neproklouzne, kdyz je splnéna podminka tga < f, kde a je
thel, ktery svirda smér vyslednice sil piusobicich na téleso s normalou k podlozce.
Nezajima nas tedy velikost sily, kterou je gumicka napindna, ani velikost sily, kterou
gumicka tla¢i do koule (zna¢ime Fp). Staci ndm zndt smér této sily — v kazdém
bodé dotyku sméfuje do stfedu gumicky (ne do stfedu koule).

V nasem pfipadé gumicky na kouli je ihel o sevien v libovolném bodé dotyku
mezi smérem do stfedu koule (tj. normala k povrchu) a smérem do stiedu gumicky
(tj. smér pusobici sily Fy). Tento tihel je ziejmé nejvétsi pro nejkratsi délku gumic-
ky, postupnym natahovanim na kouli ho zmensujeme. Nejkritictéjsi je proto pripad
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hned na zacatku natahovani, kdyz ma gumicka polomeér To.E Hledany dhel snadno
spocitdme s vyuzitim poloviny rovnoramenného trojihelnika, jehoz ramena tvori
poloméry kulicky o délce R a zdkladnu tvori prumér gumicky 2rg, viz obrazek
To
cosa = —,

R
R2 — 12

tga =
To

V posledni tpravé jsme vyuzili vztaht mezi goniometrickymi funkcemi stejného
dhlu (nebo alternativné Pythagorovu vétu). Po dosazeni do podminky pro nepro-
klouznuti dostdvame

Tedy podminka samoziejmé viibec nezavisi na tuhosti gumicky, nybrz pouze na
polomérech a tfecim koeficientu. Vsimnéme si také, ze pro velmi malé f se podmin-
ka blizi k 7o > R. To znamenad, Ze pro nulové f nedokazeme pres kouli pretdhnout
zddnou gumicku, kterd je mensi nez koule.

Fy

Obr. 3: Rozklad sil gumicky a polovina trojihelniku pro vypocet thlu.

Uloha I.P ... PYeZijeme ve vakuu?

Riizné filmy davaji vzniknout riiznym predstavam o tom, co a jak rychle se stane,
pokud astronautovi praskne skafandr. Nékteré z nich jsou dokonce protichudné.
Odiivodnéte, co by se s nejvétsi pravdépodobnosti ve skutecnosti stalo, pokud
by se dosud zdravy clovék ocitl nijak nechranény uprostied vakua. Co by bylo
nejrychlejsi pric¢inou smrti?

2 Aby gumicka piisobila silou na kouli, musi byt jeji polomér o libovolné malo vétsi nez rq.
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Vieme, ze v mnohych filmoch je nejeden jav, ktory odporuje fyzikdlnym zadkonom.
Pre vytvorenie napinavejSiecho a dramatickejsieho deja st vytvorené scény, ktoré
nezodpovedaji realite aj napriek tomu, Ze sa javia vierohodne. Toto sa tiez ty-
ka situécii, ked vo filmoch ¢loveku vo vesmire praskne skafander. Vo filmoch telo
exploduje, alebo okamzite zmrzne AvSak v skuto¢nosti to vobec nie je az také
jednoduché. Kvoli komplexnosti ludského tela sa pri prasknuti skafandra zacne
odohravat mnoho javov a zostava nam len teoreticky opisatf, ¢o by bolo najrych-
lejsou pric¢inou smrti.

Unik vzduchu z plic

Pri poskodeni skafandra dochadza k rozdielu tlakov v Tudskych placach a vikuu,
¢o sposobi tnik vzduchu z plic. Tlak vzduchu v plicach je rovny atmosferickému,
¢ize cca 101000 Pa, a tlak vo vesmirnom vdkuu je cca 3300 Pa — 130 mPa (stredné
vakuum)® V dosledku nedostatku kyslika by ¢lovek po zhruba 15 sekundach stratil
vedomie — podobne ako pri topeni sa¥ — a neskér by doslo k uduseniu. Po 3—5 min-
utach bez prisunu kyslika dochddza k vdznemu poskodeniu mozgu, ktory sa v tom
case uz neda zachrénit Absencia kyslika taktiez vedie k nevyluéovaniu skodlivych
latok, a teda dojde k otrave organizmu, ktord vSak bude vyrazne pomalSia ako
udusenie.

Tlak

Ak by krv bola vo vesmire priamo vystavena vakuu, tak by po par sekundach zacala
vriett Telo vo vesmire expanduje, avsak kvoli jeho elasticite nie dostatocne na to,
aby sa vnutri v tele vytvoril tlak vikua. Krv je preto v ludskom tele chranena pred
priamym vystavenim vdkuu a vriet nezacCne, ale za¢nd sa v nej tvorit vzduchové
bublinky sp6sobené rozpustanim vzduchu z krvi. Ak by vSak ¢lovek vo vikuu mal
povrchovi ranu, tak by doslo k varu krvi.

Ludské telo je zlozené z cca 70 % vody. Var vody vo vdkuu nastane zhruba pri
izbovej teplote, ¢ize 21 °CY Podobne ako v pripade krvi, voda priamo vystavend
vakuu zacne vrief, ¢co bude maf za nasledok rychle vyschnutie slin, sliznic a o¢né-
ho sekrétu. Plynové bubliny, ktoré sa vytvaraju v désledku varu vody, spdsobuji
spolu s vnutornym tlakom Epretlak7 ktory mé za néasledok nafiknutie Tudského te-
la na takmer dvojndsobok® Avsak koza je biologicky materidl s velmi odolnymi
vlastnostami, ¢ize neddjde k explozii tela.

Koza ma maximalnu odolnost voci destrukcii priblizne 21,6 MPaL,E ¢o znamena,
ze rozdiel vnutorného tlaku a tlaku vo vakuu nemoéze byt vacsi ako dand hod-
nota, aby telo neexplodovalo. Rozdiel medzi atmosferickym tlakom (101 325 PaH)
a tlakom vo vakuu (1650 Pa) je cca 99700 Pa, ¢ize k destrukcii koZze neddjde.

3https://youtu.be/hPya55bVKDc?t=300
*https://sk.wikipedia.org/wiki/Vakuun
Shttps://sk.wikipedia.org/wiki/Dusenie_(nedjchanie)
Shttps://youtu.be/jU3MOLGA3WA
"https://tinyurl.com/waterInVacuunm

8 https://arxiv.org/pdf/1302.3022v1.pdf
9https://en.wikipedia.org/wiki/Atmospheric_pressure
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Srdcovy tep sa na zaciatku zvysi a neskor zase klesne, pricom arteridlny krvny
tlak taktiez klesne za ¢as 30 — 60 s. Tlak v zildch sa zvysi v dosledku roztiahnutia
zilového systému a sposobi zastavenie cirkulacie krvit

Teplo

Vo vesmire je sice zima, avsak nie je tam médium, ktoré by Iudské telo ochladilo.
Preto by ¢lovek stracal svoje teplo iba vyzarovanim, ¢ize po urc¢itom case by zacalo
telo mrznut. AvSak plyn a vodna para budu prudit von cez dychacie cesty a toto
kontinudlne vyparovanie bude mat za nésledok ochladenie tst a nosa takmer az
na teplotu mrazu. Zvysok tela sa bude postupne ochladzovat tiez, avsak pomalsie,
az kym nadobudne teplotu mrazu™= Zayisiac od miesta, kde sa vo vesmire ¢lovek
nachadza, zamrzol by za 12 az 26 hodin*

Avsak ak sa ¢lovek nachddza v blizkosti nejakého zdroja energie, ktorym je napri-
klad Slnko, hrozi mu prehriatie.

Neplanovany experiment

V roku 1966, testovany subjekt Jim LeBlanc bol prvym ¢lovekom, ktory si na-
hodou vyskusal vystavenie vikuu®== Vdaka nemu a jeho pracovnikom v NASA
rozumieme aspon troske z toho, ¢o sa udeje v takej situacii. Panovi LeBlancovi
sa odpojila jedna hadicka na prototype skafandra a bol vystaveny zmene tlaku
z 3,8psi (26200Pa) na 0,1psi (689Pa) za 10 sekl’de Nésledne bol vystave-
ny vakuu zhruba 30 sekiind, avsak kvoli pohotovosti jeho kolegov bol zachraneny
skor, ako by utrpel vazne zdravotné problémy. Vyviazol z tohto incidentu ,len*
s bolavym uchom®™ O vystaveni cloveka vakuu sa nevie vela, avSak ludia stracaju
vedomie cca za 15 sekind, efekty vakua zacnu likvidovat Tudské telo za cca 30 sek-
ind a dplnd smrt nastane za cca 90 sekind™ | Ako som sa potéical dozadu, citil
som, ako mi zaéinaﬁl bublat sliny na jazyku tesne pred tym, nez som odpadol.
— spomina LeBlanct Tento incident ndm potvrdzuje, ze voda v tele zacne vriet,
a teda sekréty a sliny za¢na vysychat. Hned potom déjde k strate vedomia, ktoré
je dosledkom tuniku vzduchu.

Zaver

Ludské telo je prilis komplexné na to, aby sme vedeli bez experimentov presne
urc¢it najrychlejsiu pri¢inu smrti v pripade, ked je Clovek vystaveny vikuu. Z vyssie
uvedeného vsak vieme povedat, ze unik kyslika a zmena tlaku v ziladch st klucovymi
faktormi, kedze vedu k zlyhaniu obehového traktu a viznemu poskodeniu mozgu,
¢o mé rychle a fatdlne néasledky.

Ohttps://youtu.be/iWGGMchubmg

11 https://youtu.be/_Mr8f63Vinc

2https://tinyurl.com/jimLeBlandc

13https://www.popularmechanics . com/space/a24127/nasa-vacuum-exposure/|
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Uloha Il.1 ... sviti-nesviti

Délka dne a noci se v priubéhu roku méni, pricemz na riznych mistech na Zemi se
miize meénit jinak. Jak je to vsak s rocni primeérnou délkou dne? Je vsude stejna,
nebo se na riznych mistech na Zemi lisi? Staci uvést pouze kvalitativni popis.
Bonus Pokuste se odhadnout, o kolik nejvice miize byt priimérny den delsi,
nez 12 h.

Dizku dna pre pozorovatela na Zemi ovplyviiuje kombinécia jeho zemepisnej sirky
a deklindcie Slnka, ktord sa v priebehu roka meni. Slnko je na oblohe najjuznejsie
pocas zimného slnovratu 21. alebo 22. decembra a najsevernejSie pocas letného
slnovratu 20. alebo 21. jina. To ma za nasledok, ze na severnej pologuli je den
v tieto data najkratsi, resp. najdlhsi, a na juznej pologuli naopak. Hranica, ked je
dizka diia a noci roynaké, nastdva pocas jarnej (20. marca) a jesennej (23. septem-
bra) rovnodennosti*? V tento denl sa na péloch meni poldrna noc na poldrny den.
Na rovniku je situacia jednoducha — Slnko je nad obzorom vzdy 12h, vychadza
a zapadd kolmo na obzor.

Pre nas je najvyhodnejsie pozerat sa na situaciu zo sistavy spojenej so Sln-
kom a hviezdami. Hore popisané zmeny sa daji popisat jednoducho. Okolo Slnka
obieha Zem, ktorej rotacnd os je v tejto stustave orientovand pevne so sklonom
asi 23,5°. Pocas obehu sa tak postupne meni poloha slneéného tiefa na Zemi.
Z diiky rovnobeziek v tieni Zeme by sme potom Tahko urcili dizku noci. Vidime,
ze za predpokladu rovnomerného obehu Zeme okolo Slnka po kruznici, je stredné
dizka dia aj noci na celej Zemi presne 12h. Dni, ktoré su pol roka od seba sa
navzijom presne spriemerujd na stred, teda na 12h.

Tento predpoklad musime pre rieSenie problému opustit. Zem obieha okolo
Slnka po eliptickej drahe — najblizsie k Slnku je v perihéliu, okolo 4. januéra,
a najdalej v aféliu, okolo 5. juna. Z druhého Keplerovho zdkona potom moézeme
vidiet, Ze v januari sa Zem okolo Slnka pohybuje rychlejsie a v juni pomalsie. Preto
je leto na severnej pologuli dlhsie ako na juznej (ktoré je préave okolo janudra). Na
severnej pologuli si dni dlhsie ako 12h viac ako pol roka, a to az 186 dni medzi
rovnodennostami. Na zbytok roka tak pripada len 179 dni, ¢o je o tyzden mene;j.
Maéme zaver, ze priemerny den je dlhsi na severnej pologuli ako na juznej. Kratko
este odhadnime dizku priemerného diia na severnom péle. Je tu 186 dnf Slnko nad
obzorom a 179 dni pod nim. V priemere teda dostavame

T= 24h@ =12,23h,
365d
¢o je o skoro 14 minut viac ako 12 hodin na rovniku.

Na zdver spomefime edte iné javy spdsobujtce zmenu dizky diia ako asu, ked
sa nachddza aspon nejaka cast slnecného kotica nad obzorom. Prvym z nich je
samotny rozmer Slnka na oblohe, jeho polomer je asi 0,25°. Dalej ohyb svetla

HMSituacia je v skutocnosti komplikovanejsia ako naértnuté rieSenie, ktoré povazuje defi za Cas
medzi prechodom stredu disku Slnka matematickym horizontom. Spravne by sa mala uvazovat
stredna refrakcia na obzore, ktora je priblizne 0,5° a horny okraj disku. Ziskany vieobecny zaver
je vsak nadalej platny.
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v zemskej atmosfére sposobuje zdanlivé nadvihnutie objektov najvyraznejsie pri
obzore. Objekt nachddzajici sa na horizonte je v skuto¢nosti uz asi 0,5° pod nim.
Dalej na dlzku dita m4 samozrejme vplyv aj tvar nasho lokdlneho horizontu. Ako
jeden zaujimavy vplyv uvedieme vplyv nadmorskej vysky (éim vysie sa nachadza-
me, tym viac pod horizont budeme vidiet). Je zrejmé, Ze tieto efekty budi mat
rozny vplyv na roznych zemepisnych Sirkach, predizenie diia totiz zavisi na sklone
dréhy Slnka na oblohe vo¢i horizontu. Na péloch tak uvidime este o niekolko polér-
nych dni viac, ako je uvedené vyssie. Tento vplyv moze k dobe trvania priemerného
dna pridat aj stvrt hodiny.

Uloha I1.2 ... lod na obzoru

Kacka a Katka sleduji lod plujici konstantni rychlosti do pristavu. Kacka stoji na
skale nad pristavem, pricemz ma oci ve vysce hi = 20m nad hladinou. Katka se
nachédzi dole pod skélou, jeji oc¢i jsou v nadmorské vysce ho = 1,7 m. Pokud Katka
zahlédne na obzoru vrchol blizici se lodi se zpozdénim t = 25 min oproti Kacce, za
jak dlouho lod vysoka h = 30 m dopluje do pristavu? Zemi povazujte za dokonalou
kouli se znamym polomérem.

Nékres situace je na obrazku H Bod S oznacuje stied Zemé a body Pi, P> jsou
polohy o¢i prvniho a druhého pozorovatele. Bod Vi znaci polohu vrcholu blizici se
lodi v okamziku, kdy ji zahlédne prvni pozorovatel. Analogicky bod V2 je vrchol
lodi v okamziku, kdy ji zahlédne druhy pozorovatel.

Ve chvili, kdy se na obzoru vrchol lodi objevi, je primka prochazejici okem pozo-
rovatele a vrcholem lodi te¢nou k zemskému povrchu. Jeji bod dotyku oznaéime T3
pro prvniho pozorovatele, respektive T pro druhého pozorovatele.

Abychom zjistili, za jak dlouho lod dopluje, potifebujeme znat jeji rychlost
a vzdélenost od pristavu po zemském povrchu. Nejprve vyjadiime vzdalenost lodi
v okamziku, kdy ji zahlédne prvni pozorovatel. K tomu vyuzijeme znalost poloméru
Zemé a velikost thlu p1 = |P1SVi|. Pro tu zfejmé plati

o1 = |PLSTi|+ |TiSVi| =61 + p1,
kde jsme cisté pro prehlednost oznacili prislusné dhly reckymi pismeny. Velikosti
thlt 61 a p1 dokazeme zjistit z prislusnych pravouhlych trojihelnikt
r

cos b = = 0, = arccos ,
R ' P
cos r = arccos —
= = I .
=g +h . r+h

Na tomto misté muzeme vyuzit aproximace — protoze je h < r, plati
r hy\ ! h
=(1+— ~1—-—.
r+h ( * r) r
Zéaroven vime, ze pro malé thly lze pouzit vzorec cosz = 1 — z?/2. Kombinaci
obou vztahu dostavame

= arccos "~ % 01 ~ Q—hl
pr= r+h r’ v T

24



Resend teoretickych tloh

Celkova velikost thlu ¢1 bude

= arccos " -+ arccos "~ 2+ V2h
1= r+ hy r+h NG '

Vyjadiime-li tento thel v radidnech a pak ho vynasobime polomérem Zemé, do-
staneme povrchovou vzdalenost lodi v okamziku, kdy jeji vrchol zahlédne prvni
pozorovatel. Tu si oznacime s; = rp;. Obdobnym zptisobem miizeme vyjadrit
i povrchovou vzdalenost lodi s2 v okamziku, kdy jeji vrchol zahlédne druhy pozo-
rovatel. Dostaneme

So =T =T (arccos + arccos r ) ~ 2h2 + 2h
2T "+ ha n) ST

Ze zadani vime, ze lod se pohybuje rovnomérné ¢ili ma konstantni rychlost v.
Ziskdme ji vydélenim rozdilu povrchovych vzdélenosti (s1 — s2) rozdilem ¢asu ¢

51 — 82 N\/?(\/H_\/E>

= ~ .

t t

Py

hl

Obr. 4: Povrch Zemé s te¢nymi paprsky.

Nynf jiz zndme povrchovou vzdalenost lodi od p¥istavu i rychlost. Cas, za ktery
lod dopluje, spoc¢itame jako jejich podil. Musime si vSak urcit od jakého okamziku
¢as pocitame. Chceme-li urcit ¢as dopluti lodi od okamziku, kdy ji spatfil druhy
pozorovatel, dostaneme ho jako

_s2  VhatVh
v Vhi—Vha

t2 t.
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Vsimnéme si, ze vysledek viibec nezdvisi na poloméru Zemé (za predpokladu, ze
plati 7 > h,hi,h2). Po dosazeni hodnot ze zaddni vychédzi t2 = 53,5min. Po-
kud bychom se rozhodli pocitat cas dopluti od okamziku, kdy lod spatfil prvni
pozorovatel, dostaneme obdobny vztah

_ st \/hil-ﬁ-\/ﬁ

t1 =L YL TV 4 = 78 5min.
v vVhi —Vhs
Uloha I1.3 ... auto na dné jezera

Ne jednou se ve filmu stalo, Ze auto spolu s cestujicimi spadlo do vody. Vypoci-
tejte, jakym momentem sil by musel ridi¢ tlacit na dvere, aby je oteviel na dné
jezera, kdyz je jejich spodni ram 8,0m pod hladinou. Uvazujte obdélnikové dvere
s rozmeéry 132 cm X 87 cm, které se otviraji podle svislé osy.

Na dvere auta na dne jazera posobi tlakova sila okolitej kvapaliny s velkostou F' =
= pS. Hydrostaticky tlak je zavisly na hibke h ako p = hpg, ¢ize v réznych hibkach
jazera je tento tlak rézny. Kedze dvere maji nezanedbatelnti vysku, bude potrebné
pouzit diferencidlny pocet. Dvere rozdelime na elementdrne stvorceky a skiimame
silové pomery na tychto elementoch. Pozdlz osi y sa tito elementdrna sila menf
podla vztahu dF = pdS = hpgdS = hpgdx dh. Tlak atmosféry mézeme zanedbat,
lebo predpokladame, ze atmosfericky tlak je aj v aute.

Voci pantom dveri tato elementéarna sila vyvodzuje elementarny moment. Kedze
momentovy Gcinok sily je roézny v réznych vzdialenostiach od pantov dveri, tak sa
tento elementdrny moment pozdiZ osi x meni podla vztahu dM = zdF, kde z je
vzdialenost od pantov dveri. Pre prehladnost oznac¢me sirku dveri d.

Matematicky zapis momentu sily, ktorym musi Sofér posobit na dvere je M =
= fdM. Z toho dostdvame

d pho p21 [
M = xdF:/ xhpgdS:pg/ / zhdhdzx = pg {} / rdx =
dvere dvere 0 hy 2 h1 Y0

z2 ¢ h? h2 pgd2 2 2\ -
= — - =—(he"—h = Nm .
Py |: B . B " ( 2 1 ) 56 000 Nm

dvere

Obr. 5: Dvere auta pod hladinou.
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Na to, aby Sofér otvoril dvere na dne jazera, musi na ne pdsobit momentom
sily 56 kNm.Ak bol rozmer 132 cm pouzity ako vyska dvier auta a rozmer 87 cm
ako sirka dvier auta, potom by bol moment sily 36 kNm.

Uloha I1.4 ... vytahovani ledu teplem

Ve sklepé v hloubce h = 4,2m je uskladnény led, ktery potrebujeme vytdahnout
nahoru. Mdme tepelny stroj, ktery pracuje s teplotou okolf a ledu s n = 12 % 1i¢in-
nosti vii¢i jeho maximélni mozné ucinnosti (dané Carnotovym cyklem). Teplota
vzduchu je T, = 24 °C, vytazeny led potrebujeme mit na teploté Tmax = —9,0 °C.
Jakou teplotu musi mit led ve sklepé, aby jej bylo mozné vytahnout pomoci tohoto
stroje? Proc to pijde, i kdyz pritom zahrejeme led, ktery soucasné vytahujeme?

Carnotov cyklus je teoreticky model stroja, ktory pracuje Cisto tym, ze prestva
teplo z teplejSieho objektu (v nasom pripade vzduch) do chladnejSieho (v nasom
pripade ten vytahovany lad). D4 sa spoéitat, ze maximdlna dosiahnutelnd ti¢innost

je v takom pripade
T

Tv )
pricom zadanie hovori, ze nas stroj mé celkovi Gc¢innost 1. = nnc.

Takze uz vieme s akou ti¢innostou dany Iad vytahujeme. Co z nej vieme este
zistit? Vieme, Ze Gcinnost uddva podiel medzi vykonanou priacou a dodanym tep-
lom. Teplo dodéava okolity vzduch, ¢ize to nés az tak nezaujima. To, o nés zaujima
je teplo dodané Tadu. Teplo, ktoré ndm dodal vzduch sa mo6ze premenit jedine na
précu a na teplo, ktoré doddme ladu. Symbolicky Qin = W + Qout- Z toho moézeme
(s pouzitim definicie Gi¢innosti n. = W/Qin) vyjadrit teplo dodané ladu v zavislosti
na vykonanej praci

nc=1-

Qout = K W = ﬂw
Nec Nec
Pricom netreba zabudat, ze 7. zavisi od teploty ladu, ktord sa bude v priebehu
vytahovania menit.

Predpokladajme, ze vytahovany kus ladu ma hmotnost m a pociatoénu teplo-
tu Tp (nasa neznama). Potom na to, aby sme ho zdvihli o malt zmenu vysky dh
je potrebnd praca dW = mgdh. Lad teda prijme teplo dQ = mgdh (1 —nc) /ne.
Ked si merni tepelnd kapacitu ladu oznac¢ime ¢ a dosadime za 7. dostdvame dife-
rencidlnu rovnicu

gl-n(1-7%)

dT' = = —F———==dh
cn(i-%)
kde aktuélnu teplotu ladu znac¢ime pre jednoduchost 7T'.

Teploty st samozrejme udavané v Kelvinoch a tym padom moézeme ocakavat,
ze podiel T'/T, bude priblizne 1. Taktiez sa d4 predpokladat, ze 1 > n (1 — T/Ty),
¢o nam vyraz napravo znacne zjednodusi a diferencidlnu rovnicu mézeme prepisat
do separovaného tvaru
g1y

T, —T)dT =
( ) o

dh,
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Tak ndm staci uz len obe strany zintegrovat.
Na pravej strane sa integruje konstanta, takze vysledok bude jednoducho
g7y
cn

h,

kde zo zadania h = 4,2m je vyska, o ktora sme lad vytiahli.
Lava strana je polyném, takze primitivna funkcia k nej je jednoducho TVT—T2/2.
Integrujeme od Tp po Tmax, a tak integral bude

T2, — T
Ty (Timax — To) — Zmax 7 20 ,
2
takze dostavame kvadratickt rovnicu
1 1 Ty
ST T To — =T + ToTmax — 22Xh = 0.
2 2 cn

Rovnica nevyzera najkrajsie, ale vSetko (okrem nezndmej) st konkrétne zadané ¢is-
la. Stac¢i ndm teda numericky dopocitat, pricom je dolezité nezabudnit, ze teploty
treba dosddzat v Kelvinoch.

Dostaneme, ze Ty = —10,5°C (druhy koren vychadza okolo 58 °C, ¢o nedava
zmysel nielen preto, Ze by sa uz nejednalo o Tad, ale hlavne preto, ze by tento lad bol
teplejsi nez vzduch, pricom vSetky naSe dvahy pracovali s tym, ze lad je chladic).
Moézeme si rovno overit, ze vyraz n (1 —T/T,) dosahuje hodnoty maximéalne rddu
0,01, cize to, ze sme ho zanedbali voci 1, bolo tplne v poriadku.

Uloha 1.5 ... detektor magnetickych nestacionarit

Elektricky obvod zndzornény na obrazku muze slouzit jako z
detektor nestacionarniho magnetického pole. Jedna se o de-
vét hran krychle tvorenych elektrickym dratem. Elektricky

Iz

odpor jedné hrany je R. Nachazi-li se tato konstrukce v ne- 1= 4
staciondrnim homogennim magnetickém poli, které ma pro Ly y
jednoduchost konstantni smér a jeho velikost se ménf jen po- L

T I

malu, tecou na vyznacenych mistech proudy I, I2, Is. Urcete
ze znalosti téchto proudii smér a dasovou zménu velikosti magnetického pole v pro-
storu.

Odkud se berou proudy v nasem detektoru? Konstrukci detektoru si lze predstavit
jako systém spojenych vodivych smycek. Jako nezavislé smycky lze napf. zvolit
smycky lezici v jednotlivych rovinach definovanych vzdy dvéma kartézskymi osa-
mi. Budeme hovotit o smyckach 1, 2, resp. 3, myslime-li smycku lezici v roviné yz,
zx, resp. xy. Tok magnetického pole témito jednotlivymi smyckami se s ¢asem
méni, a proto se podle zakona elektromagnetické indukce na téchto smyckach in-

vsve

magnetickd indukce, a je treba si s nim spravné poradit.
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Obr. 6: Schéma zapojeni véetné znazornéni sméru kladnych napéti a orientace
normél k jednotlivym sténdm.

Predpokladejme, ze na jednotlivych smyckich se nam indukovalo elektromo-
torické napéti U;, kde ¢ = 1,2, 3, pricemz smér kladného napéti U; je vyznacen
na obrazku fj Sipkou uvniti odpovidajici smycky. Pro doplnéni, smér napéti ndm
udava, jakym smérem je urychlovan kladny naboj ve smycce. Elektromotoricka
napéti U; nebudeme do obr. zakreslovat a to z toho duvodu, Ze ho nelze zakreslit
jako jeden zdroj v kazdé smycce. Uvédomme si, ze pti resSeni vzniklého elektrického
obvodu zalezi na tom, jak bychom ndhradni zdroj do smycky umistili. Napéti U;
se ve skutecnosti rozdéli do vsech vétvi kazdé smycky a to tfeba i nerovnomérné.
Zakon elektromagnetické indukce nam pouze tika, jaké je celkové elektromotorické
napéti U; pro danou smycku. Tato informace ndm vsak staci. Za predpokladu, ze
jsou Casové zmény pomalé, mizeme uvazovat kvazistacionarni priblizeni a ptistou-
pit tak ke druhému Kirchhoffovu zdkonu. Jeho aplikaci na smycku 1 dostaneme

Uy — RI, — 2RI, + RI. = 0. (20)

Druhy, tfeti a ¢tvrty Clen predstavuji po radé tbytek napéti na vétvich AB, BC
a CA. V rdmci kvazistaciondrniho ptiblizeni se ndm také nikde v obvodu neméni
nabojova hustota, a proto vysledny proud tekouci do kazdého uzlu musi byt nulovy,
neboli plati

ILn=Is— I, Ij=5L —1Is, L=I 1. (21)
Dosazenim (@) do (@) dostaneme
Ur=R(AL — I, — I3) . (22)

Analogicky pro smycky 2 a 3 dostaneme

Us=R4l, —Is— ) , (23)
Us=RAIs — I — I) . (24)
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Vsimnéme si, Ze tyto rovnice ziskame z (@) cyklickou permutaci 1 -2 — 3 — 1.
Podobné v (EI) se vyskytuje cyklickd permutace r — y — z — .

Nyni se podivame kvalitativné na to, co nam 1iké o napéti U; zédkon elektromag-
netické indukce. Rik4, Ze napéti U; je rovno zéporné vzaté dasové zméné toku ®;
magnetického pole B plochou ¥; obepinajici smycku 4, neboli zapsdno matematicky

d®;
dt

U; = — (25)
Plocha ¥; muze byt volena téméf libovolné, pro jednoduchost vSak volime plochu
rovinnou. Pak vSechny ¥; maji stejny povrch S. Navic je pro zvolenou plochu
dilezité spravné zvolit orientaci. Orientace plochy musi byt zvolena ,souhlasné“
s jeji hranici, tj. smyckou. Vzhledem k nasi volbé kladného sméru obihani smycek
je potreba zvolit orientace normél k jednotlivym plocham, jak je zndzornéno na
obrazku f. Pro volbu ,souhlasné“ orientace si muzete pomoct pravou rukou. Pri
této volbé pak bude znaménko v rovnici (Rf) spravné.

Magnetické pole je nestacionarni a homogenni, a proto ho lze zapsat ve tvaru

B = Bn,

kde B = B(t) je ¢asové zavisla velikost magnetického pole a n je konstantni, v kaz-
dém bodé stejné orientovany jednotkovy vektor. Vzhledem k nasi volbé souradnic
(viz obrézek E) a vzhledem k tomu, Ze jsou ndmi zvolené plochy ¢asové neménné,
je tok magnetického pole smyckou 1 jednoduse roven

&, = B, S,

kde B, je xz-ova komponenta magnetického pole. Z rovnice (@) pak plyne

dB,
Uy =-S5 . 26
! dt (26)
Vyse zminénymi cyklickymi permutacemi dostaneme
dB
Uy = —-S—2 27
? dt (27)
dB.
Us =-S5 . 28
’ dt (28)

Smér a orientaci magnetického pole v prostoru uré¢ime pomoci standardni volby
sférickych dhla 6 a . Uhel 8 méri odklon od osy z a ¢ je thel v roviné zy méfeny
v kladném sméru od osy z. Projekce magnetického pole do smért jednotlivych os
pak jsou

Bz = Bsinfcosp,
B, = Bsinfsingp, (29)
B, = Bcos#f.
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Uhly 6 a ¢ jsou dle zadani ¢asové neménné. Dosazenim rovnic (@) do rovnic (@)—
(R]) dostaneme

U = —S% sin 6 cos ¢, (30)

Us = —S% sin@sin g, (31)
dB

= -85 cost. 2

Us S T cosf (32)

Z rovnic (@)-(@) chceme vyjadfit thly 0 a ¢ a také ¢asovou zménu velikosti
magnetického pole. Jedna se vlastné o problém podobny transformaci kartézskych
souradnic do sférickych s tim rozdilem, ze faktor —S %, ktery hraje roli radjal-
ni souradnice r, muze nabyvat kladnych i zdpornych hodnot. Z rovnic (@)—( )
miuZzeme urcit pouze smér magnetického pole a ne jeho orientaci, tj. muzeme urcit
pouze podél jakych primek magnetické pole mifi. Ukdzeme, pro¢ tomu tak je.

Uvazujme, Ze zndme % a je napt. zadporné. Potom faktor —S% hraje roli
kladné radialni soutadnice a z transformace do radidlnich soufadnic nalezneme
dhly 0 a . Stejné pravé strany rovnic (B()-(B2) vsak dostaneme, pokud zménime
znaménko %—f a zaroven provedeme inverzi, tj. zdménu 0 — n—0 a ¢ — @+ 7. Pre-
svedcit se mizete sami dosazenim a pouzitim souctovych vzorct pro goniometrické
funkce. V nasem pripadé to znamend, Ze nezjistime rozdil mezi prvnim ptipadem,
kdy magnetické pole miii do orientovaného sméru daného thly 6 a ¢ a zaroven
jeho velikost klesd, a mezi druhym ptipadem, kdy méa magnetické pole opac¢nou
orientaci danou thly © — 0 a ¢ + 1 a zaroven jeho velikost roste.

Z rovnic ( )-(@f) na zékladé predchozi diskuze a na zdkladé podobnosti trans-
formace kartezskych souradnic do sférickych dostavame vztah pro velikost casové

zmény magnetického pole
dB 1l
a vztah pro thly udavajici smér primek, podél kterych miri magnetické pole,

Us
VURE+UZ+ U2

» = atan2(Uz, Un) ,

6 = arccos

kde funkce atan2 predstavuje zobecnéni funkce arctg. Na zavér dosadime za napé-
ti U; z rovnic (R9)-(R4)), ¢imz dostaneme hledané vztahy

a5
dt

R
= g\/ls(lf + 124 12) — 14 (L1 + LIs + Is1y),

4Is — I, — I
18 ([12 + 122 + ]g) — 14 (11[2 + I>13 + 1311)
Y= atan2(412 —Is— 11,41 — I — 13) .

6 = arccos
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Uloha IIl.P ... néakladny hokej

Odhadnéte, kolik stoji kompletni zalednéni hokejového hristé.

Aby sme mohli vytvorit odhad ceny zaladnenia hokejového ihriska, musime najprv
zistit, ako je vlastne cely proces realizovany.

Hokejové ihrisko tvori niekolko vrstiev materidlov: ladovy povrch, vychladena
beténova doska, izolacia, zohriaty betén, pieskovy a Strkovy podklad a odvod vo-
dy, vid obréazok (zdroj@). Tladovy povrch je vytvdrany vo vrstvach. Tenkd vrstva
vody nanesend na vychladent beténovi dosku zamrzne takmer okamzite a vytvori
tak zéklad pre ladovi plochu, na ktory sa postupne nandsaji dalSie tenké vrstvy
vody. Casti prvych Tadovych vrstiev sa farbia pozadovanymi farbami, aby bolo
vytvorené ihrisko. Vychladend beténova doska spociatku zabezpecuje zamfzanie
nanasanych vodnych vrstiev a nésledne udrzuje ladovy povrch zamrznuty, a to
optimélne na teplote T = —4°C, ktort ovplyviiuje mnoho faktorov, ako napri-
klad okolita teplota v budove stadiénu, vonkajsia teplota a vlhkostt¥ Chladenie
je realizované chladiacim systémom zabudovanym v beténovej doske, ktory si po-
drobnejsie rozoberieme o chvilu. Vrstva izolacie a ohriateho beténu udrziava zem
pod ladom nezamrznuti, pretoze inak by mohlo déjst k expanzii a pripadnému
poskodeniu ihriska. Celd konstrukcia ihriska je polozend na podklade tvorenom
pieskom a Strkom, ktory obsahuje odvod vody.

Skating surface

s}
Ghi‘ﬂed concrete s\al

insulation

Heated conerete

sand and graveh pase

Ground water drain

Obr. 7: Prierez ladom a vrstvami podkladov hokejového ihriska

Samotné chladenie je realizované pomocou nepriameho chladiaceho sys‘cémuEE
Ten pouziva tekuty chladi¢ (zvy¢ajne amoniak), ktory absorbuje teplo zo sekundér-
nej tekutiny (zvycajne sland voda, pripadne etylén ¢i propylénglykol), ktora zase
absorbuje teplo zo zdroja. Slanad voda sa pouziva preto, lebo mrzne az pri teplote
nizsej ako je bod mrazu ¢istej vody na povrchu. Pri teplote nizsej ako 0°C moze

Shttps://tinyurl.com/ice-rinks-refrigeration
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voda stéle tiect cez potrubie, ale zaroven je dost studend na to, aby mohla zabez-
pecit zamrznutie vody na povrchu. V nepriamom chladiacom systéme st tri hlavné
komponenty: chladi¢, kompresor a kondenzator. Proces chladenia je prehladne zna-
zorneny na obrazku E (zdroj*?), preto ho tu nebudeme slovne popisovat.

Secondary - Primary
Refrigeration Side " Refrigeration Side

Ice Rink Condenser

HEATED AMMONIA (L1

HEATED AMMONIA (i

COOL AMMONIA (LcUTy

COOL BRINE y

Brine Pump Chiller Compressor

Obr. 8: Schéma nepriameho chladiaceho systému pouzitého na chladenie ladovej
plochy.

7 tohto popisu hokejového ihriska uz méame celkom dobri predstavu o tom,
ako funguje chladenie hokejového ihriska, a ¢o je na vytvorenie Tadovej plochy
potrebné. Podme sa teda postupne pozriet na jednotlivé ndklady s tym spojené.
Budeme pritom predpokladat, ze nestaviame hokejové ihrisko nanovo, ale uz mame
kipeny kompletny chladiaci systém.

Na zaladnenie ihriska budeme urcite potrebovat vodu, a to nie malé mnozstvo.
Na vytvorenie povrchu hokejového ihriska je potrebnych 45 — 57 tisic litrov vodé
pri¢om ladovd vrstva mé typicky hriabku medzi 0,75 az 1,5 palca (cca 1,9 — 3,8 cm)t
Hrubka vrstvy nemoze byt tensia, pretoze by sa korcula mohla Tadom prerezat az
k beténu. Nemoze byt ani hrubsia, pretoze by pre viacsie mnozstvo Tadu nemuselo
postacovat chladenie, a teda by sa lad na povrchu roztapal. Oficidlna hokejova
ladov4 _plocha by mala byt { = 200 ft (teda 60,96 m) dlha a w = 85 ft (¢ize 25,91 m)
sirokd™ Ak by bola vrstva ladu hrubd h = 2,9cm (priemer typickych hribok
uvedenych vyssie), a to na celej ploche ihriska, tak celkovy objem ladu na ihrisku
by bol

W &~ hlw = 46 m> ,

¢o je teda 46000 ¢ ladu. Ako je vSeobecne zname, hustota l’aduE p=917kgm™3
je mensia ako hustota vody p, = 1000kg-m~3. Tento objem ladu preto zodpovedd

16 https://tinyurl.com/ice-rinks-refrigeration
Thttp://science.unctv.org/content/scienceblog/ice-hockey
18 https://cs.wikipedia.org/wiki/Led
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vode s objemom
Ve = 2Ly = 42000¢.

Vidime, ze tdto hodnota je o nieco mensia ako minimalna hodnota, ktort sme
uviedli vyssie. Nesmieme zabtidat ani na straty sposobené napriklad vyparovanim
vody pocas procesu chladenia, kedze vyparovanie z povrchu prebieha v urcéitej miere
pri vsetkych teplotach kvapaliny. Uvazujme preto, Ze na vytvorenie pozadovanej
vrstvy ladu spotrebujeme Vi, = 45000 ¢ vody. Predpokladajme, ze nase hokejové
ihrisko zaladnujeme niekde v Prahe. Je ziaduce, aby lad na hokejovom ihrisku bol
Co najcCistejsi, kedze prave taky lad ma optimélne vlastnosti pre korculovanie®
Pouzijeme nan preto pitni vodu a budeme predpokladat, ze ma dostatocne dobré
vlastnosti a nemusime preto kupovat prostriedky na ¢istenie vody. Cena pitnej vody
v Prahe je v stcasnosti®d ¢, = 50,30 Ké-m 3. Cize za vodu, z ktorej vyrdbame Iad
celkovo zaplatime
S1=c¢, Vi, =2270K¢.

Druhé vec, ktora bude najviac prispievat do ceny zaladnenia ihriska je elektric-
ké energia spotrebovand chladiacim systémom. Uvazujme, Ze chladiaci systém ako
celok ma prikon= P = 106 kW. Nech vytvorenie ladovej plochy trvd=2 ¢t = 48 h. Za
tuto dobu chladiaci systém spotrebuje energiu

E = Pt =5088kWh.

Pozrime sa na to, ¢i naozaj bude tolkoto energie stacit na premenu studenej vody
na lad. Hmotnostné skupenské teplo tuhnutia Jadu je2d I, = 334kJ-kg™'. To je
o dva rddy viac ako energia prislichajica zmene teploty vody o 1°C, teda ak
uvazujeme zamfzanie vody s teplotou blizkou 0 °C. Pre odhad ndm stacéi uvazovat
iba teplo potrebné na zmenu skupenstva. To spocitame ako

Q=1Vep, =15GJ = 4170kWh.

Takéto mnozstvo tepla potrebujeme z vody odobrat, aby sme ihrisko zaladnili. Ak
by sme jednoducho predpokladali, ze chladiaci systém musi dostat na svoje fungo-
vanie aspon tolko elektrickej energie, kolko tepla musi odobrat vode, tak z nasich
vypoctov vyplyva, Ze tato energia bude postacovat. Samozrejme, situicia je ovela
komplikovanejsia. Zariadenia nemaji 100 %-n1d tc¢innost, ¢o vyplyva uz zo zakonov
termodynamiky, a tiez nesmieme zabtudat na roézne tepelné straty. V kazdom pripa-
de moézeme zhodnotit, ze nami ziskana energetickd spotreba chladiaceho systému
moze byt redlna. Teraz spocitajme. kolko nds bude tato energia stat. Uvazujme
priemernt cenu elektrickej energieg ce = 1,9K&KkWh ™. Potom za elektrinu spo-
trebovant pri zaladneni hokejového ihriska zaplatime

Se =cgE =9670Kc¢.

9http://science.unctv.org/content/scienceblog/ice-hockey
Zohttps://www.pvk.cz/vse-o-vode/cena—vodneho-a—stocneho/
2lhttp://tiny.cc/screw-chiller
22http://science.unctv.org/content/scienceblog/ice—hockey
23https://sk.wikipedia.org/wiki/Merné_skupenské_teplo_topenia
24https://www.usetreno.cz/energie-elektrina/cena-elektriny/
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Dokopy za vodu, ktorti nechdme premenif na lad a elektricka energiu, ktora sa
spotrebuje chladiacim systémom, zaplatime S = S; + S2 = 12000 K¢.

Sice uvazujeme, ze chladiaci obeh uz obsahuje vsSetky potrebné komponenty
a nie je potrebné ich preto nakupovat. Zo zaujimavosti si ale mézeme spocitat,
kolko by mohla stat sland voda pouzitd v_chladiacom obehu. Objem vody pouzity
na chladenie je asi Vo = 9 000 galénove® teda cca 34 000¢. Predpokladajme, ze
budeme opéat brat pévodne pitni vodu. Zaplatime za nu

S3 =cy Ve =1950K¢.

Na vyrobu slanej vody budeme eSte potrebovat sol, pricom mézeme pouzit NaCl
pre priemyselné tcely. Uvazujme, ze slany roztok bude ¢o najviac nasyteny, aby
mal ¢o najnizsiu teplotu tuhnutia. V tom pripade bude hmotnostnd koncentracia
soli vo vode™ k = 23,3 %, teda mus{ platit

mg
’
ms + Mme

kde ms je hmotnost soli a m. hmotnost vody v potrubi. Odtial si ipravami vyja-
drime hmotnost soli, ktortt budeme potrebovat a dostaneme
k k.
s =Me——r = Vepy— =1 kg .
m, m % p =% 0330kg
Nech kupujeme priemyselni NaCl za cenu@ cs = 6Rs-kg™! = 1,80 Ké-kg™!. Potom
za, sol zaplatime
Sy = csms = 18600 K¢.

Slana voda v chladiacom obehu by teda podla nasich odhadov stéla asi 20 500 K¢.
V porovnani s cenou spotrebovanej elektrickej energie na jedno zaladnenie a ta-
kisto ceny potrebnej vody vidime, ze keby sme mali nakupovat aj komponenty do
chladiaceho obehu, tak aj cena zaladnenia by znacne vzrastla.

Ak by sme naozaj chceli hokejové ihrisko zaladnit, potrebovali by sme na to
urcite aj nejakych odbornych pracovnikov, ktori by sa podielali na realizacii celé-
ho procesu. Tychto pracovnikov by sme, samozrejme, tiez museli vyplatif, ¢o by
zdvihlo cenu zaladnenia. Uvazujme, Ze tito technicki pracovnici maja v roku 2020
minimalnu mzdu® (nepodarilo sa ndm néjst Ziadne tdaje o tom, kolko v CR re-
dlne zardbaji) m = 87,30 K&-hod ™' Zamestndvatel musi eSte okrem tejto sum
za svojho zamestnanca odviest dalsich 34 % do zdravotnej a socidlnej poistovne
Uvazujme, ze pocas celej doby zaladnovania, si v kazdej chvili pritomni priemer-
ne n = 3 zamestnanci. Potom celkovo za jedno zaladnenie zaplati zamestnancom

Ss = 1,34mitn = 16 850 K¢ .

25https://www.rsi.edu/blog/hvacr/ice-hockey-rink-refrigeration/

26 https://en.wikipedia.org/wiki/Brine#Refrigerating_fluid

2"http://tiny.cc/sodium-chloride

28 https://www.kurzy.cz/kalkulacka/minimalni-mzda/

290ttps://www.migrace.com/cs/poradna/informace-pro-cizince/cizinci-ze-zemi-mimo-eu/
pracovni-pomer/zamestnani-mimo-eu-odvody
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Na zaver mozeme zhrnit, ze ak mame pripravené vsetko vybavenie na zaladne-
nie hokejového ihriska, tak zan zaplatime asi 12 000 K¢. Za odbornych pracovnikov,
ktori zaladnenie vykonaju, zaplatime dalsich 16 850 K¢. Celkovo teda bude jedno
zaladnenie stat odhadom 30000 K¢.

Uloha IlI.1 ... pedici

Pri peceni perniku se do tésta pridava jedla soda — hydrogenuhli¢itan sod-
ny (NaHCO3). Uvazujte, Ze se pri vyssi teploté rozlozi podle rovnice

2 NaHCO3 e Na2C03 + HQO + COQ

na uhlicitan sodny, oxid uhlicity a vodu. O kolik se diky bublinkam oxidu uhlicitého
a vodni pdry zvétsi objem buchty, kdyz do ni pridime 10g hydrogenuhli¢itanu
sodného? Pocitejte, ze oxid uhlicity a vodni para se chovaji jako idedlni plyny
a tésto v okoli bublinek tuhne pri teploté 200 °C a tlaku 1013 hPa.

7 rovnice je patrné, Ze pocet molu hydrogenuhli¢itanu sodného je roven pocétu
moll plynu (vodni pary a oxidu uhli¢itého). Pro uréen{ po¢tu mola plynu tedy
stac¢i pouze urcit pocet mola NaHCOs5, a to jako podil hmotnosti této latky a jeji
molarni hmotnosti
nh = ﬁh .

Molarni hmotnost hydrogenuhli¢itanu sodného ziskdme souc¢tem molarnich hmot-
nost{ jednotlivych atomu, z nichz se dand molekula skldda. Tyto tidaje nalezneme
napiiklad v periodické tabulce prvka a dostdvame

My = Mna + My + Mc + 3Mo = 84,02 g-mol ™" .
Objem plynu uré¢ime pomoci stavové rovnice idedlniho plynu
pV =nRT,

kde R = 8,31 J-K~"mol™" je moldrni plynové konstanta.
Pro hledany objem tedy dostdvame rovnici

nRT RTmy
V=—%"= .
P pMy
Po ¢iselném dosazeni vychazi objem plynu, o ktery se pernik pii peceni zvét-
§i, jako 4,62 litru. Tuto prili§ velkou hodnotu jsme dostali kvili pouziti netdplné
chemické reakce, unikani plynu z perniku pfi praskani bublinek, a do znacné miry
také kvuli idealizovanému modelu tuhnuti tésta kolem bublinek plynu.
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Uloha I11.2 ... bungee

Jirka s Katou si chtéji vyzkouset bungee-jumping. Na skok z vysky h = 100 m maji
dokonale pruzné lano o délce | = 40 m, které je kalibrované tak, ze kdyz s nim skoci
Kata o hmotnosti mx = 50kg, zastavi se ve vysce hk = 16 m nad zemi. Miize toto
lano bezpecné pouzit Jirka s hmotnosti my = 80 kg? Odpor vzduchu a vysku Kati
a Jirky zanedbejte.

V dloze nés zajima pouze pocatecni a findlni stav, bude tedy vyhodné pouzit vypo-
Cet pomoci energii. Konkrétné nas bude zajimat potencialni tihovd energie E4 a po-
bodé drédhy bude rychlost padu nulové, bude v téchto bodech nulové i kinetickéd
energie Ey. Pritom se ndm vyplati polozit nulovou hladinu £, do vysky h = 100 m,
nikoli do vysky nulové, jak by se mohlo zdat. Uvazme nyni ¢lovéka o hmotnosti m,
jenz se po seskoku s lanem ze zadani (o nezndmé tuhosti k) zastavi ve vysce ho
nad zemi. Jeho celkova energie se nebude ménit, a protoze ve vysce h nad terénem
jsou hodnoty vSech typu energie rovny nule, musi obecné platit

E,+E;+Ex=0. (33)
Ve vysce ho nad zemi je pak jeho tihova potencialni energie rovna
Eg=m(ho—h)g, (34)

a jak je vidét, pro ho < h bude tato energie zaporna. Energie pruznosti lana v této
vysce je pak
1
E :ka(h—ho—l)Q. (35)

Rovnice (@) vychdzi{ z obecného vztahu pro potencidlni energii pruziny F, =
= ky? /2, pficemz si musime uvédomit, Ze nez se lano za¢ne napinat, ulet{ padajici
clovék | metru, a vychylka y je proto o | mensi nez rozdil ho a h.

Zajima nas vyska nad _terénem, ve které se zastavi Jirka — oznacime ji hj.
Dosazenim rovnic (@) a (@) do rovnice (@) a uvdzenim skutecnosti, ze Jirkova
kineticka energie je ve vysce hj nulovd, dostaneme rovnici

1
mJ(hJ—h)g+§k(h—hJ—l)2:0. (36)

Roznésobenim zavorek prevedeme rovnici do tvaru normované kvadratické rovnice
s neznamou hj, tedy

1 1
5kh§+hJ (mJg—k(h—l))—thg+§k(h—l)2 =0. (37)

U této rovnice ndm bohuzel zddny trik nepomuze, vysledek proto budeme muset
zjistit pomoci diskriminantu. Jeho hodnota je

D = (myg — k(h —1))* 4 2kmyhg — k> (h — 1)* = mjg (m3g + 2kl) (38)
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a s pouzitim tohoto vysledku jiz hodnotu hj ziskdme jednoduse jako

k(h—=1)—myg+/msg(mjyg+ 2kl)
- .

th,z = (39)
Stale vsak nezndme tuhost lana k. Tu mizeme zjistit diky tomu, ze zndme vsSech-
ny ostatni tdaje (véetné hk) pro Kétin skok. Sestavime rovnici vychdzejici ze
vztahu (B@), do néjz pouze dosadime informace tykajici se Kéti, a vyjadiime k.
Dostaneme

= 2mucg (b= hic) hﬁ) ‘ (40)

(h—hk —1)

Po dosazeni do (@) nadm vyjdou dva razné vysledky, a to hy, = 84,16m a hjy, =
= —1,04 m. Prvni vysledek vychazi z toho, ze v nasem matematickém popisu pro-
blému je lano interpretovano jako dokonald pruzina nulové délky upevnénd ve
vysce h — [ nad zemi. V tomto pripadé tedy Jirka ,sedi na stlacené pruziné“, coz
vsak nedava z hlediska popisu seskoku smysl. Spravnym vysledkem je proto pou-
ze hj, = —1,04m, coz znamena, ze Jirka by se zastavil asi 1 m pod zemi. Pokud
tedy Jirka nechce, aby byl tento seskok jeho poslednim, mél by pouzit jiné lano
nez Kéta.

Uloha I11.3 ... bum-béc, bum-bac

Predstavme si, ze na geosynchronni obéznou drahu umistime velké mnozstvi sate-
litld. Shodou okolnosti dojde ke srazce, ktera se vymkne kontrole a vytvori tenkou
sférickou vrstvu homogenné posetou deseti miliony tlomki o primérné velikos-
ti x = 10 cm. Predpokladejte, Zze sméry rychlosti jednotlivych tilomkii jsou v tecné
roviné ke sfére orientované nahodné. Kolik ¢asu priimérné uplyne mezi dvéma
srazkami?

Podla zadania predpokladame, ze sa vsetky tlomky nachddzaji v tenkej vrstve.
Geosynchronna drdha je charakterizovand dobou obehu okolo Zeme a je rovna
jednému siderickému ditu T = 23" 56™ 4°. Polomer tejto sférickej vrstvy uréime
z rovnovahy dostredivej a odstredivej sily

GM 2 47[2
R? = w R:FR,
1
2\ 3
R:(G4MKZT) = 42164km.

Dalej potrebujeme uréit rychlost pohybu objektov. Td mame jednoducho ako drahu
za ¢as onR
v = T[T = 3,075 km-s™".

Pristipme k jadru tlohy. Stredny ¢as medzi zrazkou jedného konkrétneho telesa
s inym uré¢ime ako ¢as, za ktory je pravdepodobnost vyskytu iného telesa v poten-
cidlne koliznom objeme nasho telesa jednotkova. Vzhladom na ndhodné rozdelenie
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smerov rychlosti je vzajomnd rychlost stretu objektov v plriernereE u = 1/2v. N&§
kolizny objem konstruujeme pozdiz trajektérie nasho telesa ako ,,trubicu®, v ktorej
ak sa nachadza stred iného telesa, dojde k zrazke. Na rozdiel od rovnakych tvah
v pripade strednej volnej drdhy castice v idedlnom plyne, vzhladom na rovnaku
vysku vsetkych objektov riesime len 2D problém. Trubicu nahradi péas sirky x na
kazdu stranu od trajektorie telesa™= Za ¢as ¢ m4 teda kolizna plocha velkost A(t) =
= Qﬂajvt.

Uréime dalej plosni hustotu Castic na sfére p. Na ploche povrchu gule s polo-
merom R sa nachddza desat miliénov dlomkov

N N

P=8 7 ;R

Ak polozime ocakévany pocet Castic v koliznej ploche rovny jednej

V2Nzut

1l=pA=—"T"_—"—"—
P 2nR2

dostdvame stredny ¢as medzi zrazkami jedného konkrétneho telesa s inym telesom

. nR*  RT
V2Nzv V2Nz

Zadanie tlohy sa vsak pyta na stredni dobu medzi zrazkami Tubovolnych telies.
Tieto zrazky budu logicky N-krat castejsie, Cize Cas eSte musime predelit po¢tom
objektov. Ale este je tu jeden velmi délezity detail — takto sme zaratali kazdd
zrazku dvakrat, musime teda este Cas prendsobit dvomi.

_ 2RT
V2N2x

Zrazky medzi tymito objektami by boli teda velmi ¢asté. Z poctu tlomkov méoze-
me za predpokladu strednej hustoty priblizne 500 kg-m > (velkd Cast uvazovanej
velkosti tlomkov je prazdny priestor) odhadnit ich celkovid hmotnost, ktord sa
pohybuje len okolo 5000t. V skuto¢nom pripade budd mat tlomky rézne velkosti
a samozrejme, ze sa nebudil nachadzat len v tenkej vrstve. No uz aj nas idealizo-
vany pripad jasne ukazuje, aké ni¢ivé dosledky moze mat nekontrolovany pohyb
satelitov.

t =0,5s.

30

w = (Jvny +vnz|) = v <\/n1n1 + 2n1no +n2n2> = <\/1+2n1n2 + 1> =

=uoV/I4+2-0+1=+vV2v

31Na to, aby sa telesi zrazili, stadi, aby sa ich stredy nachéadzali vo vzdialenosti = od seba,
pricom na smere spojnice stredov nezdalezi.
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Uloha I11.4 ... vétrnikovy katapult

Maly mysak Joe se rad katapultuje z konce vrtule ventilatoru tak, ze se jednoduse
ve vhodnou dobu pusti a odleti. Kdy se ma pustit, aby doletél co nejdal? Vrtule
ma délku | a otaci se s uhlovou rychlosti w, pricemz rovina otaceni je kolma na
vodorovnou rovinu. Dodejme, Ze stred otdceni je ve vysce h nad zemi.

Zadéni tlohy se dé chiapat dvéma zpusoby — muzeme se zajimat o to, pti jakém thlu
mysék bud uleti nejvétsi vzdalenost nebo dopadne nejdal od sloupu ventildtoru.

Zaméfme se nejprve na prvni pripad. Vysku mysaka nad zemi v ¢ase vystreleni
spocitame jako soucet délky sloupu a vrtule

ho=h—lcosyp.

Uhel ¢ volime tak, Ze pii ¢ = 0 sméfuje vrtule orientovéna svisle dolti. Orientace
dhlu ¢ je pak standardni (proti sméru hodinovych ruciéek). Kladny smér osy z
volime doprava. Pfi zanedbani odporu vzduchu bude vektor rychlosti po pusténi

(’Ux> ( wlcos g )
v = = . )
Uy wlsing — gt

kde t je Cas od okamziku, ve kterém se mysdk pustil vrtule. Jako pocatek z-ové
osy je vyhodné zvolit bod, ve kterém se mysdk nachazel v ¢ase t = 0. Potom pro
jeho soutradnice dostaneme

A Vgl . wlt cos ¢
T \y/) ho—i—fotvy(t')dt' " \h—lcosp+uwltsing — 1gt> )’

kde y # vyt, jelikoz v, zavisi na Case. Je tedy tfeba integrovat, pfipadné z hodin
fyziky zndme vzddalenost urazenou volné padajicim télesem s = vot + %at2.
Pro ¢as dopadu plat{ y(t) = 0. Z této podminky vyplyvd

lwsinp + \/l2w2 sin? ¢ — 2g (Icos — h)
ti2(p) = ; :

coz jsou Feseni kvadratické rovnice. Kofen se zdpornym znaménkem vychdzi za-
porné, a proto neodpovida fyzikdlnimu reseni, takze déle budeme pracovat jen
s kladnym casem t;. Za tuto dobu mysék uleti vzdalenost x1, pro kterou plati

T1 = Ugt1 = wlti cosp.

Dle nutné podminky pro maximalni vzdalenost

dx

dp —
dostavame rovnici pro thel ¢, pro ktery bude uleténd vzdalenost nejvétsi

dz dt, dcos e
0= —==uwl|— t
g w <dg0 cosp + t1 dp > s
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coz po zderivovani a zjednoduseni vede na

12w?sin pcos @ + glsin g
\/Z%ﬂ sin? ¢ — 2g (Icos — h)

—sing (\/12w2 sin? o — 2g (Icos p — h) + lwsinnp) .

0 =cosyp +lwcosp | —

Tato rovnice nema analytické FeSeni pro ¢ = p(l,w, g, h) a musime se s timto vy-
sledkem spokojit. Jednu goniometrickou funkci mtizeme nahradit druhou pomoci
identity sin®z 4 cos®’z = 1, &mz ziskdme racionalni rovnici jen pro jednu pro-
ménnou, napiiklad sin ¢. Po rozndsobeni a umocnéni dostaneme polynom v této
proménné, ktery ale bude mit prilis vysoky stupen na to, aby byl feSitelny analy-
ticky (tj. vétsi nez 4).

Pro pfedstavu miizeme dosadit hodnoty pro néjaky zcela obycejny vétrnik.
Napifklad prol =1m, w=1s"", g =9,8m-s"? a h = 10m vyjde 6 kofenti pro ¢,
z nichz dva jsou realné. Nejvétsi vzdalenost dostaneme pro

Pmax = 3,08 = 176°.
Pusti-li se mysak pod timto tthlem, doleti do vzdalenosti
Tmax = VUzlmax = Wltmax COS Pmax = *1,50111,

kde zaporné znaménko je Cisté nase konvence sméru osy. VSimnéme si, ze vysel
priblizné ptimy thel, ktery odpovida témeér vodorovnému vektoru pocatecné rych-
losti. To je zpusobeno relativné malou thlovou rychlosti vzhledem k vysce stozaru.
Pro dosazeni maximalni vzdalenosti je potom vyhodné investovat vétsinu rychlosti
do z-ové slozky.

Druhy piipad vytesime tak, ze jako pocatek z-ové osy zvolime sloup ventildtoru.
Vztah pro souradnici mysdka po vypusténi v zavislosti na ¢ase proto prejde na

() = Isinp + vzt . Isin ¢ + wlt cos ¢
“\y)  \ho+ fot vy(t)dt' ] — \h—lcosp+wltsing — 2gt* ) -
Cas letu t; v z4vislosti na ¢ bude porad stejny, jenom se zméni poéatek souradni-
cového systému. Pro urceni hledaného tthlu znovu pouzijeme podminku

_dr dty dcos
O—dso—lcoscp—i—wl(dwcosnp—i—tl o ),

tentokrat s novym vztahem pro z-ovou soutadnici. Po zderivovani a zjednoduseni
dostaneme

glsin g + 1?w? sin p cos ¢
\/Qgh — 2gl cos ¢ + 12w? sin?

0=cosy |g+w + lwcos -

—wsingp (\/Zgh — 2gl cos ¢ + 12w? sin? ¢ + lwsin np) .
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L
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el

g—1

Obr. 9: Zavislost ¢; na w.

Roznasobeni vede na kubickou rovnici pro cos ¢ ve tvaru
(g2 + 202w + 2ghw2) lcos® ©— ((g2 +20%w* + 2ghw2) h — 2gl2w2) cos? ©—
- <l2w2 + 4gh) lw? cos ¢ + hi*w* + 2gh*w® = 0.
Ta muze mit obecné az tii kofeny. V tomto ptipadé mame stésti, nebot jeden kotfen
muzeme odhadnout, ¢imz rovnici rozlozime na linedrni a kvadraticky ¢len
(cosgp — %) ((92 + 20" + Zgth) cos? ©+ leo.z2 cos ¢ — (12w2 + 29h) w2) =0.

Pro kazdy rozumny ventilator lze predpokladat h > [ ¢ili tomuto kofenu neod-
povida zadny redlny thel ¢. Pokud by odpovidal, nejspis by se stejné jednalo
o minimum. Protoze funkce cos neni prosta, dostaneme ze zbyvajicich dvou kofent
CtyTi feseni

A — glw? A — glw?
1 = arccos ———, P4 = —arccos ———,
= arccos —A- gl gh” = —arccos —A- gl gl”
P2 = B ) P3= B )

kde

A= \/g2l2w4 + w? (g% + 212wt + 2ghw?) (1Pw? + 2gh) ,
B = 92 + 21%0* + 29hw2 .
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Obr. 10: Zavislost |z;| na w.

Toto jsou body podezrelé z extrému. Muze se jednat o lokalni extrémy, inflexni
body, nebo o Gplné normani body (pfi odvozovani kubické rovnice jsme délali ne-
ekvivalentni tpravy, napiiklad umoctiovdn{). Pro jistotu bychom mohli vySettit
druhé derivace, ale to by bylo zbytecné pracné a nejspis by ndm stejné nevyslo nic
konkrétniho. Déle proto budeme postupovat tak, ze pro jednotlivé thly ¢; spoci-
tame vzdalenosti x; a z nich vybereme tu nejvétsi. Uvédomme si, Ze souradnice x
miuze byt jak kladnd, tak zdpornd, takze nds ve skutecnoti zajima veli¢ina |z|.

Nejdrive jesté ovérme, zda maji vysledné uhly fyzikalni smysl. Vyrazy v argu-
mentu arccos jsou vzdy v absolutni hodnoté mensi nez 1, coz je v poradku, jinak
by nespadaly do defi¢niho oboru funkce arccos. Ta je prosté a klesajici s hodno-
tami <rc, %> pro interval (—1,0) a s hodnotami (g,O> pro interval (0, 1). Ozna¢me
si kvadranty 1 az 4, kde prvni prislusi ¢ € (O, %), druhy ¢ € (%,n) atd. Z ne-
rovnosti A > glw®> > 0 a B > 0 je patrné, ze thel ¢; bude vidy v kvadrantu 1,
zatimco 2 bude v kvadrantu 2.

Jelikoz w3 = —p2 a pa = —p1, budou vzdy v kvadrantech 3 resp. 4. Intuice
nam napovida, ze thel ¢4 by nikdy nemél byt ten, pro ktery mysdk doleti nejdal.
Zkusme si tedy podobné jako v prvni ¢asti vypocitat tthly a vzdélenosti pro ruz-
né hodnoty parametria. Protoze ale tentokrat mame analytické feSeni, muzeme je
pocitat napriklad jako funkce parametru w. Ostatni hodnoty si znovu zvolime [ =
=1m, g=9,8ms"2 h=10m.

Vysledné vzdalenosti jsme zobazili v grafu na obrazku @ Jak je vidét, nase
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intuice byla spravna. Vzdalenost x4 neni nikdy maximalni. Vzdélenost 1 je oproti
tomu vzdy maximalni. Pro malé rychlosti otdceni je dalsi maximalni vzdalenost 3,
ale kdyz se ihlova rychlost zvétsuje, tak se postupné stane maximalni vzdalenos-
ti x2. Také je velice zajimavé, ze vzdy existuji dvé stejné velkd maxima, jedno
odpovidajici letu_doprava (z1) a jedno doleva (z2 nebo z3). Odpovidajici uhly ¢;
jsou na obrazku {d.

Uloha II1.5 ... paSovani ve vesmiru

Dvé vesmirné lodé leti v jedné primce proti sobé. Jejich pocatecni vzdalenost je d.
Prvni se pohybuje rychlosti v, druhd vs (ve stejné vztazné soustavé). Prvoi dokdze
vyvinout maximdln{ zrychleni a1, druhd a2 (obé v libovolném sméru). Posddky lod{
si chtéji predat néjaké ,,zbozi“, ale k tomu potrebuji, aby se lodé potkaly ve stejny
cas na stejném misté a pritom mély stejnou rychlost. Za jaky nejmensi cas je toho
mozné dosahnout? Relativistické jevy neuvazujte.

Ptejdeme do souradnic s po¢atkem v jedné z vesmirnych lodi. Potom muzeme ozna-
Cit jejich vzdalenost x, vzajemnou rychlost v a maximalni vzajemné zrychleni, které
jsou schopné vyvinout, a = a1 + az. Na zacdtku mame obecné xr = xo = 1 — =2
a v = 1wy = v1 — vz a chceme co nejrychleji docilit stavu, kdy bude platit x = 0
av=0.

Situaci si muzeme predstavit jako graf, kde na vodorovnou osu vynasime x a na
svislou osu vyndsime v, viz obrézek [L1]. Jsme-li v bodé (z, v), znamen4 to, ze lodé
jsou od sebe vzdalené x a maji vzajemnou rychlost v. Tento graf je zndzornénim
fazového prostoru, neboli prostoru vsech moznych fyzikalnich stavi systému. Nés
zajima, jakou trajektorii v grafu mame zvolit, abychom se co nejrychleji dostali do
pocatku.

P1i pohybu v grafu plati, ze nad osou z je v > 0, tedy se pohybujeme doprava
(ve sméru rostouciho z), pod osou x se pohybujeme doleva.

Do levého horniho kvadrantu grafu si mizeme nakreslit parabolu danou rovnici
v =1+—-2ax.

Ta odpovida pohybu s maximalnim moznym zpomalenim —a. Tato parabola nam
horni polovinu rozdéluje na dvé ¢asti — ze vSech bodu nalevo od paraboly se doka-
zeme dostat do pocatku, aniz bychom pritom opustili levy horni kvadrant. Pokud
se vSak nachdzime napravo od paraboly (naptiklad v bodé A na obrdzku), nedo-
kézeme zabrzdit véas, takze osu x protneme v néjakém bodé x1 > 0, odkud se pak
uz pres pravy spodni kvadrant dostaneme do pocatku.

Rozmysleme si, ze to vzdy pujde, protoze v dolni poloviné grafu je situace
bodové obracend vzhledem k pocatku. Rovnice délici paraboly tam mé tvar

v=—V2ax.
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Plati dvé tvrzeni. Zaprvé, ¢im vice budeme zpomalovat, tim diive dosdhneme
vzdélenosti z1 (a tim bude i mens{). Zadruhé, ¢im bude z; mensi, tim rychleji se
poté pfesuneme z bodu z1 do stfedu (protoze potom se jednd jen o pohyb po dréze
dlouhé 1 s nulovou poc¢atecni i kone¢nou rychlosti).

A

T~ (wm’UO):‘\

\sS

Obr. 11: Nékres situace. VSechny paraboly maji vrchol na ose x a jsou stejné
zakrivené. Délici paraboly jsou ¢arkované, ¢ary se Sipkami odpovidaji
nejrychlejsim trajektoriim do pocatku.

Kombinaci obou tvrzeni dostaneme, Ze pokud se na zac¢atku nachazime napravo
od horni paraboly, nejkratsiho casu dosdhneme tehdy, kdyz se budeme celou dobu
pohybovat s maximéalni velikosti zrychleni. Presnéji feceno, do bodu x1 a pak dal
do poloviny vzdalenosti mezi nulou a z; to bude —a a potom to bude a. Pohybu
do z1 odpovidaji rovnice

Vo

t1 = —,

a
1 2 U(Q)
x1fxo=votlf§at1:%,

g
r1 =xo+ —.
2a

Druhé ¢éast je uz jen pohyb s nulovou pocatec¢ni i koncovou rychlosti pres vzdale-
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nost x1, ziejmé plati

Mame vysledek
vo + /203 + daxg
o .

t=1 +t2=

To bylo samoziejmé feSeni jen pro prvni ¢ast prikladu, ve které jsme na zacatku
v horni ¢asti napravo od délici paraboly. Jak jsme zminili vyse, pokud bychom
zpoCatku byli nalevo (napiiklad v bodé B na obrézku), dokdzeme se do pocétku
soufadnicové soustavy dostat pfimo (bez zmény znaménka rychlosti). Pritom se
samoziejmé chceme celou dobu pohybovat s co nejvétsi rychlosti, aby byl vysledny
¢as co nejmensi.

Resenim je opét pohyb s extremalnim zrychlenim — nejdiive to bude a, a to az
do bodu, ve kterém protneme délici parabolu. Poté zménime zrychleni na —a a po
parabole se dostaneme az do pocéatku. Ozna¢me vzdéalenost, ve které protneme
délici parabolu, jako z3. Dostavame

v3

2a’
v3 = vo + ats,

r3 =

1
T3 — To = vots + §Gt§ )

coz vede na

t3)? 1
_M — 20 = vot3 + ,at§7
2a 2

2a2t§ + 4vgats + 2axo + 1)3 =0,
—2vg £ 1/2v% — daxo

t3 = )
3 2a

kde smysl ma samoziejmé kladny cas, tedy kofen s +. Déle se uz jen pohybujeme
po znamé parabole, takze hledany cas, za ktery z vs zpomalime na nulu, je

U3 Vo
ty = — = — +13,
a a

fesenim druhé casti tedy je

—vo + 1/2v% — daxo

t=t3+t4:@+2t3=
a a

Shodou okolnosti jsme dostali vizudlné podobny vysledek jako predtim, ¢imz
mame vse vyreseno. Pro pordadek dodejme, ze jsme celou dobu mlcky predpokladali,
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ze se na zacatku nachazime v horni poloviné grafu. Pokud by tomu tak nebylo, staci
vyuzit stfedové symetrie grafu a provést zdménu soufadnic (xo, vo) — (0, v0),
kde z(, = —z0 a vy = —vo. V novych proménnjch uz budeme v horni é4sti grafu
a budou pro né platit vyse odvozené rovnice.

Zbyva jen dosadit hodnoty ze zadani. Bez Gjmy na obecnosti mtuzeme predpo-
klddat, ze 1 < z2 (v opaéném piipadé bychom pouze prohodili rychlosti). Potom
plati zop = —d a pocéatecni poloha lezi v levé poloviné grafu. Rozmyslime si, ze
mohou nastat dva ptipady

- 2(v1 —v2)’ —4
N T S T

a

_(Ul_v2)+\/2(v1_v2)2+4(a1+a2)d.

v — vy < 2(a1+a2)d = t=

Na zavér dodejme, ze existuje i mnohem jednodussi reseni. Konkrétné stacilo
vzit vysledek tlohy IIL.5 z 32. ro¢niku a vyjadrit z néj minimalni ¢as. Z toho
plyne, Ze ptame-li se na to, jak nejrychleji prekondme danou vzdélenost, mozné
jen chceme zjistit, kam nejdal se mizeme za dany cas dostat. Na tom, ze se jedna
o vzdélenost ve fazovém prostoru souradnic a rychlosti, vlastné viibec nezalezi.

Uloha IIl.LP ... vinity elektromagnetizmus

Co kdyby prirodni zakony nebyly v celém vesmiru stejné? Co kdyby se néjak
meénily s polohou? Zamérme se na elektromagnetickou interakci. Jak minimalné by
se konstanta v Coulombové zdakonu musela ménit se vzdalenosti, abychom to mohli
pozorovat? Jak bychom to pozorovali?

Prvym krokom rieSenia je rozmyslief si, o sa mé vlastne podla zadania diat.
Coulombov zdkon ma tvar

q1q2 1 qge
F =k =
r2 4reg 12

budeme  preto  uvazovat priestorovi  zmenu hodnoty  permitivity
vékua g0 = 8,854 - 1072 F-m~!. Ostatné fyzikdlne konstanty a vlastnosti elemen-
tarnych cCastic sa v nasej ivahe nebudi menit. Tu vSak nastdva mensi problém.
Takychto konstant je totiz viac a st medzi sebou Ciastoéne previazané. Napriklad
pre rychlost svetla vo vakuu ¢ plati

1
ogo

kde po je permitivita vakua. Ako fundamentélnejSiu konstantu, ktora sa nebude
menit, budeme uvazovat rychlost svetla. So zmenou permitivity sa teda bude ne-
priamotimerne menit aj permeabilita vikua. DalSou pouzivanou konstantou je tzv.
impedancia vikua

Cc =

1 .
Zo = @:—:37797
€0 CeQ
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ktora sa teda bude menif tiez nepriamotimerne permitivite. Na dalsi problém na-
razime v kvantovej fyzike, a to v pripade konstanty jemnej struktiary
— 62 = 1
“= 2hcey 137
kde e je elementarny naboj a h je Planckova konstanta, ktoré uvazujeme nemenné.
Vidime teda, ze aj konstanta jemnej struktiry bude nepriamotimerné permitivite
vékua.

Atomarne spektra

ZacCnime so samotnym riesenim tlohy. Zmenu elektrickej permitivy mézeme chapat
najmé ako zmenu sily elektrickej interakcie. Ako prvé sa pozrime na elektrostatické
posobenie medzi elektrénmi a jadrom v atémoch. Specidlne pre atém vodika mame
znédme energetické hladiny od hlavného kvantového cisla n
gL €1 me 1

"7 4meg2apn?  8h2e2n?’
kde ap je Bohrov polomer, ktory sa s hodnotou permitivity meni, preto po preve-
deni do konstantnych veli¢in obsahujicich nemennid hmotnost elektronu me vidime
skutocnt zavislost energetickych hladin na permitivite £ o< g 2. S0 zmenou permi-
tivity vakua by sa zmenili energie a teda aj vlnové diiky (resp. frekvencie) foténov
odpovedajicim preskokom medzi hladinami. D4 sa ocakédvat, Zze tato zmena bude
rovnakd pre vSetky ostatné atémy, F o gy 2. Toto je pomerne neprijemné, ked-
ze sa jednd o celkovi relativnu zmenu vsetkych energii. Takito zmenu totiz lahko
prehliadneme ako chybu kalibracie (v meraniach na Zemi), ¢i ako Dopplerov posun
(v meraniach vo vesmire), ak budeme energie merat standardne spektroskopicky.
Tento jav vsak poskytuje moznost inému experimentu. Atém, ktory deexcitaciou
uvolni fotén totiz nemusi byt schopny absorbovat atém rovnakého prvku v inom
bode priestoru (vo¢i prvému v pokoji).

V spektrach sa vSak budua vyskytovat isté odchylky od jednoduchej relativnej
zmeny. Presnejsim popisom by sme sa mohli dopracovat pre atém vodika k hladi-
nam s tzv. jemnou struktirou zavislou aj na dalSom kvantovom ¢éisle j - celkovom
momente hybnosti elektréonu

o? n 3
Ein=FE,|1+— - = .
Js ( +n2 J+% 1

V spektrach tak vznikd maly posun polohy ciar a ich rozstiepenie. Napriklad hla-
dina pre n = 2 sa rozstiepi na dve pre j = 1/2 a pre j = 3/2. Preto dochddza
aj k rozstiepeniu prislusnej spektrilnej ¢iary Lyman-a zodpovedajicej prechodu
do zdkladného stavu. Ak sa budeme zaujimat o relativnu velkost tohto rozstie-
penia voci energii prechodu, tak ziskame dobre meratelnt veli¢inu nadobidajicu
hodnotu

2 2
w — Es20— E122 . B o «a

N Eij22—FE1/21 T EBy—E 4 127

32Ide o kvantovomechanické zlozenie spinu s a orbitdlneho momentu hybnosti [ a nadobuda
kladné hodnoty, ktoré st od [ vzdialené o 1/2.
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Vidime teda, Ze energeticky zodpovedd jednému velkému prechodu asi 225000
jemnych prechodov. Toto &islo zavisi na « a teda aj na o, kedze w < a? o 552
a sme ho tak schopni pomerne bezproblémovo zmeraf.

Sirenie svetla

Vzhladom na to, ze svetlo je elektromagnetické vlnenie by sme mohli ocakavat
zmenu v sposobe jeho Sirenia. Pozrime sa preto na situdciu pre rovinnd vlnu na
rovinnom rozhrani medzi dvoma prostrediami s réznou hodnotou permitivity. Na
takomto rozhrani musi vlnenie spojite navézovat, podobne ako v pripade rozhrania
prostredi s réznym indexom lomu. Z platnosti podmienky v kazdom ¢ase dostavame
nemennost frekvencie Ziarenia. Dalej, kedZe je rychlost $irenia v oboch prostredi-
ach rovnaké, musia mat rovnaku velkost vinové diiky, a teda aj vinové vektory.
Z platnosti podmienky na celej rovine rozhrania mame, ze ziarenie bud prejde
cez rozhranie priamo, alebo sa odrazi podla zdkona odrazu. To, aké cast Ziarenia
sa odrazi, urcuju Fresnelove vzorce, ktoré maji vo vseobecnej podobe pre podiel
komplexnych amplitid viny tvar

75 cos 0y — Z1 cos 0y

Zocosb; + Z1 cosb,’
Zo cos by, — Z1 cos b;

" Zycosb; + Zicosb;

s =

Tp =

pre s, resp. p polarizované svetlo, 6; je uhol dopadu, 6; uhol lomu a Z je impedancia
jednotlivych prostredi. V nasom pripade je uhol dopadu rovnaky ako uhol lomu
a po zjednoduseni tak dostédvame

_Za— 7
P o+ 7y
rp = —Ts.

Zaporné znamienko vo vyslednom koeficiente znamend zmenu fizy na opacnd.
Vidime teda, ze sa paprsok $iri cez rozhranie priamo a bez ohladu na uhol dopadu
a polariziciu ziarenia sa od rozhrania ¢ast dopadajicej viny odrazi, na rozdiel od
pripadu v standardnej optike. V pripade komplexnejsieho rozdelenia permitivity
v priestore by sme teda mohli dostat dokonca zaujimavé interferencné javy. Priame
pozorovanie tohto javu ale pravdepodobne nie je jednoduché.

Meranie

Vrafme sa na chvilu k atému vodika. Zmena energii hlavnych hladin F o g, 2 totiz
posobi zmenu frekvencie zodpovedajiceho prechodu f o« E 80_2. Pre prechod
medzi jemnymi podhladinami mézeme vidiet zmenu frekvencie f oc E,a? €y 4,
Sekunda je definovand pomocou prechodu hyperjemnej Struktiry cézia, ktorej zme-
na a samotny povod si komplikovanejsie. Vidime teda, Ze po zmene permitivity
pouzitim kmitov réznych ststav dostaneme casy beziace réznou rychlostou. Ten-
to jav by mohol byt meratelny vyuzitim atémovych hodin beziacich na réznych
typoch prechodov.
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Okrem merania ¢asu sa skomplikuje aj meranie dizky. Zmena sily elektrickej
interakcie zmeni hodnotu Bohrovho polomeru atému vodika
€oh2

ap = > X € .
TMee€

Podobne sa teda zmenia aj polomery ostatnych orbitdlov. Celkovo tak dojde k zme-
ne velkosti atémov a v pripade medziatémovych vézieb aj velkosti molekul, ¢i vz-
dialenosti atémov v krystaloch. D4 sa teda predpokladat, Ze nase pravitka (¢i iné
fyzické etalény merani diiky) budi mat na réznych miestach priestoru réznu diz-
ku. Tdto zmenu by sme vzhladom na nemennost rychlosti svetla mohli zmerat.
Fyzicka realizaciu tohto experimentu vsak komplikuje meranie uz spomenutého
¢asu. Mohlo by ndm napadnut skusit merat dizku interferometricky a pozorovat
posun interferenénych pruzkov. Pre vinova dizku svetla plati A x E~1 o €2 a ked-
7e by sa dlzka ty¢e menila tmerne atémovému polomeru !  ap €0, tak by sme
pozorovali zmenu.

Vzhladom na uvedené zmeny meradiel jednoduchych veli¢in mézeme len skon-
Statovat, Zze s meranim inych veli¢in budu len dalsie problémy. Ak by sme napriklad
chceli zmerat permeabilitu vikua pomocou rovnobeznych vodicov, musime uvazo-
vat meranie dizky vodi¢ov, meranie sily, ktoré obsahuje v jednotkdch aj cas aj
priestor a meranie elektrického prudu. V pripade, ak priad meriame analégovo,
méme opét problém s dizkou a ¢asom. V pripade, Ze je meranie digitdlne sa ani
neodvazujeme skiimat zmeny stuvisiace s mechanizmom merania.

Experiment na zaver

Pokiisme sa detekovat zmenu elektrickej permitivity priamo ako zmenu sily med-
zi dvomi nabojmi. Majme dve nabité telesd v pokoji vo vzdialenosti r od seba.
N&boj aj hmotnost tychto telies st dané ich zloZzenim, menit sa teda rovnako ako
elementarny ndboj a hmotnosti elementarnych castic nebudu. Silu medzi ndbojmi
nebudeme merat priamo, ale pozrieme sa na vzajomné zrychlenie v okamihu uvol-
nenia nabojov. Vietky vzdialenosti budeme merat pomocou vlnovej dizky svetla
zodpovedajiucej prechodu hlavnej struktiry, pomocou ktorého budeme merat aj
cas. Vysledni namerani hodnotu permitivity e, dostdvame zo vztahu
q1q2 q142

Em = =0
4nFr?2  4mwmar?’

Pri zmene permitivity sa meni hodnota faktoru ar?. Vzhladom na sp6sob merania
sta¢f uréit jednotky tohto sté¢inu m?>-s~2. Namerant hodnotu teda dostaneme ako

—1 2
Em X x fThoxeg.

1
223
Vidime teda, ze namerat zmenu sa nam pouzitim dostatocne presného merania
podari, no namerand hodnota nezodpoveda skutoc¢nej hodnote permitivity.
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Uloha IV.1 ... dv& kapky

Od vodovodniho kohoutku se tésné za sebou odtrhnou dvé kapky a zacnou pa-
dat dolii. Jak se bude jejich vzajemnd vzdalenost ménit v case? Odpor vzduchu
zanedbejte.

Bonus Odpor vzduchu zapocitejte, odhadnéte potrebné parametry a urcete vzda-
lenost kapek po dlouhé dobé.

Pro jednoduchost predpoklddejme, ze kapky jsou stejné velké koule. Stejnd velikost
plyne z toho, ze velikost kapky je ddna zejména tvarem mista, odkud se odtrhava,
a hodnotou povrchového napéti kapaliny, z niz je tvorena. Obé veli¢iny jsou u obou
kapek stejné a jejich polomér r tak bude také stejny?E To, ze kapky padaji ve tvaru
velmi blizkém kouli, se d4 pozorovat na zpomalenych zdznamech rychlobéznych
kamert

Obé kapky padaji v homogennim tihovém poli se zrychlenim g. Uvazujeme, zZe
kapky jsou v okamziku odtrzeni v klidu a od té chvile padaji rovnomérné zrychle-
nym pohybem

h = % gif2 ,

kde h je hloubka, ve které se kapka nachdzi v ase t po odtrzeni.

Zacnéme mérit cas t od chvile, kdy se uvolni druhd kapka a prvni kapka je
0 ho nize. Kapky by se nemély dotykat, tedy ho > 2r, kde r je polomér kapky.
Pokud bychom uvazovali vzdalenost ho = 2r, pak by se kapky kvili povrchovému
napéti slily. Ve skutecnosti trva néjakou dobu nez se druhé kapka zformuje, coz
znamena, ze pocatecni vzdalenost bude skutecné vyssi. Pro vzdalenost tézist kapek
v zavislosti na ¢asu plati

2
1 2 2 1 [ 2ho 2
Ah:hl—h2:§g(t1—t2):§ <t2+ g) —t2 =

1 [ 2h, 2h,
:ig <2t2 go+go> :tQ\/Qgho+h(),

kde jsme ciselnym indexem oznacili veliciny odpovidajici jednotlivym kapkam.
Doba, kterou padd druhéd kapka je ale shodnd s dobou, kterou chceme mérit.
Kdyz jesté odecteme z predchoziho vysledku rozméry kapek, abychom dostali jejich
vzdélenost, vidime, Ze se zvysuje s rostoucim casem linearné dle vztahu

D =t+\/2gho + ho — 2r.

33Pokud se na dany problém podivame detailné, muzeme zjistit, ze se za velkou kapkou, kvili
kmitédni povrchu vody, utrhne jesté dalsi mensi kapka. To mtuzeme pozorovat napriklad na videu
attps://youtu.be/c4MUTij8f61. Zajimejme se pouze o ,velké“ kapky, které by mély byt prakticky
stejné velké.

34Jak ve videu z minulé poznamky, tak i na dalsim https://youtu.be/1LYhkU6tMAE.
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Bonus
Pro pouziti standardnich vzorcu pro odporovou silu je potreba, aby vzdélenost
kapek mezi sebou byla dostatec¢né vysoka. Vzorce zpravidla pfedpokladaji, ze okolni
odporové prostredi je v klidu a pfedmét pohybujici se skrz néj nuti okolni latku
k obtékani. V realité pruchod prvniho télesa tekutinou zpusobi, Ze se tekutina
rozpohybuje a obvykle je pro druhy predmét o néco jednodussi pohybovat se timto
prostiedim, tedy je mu kladen mensi odpor (odporova sila). Toho vyuzivaji hejna
hus i cyklisti. Efekt se da v silnéjsi formé ukazat na experimentu s pirkem a knihou.
Zkuste upustit nejdiive samotnou knihu a pak samotné pirko a sledujte, jak rychle
padaji tyto predméty k zemi zvlast. Zkuste pak polozit pirko na knihu a upustte je
soucasné. Pokud pirko nesfoukne boéni poryv vétru, pak spadnou na zem spolec¢né.

Nyni bychom méli zvazit, ktery odporovy vztah pouzit. Prvni variantou je
Stokesuv vzorec

Fs = 6mnro,

kde 1 je dynamicka viskozita charakterizujici vnitfni tfeni tekutiny a v rychlost
télesa. Stokestv vzorec funguje pro koule, které jsou laminarné obtékané tekutinou.
Jinak fecCeno, rychlost pohybu tekutiny okolo kapky by musela byt takova, aby
nevznikaly viry, coz plati pro malé rychlosti.

Alternativou je Newtonuv vztah

Ny = %C’Spv2 ,

kde p je hustota tekutiny, C' je bezrozmérny soucinitel odporu, ktery zavisi na
tvaru télesa, a S je pricny prurez télesa. Ten funguje dobfe pro vyssi rychlosti,
kde nastava turbulentni proudéni. Ma ovsem také limity — pfi dalsim zvySovanim
rychlosti, typicky pro ty blizké rychlosti zvuku v daném prostfedi, odpor zacne
rust jesté prudceji nez s kvadratem rychlosti. Po prekroceni rychlosti zvuku pak
odpor v néjaké oblasti rychlosti klesd, nez opét zacne rust. Tento ,detail“ se nas
ale netyka, protoze kapka se na takovou rychlost neurychli.

Urceme, na jakych maximalnich rychlostech by se ustélila kapka o poloméru r =
= 1,0 mm, pokud by se pohybovala podle jednotlivych vztahii. Pii ustaleni rychlosti
se vyrovna odporova sila s tthovou F, = mg. Dosazovat budeme parametry n =
=1,8-10"°Pa-s, p = 1,29 kg-m ™3, C' = 0,50 a hustotu kapky px = 1,00-10% kg-m—>.
Pro hmotnost pouzijeme vztah m = pxV, kde V = 47[7"3/3 je objem koule a S = nr?
jejl prurez.

4
Fs=F, = 6mros= gm“?’pkg,

vy = ——— = ~ 120m-s” ",
9
1 2 4 3
INn=F, = §CSva = 3mpKg
UN = 83951;: ~6ms '.
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Jak ale odhadnout, ktery vzorec by mél byt vhodnéjsi? To mizeme rozlisit napti-
klad s pomoci vypoctu Reynoldsova ¢isla. Pro kouli pohybujici vazkou tekutinou
je
. 2rvpx

—

Zkusime-li dosadit niz$f z rychlosti vn, dostdvame fddové 7 - 10° a pro vg by hod-
nota Reynoldsova ¢isla byla jesté vyssi. To odpovid4 silné turbulentnimu pohybu.
Hranice lamindrniho a turbulentniho proudéni neni iplné jasné definované — avsak
hodnoty ve stovkach tisic jednoznacné ukazuji na turbulentni. Proto je zfejmé
vhodnéjsi vyuzit Newtonuv vztah pro kapky s podobnym rozmérem.

Celkové je odpovédi na bonus pro tuto jednoduchou tlohu, ze nejprve se obé
kapky budou urychlovat se zrychlenim prakticky stejnym jako je tthové. Tim, jak
poroste jejich rychlost, se bude odporova sila zvySovat. Tim bude zrychleni klesat.
Rychlost kapky se bude stale zvySovat a postupné se blizit terminalni rychlosti vx.
Vhodnost vyuziti odporového vzorce pro turbulentni proudéni jsme si potvrdili
vypoctem Reynoldsova ¢isla. Po delsim case bude vzdalenost mezi kapkami, kte-

Re

rychlosti a rozdilu ¢asu startu obou kapek, tedy

[ 8gpxT
D= _ — .
= UN (t1 tz) =t C

Proc¢ takto snadno? Protoze prubéh padu probihal u obou kapek stejné, byl pouze
posunuty v ¢ase. Necht po néjaké dostateéné dlouhé dobé (takové, aby se uz kapky
pohybovaly termindlnimi rychlostmi) prolet{ prvni kapka bodem h. Druhd jim
zfejmeé proleti o to pozdéji. Jelikoz se prvni pohybuje termindlni rychlosti, urazi za
tuto dobu vzdalenost vnto.

Co jsme neuvazovali a jak by bylo mozné zpracovani déle vylepsit? Zanedbali
jsme vztlakovou silu ptsobici na kapky, ale ta je zhruba 800x mensi, nez je ti-
hova. Tise jsme predpoklddali, ze kapky padaji z velké vysky a nedopadnou na
zem a béhem padu se nijak nebudou ménit. To nemusi byt pravda, protoze padem
v suchém vzduchu se bude kapka odparovat, naopak pri pddu v mlze by se jeji
hmotnost a polomér mohly zvysovat. Soucasné ale padaji v konstantnich podmin-
kéach — konstantni tihové zrychleni, hustota vzduchu a dalsi parametry, coz by pro
velice dlouhy pad neplatilo. Déle bychom se mohli vice vénovat kapkam s ruznymi
poloméry. V tom pripadé bychom zjistili, ze pokud bychom vypustili malou kapku
a nasledné kapku vétsi, druhd by méla tendenci tu prvni ,dohnat“ a pravdépodob-
né by se slily. Mohli bychom numericky ¢i analyticky vypocitat vzdalenost kapek
v kazdém case. Pro dvé velice rychle za sebou padajici kapky by pak mohlo byt
zajimavé numericky simulovat pohyb vzduchu kolem nich v pribéhu jejich padu.
Ale to jsou komplikovanéjsi problémy za hranici bonusu jednoduché tlohy.

35Viz napf. Wikipedia — Reynolds number Object in a fluid Sphere in a fluid https:
//en.wikipedia.org/wiki/Reynolds_number#Sphere_in_a_fluid.
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Uloha IV.2 ... pruzinek neni nikdy dost

Jakou prdci vykondme pri zkrouceni pruziny z rovnovazné polohy o tithel a = 60°,
pokud pruzinu ve zkrouceném stavu udrzujeme momentem sily M = 1,0N-m?

Postup je analogicky ako pre obvyklé natahovanie pruziny. Staci len zamenit niek-
toré veli¢iny v zndmych vztahoch. Pracu ur¢ime ako

W:%Doﬁ,

kde D je direkény moment (akdsi tuhost v torzii) a a je uhlova vychylka. Namiesto
sily pre linedrne natiahnutie pruziny mame pre skrut moment sily

M = Da.

Vyjadrenim direkéného momentu a dosadenim dostdvame pre pracu
1
W = §Ma =0,527,

kde pri uhlovej vychylke netreba zabudnit previest stupne na radiany.

Uloha IV.3 ... k¥iva optika

Meéjme bodovy zdroj svétla a rovinnou sklenénou desku s indexem lomu n = 1,50.
V misté paty kolmice od zdroje na desku se uvniti desky nachazeji vinoplochy
s polomérem krivosti R = 5,00 m. Jak4 je skutecnd vzdalenost zdroje a desky?

Necht r je skutecnd vzdélenost, potom paprsek dopadajici ve vzdalenosti h od
kolmice tvori trojuhelnik, ktery mé u zdroje thel a. Potom plati

_h

NIEYCE

Paprsek vstupuje do krystalu desky pod thlem « a zlomi se na thel 8, kde sina =

= nsinf. V tom bodé se bude zdat, ze paprsek pochdazi ze zdroje u kterého je
thel 3, takze muzeme psat

sina =

h

sin 8 =

Z rovnosti vySe mame
(h2 +R2) — 2 (h2 +r2) 7
coz v limité h — 0 vede na R

r=

=3,33m.
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Uloha IV.4 ... mraven&

Mravenci prisli na zajimavy zptisob vyhrivani mravenisté — vylezou ven, nechaji se
ohrat slunecnim zarenim a opét vlezou dovnitr, kde zase predaji teplo mravenisti.
To aproximujeme kuzelem o vysce H = 0,8m s polomérem podstavy Ro = 1,5m.
Celulézové stény s tepelnou vodivosti A = 0,039 W-m ™K™' jsou siroké 2 cm.
Predpoklddejme, Ze veskera tepelnd vyména mezi mravenistém a okolim (které
m4 teplotu T, = 10°C) je zprostiedkovdna pouze mravenci a vedenim pres stény,
tepelnou vyménu se zemi miZzeme zanedbat. Mravenec vazi m = 5 mg a ma mérnou
tepelnou kapacitu odhadem 4000 J-kg™*-K~*'. Kolik mravencti vyhratych na T,
= 37 °C musi kazdou sekundu prilézt do mravenisté, aby v celém vnitinim objemu
udrzeli konstantni teplotu Ty = 20°C?

Tepelny tok sténou o plose S a tloustce a urc¢ime jako

p_ S/\AT7
a

kde AT = Tm — To,. Plochu mravenisté vypoc¢teme pomoci standardniho vzorce
pro povrch kuzele. Spravné bychom méli tok urcit rozdélenim mravenisté na in-
finitezimalné tlusté kuzely, protoze kazda ,vrstva“ bude mit trochu jiny povrch,
a proto i jinak povede teplo. Vzhledem k tomu, ze a < Ry, miizeme tuto skutecnost
zanedbat.

Povrch mravenisté bude S = nRoy/R2 + H2, potom pro tepelné ztraty dosta-

neme

Rov/T2 + H2AAT
p="1" 0: = 156 W.
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Tok sténami se musi rovnat teplu, které do mravenisté prindseji mravenci. Kazdy
mravenec s tepelnou kapacitou ¢ prinese teplo

Qm =cm (T — T) -

Za sekundu jich do mravenisté ptijde N. Tedy N-nasobek tepla, jez do mravenisté
prinese jeden mravenec, se musi rovnat tepelnym ztratdm skrz stény mravenisté.
Porovnanim téchto dvou veli¢in dostaneme

P nRoy/R:+ H*X(Tu —1T,)

N=—=

=460s™".
Q acm (Tm — Tv) 60

Po dosazeni hodnot vychézi, Zze pro udrzeni konstantni teploty musi do mravenisté
kazdou sekundu prijit priblizné 460 vyhratych mravenci.

Uloha IV.5 ... Efchéri-Goiteia

Efchari a Goiteia jsou dvé slozky dvojplanety okolo neddvno vzniklé hvézdné sou-
ti a = 250 - 10% km. Efchdri m4 polomér Ry = 4 300km, hustotu p; = 4100kg-m ™3
a dobu siderické rotace T1 = 14h. Goiteia je mensi s polomérem Ry = 3800km,
mé viak vétsi hustotu ps = 4500kg-m~3 a kratsi dobu rotace To = 11h. Osy ro-
tace planet i soustavy jsou rovnobézné. Za nékolik set miliont let prejde soustava
diky slapovym silam do tzv. vazané rotace. Urcete vyslednou zménu obézné doby
za predpokladu, zZe télesa jsou homogenni a priblizné sféricka.

Slapové sily st sily, ktorymi na seba gravitacne pdsobia skutocné telesa, ktoré nie
st bodové. Ich pri¢inou je rézna vzdialenost bodov telesa od zdroja sily a teda jej
rézna velkost v roznych bodoch. Tieto sily telesé deformujii v smere ich pésobenia,
¢o je pri¢ina vzniku vydute na povrchu planéty (na Zemi je najlepsSie pozorova-
telnou zlozkou tohto poésobenia priliv a odliv). Kompenzované si pruznou silou
materidlu, z ktorého st telesd vytvorené a jeho vlastnou tiazou. Deformécia a jej
navratenie vSak nie je okamzité. Vydut je unasand rotaciou planéty mimo priamu
spojnicu telies. Na takto pootocenit vydut potom posobi druhé teleso nenulovym
momentom sily, ¢o mé za néasledok vyrovnavanie rotacnych periéd planét s perié-
dou ich vzdjomného pohybu. Pri tomto procese sa nezachoviva energia (premietia
sa na deformacné teplo), ale zachoviva sa celkovy moment hybnosti sistavy dvoj-
planéty. Na zaciatok bude uzitocné vyjadrit si hmotnosti zloziek

4 . .
M, = gnRi"pl =1,365- 10" kg, M, =1,034-10*"kg.

Dalej bude uzitoéné uréit pévodnii obeznii periédu ststavy, z tretiecho Keplerovho

zékona )
a® G (M1 =+ M2)

P2 4r2
mame vztah
(l3 . 6 .
P=2n /— 21963-10%s =22,7d.
"\ G ML+ M) i

56



Resend teoretickych tloh

Pokisme sa néjst celkovy moment hybnosti L sistavy tesne po vzniku. Sprav-
ne by bolo potrebné vektorovo séitat rotacné momenty hybnosti oboch zloziek
(L1,L2) s momentom hybnosti zodpovedajiicemu vzajomnému obehu L,. Vzhla-
dom na kolinedrnu orientaciu rotac¢nych osi, v ktorych tieto momenty lezia™ staci
sc¢itanie vykonat skaldrne . = L1 + Ls + L, . Pre rotacny moment hybnosti méa-
me L; = [w, kde I je moment zotrvacnosti telesa a w = 2—71‘ je jeho uhlova rychlost.
Moment zotrvacnosti odhadneme pre planétu ako pre homogénnu gulu

2

I = ngRf =1,010 - 10°" kg-m?, I = 0,597 - 10°" kg-m?,
2‘[1[1 . 33 2 —1 . 33 2 -1
L= T =1,259-10kgm~-s™ ", Ly =0,948-10"" kg m~-s™ .
1

Pre urcenie orbitdlneho momentu hybnosti potrebujeme poznat vzdialenosti telies
od taziska a; a ich rychlosti na orbite v;. Vzdialenosti od taziska mame z definicie
taziska ako hmotného stredu

_ (IMQ
M+ My

ai

Vzhladom na kruhovost drdh mame potom

CLM1M2

Lo = M M- = —
o 1v1a1 + Maveaz M, + My

(’U1 + ’Uz) .

Rychlost telies urcime napriklad z rovnovahy odstredivej a dostredivej sily

Mll)% _ GM1M2

a1 a?

)

kde je doblezité si uvedomit, ze polomer obehu nie je vzdialenost telies, na ktorej
posobi gravitacné sila. Po dosadeni a tprave

G
= Moy —
vt 2 a(M1+M2)

Ga . 35 2 —1
Lo = MiMsy| —=2% = 1177-10% kg-m>s~ " .
SV VA YA gm s

Zostava nam skompletizovat celkovy stcet

AnMIR?  AnMyR3 Ga
L= MMy | —22
st s TR\ o

Pre vypocet zmeny samotnej periody bude vhodné vycislif samostatne hodnotu
rotacnych momentov zotrvacnosti

AL = Ly + Ly = 2,206 - 10** kg-m?.s ™",

36Vo vSeobecnosti ale nelezi vektor momentu hybnosti v smere rotaénej osi, plati to len pre
viac symetrické telesa.
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ktora je oproti obeznému momentu skoro o dva rady mensia. V stave viazanej
roticie sa rotacné periédy vyrovnaju s periédou obeznou, preto mézeme rota¢ni
cast momentu hybnosti vo vyslednom stave oproti pévodnému stavu zanedbaf.
Moment hybnosti AL teda cely prejde do obezného momentu. Pre jeho zmenu
mame

1 1A
Lo=Ka? = Lo+ALy=K(a+Aa)?~Ka? + -Ka 3Aa= Lo <1+7—“) ,
a

z ¢oho vyplyva

AL,  1Aa
Lo 2 a
Podobne diferencovanim tretieho Keplerovho zdkona

z ¢oho dosadenim predchadzajiceho vztahu mame

AL,
AP =~ 3P .
Lo

Dosadenim  &selngch  hodnét  méme  zmenu  dizky  obeznej  pe-
riédy AP = 1,104-10°s = 1,28 d. Uloha sa namiesto diferencovania a teda rozvoju
do linearneho ¢lena dala riesit aj postupnym dosadenim nového momentu hybnosti
do vztahu zvézujiceho moment hybnosti a velka polos a nasledne novej velkej po-
losi do tretieho Keplerovho zdkona pre ziskanie novej obeznej periédy. Pri tomto
postupe dostavame presny vysledok

21 (M1 + M) L3

AP =
e VEIVE

—P=1,124-10°s = 1,30d.

Uloha IV.P ... ptak Fykosak na dovolené

Jak by fungovalo letectvi na jinych planetdch (s atmosférou)? Zajimejte se hlavné
o proudova letadla. Které parametry by piisobily pozitivnéji a které negativnéji
nez na Zemi?

Uvod

Uloha je znaéné oteviend a je mozné ji uchopit riiznymi zpisoby. Pokusime se
i o vybranych pravidlech 1étani ve spojitosti s ménénymi fyzikalnimi parametry.
Specidlné se budeme, dle zadani, vénovat proudovym letadlim. Ty maji motory,
které vpredu natahuji okolni vzduch. Ten se uvnitr stlacuje kompresory a nasledné
se vyuzivd pro spalovani paliva (letecky petrolej ¢i letecky benzin). Spaliny pak
pokracuji motorem déale k turbiné, kterou roztaci, tudiz rotuje i osa motoru, na
které jsou lopatky kompresoru. Soucasné s tim je letadlo pohanéno diky principu
akce a reakce.
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»Prolétli“ jsme pouze zadkladni princip motor, ktery mize byt v jednotlivych
aplikacich vylepsen dalsimi technickymi prvky. Vyhodou proudovych motoru je,
ze umoznuji rychlejsi let nez vrtulové. Nevyhodou naopak, ze zdkladni typ tohoto
motoru potfebuje pro vzlet dosdhnout netrividlni minimélni rychlosti, aby motor
fungoval.

Pro jednoduchost budeme v nésledujicim textu ¢asto plyn v atmosféie planety
nazyvat vzduchem, i kdyz muze mit zcela odlisné slozeni. Nadpisy jsou zvoleny
tak, aby se nasledujici ¢ast textu vénovala vice pravé zminéné fyzikdlni veli¢iné,
nicméné tyto parametry jsou Casto proviazané a pusobi na letadlo a vlastnosti letu
v kombinacich. Tim, ze jsme zvolili proudové motory, automaticky jsme zvolili
i letadla s pretlakovymi kabinami. Létaji totiz tak vysoko, Ze by lidem nebylo moc
dobret

Hustota atmosféry u povrchu planety

Na planeté bez atmosféry bychom nemohli letadla viibec vyuzivat. Ze vzduchu je
vyuzivan kyslik na spalovani paliva. Neméné dulezité je latkové prostiedi, které
vytvari vztlak. Nedd se ovSem piimocare fict, ze ¢im vétsi hustota vzduchu, tim
1épe ze vsech hledisek. Jednoznac¢né ale plati, ze ¢im hustéjsi je atmosféra, tim nizsi
rychlost ndm staci pro vzlétnuti.

Podivejme se nejprve, k ¢emu jsou letadlu motory. Tah motoru se vyuziva jak na
vyrovnani tihové sily, tak na vyrovnani odporu pfi letu (pfipadné i zrychlovani).
Tihova sila se vyrovnava tim, ze kridla letadla sviraji vaci letové hladiné urcity
dhel (tdhel ndbéhu). Dalo by se Fict, Ze to je pro néds uZitecnd ¢ast odporové sily,
tedy vztlak. Cést spotfebovand na odpor pisobici proti pohybu pro nis oviem
jiz tolik uzite¢nd neni a byli bychom radéji, kdyby byl tento odpor minim&lni,
ptipadné by ndm umoznil co nejvyssi rychlost letadla. Ilustrativné se podivejme,
jak zavisi odporova sila na rychlosti télesa. Pfi turbulentnim proudéni muzeme
obvykle pouzit Newtoniav odporovy vztah

1
Foap = iCSmJ2 ,

kde C je bezrozmérny koeficient urceny tvarem télesa, S prifez télesa kolmy na
smér pohybu, p hustota vzduchu a v je rychlost télesa. Tento vzorec neplati presné
pro libovolné rychlosti. U letadel pozorujeme, ze odpor pfi letu prudce roste s tim,
jak se rychlost letadla bliz{ rychlosti zvuku ve vzduchu (rychlosti Mach 1). Kdyz ji
nadzvukové letadlo prekrocit= pak se zpravidla odpor prostredi snizi a opét zacne
rist az pro vyrazné vyssi rychlosti* Pro jednoduchost se nadale budeme tvarit,
7ze Newtonuv vztah funguje bez omezeni. V praxi inzenyti pouzivaji komplexni
simulace a néasledné modely ve vétrnych tunelech, aby si ovérili spravnost svych

vypoctu.

37Co si budeme povidat — vétSina lidi by po tak rychlém nastoupdni do 11km nad zemi
zemiela na hypoxii. Jediné moznd trénovani horolezci ¢i potdpéci by méli trochu sanci. Také je
potireba v letadle udrzovat rozumné vysokou teplotu, protoze turisti v zabkach by pri teplotach
kolem —55 °C méli tendenci umrznout.

38Coz nedokéze kazdé letadlo, jak diskutujeme déle.

3%0ttps://en.wikipedia.org/wiki/Drag-divergence_Mach_number
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Uvédomme si, ze sflu miizeme rozlozit do dvou smérii a vzorec plati jak pro
smér pohybu letadla (osa z), tak pro smér proti tthovému zrychleni (osa y), tedy

1 1
Fodp,z = §CISIPU§7 Foap,y = gcysypvj

Vidime, Ze jedind proménnd, kterd je pro obé osy primocare shodné, je hustota
okolni atmosféry. Mohlo by se zdat, ze letadlu leticimu v konstantni letové hladiné
odpovidad nulova vertikalni rychlost. Musime si ale uvédomit, ze jde o relativni
rychlost vzduchu vici letadlu. Mazeme i vyjadrit, jak velkd by meéla byt, aby
vyrovnala tthovou silu Fy = mg, kde m je hmotnost letadla, takze

1 2 2mg
mg = ECySypvy = vy =,/ CoSup”

Jinak feceno, kdybychom touto rychlosti foukali zespodu na letadlo, pak by se
udrzelo v konstantni vysce. Letadlo by vSak muselo byt spravné naklopené a neo-
tacet se. Nebo by musel nés fukar fungovat adaptivné podle toho, jak se vuci nému
nataci.

Meéli bychom zminit i aerostatickou vztlakovou silu Fy, = pVg, kde V' je objem
letadla. U letadel na Zemi je docela dobfe zanedbatelna kvili nizké hustoté vzdu-
chu. Pokud bychom byli na planeté s vysokou hustotou atmosféry, pak by nam
mohla pomoci letadlo snadnéji udrzet ve vaduchu. Tim by se ovSsem opét zvysila
odporova sila pro dopredny pohyb a letadlo by pravdépodobné dosahovalo vyrazné
nizsich rychlosti.

SloZeni atmosféry

Aby mohlo v motoru probihat spalovani, potfebujeme atmosféru ze smési plynt,
kterd podporuje horeni palivové smési. Pro stavajici motory je idedlni zpusob na-
tahovani vzduchu z okolni atmosféry a nésledné spaleni kysliku. Mohli bychom
motory upravit, aby spalovaly jiné latky ¢i by si letadlo vezlo s sebou vsechny
slozky nutné pro hoteni paliva. Druha moznost ovSsem neodpovida zajmu o prou-
dova letadla, ale §lo by o raketovy motor. U proudovych motoru je dilezity proud
vzduchu prochézejici skrz cely motor. Jsme tedy limitovani tim, Zze néjakou cast
palivové smési chceme ziskavat z atmosféry™ I pokud se omezime na bézné hotent,
tak muzeme ziskavat bud kyslik, nebo naopak palivo (napf. plynné uhlovodiky).
Duvodem, pro¢ bychom nemohli sbirat jak palivo, tak kyslik, je, ze by takova atmo-
sféra méla nejspise tendenci sama vzplanout, coz pro 1étani neni vhodné prostiedi.
Pokud by nevzplala sama, pak bychom ji pravdépodobné nasim letadlem zapali-
li. Obdobné bychom asi nechtéli atmosféru s blizicim se podilem k 100 % kysliku.
Prestoze kyslik neni sdm o sobé hoflavy, atmosféra s vysokym podilem kysliku by

40P§ipustné by mohlo byt létat s obéma pifsadami pro hofenf, soucasné do motoru vpous-
tét tyto slozky, a jesté plyn z atmosféry, ktery by se také po spdleni paliva ohfival, ¢imz by
pusobil dalsi tah. To by bylo mozné i v inertni atmosféfe. Nicméné je otdzkou, jestli by se to
konstrukéné vyplacelo a nebylo by lepsi pouzivat pouze plyny unikajici po spalovani. S nej-
vyssi pravdépodobnosti by pridavany plyn zhorSoval Gc¢innost spalovani a bylo by tézsi zajistit
dokonalé spalovani paliva.
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podporovala hoteni jesté vyraznéji nez nase. To by zplisobovalo snadné vzplanuti
témér cehokoliv horlavého umisténého do takového plynu. Soucasné by to vedlo
k rychlé korozi konstrukénich materidlu letadla.

Skladovani kysliku je sice rizikové, ale mohli bychom to vyresit tlakovymi lah-
vemi na palubé. Atmosféra by pak musela obsahovat vhodny hotlavy plyn. Mohlo
by se jednat napriklad o smés podobnou zemnimu plynu, ktery se prevazné sklada
z methanu. Relevantni otdzkou muze byt, jestli by bylo redlné takovym palivem
néco pohanét a s jakou ucinnosti. Opacné, tedy zemni plyn jako stlacené palivo
z nddrze a kyslik z atmosféry, se pouzivda bézné jako alternativni palivo pro au-
ta. Samotna reakce je tedy vhodna pro pohon motorti obecné. Proudové motory
letadel by se sice musely upravit, ale neni to nemozné. Pokud se podivdme na
vyhfevnost zemnfho plynu, pak je dokonce o néco mélo vyssi a to 49 MJ-kg™!
oproti 43MJ-kg™! u kerosenu? R4dové jsou tyto hodnoty ale blizké. Navic zalezi
na slozeni konkrétniho zemniho plynu a leteckého paliva, které se 1isi podle mis-
ta tézby. Mozné by bylo vhodnéjsi porovnavat spalné tepla, protoze ta zahrnuji,
na rozdil od vyhrevnosti, i energii, kterou prijme voda uvolnujici se pri spalovani.
Pomeér tepel by byl ale obdobny.

Jaké mnozstvi kysliku bychom meéli s sebou mit v letadle oproti konven¢nimu
palivu pro letadlo na Zemi, kdybychom chtéli ziskat srovnatelnou energii? Pro to
potfebujeme znat rovnici spalovani. Vyjdeme z dokonalého spalovani, protoze se
budeme snazit motor upravit tak, aby i v nové atmosfére byl co nejuicinnéjsi. Doko-
nalé spalovani je pro nas tak vyhodnéjsi nez nedokonalé probihajici za nedostatku
kysliku. Pro methan (hlavni slozku zemnfho plynu) vypadd rovnice takto

CH, + 20, —> CO, + 2H,0, (41)

a spalovani dekanu (letecky petrolej se skldd4d z uhlikovych Fetézci dlouhych od 9
do 16 uhliki) je
2 ClOH22 + 31 02 — 20 COQ —+ 22 HQO . (42)

Spotieba paliva na Zemi je napt. pro letadlo Boeing 747 néco pod 2,41 na 100 km
a jednoho pasazéra®™ To je mimochodem méné nez spotieba vétsiny aut, pokud
v auté jede jeden az dva cestujici. Z rovnice (42), moldrni hmotnosti dekanu
Maex = 142,3g-mol ™! a kysliku Mo, = 32,00 g-mol~! dostdvime pomér

BLMO, - 549

kaox = =
dele 2]\4dek

ktery nam tik4, ze na jeden kilogram dekanu potfebujeme spalit tri a pul kilogramu
kysliku. U dekanu je pro néas jednoznacné vyhodou, ze samotné palivo je lehci

nez kyslik, kdyz musime nést palivo s sebou. Cim t&zf letadlo musime udrzet ve

4! pfepocteno na hmotnost z http://www.cngéyou.cz/cng-info/co- je-zemni-plyn.html.

42 https://en.wikipedia.org/wiki/Aviation_fuel

43Py obsazenosti 500 cestujicich dle https://www.flyradar.cz/letadla/
spotreba-paliva-dopravniho-letadla/.

44https://cs.wikipedia.org/wiki/Dekan_(uhlovodik)
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vzduchu, tim vice spotifebujeme paliva. Podivejme se na tento pomér pro methan@
§ Mumer = 16,04 g-mol ™%, Ten je

2M0, - 309

kme = T35
* 1 Mmet

coz je pro nas velice nevyhodny pomér. Abychom mohli pouzivat methan ¢i dalsi
uhlovodiky z atmosféry jako palivo a nést si s sebou kyslik jako okyslicovadlo, pak
bychom pro moznost spaleni srovnatelného hmotnosti paliva museli nést zhruba
Ctyfndsobnou hmotnost kysliku. Vyhievnost, resp. spalné teplo, sice byly o néco
malo vyssi, ale museli bychom nést i tlakové nadoby na kyslik, které by byly tézsi
nez standardni nadrze na letecky benzin. Spotieba letadla by tak opét vzrostla.
Nefikdame, ze by bylo nemozné létat s timto obracenym rezimem, ale jisté by to
bylo ndro¢néjsi a zalezelo by na dalsich parametrech atmosféry*

Atmosféra by musela byt slozend bud z mélo korozivnich plyntutd nebo bychom
museli letadlo upravit tak, aby v dané atmosféfe rychle nekorodovalo. Zrovna
v motorech, v nichz je vysoka teplota, by to mohla byt konstrukéni vyzva. Museli
bychom pokryvat vSechny exponované povrchy dostatec¢né silnou protikorozni vrst-
vou, kterd by je izolovala od atmosféry. Na Zemi pouzivime za timto tcelem ruzné
laky a mazéani. Ostatné sam kyslik je korozivni plyn. Nebo bychom museli néjaké
soucastky zcela nahradit jinymi, napfiklad z keramiky, ktera je ovsem kiehci.

Tihové zrychleni

Uvazujeme planety, kde je odstrediva slozka sily prakticky zanedbatelna vici gra-
vita¢ni. U prfirozené vzniklé planety odstrediva sila nesmi prevysit gravitaéni, pro-
toze by odletoval material z jejtho povrchu a planeta by byla jako celek nestabilni.
Velkd odstrediva sila by byla zndmkou rychlé rotace planety, kterd by zpusobovala
silné vétry na jejim povrchu. Znamenalo by to neprakti¢nosti i v tom, ze by moh-
lo byt nékde vyrazné snazsi odstartovat nez jinde a zalezelo by na tom, kterym
smérem letadlo vzléta.

Tihové zrychleni primarné uréuje potfebny vztlak pro letadlo. Cim vysSsi je
tihova sila, tim vétsi ¢ast tahu motoru musime investovat do vztlaku. Motor musi
byt schopny mit tah vyssi nez

Fain = Fy = Foy = (m —pV) g,

aby se letadlo udrzelo ve vzduchu. Jak vidime, pfi vysoké hustoté atmosféry je
vliv tthové sily slabsi, protoze na letadlo ptsobi soucasné vztlakova sila, ktera také
zavisi na tithovém zrychleni.

Srovnejme vic planet, které by mély stejné chemické slozeni atmosféry, stejny
polomér a u povrchu stejnou hustotu vzduchu. Planeta s vyssi stiedni hustotou,
a tedy vyssim povrchovym tihovym zrychlenim, bude mit vétsi gradient tlaku.

45 https://cs.wikipedia.org/wiki/Methan

46pokud bychom maéli nést jak kyslik, tak palivo, pak by byly naroky na skladovani jesté vyssi.
Zejména kdybychom si nejspise snizili jeho G¢innost pfiddnim mistni atmosféry do smési.

47 Atmosféra Venuse by pro nase letadlo rozhodné nebyla #zadna ,hitovka® Kyselina sirova &i
kyselina fosfore¢nd nejsou zrovna inertni plyny.
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Jinak feCeno, tlak vzduchu bude rychleji klesat s vyskou. To se ndm miize ho-
dit, pokud nase motory maji vyssi G¢innost v fidsim vzduchu, ale je kratkozraké
povazovat to pouze za vyhodu. Soucasné se ndm muze stat, ze nebudeme moci
prestoupat nejvyssi hory na planeté, protoze letadlo nebude mit potiebny dostup*
Tim se vracime k prvnimu podnadpisu, kde jsme u hustoty vzduchu zminili od-
porovou silu, jejiz diskuzi jsme jesté nevycerpali. Pro kazdou vysku totiz existuje
minimalni a maximéalni rychlost, kterou musi letadlo letét, aby nespadlo. Minimal-
ni rychlost letadla je ddna nutnosti generovat dostatecny vztlak. Protoze s vyskou
klesa hustota vzduchu (a odporovd sila, pripadné vztlakova sila), ale neklesd hmot-
nost letadla, tak se minimalni nutna rychlost zvysuje. Maximélni rychlost je dana
zpravidla tim, Ze letadla nejsou konstruovina na to, aby prekonala Mach 1. Kdyz
se ji letadlo blizi, tak odpor prudce vroste. Na nékterych ¢astech trupu ¢i kiidel
pak dochézi k prekroceni @{ychlosti zvuku dfive nez na jinych a bézné subsonické
letadlo se stdva nestabilni®™= S rostouci vyskou nad povrchem v nasi atmosfére, kde
se 1ét4, teplota zpravidla klesa. Tim paddem se snizuje i rychlost zvuku ve vzduchu
a klesd i maximalni bezpecné rychlost letadla. Miniméalni a maximalni rychlost se
k sobé blizi, az se pro néjakou vysku protnou™ Ve vysce, kde to nastane, je jedind
pripustna rychlost letadla a pri pouhé malé odchylce od ni dojde prakticky jisté
k ztraté vztlaku a padu®*= Ale nemusi to mit fatdlni nasledky. Sem tam se to muze
stadt i u dopravnich letadel. V zemské atmosfére je vyhodou, zZe jakmile letadlo
zacne padat, tak se dostava do vysek, kde je Sirsi rozpéti moznych rychlosti, takze
je mozné jej stabilizovat. Piloti jsou trénovani na to, aby tento manévr zvladli
a letadlo vyrovnali v nizsi letové hladiné.

Dalsi nevyhodou rychlého klesani tlaku s vyskou je, ze by bylo mozné pouzi-
vat pouze mensi pocet letovych hladin pro zachovani bezpecnych rozestupti mezi
letadly. To by byl logisticky problém, ktery by vyvstanul v case, kdy by leta-
dla na planeté pouzivalo mnoho jejich obyvatel. Na Zemi jsme na to uz narazili,
ale vesmirné kolonizatory by to pravdépodobné nemuselo nékolik prvnich let tolik
trapit.

Teplota

Dilezita je jak teplota u povrchu planety, tak teplota atmosférického profilu. Po-
kud by se jednalo o atmosféru podobnou Zemi, tak bychom cekali pokles teploty
s vyskou nad povrchem planety v rdmci vétsiny relevantnich vysek pro létani. Ale
ina Zemi je od 11 km do 20 km teplota obvykle konstantni®d pficemz civilni prou-
dova letadla stoupaji az nad 11 km. Samozfejmé Ze ruzné vrstvy atmosféry mohou

48Dostup je maximalni vyska, do které muze letadlo vystoupat. Muze jit o konstrukéni hodnotu
udédvanou vyrobcem. Redlny maximélni dostup letadla pak zavisi na jeho aktudlni hmotnosti.

49Limity maji i nadzvukova letadla, ale zde se vénujeme hlavné ,mainstreamu®.

50Vystizny anglicky nizev pro tento jev je coffin corner, viz https://en.wikipedia.org/wiki/
Coffin_corner_(aerodynamics).

51Pokud by parametry atmosféry vsude zavisely pouze na vysce, tak bychom se ani nemohli
s letadlem dostat na ¢i dokonce nad tuto vysku. Nicméné atmosféra neni vSude stejnd, takze
tato vyska se misto od mista lisi.

52Pro vipodty v letectvi se pouzivaji parametry Standardni atmosféry, viz nap¥. https://cs.
wikipedia.org/wiki/Standardni_atmosféra.

63


https://en.wikipedia.org/wiki/Coffin_corner_(aerodynamics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Coffin_corner_(aerodynamics)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Standardní_atmosféra
https://cs.wikipedia.org/wiki/Standardní_atmosféra

FYKOS, XXXIV. roénik

s ptrichozim slune¢nim zafenim reagovat rizné, podobné jako to déla ozonova vrstva
¢i ionosféra.

Vyssi teplota znamend nizsi hustotu vzduchu za stejného tlaku. To znamena
nizsi vztlak, resp. vyssi potfebny tah motoru pro start a lett

Teplota T spolecné s velikosti a hustotou planety nam dava omezeni na to,
jaké plyny viibec miize planeta udrzet ve své atmosfére. Plati, Zze tnikova rychlost

Castice z povrchu® je
2G' M,
Vesc = =—¢ .
V. Re

Stiedni rychlost molekuly plynu je

o_ [skT _ [sRT
“Vom oV oMy

kde k je Boltzmannova konstanta, m hmotnost molekuly plynu, R molarni plynova
konstanta a M, molarni hmotnost molekuly. Vidime, Ze ¢im hmotnéjsi molekula,
tim se pii stejné teploté pohybuje pomaleji a tim spiSe neprekond tnikovou rychlost.
To je jeden z duvodu, pro¢ na terestrickych planetidch neni v atmosféfe mnoho
vodiku ¢i helia.

Vsechny castice v plynu vsak nemaji pouze é?dinou rychlost. Jejich rychlosti se
Fidi Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim®d Distribuéni funkce je

3
2 (Mn\2 o _ Mpyo?
— z al 2RT
) \/;(RT) ve '

Ta nédm ¥k, Ze pravdépodobnost, ze rychlost ¢astice spada do intervalu (v, v + dv),
je rovna f(v)dv. Alespon 0,1 % ¢éstic z celkového poétu bude mit rychlost troj-
nasobnou ¢i vyssi vzhledem ke stfedni rychlosti. Nestaci, aby pro dany plyn byla
tunikova rychlost vyssi nez jeho stfedni rychlost. Je potfeba, aby byla aspon tak
pétkrat vyssi™® aby nedochdazelo k tiniku tohoto plynu z atmosféry.

Dalsi faktor, ktery limituje mozné Castice v atmosfére, je sluneéni vitr. Ten
plyny kvuli sr%ikém odvava pry¢, zejména pokud neni atmosféra chranéna magne-
tickym polem™ Toto ma nejvétsi vliv na Céstice, které maji podobnou hmotnost
jako cCastice slunecniho vétru, tedy jadra vodiku a helia.

53Napiiklad proto diive nékterd letadla mohla z oblasti s vysokou teplotou startovat naplnéné
jenom na polovinu kapacity cestujicich a nakladu.

54Mohli bychom ji vypocitat z toho, jakou kinetickou energii musi ¢astice mit, aby unikla az
do nekonecna.

55https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell _Boltzmann_distribution#Typical_speeds

56Piresnéji feceno, ¢im vyss{ bude tento pomér, tim lépe a atmosféra ndm vydrzi na planeté
déle.

57Sice to neni tplné k letadlim, ale z tohoto diivodu nevznikli velci plynovi obfi v blizkosti
Slunce. To totiz zacalo s termojadernymi reakcemi ve svém jadru jesté pred zformovanim planet.
Slunecni vitr tedy jesté snadnéji odval plyn predtim, nez se ochladil natolik, aby se mohl udrzet
na néjaké planeté.
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Pokud porovname vic podobnych planetjE které jsou v razné vzdalenosti od
svého slunce, pak vyssi teplota na povrchu by méla znamenat vyssi teplotu celé-
ho vzduchového sloupce. Pokud bychom zajistovali rozestupy letovymi hladinami,
tedy letadla by létala ve stejné tlakové vysce, tak by byly vzdalenosti mezi letovy-
mi hladinami vyssi nez na chladnéjsi planeté. Pokud bychom chtéli nastoupat do
stejné tlakové hladiny, pak bychom museli stoupat déle. Na druhou stranu by se
mohly na této planeté nastavit bezpecné rozestupy na mensi rozdily tlaku a byl
by mozny provoz ve vice letovych hladinach.

Pocasi

Rozhodné nejde 1état v nestabilni atmosfére, kde by probihaly neustdlé bourky
nad celym povrchem planety. Minimalné ne se soucasnymi letadly, pro které jsou
tyto podminky velmi nevhodné. Pokud je nad letistém bourka, tak letadlo obvykle
divertuje™ na jiné bezpecné letisté. Problematické jsou jak blesky, tak vitr, zejména
jeho poryvy a rychlé zmény.

Proberme trochu vice vliv vétru. Pfi startu i pristani letadla je potfeba, aby byl
vitr bud co nejmensi, nebo aby val smérem proti letadlu. Protivitr totiz zvétsuje
vztlak letadla, coz se hodi jak pti startu, kdy se letadlo dostane do letuschopného
rezimu pii nizsi rychlosti vici zemi, tak i pfi pristani. Rozumné silny protivitr
tedy letadlu pomaha. Nebezpecnou situaci muze byt ztrata vztlaku zpusobend veé-
trem do zad letadla. Proto se na letisti stiida smér drahy v uzivani podle aktudlni
rychlosti a sméru vétru. Pfi bo¢nim vétru musi letadlo tento vitr kompenzovat
natocenim, coz jde pouze pro nizké rychlosti. Velké rychlosti nelze bezpec¢né vy-
rovnat. Pokud ma letiSté pouze jednu drédhu ¢i pouze paralelni dréhy a je silny
boc¢ni vitr, pak letadlo nesmi vzlétnout ani pristat. Napriklad na prazském letisti
v Ruzyni*™ se draha zméni, pokud je zadni slozka vétru V)ﬁvéf nez 9km-h™* nebo
boéni vétsi nez 28 km-h~!. Obé hodnoty jsou véetné nirazia které jsou pro pilota
jesté neprijemnéjsi nez samotny staly vitr.

Srézky ¢i mraky a mlha ovliviiuji i¢innost proudovych motoru. Jsou totiz nata-
hovany do motori, kde se odparuji. Tim také zabiraji urcité misto ve spalovaci ¢asti
motoru a mohou vést k nedokonalému spalovani smési. Zpravidla bychom tedy ce-
kali, ze dojde ke snizeni ti¢innosti motoru. Hypoteticky by mohlo odpatfeni mensiho
mnozstvi kapaliny vést k zvyseni tlaku, a tak i zvySeni tahu motoru. Pravdépo-
dobnéjsi ale je pokles vykonu. Nékteré proudové motory umi vzduch vstupujici do
motoru filtrovat tak, ze do spalovaci komory pousti jenom plynné ¢éastice a kapalné
¢i pevné projdou jinou cestou. Tim se minimalizuje jejich vliv na vykon motoru.
Jednoznacné problematické je, pokud je natahovaného materidlu velké mnozstvi.
V tom pripadé muze nastat tzv. ,flameout”, tedy vyhasnuti motoru, ¢imz ptijde-

58Podobny polomér, hmotnost, slozeni atmosféry a jeji hmotnost.

59Zméni cilové letisté.

59Dle ¢lanku 2.21.2.4 v AIP Czech Republic na stranich AD 2-LKPR-24 az AD 2-LKPR-25,
které naleznete v dokumentu https://aim.rlp.cz/ais_data/aip/data/valid/a2-pr-txt2.pdf.

51Nahodilé zmény rychlosti vétru. Obvykle maji néjakou maximalni hodnotu, o kterou se
méni, o cemz jsou informovana prilétajici letadla. Varovani je to pouze priblizné a naraz muze
nastat kdykoliv. Pokud to pfijde pfimo v okamziku pfistani, tak si toho vSimnete.
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me o veskery vztlak. Na Zemi se to stane ziidka, protoze se letadla obla¢nostem
vyhybaji a malé mnozstvi jim neuskodi.

Dalsi detaily

Povrch planety musi byt dostatecné rovny, aby se na ném dalo vzlétnout a pristat
s proudovym letadlem. Sice je mozné povrch upravit, ale pokud by byla celd pla-
neta hornatd, pak by stavba letist mohla byt zna¢né komplikovanym problémem.
Zejména, kdyz by parametry atmosféry prodluzovaly startovaci a pristavaci drahy
a bylo by nutné vytvorit konstrukei skrz/pfes nékolik hor.

Zavér

Uréité jsme nezminili vSechny mozné vlivy, které muze mit jind situace na cizi pla-
neté na letectvi. Spise nez optimistickou predpovédi, jak vytvorit lepsi planetu, slo
o vycet toho, co se muze pokazit. To je ale takovy zdklad. Jisté byste nechtéli letét
v letadle, které se v pribéhu letu rozpusti. Letadla by se ovsem mohla prizptsobit
a upravit svij tvar, materialy nebo i technologii motora podle mistnich podminek.

Uloha V.1 ... naboj Zemé

Jaky celkovy naboj by musela mit Zemé, aby elektrony blizko jejiho povrchu od-
létavaly pryc? Jak by se tento naboj lisil pro protony?
Elektron blizko povrchu Zemé je pritahovan gravitacni silou

meM@

F,=G ,
g R%

kde G = 6,67 - 10" m3.kg™'-s72 je gravitaéni konstanta, m. = 9,11 - 1031 kg
hmotnost elektronu, Mg = 5,97 - 10** kg hmotnost Zemé a Rg = 6,37 - 10°m
polomér Zemé. Odstredivou silu nemusime uvazovat, i kdyz Zemé rotuje, protoze
jeji vliv je mensi nez 1% gravitacni sily.

Aby castice zacala stoupat, pak je potfeba, aby elektrickd sila (Coulombova)
byla vyssi nez gravitacni, tedy

Fe Z Fg ]
1 ¢Qs meMg
4 R2 — @ Rz
ne 7 @

Qo <drec™Me = 55 1077,
kde ¢ = 8,85-10712 F-m ™! je permitivita prostiedi, ktera je ve vzduchu velice blizka
permitivité vakua, go = —e = —1,602 - 107!° C naboj elektronu (jeden zéporny
elementdrni ndboj) a Qg je hledany ndboj Zemé. Protoze jsme délili zdpornym ge,
znaménko v nerovnici se otocilo. Pro elektron nam vyslo, ze pokud by Zemé méla
naboj —2,5 - 1077 C, pak by se na ni elektrony neudrzely a ,utikaly“ by nim
do vesmiru. Jde o minimalni ndboj, co se absolutni hodnoty tyce. Pokud bude
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jesté vétsi (absolutné) zdporny ndboj, tak budou elektrony ulétédvat jesté snadnéji
(rychleji).

Podivejme se na variantu dlohy pro protony. Ve vysledku staci nahradit hmot-
nost elektronu hmotnosti protonu m, = 1,67 - 10727 kg, naboj elektronu za niboj
protonu ¢, = —ge = +e a opét otocit nerovnost. Dostaviame vysledek

Mg . _
Qo 247:56’%:4,6-10 iel

Néaboj Zemé by musel byt zhruba 1800krat vétsi a opac¢ného znaménka, aby od ni
odlétavaly protony, pokud situaci srovname s elektrony. Dalsi zajimavé porovnani
by mohlo byt s autobaterii. Typickd autobaterie mé kapacitu fddové 70 Ah, coz
pfi plném nabiti odpovida 250000 C. Nejde sice o dokonalou analogii a neni to
»odhaleny naboj“, jako by to bylo u Zemé, ale jde spiSe o potencidl toho, kolik
naboje ndm umozni baterie diky chemickym reakcim pfenést elektrickym obvodem.

Vidime, ze Zemé musi byt jako celek relativné dobfe neutralni. I kdyz k tomu
bychom mohli dojit logickou tivahou. Pokud by totiz celkovy ndboj Zemé stacil na
to, aby néjaky typ castic odlétaval, tak by prichizela o naboj tohoto znaménka
odlétanim téchto ¢asti, az by se jeji celkovy ndboj opét vratil priblizné do neutralni
stavu.

Uloha V.2 ... retardovany Jupiter

Siderickd perioda Jupiteru ¢inf piiblizné 11,9 roku, rychlost svétla je 3- 108 m-s™*,
vzéjemnou vzdélenost Zemé a Slunce predpoklddejte rovnu 150 - 10° m. Pomoci
téchto velicin odhadnéte, jak dlouho poleti svétlo z Jupiteru na Zem, jestlize se
Jupiter nachdzi na misté, na které se z opozice dostane za jednu c¢tvrtinu synodické
periody.

P1i opozici se nachdzeji Slunce, Zemé a Jupiter na jedné piimce a po ¢tvrtiné sy-
nodické periody budou tvorit vrcholy pravothlého trojihelniku s pfeponou Zemé-
Jupiter. Vzdélenost Jupiteru od Slunce je podle tiettho Keplerova zdkona

~or ()
aj = az TZ )

kde T jsou periody obéhu planet. Vzdalenost Jupiteru a Zemé pak spocitame podle

Pythagorovy véty jako
l=+/a%+d3.

Svétlo tuto vzdélenost urazi za c¢as

a po dosazeni dostavame

/ 4 4
1 TJ 3 azy, TJ 3
t e 7 ( ) 7 - ( ) 1 ’
(& aZ TZ + aZ C TZ +

Pti pocitani s hodnotami ze zadani vychézi ¢iselné ¢ = 44 min.
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Uloha V.3 ... nedobrovolné breatharidnstvi

Lukas si chtél uvarit veceri. Postavil hrnec na plotnu, ale zapomnél do néj dat vodu
(nebo cokoliv jiného). Teplota hrnce a vzduchu uvniti néj se ustdlila na 100 °C
(neptejte se, jak se to bez vody podarilo). Lukds si zdhy svoji chybu uvédomil
a hrnec z plotny sundal, po vychladnuti na pokojovou teplotu z néj ale nedokazal
sejmout poklici o plose S a hmotnosti m. Spocitejte, jakou silou poklice na hrnci
drzela, pokud ji tam Lukas dal

1. tésné pred sunddnim z plotny,

2. pred zacatkem pripravy vecere.
Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idedlni plyn.

Poklice poloZena pred koncem varu

Poklice drzi diky rozdilu tlakd vné a uvnitf hrnce. Tésné pred polozenim poklice
mé vzduch v hrnci atmosféricky tlak p1 = pa a teplotu 71 = 100 °C. Objem ani
pocet castic se pfi chladnuti neméni, jde o izochoricky déj. Po vychladnuti na
pokojovou teplotu 7> ma tlak

.}
p2 =p1 T .
Poklice tedy drzi silou
T
F:S(pa—pg):Spa(l——Q) .
T

Poklice polozena pred zacatkem varu

V tomto pripadé bude tlak pred zacitkem chladnuti jiny, nebot poklice svoji vahou
v hrnci udrzi pretlak pouze

m,
plzpa"‘?‘g-

Vzduch pak opét chladne izochorickym déjem do vysledného tlaku
_ T2 _ ’I)Lg) T2
pQ"“Tl_(paJr S )T
Poklice nyni bude drzet silou
T T
F = s — o) =Spa (1= 22) — mg=2.
5P —p2) = Sp ( Tl) T

Tento vztah ale plati pouze za predpokladu, ze pretlak, ktery ohfatim vzduchu
uvnitt hrnce vznikne, bude vétsi nez hodnota, kterou udrzi poklice. Potom ¢ast
vzduchu unikne a tlak se ustali na hodnoté, kterou jsme odvodili vyse. Tim dosta-

vame podminku
m < Spa (E - 1) .
g \T
Pokud nebude splnéna, poklice se vibec nepfilepi.

Uloha V.4 ... perioda velkych kmitii
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v

Uvazujme dvé poloroviny, které sviraji iihel 2¢p < m.

Umistime je tak, aby jejich spolecnd primka byla vodo-

rovna a jejich rovina symetrie byla svisla, takze vytvori

Jjakési udoli. Nasledné vezmeme hmotny bod a z vysky h

nad spolecnou primkou jej hodime rychlosti v ve vodo-

rovném smeéru tak, aby zacal konat periodicky pohyb

jako na obrdzku. Jak velkou rychlosti ho musime hodit?

Predpokladejte dokonale pruzné odrazy od polorovin.

Budeme hladat symetrické riesenie — ¢ize hmotny bod bude behat po jednej para-

bole. Jej vrchol je zrejme na ose, cize rychlost, ktorou ho mame hodit bude mat

nulovi zlozku v smere y. Zaroven bude treba, aby v = v, = konst, ¢ize nds hmotny

bod musi na polrovinu dopadnit vzdy kolmo. Splime teda tieto podmienky.
Sturadnice hmotného bodu v ¢ase ¢t od hodenia buda

T =t,
1 -
=h——gt
Y 29 )

kde sme pociatok umiestnili do spolo¢nej priamky rovin. V tejto siistave budu
sturadnice polroviny leziacej v prvom kvadrante splnat

ytgp =x.

Dosadime a dostdvame kvadraticktl rovnicu pre ¢as dopadu

1
0= 5gtﬁtg<p+vtd —htgo,

/ 2
L= v 1+2ghtg<p_1
gtgyp v?

No a ako sme uz spominali, tak v tomto ¢ase musi byt vektor rychlosti kolmy na
polrovinu. Symbolicky

ktorej kladny koren je

vy (ta)|
tgp = UL
gy "

Rychlost v smere y bude vy (t) = —gt. Podosddzame

v 2ghtg? ¢
tgp = gtg = —— [ J14+ 228 ¥
vigy =gla = + =
2
S
24+ tg2¢

a vyjadrime
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Co je zjavne rychlost, ktorou musime n&s hmotny bod hodit (a teda odpoved na
otazku zo zadania).

Ak chceme spocitat periédu, tak to staci dosadit spit do vztahu pre tq a vyuzit
fakt, ze je to presne Stvrtina periédy

2
Toaty= [\ Jip2hiete ) _y 2 8o
gtge v 9 \/2+tg2p

Vidime, ze pre ¢ — 0 ide T' — 0, ¢o celkom déva zmysel. Zaroven pre ¢ — 1/2 by
sme cakali, ze aj v — 0 a pohyb bude ¢im dalej, tym viac pripominat volny pad,
odraz spét, volny pdd na opacnu polrovinu a odraz spéat, ¢ize limita 7' — 44/2h/g
presne sedi.

Uloha V.5 ... rheonomni katapult

Méjme tenkou obdélnikovou desku, ktera se otaci kolem své horizontalné orien-
tované hrany konstantni ithlovou rychlosti. V okamziku, kdy se deska nachézi ve
vodorovné poloze a otaci se smérem nahoru, na ni umistime maly kvadrik tak, aby
se vzhledem k ni zpocatku nepohyboval. Jak se bude kvadrik po desce pohybo-
vat, jestlize je tfeni mezi obéma télesy nulové? Kam musime kvadrik na zacatku
umistit, aby z desky vyletél po c¢tvrtiné otdcky desky? Diskutujte ddle vsechny
potrebné predpoklady, které pro to musi byt splnény.

Bonus Jaky vykon dodéava deska kvadriku a jakou celkovou praci na ném vykona?

Odvozeni pohybovych rovnic

Jedna se o mechanickou tdlohu s vazbou, nebot maly kvadiik mizeme aproximovat
hmotnym bodem vazaného na desku do okamziku, kdy z ni vyleti. Deska ptisobi
na kvadriik jako vazba zdvisld na Case, tj. rheonomni vazba (odtud nazev tlohy).
Vazba nezavisld na case se nazyva skleronomni. Pohyb kvadiiku nalezneme vyfte-
Senim pohybovych rovnic. Nejdiive vsak potfebujeme zvolit souradnice. Problém
je efektivné dvourozmérny, protoze se kvadrik bude pohybovat po desce ve sméru
kolmém k ose oticeni a také se bude otacet spoleéné s deskou. Stac¢i ndm proto
zvolit dvé kartézské souradnice z, y s pocatkem na ose otaceni. Dale si zavedeme
druhou sadu souradnic, a to polarni souradnice 7, ¢. Souradnice r méfi vzdilenost
od osy otaceni a thel ¢ méfi orientovany thel sevieny spojnici pocatku a dané-
ho bodu s kladnou poloosou z, jak je vidét na obrazku @) Transformacni vztahy
z polarnich do kartézskych souradnic jsou

T=Tcosy, (43)
y=rsingp. (44)

Pohyb kvadiiku v zdvislosti na case t je pak ddn funkcemi z = z(t) a y = y(t),
resp. funkcemi r = r(t) a ¢ = ¢(t). Nachdzi-li se kvadiik na desce, je souradnice ¢
kvadifku totoznd s thlem natodeni desky, pro ktery ze zadani plati ¢(t) = wt,
kde w > 0 je konstantni velikost thlové rychlosti. Kartézské souradnice = a y
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generuji vektorova pole e; a ey. To jsou tecné vektory k souradnicovym cardm y =
= konst a x = konst majici jednotkovou velikost. Vektor rychlosti v kvadiiku pak
je

v(t) = i(t) e, +g(t) ey,
kde tecka znadi (totalnf) casovou derivaci. Casovou zavislost zdtiraznénou v kula-
tych zévorkich budeme &asto pro prehlednost vynechavat. Casovou derivaci vek-
toru rychlosti v dostaneme zrychleni kvadriku

a=ie, + jey. (45)
Poznamenejme, Ze jsme vyuzili faktu, Ze se vektor e, (jeho velikost i smér) podél
trajektorie kvddriku neméni (podobné i vektor e, ), neboli

de,

i =0.

e, =

Ya

Obr. 12: Kartézské a polarni souradnice.

Nyni vyuzijeme transformacni vztahy (@) a (@), do kterych dosadime kon-
krétni soufadnice kvadiiku a rovnice (totdlné) zderivujeme podle ¢asu ¢, ¢imz do-
staneme

T =17cosp —rysing,
Yy =1rsinp+rocosy.
Dalsi ¢asovou derivaci ziskdme
T =1Tcosp—2rpsine —rgsing — rapz cosp,
g =7sinp+ 2rpcosp + rycosp — r¢2 sin .
Tyto rovnice dosadime do vztahu (@), ¢imz dostaneme zrychleni ve tvaru
a= (fcoscp —2rpsing —rgsingp — rgb2 cosg@) e; +
+ (r sin g + 27¢ cos p + 7 cos @ — r¢” sin np) ey. (46)
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Celkova sila F' pusobici na kvadiik je dana souctem reakce N desky na kvadrik
a tthové sily mg, neboli

F=N+mg=—(Nsinp)e, + (Ncosp —mg)e,, (47)

kde N je (orientovand) velikost reakce N, m je hmotnost a g je velikost tihového
zrychleni. Druhy Newtoniv pohybovy zakon lze matematicky vyjadrit ve tvaru F =
= ma. Z rovnic (46§) a (17) potom dostdvdme pohybové rovnice

—Nsinp=m (r oS ¢ — 27psin g — T@sin g — T2 cos <p) , (48)

Ncosp —mg=m (7‘ sin o + 27¢ cos ¢ + 1@ cos @ — rH> sincp) . (49)

Jednd se o soustavu dvou obycejnych diferencidlnich rovnic se tfemi nezndmymi
funkcemi r(t), ¢(t) a N(t). Nezapomenme vSak, ze jesté mdme zaddn pohyb desky
(a tedy i jednu soufadnici kvadiiku) ¢(t) = wt. Jesté pred tim, nez dosadime cp(t@

= wt, upravime soustavu rovnic (1§) a (1Y) do jednodussi podoby. Rovnici (4§)
vynésobime (sin ) /m a rovnici (1Y) vyndsobime (cos ¢) /m, ¢imz dostaneme

N.27... L.o.2 o2 .2 .
——sin” p = Fsinpcos ¢ — 27 sin® ¢ —r@sin® ¢ — r°singpcos g,
m
N 2 s . .. 2 . 2 .2 .
— cos” p — gcosp = Fsinpcosp + 27 cos” @ + rpcos” p — rYsin e cos @ .
m
Nyni odecteme prvni rovnici od druhé
N
E—gcosgoz%gb—i—rgb. (50)

Tuto rovnici vyndsobime sin ¢ a seCteme ji s rovnici (@) vydélenou m. Vysledek
této operace jesté vydélime cos ¢ a dostaneme

—gsing = —rg?. (51)

Soustavu rovnic (@) a (@) jsme tak zjednodusili na soustavu rovnic (@) a (a)
K nalezeni pohybovych rovnic v takto jednoduchém tvaru bylo potfeba s rovnicemi
manipulovat zptsobem, ktery nemusi byt na prvni pohled zifejmy. Ukazeme si
proto alternativni postup jejich odvozeni. Na misto vektorové baze (e, ey) budeme
pracovat s bazi (e,,e,). Bude to sice vyzadovat jisté matematické operace navic,
za to vSak dostaneme pohybové rovnice piimo v jednoduchém tvaru.

Alternativni odvozeni pohybovych rovnic

Poloha kvadiiku je tedy déna funkcemi r = r(t) a ¢ = ¢(t). Vektor rychlosti je
proto roven

dr 8 dp 8
=—_—+ —— =78, +¢0,, 52
v dt8r+dt8<p rOr + 90 (52)
kde % = 9, resp. % = 0, jsou vektory tecné k souradnicovym ¢aram ¢ = konst,

resp. 7 = konst. Vektory 8, jsou normalizované na jednotku (82 = 8, - 8, = 1)

72



Resend teoretickych tloh

a proto jsou v kazdém bodé shodné s jednotkovym vektorem e, miticim v radialnim
sméru, tj.
9, =e,.

Vektory 0, mifici v tangencidlnim sméru vSak uz nejsou normalizované na jednot-
ku, nebot 82 = 8, - &, = r>. Misto nich proto budeme pouzivat normalizované
vektory ey, pro které v kazdém bodé plati

0, =re,.
Rychlost v z rovnice (a) prepiseme do tvaru

dr de
V=—e,+r—e 53

e " dt (53)
ve kterém rozeznavame ¢len odpovidajici radialni rychlosti a ¢len odpovidajici tan-
gencidlni rychlosti. Zrychleni kvadiiku a ziskdme totalni casovou derivaci vektoru
rychlosti v. Ted ovsem musime byt obeztetni. Bazové vektory na pravé strané rov-
nice (p3) jsou zavislé na case t, protoze se vycisluji v bodech, které odpovidaji
poloze kvadriiku v daném case. Totdlni ¢asovou derivaci rovnice (b3) dostaneme
d?r drde, drde d?e dep de,

_dr L dr drde e dpdey 54
ETE A TR T T VL TR VR T (54)

a

Casovou zménu bazovych vektort podél trajektorie vyjadiime pomoci zmény bazo-
vych vektort v soufadnicovych smérech a pomoci ¢asové zmény souradnic polohy
kvadriiku, neboli aplikujeme pravidlo o derivaci slozené funkce na vektory

de,  Oe, g Oe, dﬁ Oe,
dt — ot  dt Or  dt dp’
de, _ Je, drde, dyde,

@ ot Tt or T dt oy (56)

(55)

Parcidlni derivace obou bazovych vektorti podle ¢asu jsou nulové, nebot v pevné
poloze nezavisi bazové vektory na ¢ase. Zacneme se ¢lenem de, /O, neboli se zmé-
nou vektoru e, podél soutadnice . K nalezeni vysledku ndm pomize obrézek [L3.
V bodé o soutfadnicich (r, ) mdme vektor e,(r, ) a v bodé pootoeném o maly
dhel 0 méme vektor e.(r, o + dp). Vzhledem k tomu, ze sméfujeme k derivaci,
chceme od sebe tyto vektory odecist. Umime vsak odeéitat pouze vektory v jed-
nom bodé, a proto vektor e,(r, ¢ + d¢) paralelné preneseme z bodu (r, ¢ + dp) do
bodu (7, ) a ziskdme tak novy vektor e.(r, ¢ + 6p)’. V bodé (r,¢) uz je dobie
definovany rozdil e, (r, ¢ + 6p)’ —e,(r, p). Jeho vysledkem je vektor, jeho# velikost
je 2sin(dp/2). Budeme-li thel §¢ limitné zmensovat k nule, dostaneme vektor mi-
Fici ve sméru e, (r, ). Zaroven pro malé uhly dp plati pfiblizeni 2sin(dp/2) ~ d¢p,
proto celkové dostavame

Oer(rip) _ . er(rp+0p) —en(r,p)

8@ 5p—0 5(;0 :eQO(T? 30) .
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Zjednodusené zapsano jsme ziskali
de, o
dp — F

Se ¢lenem Je,, /¢ budeme postupovat opét s pomoci obrazku E Postup je ana-
logicky, a proto ho ponechdame bez slovniho komentare. Vysledkem je vztah

de, _
% = —€r.

Vybaveni zkusenostmi z ptikladd vyse jiz snadno nahlédneme, Ze nésledujici par-
cidlni derivace jsou nulové

Oe, = Oe,
ar T or
Pro totdlni ¢asové derivace bazovych vektort (rovnice (@) a (E)) tak dostédvame
de, de
dt e e
de, _ _dp_
dt e

Obr. 13: Odvozeni parcidlnich derivaci bazovych vektori v polarnich
souradnicich.

Na zékladé pfedchozich vypocti se ndm rovnice (@) pro zrychlen{ a zjednodusi
na
. .2 .. .
a= (r—rgo )e,n+(2r<p+r<p)e¢.
Jednd se o obecny tvar zrychleni pfi pohybu v roviné vyjadieny v polarnich sou-
fadnicich. Jako cviceni se mlizete sami pokusit interpretovat kazdy jednotlivy ¢len
na pravé strané. Vyslednou silu F pusobici na kvadrik lze zapsat ve tvaru

F = —(mgsiny) e, + (N —mgcosyp) e, .

Z druhého Newtonova pohybového zdkona pak dostdvime soustavu pohybovych
rovnic pfimo v jednoduché formé — rovnice @) a (a)
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Reseni pohybovych rovnic

Pokracujeme v hledani pohybu kvadriku. Ze zadani zndme pohyb desky a tedy
soufadnici kvadifku ¢ = wt. Dosazenim do pohybovych rovnic (E) a (pl)) dosta-
neme

% — gcoswt = 2wr, (57)
—gsinwt =i — w’r. (58)

Rovnice (@) je sama o sobé nehomogenni linedrni obycejnou diferencidlni rovnici
druhého fadu pro funkei r(t). Jeji feSeni se skladd z homogenniho a partikularniho
feseni. Homogenni feseni hledame ve tvaru

ru(t) = Ae*’ + Be ™",

kde A, B jsou konstanty. Pomoci prevodnich vztahii mezi exponencidlou a hyper-
bolickymi funkcemi jej mizeme piepsat do (pro nasledujici vypocty) vyhodnéjsi
podoby

ru(t) = asinhwt + bcoshwt,

kde a, b jsou konstanty. Partikularnim feSenim je napriklad
re(t) = 2’5 sinwt .
Tim jsme nasli obecné reseni
r(t) = ru(t) + rp(t) = asinhwt + bcoshwt + 2’5 sinwt , (59)
odkud pro prvni ¢asovou derivaci ziskdme

~(t
) = acoshwt + bsinh wt + % coswt . (60)
w 2w

Ozna¢me podateéni vzdalenost od osy otdceni ro = r(0). Ze zadani vyplyvd, ze
kvadiik se po desce ze zaCatku nepohybuje, neboli 7(0) = 0. Dosazenim poc¢ateénich
podminek do rovnic (b9) a (pJ) dostaneme
ro=b, 0=a+->. (61)
2w?

Pohyb po desce je tedy dan rovnici

r(t) = ro coshwt + 2’% (sinwt — sinh wt) . (62)
w
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Podminka padu kvadfiku z desky

Ted nas bude zajimat kam kvadrik umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otécky,
kdy ¢ = w/2. To miZe nastat dvéma zpusoby. Na kvadiik pusobi deska pouze
tlakovou silou (N > 0), a proto kvadiik muze odletét od desky v okamziku, kdy
tato sila v ¢ase spojité vymiz{ (N = 0). Jednoduse deska nebude dost rychld na
to, aby dohonila kvadiik. Druhou moznosti je, ze kvadrik pravé po ¢tvrtiné otacky
dojede na konec desky.

Predpokladéame-li, ze je deska dostatecné dlouha, vyleti kvadrik z desky v oka-
mziku, kdy na néj prestane silové pusobit, tj. kdyz bude platit N = 0. Navic,
aby kvadiik skutecné odletél, pozadujeme, aby cisté matematicky v tomto bodé
prechézelo N do zapornych hodnot. Fyzikalné korektnéji pozadujeme, aby mélo N
v daném okamziku zapornou casovou derivaci zleva. Dosazenim nalezeného fese-
ni (69) do prvni pohybové rovnice (b7) dostaneme

N
N = 2row” sinh wt — g cosh wt + 2g cos wt . (63)

7 pozadavku, aby kvadrik vyletél po ¢tvrtiné otacky, mame podminku

0 = 2row? sinh g — gcosh g = 7ro= ;ﬁ coth g . (64)

Dostavame tak vyslednou zavislost vzdalenosti kvadiiku od osy otéceni

r(t) = ﬁ (coth g cosh wt — sinh wt + sin wt) , (65)
. g T .
r(t) = = (coth — sinh wt — cosh wt + cos wt) .

2w 2

Vsimnéme si, ze 7(p = n/2) = 0, coz znamend, ze kvadiik bude vystfelen ve vo-
dorovném sméru. Stéle vSak nemdme zaruceno, ze nam v prubéhu ctvrtotacky
nepirekmitne N_do zapornych hodnot. Pro velikost reakce N desky na kvadiik
podle rovnice (@) plati

N

= coth = sinhwt — coshwt + 2 coswt . (66)
mg 2

Ovéfime si, ze na zac¢atku (¢ = 0) je N(0) = mg > 0. Pro wt € (0,1/2) se o tom
presvédéime s pomoci grafu @ Vidime, ze funkce je pro wt € (0,7/2) kladng a ze
v bodé wt = /2 m4 zdpornou derivaci, coz lze ukdzat i vypoctem. Plati

1 dN /= T T LT 1 o T . 27'[)
— — ) =coth = cosh = —sinh = — 2 = h” - —sinh” =) —2 =
mgd(wt)(2) co 2cos 3 sin 5 Snh (cos 3 sin 3
1
= —=—-2<0,
sinh 3

takze kvadiik od desky skutecné odleti.
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Dalsi nutnd podminka proto, aby kvadiik nevyletél dtive, je dostatecnd délka
desky v radidlnim sméru. Jeji minimélni délka /i, musi byt rovna vzdalenosti, do
jaké se kvadiik po ¢tvrting otdcce dostane. Dosadime do vztahu (B) a vyjde ndm

(o= =9 L Sy -
Lnin = 7‘(4,0 = 2) =5 (coth cosh smh + 1) 502 (smh =+ 1)

(67)

Délka desky Imin je skuteéné postacujici, nebot, jak je patrné z grafu @ v prubéhu

celé ¢tvrtotacky je 0 < r(t) < lmin. Poznamenejme jesté, ze kdyby byla deska prilis

dlouhd, mohla by do kvadiiku po vystreleni znovu narazit. Zarizeni by pak tkol
katapultu prilis nesplnovalo.

1,6

14 F —
12 I |
| ]

0,8 + 2wr(t) /g
0,6 [ i

04 - ]

02 1

0

0

olalk
AN
oo
oA

wt

Obr. 14: Funkce N(t) a r(t) béhem prvni{ étvrtotacky desky.

Podminka druhého zpiisobu padu kvadriku z desky

Podivejme se na situaci, kdy kvadiik dojede po ¢vrtiné otacky na konec desky, jejiz
délku v radidlnim smeéru oznac¢ime [. Dostavame podminku

r(gng) =[] =rgcosh = +F(lfsmh )

Odtud méme pro pocatecni vzdalenost vztah

I+ 5% (sinhg —1)
ro = b E >0. (68)
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Pro tplnost uvedeme plnou zavislost radidlni vzdalenosti na case

ot) = I+ 3% (sinh § — 1)

cosh T cosh wt + % (sinwt — sinh wt) . (69)
Ovsem Teseni (@) neni vzdy smysluplné. Vzhledem ke konecné délce desky musi po
celou ¢tvrtotdcku platit r(¢) < 1. Pro ¢ = wt € (0,7/2) prepiSeme tuto nerovnost
do tvaru

coshe ) ~ . oW cosh ¢ . .
1-— > h=--—-1 _ h
( cosh;> = (Sm D) ) cosh § + (sinp —sinh @) , (70)

kde jsme zavedli bezromérny parametr [ = 2lw?/g. Hleddme tedy nejmensi hodno-
tu parametru I, pro ktery je nerovnost splnéna pro vSechna ¢ € (0,7/2), coz neni
zrovna jednoduché. Zacneme proto nutnou, avsak ne nutné postacujici, podmin-
kou 7(¢ = /2) > 0. Zderivovdnim (fY) a dosazenim ¢ = r/2 dostaneme

g . T Sinh% g T
|+ = h--1 - = h—->0.
( + 2w?2 (sm 2 )) coshi  2w? coshiy = 0

Tuto nerovnost prevedeme ekvivalentnimi tpravami na podminku

I>1+ ,l,c.
sinh 3

(71)

Zkusme nyni zjistit, zda je nutnd podminka (@) zéroveli postadujici, tj. zda [
spltiujici (E) spliiuje také r(t) < I. Ptdme se tedy, zda je splnéna nerovnost

cosh ¢ 1 LT cosh ¢ . .
1-— 1 > h=- -1 — hy — .
< p— 72[> ( + sinh g) > (Sln 3 ) cosh £ (sinh ¢ — sin )

Roznasobenim a dalsimi tpravami dostaneme

1 + sinh g — sinh g sin ¢ > cosh g cosh ¢ — sinh g sinh ¢ .

Pouzitim souctového vzorce cosh(z +y) = coshx coshy + sinhxsinhy a pricte-
nim sinh 7 sin ¢ pfevedeme nerovnost na tvar

1 + sinh g > COSh(g — go) + sinh g sing. (72)

Definujme funkci P(y) jako levou stranu této nerovnosti. Jeji maximum na in-
tervalu (0, 1t/2) se nachdzi bud na krajich tohoto intervalu, nebo ve staciondrnich
bodech P’ = 0. Derivaci dostdvdme podminku pro staciondrni body

dP

P=-—
de

= fsinh(g 790) +sinhgcos<p:0.
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Tato rovnice mé na hledaném intervalu dvé feseni a sice 0 a n/2. Dosazenim téchto
hodnot do P(¢p) se presvédéime, Ze maximum P je rovno P(n/2) = 1 + sinh /2.
Vidime, ze nerovnost ([(2) je tak splnéna. Zjistili jsme, Ze pro

1

[>1
- +sinhg

(73)

je Teseni pohybu s pocatecni vzdalenosti ro danou rovnici (@) smysluplné, nebo-
li (f3) je postacujici podminkou pro r(t) < I. Vypada to tedy tak, ze i v piipadé
druhé moznosti vystieleni kvadriku existuje pro pevné w minimalni potiebna délka
desky, kterd je shodna s délkou potfebnou pro prvni moznost, viz vztah (@) Zby-
vé vSak jesté ovérit, ze kvadiik neodleti od desky dfive, neboli Ze plati N(p) > 0.
Dosazeni za rq z rovnice (f§) do (f3) vede na

N(t) [+ (sinh—1)

g cosh T sinh ¢ — cosh ¢ + 2 cos . (74)

A protoze plati (@), musi také platit

N(t) _ L+sinh™ 5+ (sinh 3 —1)

mg cosh sinh ¢ — cosh ¢ + 2cos .

Spoleéné s pozadavkem N () > 0 to vede na podminku
coth g sinh ¢ — coshp +2cos¢ > 0.
Pro tuto nerovnost jsme jiz ovéfili, Ze je pro vSechna ¢ € (0,7/2) splnéna, viz (@)

Bonus

Dalsim tdkolem je zjistit mechanicky vykon P dodévany kvadiiku deskou. Deska
pusobi na kvadrik silou N, a proto

P=N-.v=Ne,-(re, +rpe,) = Nry,

kde jsme vyuzili rovnice (@) a ortonormality bazovych vektoru. Ke stejnému vzta-
hu mtuzeme také dojit z jiného thlu pohledu. Deska pisobi na kvaditk momentem
sily
M =re, x Ne, = Nr (e, X e,)
a kvadifk se ota¢i s vektorem uthlové rychlosti w = ¢ (e, x e,). Vykon P je pak
roven
P=M -w=Nrgp. (75)
V pripadé }@/ni moznosti vystieleni kvaditku dosadime ¢ = w, N z rovnice (@)

a r z rovnice (p), ¢imz dostaneme vykon

mg> T bis
P= o (coth 5 sinh wt — cosh wt 4+ 2 cos wt) (coth 5 cosh wt — sinh wt + sin wt) .
w
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Celkova prace W vykonanad na kvadriku je rovna prirtistku mechanické energie
kvadriku, tj. souc¢tu prirustku kinetické energie Eyx a prirtstku tihové potencidlni
energie E,, neboli

s 2

W:Ek<<p:§)*Ek(<,0=0)+Ep(<P:§)*Ep(sozo):

1
= §m (VQ(()O = TC/Q) - V2((,D = O)) + mglmin .

Za rychlost v dosadime z rovnice (E) a dostaneme

W = %m (7'"2 (cp = g) —+ (lmmw)2 - (row)Z) + mglmin -

Nyni za rg a Imin dosadime z rovnic (@) a (@) a vyuzijeme toho, ze (¢ = n/2) = 0,
¢imz ziskdme hledany vztah pro vykonanou praci

2 2 2
myg 1 2 T myg 1
W = 1) —coth” = 1) =
Buw? ((sinhg * > “ 2) T e (smhg * >

2
mg 3
= — 41 .
2w2 <2$inh’2‘ * )

Ke stejnému vysledku 1ze dojit i pfimou integraci vykonu P. Jedné se vSak o delsi
vypocet.

V pripadé druhé moznosti vystreleni kvadiiku dosadime do rovnice (@) opét p =
=w, N z rovnice ([{4) a r z rovnice (f9), ¢imz dostaneme vykon

m92 l~+ sinh % -1
2w

cosh £ sinh ¢ — cosh ¢ + 2 cos @) .
[ + sinh 5—1 . .
« | ———%—coshy +sinp —sinhp | .
cosh 3
Celkova prace W vykonané na kvadiiku bude rovna
1
W = Zm (v2(<p =7/2) —vi(p = 0)) + mgl .

Dosazenim za rychlost v z rovnice (E) dostaneme

W = %m (7'“2 (cp = g) + (lw)? — (row)Z) +mgl.

Zbyva uz jen dosadit s uzitim rovnice (@) pro r a rovnice (@) pro ro.
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Uloha V.P ... to nechceg

Jisté jste jiz nékdy slyseli, ze skorapka bézného slepiciho vejce dokaze vydrzet
i pomérné velky tlak. Vysvétlete, jak je to mozné, kdyz je preci velmi snadné vejce
rozbit. V jakém sméru snese skorapka nejvétsi zatizeni? Proc a jak se rozbije, kdyz ji
zatizime priliS? Popiste riizné mechanismy a urcete, ktery je nejpravdépodobnéjsi.
Nezapomerite, ze se zabyvame skutecnymi, nikoli idedlnimi vejci. Kde to bude
mozné, zkuste sva tvrzeni podporit vypocty.

Uvod
Napriek tomu, ze tato dloha vyzerd jednoducho, tak plné riesenie problému ten-
kej vrstvy pod vonkajsim tlakom je velmi komplikované a aj vyrazne zjednodusené
modely si za rozsahom typickej tlohy. Preto sa tu najskor pokisime pouzit relativ-
ne jednoduchy 2D model gulovej skrupiny a pozrieme sa na obmedzenia takéhoto
modelu. Najmé sa vSak pokusime pouzit elementdrne fyzikdlne argumenty, kedze
takyto postup je omnoho instruktivnejsi ako riesenie velkej sustavy parcidlnych
diferencidlnych rovnic.

Predtym ako za¢neme, predstavme si par zakladnych konceptov aby sme vsetci
boli na rovnakej vine.

Napitie
Napétie alebo stres je velicina popisujica vnutorné sily medzi casticami v mate-
ridli. Urcite poznate napétie v jednoduchych pripadoch, ako napriklad pri zdvazi
visiacom na Spagate, ¢o spdsobi normélové napétie v Spagite o = F/A, kde A je
obsah prierezu Spagatu (teda plochy kolmej na smer pdsobenia sily). Ako mozeme
vidief na tomto jednoduchom pripade, tak napétie a tlak maja rovnaké jednotky.
Kedze sa snazime Spagat natiahnut, budeme takémuto napétiu hovorit napétie
v tahu [tension]. Ak si naopak predstavime ty¢, ktord ma na vrchu zévazie, takdto
ty¢ bude v tlaku (kompresii, [compression]). To, ze sme museli vymenit Spagét
za ty¢ ilustruje extrémny pripad doélezitého faktu: niektoré materidly zvladaja tah
inak ako tlak. Dal$ia forma napétia je napétie v strihu, ktoré nastava ak material
(alebo jeho cast) je ,tahany* v dvoch smeroch paralelne k jej povrchu (napriklad
pri fahani zlepenych papierov od seba alebo pri strihani, kedy noznice od seba
tladia 2 Casti materidlu). Rovnako ako predtym definujeme napétie 6 = F/A, tu
ale A znaci plochu prierezu paralelnd so smerom sily (teda v pripade noznic by
tato plocha zdlezala na hribke papiera).

Zatial ¢o pre vacsinu tejto diskusie je porozumenie norméalového a strihového
napétia postacujice, pre 2D model budeme neskor potrebovat kompletnejsi popis
pomocou tenzoru napatia.
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Vajcia

Pozrime sa teraz na vlastnosti vajec. Je pomerne rozumné predpokladat, Ze vajcia
maji  valcovd Sémetriu. Skrupina slepaéich vajec méa typicky hrib-
ku (0,3 — 0,4) mm¥? vysku priblizne 50 mm a Sirku o nie¢o menej. Pomer prie-
meru k hribke je teda blizko 100.

Skrupina je typ bio-keramického materidlu, ktory je v kuracich vajciach zlozeny
z 96 % uhli¢itanu vdpenatého, 2 % organickej matrice a malého mnozstva horéika,
fosforu a dalsich stopovych prvkov. Vnitornd mikrostruktira je netrividlna a méo-
zeme ju rozdelit radidlne na 5 vrstiev, v anglictine nazyvanych mammillary knob,
cone, palisade, vertical crystal layer a cuticle. Viac detailov a obrazky mikrostruk-
tiry mozete ndjst v literatire® to ¢o je dolezité pre nas problém je, ze keramicky
materidl je hlavne z kalcitu, ale so zlozitou vnitornou struktirou.

Konkrétne vlastnosti skrupiny je tazké néjst, ale vSeobecne vieme, ze keramické
materidly maji typicky vysoky Youngov modulus (st nepoddajné [stiff]) ale st
krehké (brittle) a typicky slabsie v tahu oproti tlaku (¢asto 10x slabsie) kvoli
vnutornej Struktire, kde sa defekty ako trhliny, ktoré koncentruji pnutie, moézu
Tahko sirit v tahu.

Experimentalne vysledky ukazuji, ze obsah skrupiny nema vyrazny vplyv na
pevnost vajeci= preto budeme vajce povazovat za prazdnu skrupinu.

Vajcia predsa nie su pevné!

Ako vsetci vieme, je jednoduché vajcia rozbit, ale ako hovori zadanie, dokdzu na-
ozaj vydrzat velky tlak, ak je aplikovany spréavne. Aby sme zistili preco, pozrime
sa najskor na rozdiel medzi situdciami, ked aplikujeme tlak na vajce tym, ze ho
napriklad stlacame v jednej ruke a tym, Ze ho buchneme o hranu panvice alebo
hodime na zem. Medzi tymito dvomi situdciami si dva klticové rozdiely, pricom
oba prispievaju k rozdielu v odolnosti vajca.

Prvym rozdielom je jednoducho plocha, na ktora je tlak aplikovany: ak vajce
stlac¢ime, sila sa rozlozi na pomerne velkd plochu a vysledny tlak nie je taky velky.
V pripade vajca, no aj akéhokolvek objektu podobného tvaru, je sila rozlozené
a to ndm pomdze aj inym spésobom. Ked aplikujeme silu, musime uvazovat nad
smerom, v ktorom této sila pdsobi. Ak je ten smer kolmy na tvar, tak povrch
sposobuje napétie v strihu (shear) a kedze je Skrupina velmi tenka, tak toto napétie
bude velmi vysoké, zatial co ak je sila rozlozend, material ma viac priestoru previest
toto napétie dovnitra skrupiny, kde dokéze zniest omnoho vyssie napétie.

Ked vajce stlacame, tlak sa aplikuje pomaly a moézeme ignorovat dynamické
sily a tento proces mézeme povazovat za izostaticky, tj. ze stav materidlu moézeme
riesit v kazdom momente samostatne, zatial ¢o ked vajce narazime o hranu, tak
aplikujeme silu velmi rychlo a materidl nema cas aby tieto sily vyrovnal, ¢im sa
maximéalne napéatie v materiali zvysi.

62 https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/1828051X.2017.1344935

53https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-1-4615-3060-2_1,
attps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4118947/,
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22201802/

54https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/ (section 3.3)
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Tak ako silné su vajcia?

Zistili sme, Ze toto je velmi zlozity problém, ale pozrime sa teda na nejaké ex-
perimentalne vysledky. Tiez je mozné pouzit simuldciu pomocou finite element
analysis na odhad sily, ale takdto simuldcia nezachyti detaily nedokonalého bi-
ologického materidlu. Mdzeme najst niekolko ¢lankov popisujicich silu skrupiny
online, napriklad®d hovori, Ze slepadie vajcia dokdzu pri vhodnom loadingu pozdiz
ich osi odolat velkej sile, ale tiez nasli velk variabilitu medzi jednotlivymi vajcami.
Vseobecne to vyzera tak, ze slepacie vajcia dokazu typicky odolat sile az 700 N.

Médy zlyhania

Ako sa vajcia rozbiji ak tito silu prekroc¢ime? Existuje viacero moznych mecha-
nizmov rozbitia vajca. To, ktory nastane zavisi od vlastnosti vajca a spésobu ako
nan pdsobi sila.

Strihové zlyhanie

Ako sme uz spomenuli pri pripade rozbitia iderom do malého miesta, ked strihové
napétie prekro¢i medzu pevnosti materidlu, vajce sa v tomto bode rozbije. Pevnost
je tiez znizend tym, ze takyto uder aplikuje silu velmi rychlo, ¢o vyzaduje velky
strain rate aby tito silu vykompenzoval.

V pripade, Ze je sila rozlozend a pdsobi v smere osi vajca, je situdcia zlozitejsia
a moznych médov zlyhania je viac.

Buckling

Mozno pozndte situdciu bucklingu (,vypulenia“) Eulerovej tyée, ¢o je pripad ked
stlé¢ame ty¢ pozdizne aZ sa stane mechanicky nestabilnou a ,,vyptli“ sa do jedného
smeru. Asi si viete predstavit, alebo ste mozno aj videli hracky z tenkého plastu,
kde tato situacia nastava na tenkom zakrivenom materidli. Kedze ale keramicky
materidl vajca nie je velmi flexibilny, tento méd je nepravdepodobny.

Tah na vndtornom povrchu

Ked ohybame struktiru koneénej hrubky, napétie pésobi na opac¢nych strandch
v opafnom smere (predstavte si ohnuti tyé¢), materidl je v fahu na vonkajSom
povrchu a v kompresii na vnitornom povrchu (vnatorny a vonkajsi v smere ohybu).
Na to aby materidl kompenzoval stres, aj ked ma velky Youngov modul, tak sa
vzdy musi mierne zdeformovat (Hookov zdkon), ¢o v pripade vajca znamend, ze
sa povrch mierne prehne smerom dnu voc¢i povodnému tvaru, ¢o vedie k tahu
na vndtornom povrchu vajca a ku kompresii na jeho vonkajsom povrchu. Kedze
keramicky material vajca je vyrazne slabsi v tahu, tak na vnitornom povrchu méze
dojst k praskline, ktord sa bude sirif. Toto sa zda byt casty moéd zlyhania’= ale
v zévislosti na sposobe aplikovania, tlak nemusi vzdy viest k tiplnému zlyhaniu.
Vrch vajca praskne, zdeformuje sa, ¢im sa bude sila efektivne prenasat na zvysok
skrupiny, ktord potom prezije vyssi tlak (ak sa trhlina nedostane aj na tuto cast
skrupiny).

65 https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/
66https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/0007166670841567¢
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Hoop tension

Ked aplikujeme kompresiu pozdiz osi, indukujeme tah pozdiz rovnobeziek na po-
vrchu. Toto je pomerne intuitivny vysledok: predstavte si ako sily posobia pozdlz
poludnikov, kedze sa poludniky na guli aj na vajci rozchadzaju kvoli zakriveniu po-
vrchu, vznikne sila posobiaca pozdii rovnobeziek, tahové napétie je preto potrebné
pozdlz rovnobeziek aby sa vajce neroztrhlo. Ak toto napétie prekrodi pevnost vajca,
vajce sa roztrhne. Toto napétie pdsobi na velkom povrchu, ¢o ako uvidime neskor
hré znac¢ni rolu. Toto je typicky méd zlyhania v niektorych experimentoch®

2D model

Skuisme teraz vytvorit zjednoduseny 2D model skrupiny. Budeme hovorit o gulovej
Skrupine (aj ked ako uvidite rieSenie pre Iubovolni rotéciu skrupiny je prakticky
rovnaké).

Nasledujuca sekcia je pomerne zlozita a rozhodne nebola potrebna na ziskanie
plného poctu bodov, je tu len pre Citatela so zdujmom.

Cauchyho tenzor napétia

Vseobecne moéze stres v materiali byt v Tubovolnom smere, a teda jednoduchy
popis aky sme pouzivali vyssie ndm tu nebude stacif. Kedze sila pdsobiaca na
rovinu v materiali bude zavisief na orientacii tejto roviny, potrebujeme popis, ktory
nam dé silu pésobiacu na ITubovolni rovinu definovani jej normalovym vektorom,
a teda potrebujeme mapu z vektoru na vektor, ¢o je tenzor. Zatial ¢o tenzory sa zo
zaciatku mozu zdat desivé, tu nepotrebujeme nic zlozité, jednoducho ho pouzijeme
ako maticu.

Tenzor plne popisujici napéatie v materiali sa nazyva Cauchy stress tensor. Jeho
komponenty v Kartézskych stradniciach mdézeme jednoducho vycitat z predoslej
diskusie. Chceme maticu o takd, aby ked ju aplikujeme na norméalovy vektor k rovi-
ne n, dostaneme silu, ktord pdsobi na tito rovinu (T = n-o). Vieme, ze norméalové
napétia o, 0y, 0, pdsobia na roviny kolmé na z, y, z osi v smere pozdlz tychto osf
(napr. o, posobi pozdii x na yz rovinu). Akykolvek strih pdsobi v kolmych rovi-
néch, a teda tu neprispieva. Takze hned vidime, ze diagondlne komponenty matice
budd (0z,0y,0:). Strihové komponenty st trochu menej intuitivne, ale vieme, ze
su to nediagondlne komponenty, ktoré pdsobia pozdlz rovin, a teda

Oz Tzy Txz
g = Tyzx Ty Tyz
Tzx Tzy (o

Tento tenzor bude zavisly na polohe, teda napétie tvori tenzorové pole.
Pozorny citatel si v§imol Ze tu hovorime o rovnovihe, teda tento tenzor musi
spltiat nejaké podmienky aby sa casti materidlu voci sebe nepohybovali.
Uvazujme Tubovolny objem V' v materiali uzavrety povrchom S. Na kazdy bod
na povrchu pésobi sila T(z,y, z) kvoli napatiu v materidli a na kazdy objemovy
element posobia telesové sily (body forces) F (napriklad tiazova sila) nezdvislé od

67bttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMCSS10731/
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napétia (tieto neskor zanedbdme). Vieme, ze celkova sila na kazdy takyto objem
musi byt nulovi, teda ak s¢itame vsetky sily na povrchu a vsetky telesové sily

/FidV—i—/ajinde:O,
v S

kde sme pouzili indexovi notéciu a Einsteinovu sumaéni konvenciu (opakované
indexy sa scitaji, teda rovnost T = n - o vieme napisat ako T; = oj;n; tymto
sposobom), toto budeme pouzivat v celej nasledujicej sekcii, kedze to velmi zjed-
nodusi vyjadrenia. Teraz moézeme pouzit Gaussovu vetu a nahradit integrédl cez
povrch objemovym integralom a dostaneme

Oz/FidV—&-/ a"jidvz/1L1-+8"ﬁdv,
v Va.l‘j v 817]‘

kde sme posledny riadok dostali tym, ze hovorime o Iubovolnom objeme a jediny
sposob ako bude tento integral 0 pre lubovolny objem je, ak je integrand nula. Toto
ndm dé 3 rovnice (vSimnite si Ze index ¢ sa nevyscital), ktoré musi tenzor stresu
spliat.

Toto ale nie je jedind podmienka. Tiez musime dodrzat zachovanie momentu
hybnosti, a teda siicet vSetkych momentov sil voci Tubovolnej osi musi byt nula.
Podobnym spdsobom ako vyssie dostaneme, oznacujuc sily pdsobiace na povrch T
a telesové sily F

0:/(r><T)idS +/ (rxF),dV :/Eijkxjo'mknmds +/ €ijkx; FrdV =
s v s v

:/ wdv +/Eijkl‘ijdV7
v v

(76)

Oxm,
Bx- 8Gmk
0 = €45 (O'mkﬁ +x; G -‘rl'ij) s

kde sme prepisali vektorovy siéin pomocou Levi-Civitovho symbolu EE Gaussovu
vetu a rozsirili derivaciu. VSimnime si, zZe ¢len
(91'7;

Oxm

jerovny 1 ak a iba ak i = m (kedze vtedy je v tvare dx/dx) a 0 inak. Tenzor, ktory
sa takto sprava je znamy ako Kroneckerovo delta d;; a jeho efekt v sumacii je, ze
efektivne ,premenuje® index j — ¢ (alebo naopak). S touto vedomostou dostaneme

0om
0= / Eijk <0'jk + z; (% +Fk)) dv = / gijkojedV
v Lm v

0= EijkOjk ,

58 Toto je totdlne antisymetricky tenzor, davajuci 1 ked ijk je parna (sudd) permutéacia 123
(napr. 123), —1 ked je to neparna (lichd) permutécia 123 (napr. 132) a 0 inak.
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kde sme dostali druhy riadok tym, ze sme si vsimli, ze vyraz ndsobeny xz; je rov-
naky ako podmienka, ktord sme videli vyssie (/). Rozsirenim posledného vyrazu
a pouzitim vlastnosti € dostaneme o12 = 021,023 = 032,013 = 031, teda 0;; = 0j;
a tenzor stresu je symetricky.

Spherical coordinates

Doteraz sme sa zapodievali Kartézskymi stiradnicami, ale tie pre nas problém nie st
velmi uzito¢né. Mohli by sme vajce aproximovat ako nieco s valcovou symetriou, ale
pre este jednoduchsi model sa pozrime na pripad sférickej symetrie. Na to budeme
potrebovat iba transforméciu rovnice ([ffl) do sférickych siradnic. Toto urobime
tak, Zze transformujeme tenzor stresu a aplikujeme derivicie™= a dostaneme tri
rovnice (zanedbavajic telesové sily (teda hmotnost skrupiny))

07807._’_187}9_’_ 1 87',-(p+1 9% — on — & +@
T or r 00 rsinf 9o r rooe “ 7 tgl )’

o= 0o 1000, L Ome +i<”9_0“" +3m> ,

or r 00  rsinf Oy tg 6

0 Omre (1070, 1 o, +% <3Tw+ 2%) .

or r 06 rsinf Op tg 6

Ah, super. Teraz mame 3 parcidlne diferencidlne rovnice so 6 nezndmymi funkcia-
mi. Spravme krok spéf a pozrime sa na situdciu, ktort riesime. Najskér problém
zjednodusim pouzitim valcovej symetrie, teda ze vSetky funkcie st nezavislé na ¢.
Mozeme teda hned odstranit vSetky éleny s 9/9¢, to ale nie je vSetko. Tato sy-
metria tieZ znamend 7,0 = Trp, = 0 (kedZe tieto by museli byt nezdvislé na ¢,
integrovanie pozdiz celého rozsahu ¢ (teda po obruéiach) neméze viest k nenulovej
sile, inak by sa obruce hybali). Toto velmi zjednodusi rovnice ale bohuzial to tiez
uplne odstrani poslednii z rovnic a zostane nam

0o, | 1070 1 Tro
0= 7 50 H(Z’”T 70 "”tge) !

0T 1 0oy 1 (og—0,
0= or Jrr 00 Jrr( tg +3Tr9>'

To uz vyzera o dost lepsie. Ak sa pozrieme na okrajové podmienky, tak vidime, zZe
chceme problém rozdelit na dve Casti: jedna bude popisovat dva gulové vrchliky,
na ktoré posobi sila zvonku a druhd bude popisovat zvysok skrupiny, kde je povrch
volny (ked zanedbdme tlak vzduchu, ktory posobi z oboch strén).

69 Alebo najdeme vyjadrenie pre tenzorovt divergenciu v sférickych stradniciach online.
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Tento 2D model nedokéze dobre popisat gulové vrchliky, kedze tu hra vyrazna
rolu strihové napétie, takze sa pozrieme len na riesenie druhej casti. Pre tito cast
mame z volného povrchu okrajové podmienky

or(R,0) = 10(R,0) = 0 (R+t,0) = 1.¢(R+t,0) =0,

kde t je hribka skrupiny a R je jej vndtorny priemer.

Aby sme sa dostali k prvému skutoénému vysledku, uvazujme limitu ¢ — 0,
teda skuto¢ne 2D skrupinu. Toto prakticky odstrani zévislost na r, kedze r = R sa
stane konstantou vnutri Skrupiny, ale tiez to znamend, ze skrupina nedokéaze udr-
zat strihové 7,9 ani normélové napétie o,, kedze okrajové podmienky znamenaji
Tr9(R,0) = 0r(R,0) = 0 a jediné r je r = R. Ak toto vlozime do naSich rovnic,
dostaneme

0= —0p—0y,
o D00, 000,
T tg 6

Kombinaciou tychto dvoch obyc¢ajnych diferencialnych rovnic dostaneme og

doyg o)
0=— 42—
dé + tgh’
/dcre do
— ==-2 —.
o) tg
Riesenie je
o — C
7 sin29’
o= __C
¥ sin?0’

kde C je konstanta zavisld na vonkajsej sile. Pre jednoduchost predpokladajme,
ze sila je aplikovand na kruhovi oblast okolo osi, kolko na povrch vajca (teda
prispievajic do o, = p pre 6 < 6y alebo 6 > n — 6y, kde 0y urcuje velkost oblasti,
kde sila pésobi). Z nasich rieseni vidime, ze ak aplikujeme silu na velmi mald oblast,
tak dostaneme velké napitia kvoli 1/sin? 6 ¢lenu.

Ako vidime, kompresia pozdii poludnikov vedia k tahu na rovnobezkach. Tiez
vidime, ze toto 2D riesenie je nekompletné: v 3D realite je strih 7,9 nenulovy.
Mohli by sme uvazovat zlozitejsiu verziu tejto teérie, kde by sme povazovali napétie
za konstantné vo vnutri tenkej Skrupiny s napétim danym iba ako funkciou 6
a integrovanim rovnic cez tenkd skrupinu. Toto ale vedie iba na 2 rovnice pre 3
nezname funkcie, ¢o je zjavne nedostatocné. Chybajuci kisok puzzle si rovnice pre
mechanicktl deformaciu a tie by ale model extrémne skomplikovali.

Aby sme ur¢ili konstantu C, sta¢i ndm urcit celkovi silu, ktoréd sa z gulového
vrchlika pod vonkaj$im tlakom musi preniest na zvySok Skrupiny. Ako sme spo-
menuli, naSe riesenie v gulovom vrchliku nefunguje, ale stdle plati, Ze tento vrchlik
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musi preniest vSetku vonkajsiu silu na zvysok skrupiny, kedze reakcia na tito silu
je to, ¢o kompenzuje vonkajsiu silu a drzi tiato cast skrupiny na mieste. Tato sila sa
moze preniest iba cez kruhové rozhranie na 6. Porovnanim celkovej sily pésobiacej
na vrchlik s projekciou sily z napétia na tomto rozhrani (reakcia na silu, ktord drzi
vrchlik na mieste) do vertikdlneho smeru dostaneme,

21 sin? OoRoo(0o)t = —F,
F
 2rRt’
F
" 2nRtsin?26’

kde F' je celkova sila posobiaca na vajce, t je hribka skrupiny.

Ako sme spomenuli vysSie, keramické materidly maji niz$iu pevnost v tahu ako
v kompresii, a preto sa vajce v tomto modeli rozbije kvoli tahu pozdié rovnobeziek.

Fakt, ze kompresia na poludnikoch vedie na fah na rovnobezkach je zjavny len
z geometrie, necakali by sme ale, Ze bude napéatie maximéalne v 6. Toto je désledok
2D modelu, ktory nedokdze udrzat nevyhnutné strihové napétie v 6. Zavislost F/R
je zaujimava, ak uvazujeme nad tlakom namiesto sil F' o« pR2, dostaneme napétie
o9 x pR, teda malé gule (alebo tvary s malym lokdlnym polomerom krivosti)
odolavaju tlaku lepsie.

Dalsia moznost zlyhania gule, ktori sme spomenuli vyssie je, Ze sa stane me-
chanicky nestabilnou a vypili sa dnu (buckle). Toto sa stane v oblasti, kde pdsobi
vonkajsia sila a nase rieSenie tu neplati, ale fakt, Ze dostaneme tah po rovnobez-
kach stale plati a tu pomdze spevnif povrch voci takémuto prevaleniu. Pokracujic
v tejto myslienke ako sme zistili vyssie, tak dtvary s mensim polomerom krivos-
ti dokdzu rychlejsie previest tlak na rovnobezkovy tah, a teda st odolnejsie voci
takémuto prevaleniu. Ak ddme vsetko toto dokopy, tak vidime, Ze vajce je naozaj
najsilnejsie pozdiz jeho osi.

0'9(0): 96(60,1[—90) s

Membranova teéria

Co sme ziskali vyssie je zndmy model z membrénovej tedrie Skrupin a ak sa vratim
o kuisok spét, videli sme, zZe strihové a normalové napétie je nevyhnute nulové. Toto
déva zmysel, kedze skrupina mé nulovi hribku, ale tiez to znamend, ze vsetky sily
musia posobif tangencidlne voci povrchu, ¢o je vyrazné obmedzenie, kedze v tomto
pripade sily zjavne nie st tangencialne.

Toto tiez vysvetluje preco sme dostali maximélne napéatie v tahu v o: ak je tu
sila aplikovand tangencidlne, potrebujeme velké napétie pozdiz 6o rovnobezky, aby
sme skrupinu udrzali pokope (predstavte si sily posobiace na valec so stla¢enym
plynom).

Uplné sférické riesenie

Kedze nas 2D model ndm nedal uspokojivé riesenie, mohli by sa pokusit néjst
Uplné rieSenie pomocou rovnic pre elasticki deforméciu a pouzit elastické vlastnosti
skrupiny dostupné online. Myslienka je pouzit 3 rovnice kontinuity, ktoré sme
pouzili vyssie, napisat 6 stress-strain rovnic (v podstate Hookov zdkon vo vSetkych
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smeroch) a 3 rovnice pre deformdcie v zvolenych stradniciach, z ¢oho dostaneme
stustavu 15 parcidlnych diferencidlnych rovnic. Valcova symetria znamena 79, =
= Tr, = 0 a rovnice sa o nieco zjednodusia. PIné analytické riesenie tohto pripadu
existuje a da sa vyjadrit pomocou nekone¢nych rad Legendreovych polynémov*

Zakrivenie povrchu a sila

Ako vieme intuitivne a ako sme videli v 2D modeli, vajcia si najsilnejsie pozdii
ich osi. Toto je dané tym ako sa napétie rozklad4d v materidli. Cim vyssie zakri-
venie, tym rychlejsie sa strihové napétie dokéze previest do tangencidlneho tahu
a kompresie, kde je skrupina omnoho silnejsia. To znamend, zZe ostrejsie vajcia
budt silnejsie v tomto smere. Vacsie existujice zakrivenie tiez pomoze s tahom na
vnatornom povrchu indukovanom zakrivenim.

Skutoéné vajcia

Ako kazdy biologicky materidl, ani Skrupina nie je vSade rovnaka. Jej hribka a zlo-
zenie ma nejakd premenlivost a Skrupina obsahuje mnoho mikroprasklin a dalsich
materidlovych defektov, ktoré prerusuju tok napétia v materidli (sila sa nedokéze
preniest cez prasklinu), ¢o vytvori lokdlne koncentricie napétia veduce k zlyhaniu.
Ako dosledok tohto je, ze nedokdzeme presne predpovedat medzu pevnosti ani
méd zlyhania, kedze skuto¢né vajce pravdepodobne praskne v mieste, kde existuj-
uci defekt vytvoril vysoka koncentraciu napétia alebo uz pritomnéd mikro-trhlina
narastie tak, ze vajce sa rozbije.

Zatial Co tieto materidlové nedokonalosti vyzeraju ako jednoduché vec, ich
dosledok je velmi hlboky. Ich ndhodnd pritomnost znamend, Ze prasknutie vajca je
efektivne stochasticky proces, s pravdepodobnostou prasknutia v nejakom danom
bode (teda v nejakom objemovom elemente) zdvislom na napét{ v tomto bode,
tym ako dlho je tento bod pod tymto napéatim a aj ako rychlo sa pod toto napétie
dostal. To znamen4, ze pravdepodobnost, ze vajce praskne kdekolvek zavisi na tom
ako velky objem je vystaveny takmer-kritickému napéatiu. Ak predpokladdame, Ze
skrupina ma priblizne konstantnii hribku a dalsie parametere, tak tento objem
bude imerny povrchu a teda tvar, ktory dokaze rychlo rozlozit napéatie bude mat
mensi povrch pod takmer-kritickym napétim a nizsiu pravdepodobnost zlyhania.
Toto prispieva k tomu, preco rovnobezkovy tah moéze mat vacsi vplyv ako vyssie
napétie na vrchu vajca, kedze tento tah posobi na velmi velkom povrchu.

Zaver
Uvazujtc vsetko, ¢o sme tu spominali aj citované experimentélne vysledky, mozeme
teraz odpovedat na otazky v zadani

e Vajcia sa lahko rozbiju ak je rychlo aplikovana velka sila na maly povrch, ale

ich tvar dokaze rozlozit strihovi a normélovi silu do tangencidlnych napéti,
kde je skrupina omnoho silnejsia.

e Vajcia si najsilnejsie pozdlz ich osi a vicsie zakrivenie efektivnejsie rozlozi
aplikované napétie.

"Ohttps://link.springer.com/article/10.1007%2Fs00419-015-0993-¢&
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o Vicsina vajec pravdepodobne zlyha kvoli indukovanému rovnobezkovému fa-
hu, kedze keramicky materidl je omnoho slabsi v ftahu ako v kompresii, ale
predpovedat mdd zlyhania pre konkrétne vajce je takmer nemozné kvoli va-
riabilite vajec a materidlovym defektom.

Uloha VI.1 ... krasobruslaika

Uvazujme krasobruslarku s rozpazenyma rukama, tocici se tihlovou rychlosti w
kolem své osy. Jakou tihlovou rychlosti w’ se bude todit, pokud pripazi? Jakou préci
musi vykonat, aby pripazila? Tvar krasobruslarky aproximujte dle svého uvazeni.

Nejprve si zavedeme aproximaci téla krasobruslarky. Méla by ptiblizné odpovidat
realité a pfitom zbytecné nekomplikovat vypocty.

Krasobruslarku si tedy pro potfeby vypoctu rozdélime na hlavu, trup, ruce
a nohy. Hlavu budeme aproximovat kouli s polomérem r; = 0,1m a hmotnos-
ti m1 = 6kg. Télo vilcem s polomérem r; = 0,12m a hmotnosti ms = 28kg.
Nohy budou také vélce, s polomérem r3 = 0,06 m a hmotnosti m3s = 10kg. A ko-
ne¢né ruce budou dalsi dva vilce, s polomérem r4 = 0,03m, délkou d = 0,7m
a hmotnosti ms4 = 3kg.

Pro tplnost je jesté potreba dodat, Zze nohy jsou rovnobézné s osou valce re-
prezentujiciho trup a navzajem se dotykaji. Ruce jsou na tuto osu v rozpazeném
stavu kolmé a v pfipazeném stavu jsou s ni rovnobézné. Krasobruslaika je v obou
pripadech rovinné symetrickd podle dvou kolmych rovin prochézejicich opét osou
valce trupu.

Nyni uz se muzeme posunout k samotnému vypoctu zmény uhlové rychlos-
ti krasobruslarky. Pokud si oznac¢ime J; moment setrvacnosti hlavy, Jo» moment
setrvacnosti trupu, J3 moment setrvac¢nosti nohy, J41 moment setrvacnosti rozpa-
zené ruky a Ji2 moment setrvacnosti pripazené ruky, potom ze zdkona zachovani
momentu hybnosti plati nasledujici rovnost

Jiw + Jow + 2J3w + 2J41w0 = le/ —+ JQUJ/ —+ 2]30.)/ —+ 2]42(4)/ s

kde w je uhlova rychlost pied piipaZenim a w’ po piipazeni. Z této rovnice si
tpravou miizeme vyjadfit hledanou tihlovou rychlost w’ jako

W' :wjl + Jo +2J3 4+ 2J41
Ji4+ Ja+2J5 +2Ja

Zbyva nam spocitat momenty setrvacnosti jednotlivych c¢asti téla krasobruslarky.
Hodnoty pro hlavu (koule) a trup (valec) najdeme v tabulkdch, u nohy (valec) si
pomuzZeme Steinerovou vétou a u ruky zanedbdme tloustku (ty¢) a opét pouzijeme
hodnotu z tabulek a Steinerovou vétu.

 Hlava: J; = 2myr? = 0,024kgm”

e Trup: J; = %mgrg = 0,202 kg-m?

e Noha: J3 = %mgrg + mars = 0,054 kg-m?
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¢ Rozpazend ruka: Jy; = %mwf2 + my (7‘2 + 5)2 =0,785 kg-m2

o PripaZend ruka: Ju = 2muri +my (r2 + r4)? = 0,069 kg-m?

Vidime, ze nejvétsi ¢ast celkového momentu setrvacnosti tvori rozpazené ruce,
zvyseni thlové rychlosti pripazenim tak bude vyrazné. Po dosazeni do rovnosti
momenttu hybnosti dostaneme

2
%mlrf + %mzrg +2 (%mgrg + mgrg) +2 (ﬁmlld2 + My (7“2 + %) )
!
w=w

2mar? + mor3 +2 (%mgrg + mgrg) +2 (%mwi +ma (r2 + 7’4)2)
a kone¢né po dosazeni konkrétnich hodnot dospéjeme k vysledku

0,024 kg-m® + 0,201 6 kg-m® + 2 (0,054 kg:m?) + 2 (0,7852kg-m?)
o w0,024 kg-m? + 0,201 6 kg-m?2 + 2 (0,054 kg-m?) + 2 (0,068 85 kg-m?)

/
w

=4,0w.

Zbyva spocitat praci W, kterou musi krasobruslarka vykonat. Ta odpovidd zméné
jejl celkové kinetické energie. Ta je vétsi po pripazeni, protoze moment setrvacnosti
se sice k-krat snizil, ale thlova rychlost se zvysila k%-krat. Vykonana prace tak je

1

_ ’ 12 1 2_1 / _1 2 ' _3 2
W—iJw —§Jow —iJow(w —w)—§Jow Z_l —§J0w ,

kde Jo = 1,9kg-m? je pivodni moment setrvaénosti.

Uloha VI.2 ... rotujici kyvadélko

Meéjme matematické kyvadlo délky | se zavazim o hmotnosti m v tihovém poli se
zrychlenim g. Kyvadélko uvedeme do rotacniho pohybu okolo svislé osy s konstant-
ni dhlovou rychlosti w. Urcete stabilni polohy kyvadla. Vysledek vyjadrete pomoci
uhlu od svislice.

Budeme pocitat v neinerciadlni soustave spojené s rotujicim kyvadélkem. Na hmotny
bod piusobi ve svislém sméru tihova sila mg, ve vodorovném sméru odstrediva
sila mw?r a ve sméru podél tyde tahova sila. Polomér otaceni je r = Isin ¢, kde ¢
je thel od svislice. Poloha bude stabilni, pokud vyslednice tihové a odstiedivé sily
bude pusobit rovnobézné s tyci, takze se vyrusi s tahovou silou lanka

2 .
mw-l sin
mwtsme tg o,
mg
_ 9
cos p = TR (77)

Uhel ¢ pak definuje rovnovéznou polohu kyvadla. Jak ale uréit, zda je labilni, anebo
stabilni? K tomu se pridava i druhy problém — kosinus tthlu musi byt vzdy mensi
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nebo roven jedné. VySe odvozeny vztah ma tedy smysl, pouze pokud g/w?l < 1.
V feseni tudiz musime rozlisit dva pripady, a sice

W > We = g

l7
_ /g
w<wc—\/7.

Kdyz se zamyslime, prijdeme na to, ze existuji jesté dvé dalsi rovnovazné polohy,
atopr = 0a @y = 180° = = V obou pfipadech nepiisobi na zivazi zaddnd
odstrediva sila a tahova sila (¢i tlakova sila v pripadé ¢2) od tyce vyrovndva ucinky
tihové sily. Vyslednice vSech sil pusobicich na zdvazi je nulova.

Horni poloha charakterizovand tthlem 2 je nepochybné labilni. Pokud vychyli-
me zavazicko z rovnovazné polohy, odstiediva sila jej zacne odtlacovat pryc a tihova
sila jej potdhne doli. Zavazi uz se do rovnovazné polohy nevrati.

Zévazi se pohybuje v jakési krajiné potencidlni energie, jez zévisi na hlu od-
klonu od svislice ¢. Pravé jsme si dokazali, ze rovnovaznd poloha @2 = nt je labilni;
lezi totiz na kopecku potencidlni energie. V kazdé krajiné (i v krajiné potencidlni
energie) vSak musi byt vedle kopecku tdoli. Nemohou spolu pfimo sousedit dva
kopecky, proto nasledujici rovnovazna poloha bude stabilni. V pfipadé w < w. je
dalsi rovnovaznou polohou thel ¢; = 0. Jde o minimum potencialni energie, dno
udoli.

V pripadé w > wc je vSak dalsi rovnovaznou polohou thel odvozeny v rovni-
ci (@)7 tj. thel 3 = arccos(g/ (wQZ)). To bude stabilni poloha v minimu poten-
cidlni energie. Dalsi rovnovazna poloha je 1 = 0, ale ta musi byt tentokrat na
kopecku, nebot spolu nemohou piimo sousedit ani dvé tdoli!

Dosli jsme k nesmirné zajimavému vysledku. Pokud za¢neme otécet kyvadlem
okolo svislé osy, pri malych dhlovych rychlostech se nic nestane, kyvadlo ztstane
viset v poloze p1 = 0. Teprve kdyz dhlova rychlost prekro¢i kritickou hranici w. =
= m , poloha (1 = 0 se najednou stane lokalnim maximem potencidlni energie
a kyvadlo se odkloni od svislé osy. Stabilni poloha kyvadla bude déna thlem od-
klonu

_ .9
{3 = arccos —o- .

Samozirejmé se muzete ptat, jak vime, ze jde skutecné o dno udolicka; co kdyz
jde jenom o inflexni bod na svahu kopce? To jsou otazky, na které muze dat odpovéd
jen matematicka analyza situace. To jsme ale u vaseho reseni nutné nevyzadovali.
Dulezité bylo pouzit fyzikalni intuici a najit, ze existuje rozdil mezi rovnovaznymi
polohami pro w < we a w > we, tj. ze pro malé thlové rychlosti ztstane kyvadlo
v poloze p1 = 0, zatimco pri velkych thlovych rychlostech se odkloni. Pokud
se chcete presvédcit, ze jsme nalezené rovnovazné polohy oznacili spravné jako
minima a maxima potencialni energie, na dalsich dvou strandch uvddime exaktni
feSeni pomoci minimalizace potencialni energie.

Exaktni Feseni pomoci hledani minima potencialni energie
Gravita¢ni potencidlni energie zdvazi je mgl (1 — cos ¢). Taktéz odstiedivé sile mii-
zeme prifadit potencidlni energii. Odstiediva sila se snazi ,jodtlacit* zdvazi co nej-
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déle od osy otaceni. Zavislost potencidlni energie na vzdalenosti od osy zjistime
integrovanim (je to zdpornd prace vykonand odstfedivou silou)

Us(r) = f/ mw’pdp = flmerQ = flmw2l2 sin® .
) 2 2
Tahova sila lana neptidd zddnou potencialni energii, nebot pusobi vidy kolmo na
pohyb zavazi.
Pokud soustava rotuje tthlovou rychlosti w, zavisi potencidlni energie zavazi na
thlu od svislice ¢ jako

U=mgl(1—cosp)— %mw2l2 sin® . (78)

Rovnovazné poloha bude v minimu potencidlni energie. Nejprve najdeme lokalni
extrémy tak, ze prvni derivaci polozime rovnou nule

dU . 2,2 . . w2l
@:mglsmcp—mwl sin ¢ cos p = mgl sin ¢ 1—7cos4p =0.

Uhel odklonu o musi lezet v intervalu (0,n). NaSe rovnice pro polohy lokdlnich
extrémi ma tudiz dvé az tii feSeni. Dvé z TeSeni jsou okraje intervalu ¢, = 0,
p2 =7, kdy plati sin 1 = sin gy = 0, a tfeti feseni je

(p3 = arccos 9 ,

w?l

ovSsem to dava smysl jen tehdy, kdyz je pomér w2l/g veétsi nebo roven 1.
V dalsim kroku musime urcit, které z lokalnich extrémi 1, p2 a @3 jsou mini-
ma. To zjistime prostfednictvim druhé derivace potencidlni energie

au _ ; 2,2 _ ; 1 a0

@ = myglsin ¢ — mw“l” sin p cos ¢ = mglsinp — 5w " sin(2¢p) ,
CU gt *1% cos(2¢p) = mgl *1? (2cos® o — 1
d—wfmg cos ¢ — mw-1” cos(2¢) = mgl cos ¢ — mw ( cos” p — ),

kam dosadime polohy lokalnich extrémi

mgl cos o1 — mw?1? (2 cos? w1 — 1) = mgl

mgl cos p3 — mw?l? (2 cos” p3 — 1) = mgl

2
mgl cos pa — mw?l? (2 cos® P2 — 1) = mgl <_1 _ wl) ,
( !
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Vidime, ze v poloze @2 = nt je vzdy lokdlni maximum potencialni energie, protoze
druhd derivace je zaporna. Na poloze @1 = 0 muze byt bud lokdlni minimum
(jestlize w?l/g < 1), anebo lokdlni maximum (pokud w?l/g > 1). Rekli jsme, Ze
t¥eti feseni d4va smysl jen v pifpadé w?l/g > 1. Moznost w?l/g = 1 prozkouméame
pozdéji, avsak v pripadé wZZ/g > 1 se na poloze 3 jisté nachazi lokalni minimum.

Dosli jsme ke stejnému vysledku. Pokud za¢neme otécet kyvadlem okolo svislé
osy, pti malych thlovych rychlostech se nic nestane, kyvadlo zustane viset v po-
loze ¢ = 0, kde je minimum potencidlni energie. Teprve ve chvili, kdy thlova
rychlost prekroci jistou kritickou hodnotu w. = m , se kyvadlo odkloni od svislé
osy a rovnovazna poloha bude

g
¢ = arccos — .

Dojde tedy k jakémusi fizovému prechodu mezi fesenimi.

Jesté zbyvéa odpovédét na otdzku, co se déje, kdyz nastava rovnost w?l/g = 1.
V takovém piipadé splyvaji feseni ¢1 = @3 = 0. Fyzikdlni intuice ndm napovida,
ze jde o lokalni minimum, jenze druhé derivace potencialni energie je v této poloze
nulova. Jak mame dokéazat, ze jde skutecné o minimum?

Nejpiiméjsi cesta je dosadit w? = g/l do vatahu (@)

U=mgl(1—-cosyp)— %mgl sin® ¢ = mgl (1 — cosp — i (cos(2¢p) — 1)) , (79)

kam budeme déle dosazovat po fadé ¢ = 0 a ¢ = =, z ¢ehoz dostaneme U(0) = 0
a U(r) = 2mgl. Mezi thly 0 a & se nenachdz{ zddné lokdln{ minimum ani maximum,
tudiz hodnoty U(y) pro ¢ € (0,n) musi byt 0 < U(p) < 2mgl. Na thlu ¢ = 0 je
proto minimum potencialni energie.

Hlubsi vhled do této situace ziskdme tak, ze provedeme Tayloriuv rozvoj rovni-
ce (@) v okoli p =0
U(p) = mgl (%@2 - 514904 - % (20)% + %* (2¢)" + 0(@6)) = mgl%s04+0(e06) :
Vidime, ze pti kritické thlové rychlosti we = \/g>/l ma potencial v okoli rovnovazné
polohy ¢ = 0 kvarticky prtibéh, nikoliv kvadraticky. Proto je druhé derivace nulova,
avsak poloha ¢ = 0 je stdle minimem.

Na otazku v zadani dlohy odpovidame tak, ze pro thlové rychlosti otaceni
kyvadla w < \/g>/l je stabilni rovnovazna poloha ¢ = 0, zatimco pro uhlové rych-

losti w > 4/g/! se stabilni rovnovaznou polohou stava

g
= arccos —=- .
4 w2l

Uloha V1.3 ... t¥ikrat a dost

Usek silnice o délce a = 2,8km zading semaforem s periodou T, na kterém signél
zeleného svétla trva po dobu t1 = 79s. Na konci tohoto tseku je druhy semafor
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se stejnou periodou, ale délka trvani téhoz signdlu je pro néj to = 53s. Na obou
semaforech se zelené svétlo rozsviti vzdy ve stejny okamzik. Spocitejte, za jak
dlouho priimérné prejedete cely tsek silnice (véetné éekdni na semaforech), pokud
se pii jizdé pohybujete rychlosti v = 60 km-h™*. Cas potfebny na rozjezdy a brzdéni
zanedbejte.

Obtiznost této ulohy se skryva v mnozstvi pripadi, které mohou nastat. Potom
je prakticky nemozné najit obecné Teseni, které by vyhovovalo vsem pocatecnim
podminkam. Ulohu proto budeme Fesit konkrétné pro hodnoty ze zadani. V prvni
Casti se pokusime co nejjednoduseji odvodit vSechny mozné scénére. Ve druhé ¢asti
spoc¢itdme prumeérnou dobu pro kazdy z nich.

Abychom vubec védéli, jaké scénife se snazime najit, ukdzeme si nejdiive kon-
krétni vypocet pro T' = 120s.

Oznaéme t] =T —t1, t5 =T —t2 a 79 = a/v = 168s. Prvni semafor si miZzeme
predstavit jako filtr, ktery nejdrive po dobu ¢; auta propousti a nasledné po dobu
t} nepropousti. Poté, co auto projede prvnim filtrem, cestuje ¢as 7o k druhému.

Tady se bude hodit velicina 7, kterou definujeme jako

T=10—nT, (80)

kde n € N je zvoleno tak, aby hodnota 7 byla vzdy mezi 0 a T'. Takto definované 7
ma vyznam fazového posunu mezi prvnim a druhym semaforem. Ten si mtzeme
piedstavit jako druhy filtr s parametry t2 a t5.

Jak vidime na obrazku @, oba semafory lze spojit do jednoho s tim, Ze ten
druhy bude viéi prvnimu posunuty pravé o 7. Nyni uz jen musime vytesit vSechny
mozné situace.

Velic¢iny 7, t1 a t2 dokdzeme vyjadrit z ¢iselnych hodnot v zadani, cemuz odpo-
vidaji i rozméry na obrazku. Jediny neznamy parametr je 7. Pokud by hodnota T'
byla mensi, nez jakéd je na obrazku, useky t, az tq by sice byly jinak dlouhé, ale
porad by pro né platily stejné rovnice.

Naopak, pokud by byla T' vyrazné vétsi, tsek t. by zcela zanikl. To je druhd
moznd situace, kterd miize nastat. VyfeSme nejdiive tu prvni, tj. tu z obrazku [L5.

Auto pres semafory v kazdém pripadé pojede alespon ¢as 9. Proto jej v dalsich
uvahich nebudeme uvazovat a spocitdme pouze Cas straveny na semaforech ¢.
Hledany celkovy cas projeti soustavou potom bude t = 19 + .

V fsecich t, a t. auto jednoduse hned projede obéma semafory. Proto budou
odpovidajici ¢asy stravené na semaforech ¢, = p. = 0.

V dalsim useku uz bude situace zajimavéjsi. Pokud auto prijede béhem ca-
su tp, prvnim semaforem projede, ale na druhém bude ¢ekat az do konce t;,. Proto
prumérné zpozdéni na tomto tseku bude ¢, = tp/2.

Obdobné, v posledni ¢asti bude auto nejdrive ¢ekat na prvnim semaforu, a po-
tom ihned projede druhym semaforem. Dostdvame pq = tq/2.
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Obr. 15: Rozdéleni periody T' = 120s na casové useky t, az tq. Prvni semafor je
vlevo. Z druhého jsou zobrazeny dvé po sobé nasledujici periody, protoze je vici
prvnimu posunuty o dobu 7. Plati ¢t1 =t + tp + tc a to = 7 + t4.

Celkové prumérné zpodéni spocitdme jednoduse jako soucet zpozdéni pro moz-
nosti t, az tq vazenych pravdépodobnosti toho, ze auto dorazi k semaforu prave
v dané ¢asti periody, tedy

s th  te  ta _ tp+t]
@_TWa+T@b+T@c+T¢d— oT

Nyni uZ si jen staé{ uvédomit, %e ¢iselnd plati t, = t5 a tq = t} ¢ili (pro T = 1205)
mame vysledek

(T —t1)° + (T — t2)°

2T

Toto je ale vysledek jen pro jeden konkrétni pripad. Pokud by byly zadané para-
metry jiné, jednotlivé ¢asové tiseky by mohly vypadat uplné jinak. Napiiklad by
se mohla prekryvat mista, ve kterych je na obou semaforech ¢ervena, a podobné.
Pojdme tedy postupné projit vsechny mozné scénéare.

=194s.

a
t=7‘0+§0:;+

Redlné hodnoty T se ziejmé pohybuji v intervalu (t1,00). Ten si rozdélime na

tseky
A—<t1,2), B <2,7'0), C = (109,00) .
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Tyto tseky jsme zvolili proto, Ze se v nich méni hodnota n z rovnice (@) V A B
a C' je m rovno postupné 2, 1 a 0.

T € (t1,70/2) T =10/2 T=1/2 TE€E(/2,70) T=m T=m T>10

interval A (n = 2) interval B (n =1) interval C (n = 0)

Obr. 16: Znazornéni situace pro postupné rostouci hodnotu 7.

Interval A

Zacnéme s T = t; (v tom piipadé by na prvnim semaforu nikdy nebyla ervend)
a predstavme si, co se bude dit, kdyz budeme zvétSovat periodu T az do T =
= 79/2 = 84s. Prvni semafor bude stile tvofen ze zelené a Cervené ¢ésti o délkdch

J,'Z:tl,

.’,Ué:T—tl.

Cervens se (pfekvapivé) s rostouci T' prodluzuje. Naopak druhy se bude skladat ze
zeleného, cerveného a opét zeleného tseku s délkami

yZ:tQ_Tv
yé:T—t27
Yo =T.
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Situace se z naseho pohledu zméni tehdy, kdy ji bude nutné popsat jinymi
rovnicemi. K tomu muze dojit jen v bodech, ve kterych hranice tiseku z druhého
semaforu prejde pres hranici tseku v prvnim semaforu. Hrani¢ni body prvniho
semaforu jsou zrejmé v Casech

X1 ==, =t1,
Xo=x, +xe=1T.

Naopak u druhého semaforu to jsou

leyz ItQ—T,
Yo =y, +ye =T-r7,
YVs=y, +yct+y,=T.

Posledni body u kazdého semaforu, tj. X2 a Y3, jsou ale zfejmé rovny 7. Nemusime
je uvazovat proto, ze k jejich prekroceni dojde pravé mezi ¢asovymi obdobimi A,
B a C (stejné jako jsme neuvazovali bod Xo = 0, ktery je diky periodicité vzdy
shodny s X2). Zatim se vSak stile pohybujeme v A, kde mohou nastat celkem dva
pfechody, konkrétné X1 = Yl a X1 = Y2.

Pro prvni plati

Xi=Y" = Tz = Yz = t1 =12 — 7.

Jelikoz jsme v A, vime, ze n = 2, takze dokdzeme piimo dosadit za 7 do vztahu (@)
Dostavame

1
t1=t2— (70 —2011) = o= 3 (t1 —ta+70) =97s,
kde @11 ma vyznam toho, jakd by musela perioda T', aby pri ni doslo k prechodu
prvnich hrani¢nich bodi. Jelikoz a1 > 79/2, tato situace nenastane v intervalu A,
takze se ji také nebudeme zabyvat. Naopak pro ai2 vychézi

Xi=Y2 = 2,=¥Y+y = ti=ai2—7=a12— (70— 202) =

1 .
= a2 = g(tlJrTo) = 82,3s.

Ztejmé a1z < To/2, takze k prechodu dojde v intervalu A.

Zrekapitulujme si, co jsme zatim zjistili. Cilem bylo co nejobecnéji popsat vSech-
ny mozné situace, ke kterym muze pro riuzné hodnoty 7' dojit. Problém jsme roz-
délili na tii intervaly podle toho, jakd je v nich hodnota n. Déle jsme si vyjadfili
délky useku Cervené a zelené barvy na semaforech. Nésledné jsme zjistili casy od
zacatku periody, pri kterych dojde na daném semaforu ke zméné barvy. Pokud se
dva tyto Casy z rozdilnych semafori pro néjakou periodu rovnaji, dochézi v ni ke
zméné struktury barevnych useki a tedy i ke zméné rovnic, které popisuji celkovou
dobu stravenou na semaforech. Tim se ndm intervaly (zatim jen A, dal3{ jsme jesté
nefesili) rozdéli na podintervaly, které musime vytesit zvIast.
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VySe uvedeny postup se miize zdat zbytecné zdlouhavy, ale snazili jsme se o co

nejveétsi systemati¢nost. Jeho vyhodou je to, Ze jej muzeme automaticky, tj. bez
dalsiho premysleni, rovnou aplikovat na dalsi intervaly.

Vratme se do intervalu A, ktery se sklada z
Al =<t1,a12) s Ag :(Oc1277'0/2) .

Resme nejdifve A;. Periodu opét rozdélime na étyii tiseky tq aZ tq, které majf ale
samoziejmé jiny vyznam, nez na obrazku [L5. V prvnim a tfetim je zelend na obou
stranéch, takze ¢, = p. = 0. Druhy a ctvrty maji zelenou i ¢ervenou. Dilezité ale
je, ze na druhém semaforu po nich nésleduje zelend. Zpozdéni spoc¢itdme obdobné
jako v prikladu dfive, takze dostaneme ¢y = tp/2 a pq = tq/2.

Pro uplnost jesté ukazeme, jak lze primocate spocitat délky casovych tuseku.
Jednoduse seradime hrani¢ni body od prvniho k poslednimu a piseme

te = Y1 =ty —710+ 2T,
ty=Y> Y1 =T —t2,
te=X1—Yo=1t1 — 3T + 10,
ta=T—-—X1 =T —1;.

Vysledné zpozdéni v intervalu A; bude

_ ti—ktﬁ . (T—t2)2+(T—t1)2

2T 2T

PAL

To je shodou okolnosti stejné jako v ilustracnim piikladu vyse.

Situace pro Az bude ale jind, jelikoz tam plati Yo > X;. Znovu dostaneme
CtyTi tseky, tq az tq. Prvni z nich bude zeleny na obou stranach, ¢ili p, = 0.
Ve druhém vsak bude na prvnim semaforu zelend a na druhém cervend s tim, ze
cervend bude trvat jesté po dobu tretiho tseku t.. To znamend, Ze vsechna auta,
ktera prijedou v useku ¢, budou muset éekat jak pramérné t,/2, tak jesté celé t.
navic, neboli ¢y = t5/2 + te.

V poslednich dvou tsecich bude na prvnim semaforu vzdy Cervena. Prijede-li
auto na prvni semafor béhem useku t., bude muset opét ¢ekat nejen sviij prumérny
Cas tc/2, ale i tq. Proto plati ¢ = t./2 + tq. Cekéni v poslednim tseku bude
jednoduse ¢4 = tq/2.

Casy spocitame jako

te = Y1 =ty —70+ 2T,
ty=X1—Y1 =t —ta+710— 2T,
te=Yo— X1 =3T—1t1 — 710,
ta=T —Ys =1 —2T.
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Pro vysledné zpozdéni v intervalu As dostavame

oty (ty +2te) Fte (te +2ta) + 13 (ty +te+ta)” — 2tpta
P2 = 2T - 2T -
(1o —ta —T)? — 2 (t1 — ta + 70 — 2T) (70 — 2T))

2T '

Ostatni intervaly

Interval B si rozdé&lime na ¢asti B’ a B”. V B’ jsou na druhém semaforu postupné
Zerveny, zeleny a derveny tsek. V pifpadé B” je to naopak, tedy zeleny, cerveny
a zeleny. Pri feseni postupujeme analogicky jako v intervalu A s tim rozdilem, ze
tentokrat plati n =1 ¢ili z (E) plyne r =19 —T.

Interval B’ piejde v B” pro hodnotu periody 3. Kazdy z téchto intervalt se
dale rozdéli na dva, které oznaéime po fadé Bf, B}, BY a Bj. Hrani¢ni ¢asy bu-
dou 15 a B15. Posledni interval C se rozdéli na C;, Ca a Cs podle éasti y12 a v11.
V nich bude 7 rovno 79.

Nyni uvedeme podrobné vypocty, vedouci k témto zavérum. Veli¢iny x,, z¢
a X1 jsou vsude stejné. Naopak u druhého filtru se lisi jak délky tseku, tak barvy.
Prislusné rovnice jsou v tabulce [l|. Z nich jsme spocitali Y1 a Yz, viz tabulku E
Hrani¢ni casy vysly

BZTo—tz :1155,
1
Bi1 = ) (t1 + 70) = 123,55,

, 1
Biz = §(t1—t2+7'0)=9757

Bl =ti—ta+m  =194s,
1

B2 = 5 (b1 +70) = 123,55,

Y11 :tl +T0 :24787

Y2 =t1 — 12+ 70 =194s.

Jak si mtizeme vsimnout, $1; a 311 nejsou v odpovidajicich intervalech, proto je
déle neuvazujeme. Piehled hranic vSech intervali je v tabulce §. Pro kazdy podin-
terval jsme déale spocitali délky casovych tseku t, az tq, vysledky jsou v tabulce {.
Prislusné zpozdéni jsou potom v tabulce f.

Pro prehlednost zopakujme vysledky z prvni ¢asti

on _ 4t (T =)’ + (T —tn)?
LT 2T ’
_ (ttetta)® =20t (10 —t2—T)* —2(t — to + 10 — 2T) (10 — 2T
pa2 2T 2T '
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Tab. 1: Délky zelenych a Cervenych dsekt na druhém semaforu. V prvni ¢asti jsou
hodnoty vyjadiené pomoci veli¢iny 7. VSimnéme si, ze vysledky pro dvojice
intervalt A a B” resp. B’ a C jsou shodné. Ve druhé &asti je za 7 dosazeno

z rovnice (B().

A B’ B” C

Yo =t2 — T Yye=T —7 Yp =to — T Ye=T — 1T
yésztz yZ:tz yé:T*tQ yz=t2

! ! ! !

Yo =T Yo =T — 12 Yo =T Ye =T —t2
yZ:2T+t2—7'0 y5:2T—7'0 yZ:T-I—tz—To yeIT—T()
Ye =T — 12 Yo = 12 ye =T —12 Yo = l2

Yy, =710 — 2T ye=10—te—T y,=70-T Yy =10 — t2

Tab. 2: Casy konctt prvniho a druhého barevného tiseku na druhém semaforu.

Y1 Yo
A 2T — 19 + to 3T — 1o
B’ 2T — 19 2T — 19 + t2
B" T -1+t 2T — 19
C T—1o T — 10+t

Celkové zpozdéni v intervalech B} a Bj vyslo

(ta +te+ta)? (T —t2)*

L oT T o
 (tattet+ta)® (3T —t1 —m)?
¥y = oT - 2T :
Pro druhou ¢ast intervalu B mame
_ 13 (Tt + (T —t1)®
By = Tor - oT :
(it +ta)® = 2pta (o —t2)’ —2(ti —ta+10—T) (10— T)
¥By = 2T = 2T :

Nakonec, v poslednim intervalu, ktery teoreticky pokracuje az do nekonecna, plati

_ (ta+te+ta)’ (T —t2)?
Yc, = ——F5H5 = —Fr
. 2T or
_ (ta+tetta)? 2T -t —n)?
Yoy, = oT - 2T )
(tatty+ta)? + 26T + 2t T —t2 3T — 2t — 279
PO = oT - 2 '
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Tab. 3: Prehled vsech intervaltl vysledného feSeni spolu s Casy jejich zacatk.
Okamzik, ve kterém kazdy interval konci, je vzdy shodny s casem zacétku
nésledujiciho intervalu. Vyjimkou je posledni ptipad, kde to je cos (ano, i takové
semafory existuji). Ciselné hodnoty jsou zaokrouhleny na sekundy.

interval zacatek intervalu

Ay t1 79s
Az a1z (t1+70)/3 82s
Bi T0/2 84s
Bé /312 (t1 — 12 +7‘0) /2 97s
Bil 153 —t2 + 70 115s
Bé’ 1/2 (t1 4+ tg) /2 124 s
01 ) 168 s
Ca M2 ti—te+70 194s
03 Y11 t1 + T0 247 s

Tab. 4: Délky casovych useki, pro které dokdzeme primocare spocitat zpozdéni.

ta tp te ta
A 2T +to—1 T —t2 t1 — 3T + 19 T—1t
Ao 2T +to — 10 t1 —to + 710 — 2T 3T —t1 — 10 10 — 2T
Bi 2T — 19 to t1—to+7170—-2T T —1t1
Bé 2T — 1o t1 +70 — 2T 2T — 10 — t1 + to T0 —to — T
Bi/ T+to — 70 T —to t1 +70 — 2T T —t1
Bé’ T+ts — 10 th—tot+10—-T 2T — 10 — t1 70— T
Ci T-m t2 tih—to+m0—-T T—t
Cs T — 7o ti1+710—T T—10—t1+ ts To — t2
03 t1 T—tl — T0 t2 TO—tQ

Hledanou dobu prujezdu semafory ziskdme snadno tak, ze ke zpozdéni pricteme
hodnotu 79.

Vsimnéme si, ze posledni funkce je pfimka v proménné T'. VSechny ostatni jsou
néjakou kombinaci primky a hyperboly. Déle, ¢as ¢y z posledniho useku je zajimavy
tim, Ze je jako jediny vétsi nez T'. V tu chvili tak mame jedinec¢nou prilezitost cekat
na semaforech déle nez celou jednu periodu.

Posledni zajimavost je vidét z grafu na obrazku E, kam jsme vynesli vSechna
predchozi zpozdéni. Mezi intervaly Bj a By je zietelny skok. To znamend, Ze
prumérné doba prijezdu pres oba semafory muze byt kratsi pii celkové delsi dobé
trvani Cervené.
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Tab. 5: Primérné zpozdéni na ¢asovych tdsecich z tabulky E

Pa $Pb Pc Pd

A0 ty/2 0 ta)2

Ay 0 t/24+te  te/2+tq ta/2

By t./2 0 te/2+ta+ta ta/2+ta

By t./2 0 te/2+ta+ta ta/2+ta

B/ 0 tp/2 0 ta)2

By 0 t/2+te tc/2+ta ta/2

C1 ta/2 0 tc/2+td+ta td/2+ta

Cso ta/2 0 tc/2+td+ta td/2+ta

Cs ta/Q-‘rtb T-‘rtb/Q T—tC/Q td/2+ta+tb

T T T
140 + YA, ——
YAz —— /
120 - ! _
Y B!
100 + Ppy B
L ¥BY |
S @ 80 oo, ——
60 - $PC: —— _
Yoy ————
40 + /‘ B
20 - B
0 | | | | | | | |

80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
T
S

Obr. 17: Vysledné zpozdéni pri prijezdu semafory pro vSechny mozné hodnoty
periody T
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Uloha VI.4 ... spatfil jsem kometu

Dlouhoperiodické a neperiodické komety zacnou vyvrhovat plyn zpravidla pri pre-
kroceni drahy Saturnu. Do té doby se pro pozorovatele na Zemi jevi jen jako malé
kusy skal, a jsou tedy témér nepozorovatelné. Uvazujte kometu se vzdalenosti
v prisluni rovnou g = 0,5 au a odhadnéte, za jak dlouho od okamziku, kdy prekona
drdhu Saturnu, poprvé prekroci drdhu Zemé. Trajektorie komety ma excentricitu
velmi blizko jedné.

Skiisme najprv prelozit rieSenie do jazyka vypoctov. Dlhoperiodické a neperiodické
kométy sa pohybuji po drahach blizkych parabole s excentricitou e = 1. Ohnis-
ko paraboly podla prvého Keplerovho zakona lezi v Slnku. Tieto drahy st dalej
vyznacné nulovostou celkovej mechanickej energie. Zaujima néas cas, ktory trva
kométe priblizenie sa k Slnku zo vzdialenosti asi r1 = 9,6 au, ¢o odpoveda vel-
kej polose Saturnovej drahy, do vzdialenosti ro = 1,0 au. Dalej zo zadania mame
vzdialenost kométy v prislni ¢ = 0,5 au.

Prvou tlohou je urcit polohu kométy na drahe v tychto dvoch okamihoch.
Toto mo6zme vykonat dvomi réznymi sposobmi. Ak poznédme rovnicu kuzelosecky,

resp. paraboly v polarnych stradniciach, tak mame
2q

)= ———
r() 14 cosf’

kde 0 je pravéd anomalia - uhol, ktory zviera sprievodi¢ v prislni so sprievodicom
kométy vo vzdialenosti r od Slnka. Jednoduchou tpravou a dosadenim mame

6 =arccos 2L =% 6, =1536°, 6, =00,0°H

Druhou moznostou je narysovat si situciu, ¢i uz na milimetrovy papier,E alebo
napr. v Geogebre. Ak umiestnime Slnko do bodu (0,0) a orientujeme parabolu
nahor, dostdvame okrem uhlov aj stradnice bodov pre prienik X; = (4,27, 8,60)
s drdhou Saturnu a X2 = (1,00,0,00) s drahou Zeme. Rovno si mézeme uviest aj
rovnicu nasej paraboly

y=5 (=1,

kde ako jednotku dizky prirodzene pouzivame astronomicku jednotku.

Tazsim krokom je ale urdit ¢as, za ktory sa medzi tymito bodmi kométa pre-
miestni. Opét, ak sa v problematike dobre orieréujeme, mozeme narazit na Bar-
kerovu rovnicu pre pohyb po parabolickej drahe

o) 20 (t Q+1t3€)
“\Vaom\'8.373% 5)>

71Spravne by mali byt obe hodnoty s minusom, kométa totiz do prislnia este len smeruje
a anomadlie sa meraji v smere pohybu.

72Postup ako pomocou pravouhlého pravitka, nitky a Spendlika zostrojit parabolu je napr. tu
attps://en.wikipedia.org/wiki/Parabola#Pin_and_string_construction

73Jedn4 sa o verziu znamejSej Keplerovej rovnice a vztahu medzi pravou a excentrickou ano-
maliou v limite e =+ 1 a ¢ = a (1 — e) je konstantné.
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kde ¢ je Gas, za ktory trva kométe cesta z prislnia (# = 0°) do anomélie 0, G je
gravitacna konstanta a M je hmotnost Slnka. V dalsich vypoctoch s vyhodou vyuzi-
jeme hodnotu tejto konstanty GM = 4rn* au®-y~2 pouzijiic astronomicki jednotku
na meranie dizky a rok (y) na meranie ¢asu. Jednoduchym dosadenim dostivame
hodnoty casov t; = 2,399y a to = 0,106 y. Odpovedou na zadanu otdzku je ich
rozdiel T'=2,29y.

Co vsak v pripade, ak Barkerovu rovnicu nepoznime a nepodarilo sa nidm ju
néjst? Mdzeme postupovat priamo podla druhého Keplerovho zédkona! Ten hovori,
7e plocha opisand sprievodiCom telesa je priamo timerné ¢asovému intervalu. Ak
ur¢ime hodnotu tejto plosnej rychlosti a velkost plochy vyseku paraboly, prede-
lenim dostaneme aj ¢as. D4 sa nahliadnut, ze plosné rychlost nadobida hodnotu
w = %rpvp, v prislni je vektor rychlosti v, kolmy na sprievodic diéky rp = ¢, Plo-
cha opisana za kratky cCas je ploska trojuholnika AS = %rpvat. Rychlost v prislni
urc¢ime zo zachovania energie, pre parabolickt orbitu

Lo GM_., _ [2GM
2 r - P — = ’

¢o je mimochodom znamy vztah pre tinikova rychlost. Po ¢iselnom dosadeni do-
stavame v, = 12,56au-y ! a w = 3,141 5au’y .

Plochu vysece moézeme uréit pomocou vhodného softvéru (napriklad Blender),
odcitat ako pocet Stvorcekov z milimetrového papiera, alebo pomocou integréacie
funkénej zavislosti trajektorie[l§. Plochu dostaneme ako rozdiel plochy trojuholnika
s plochou pod grafom paraboly na obrazku [L§, kde y1, 1, x2 st stiradnice bodov X1
a X9 urcené vyssie.

111
Sz%—/ §(m2—1)d$,

x2
3 3
zy 2 @ @ 22

2 6 2 6 2
S =7,204au”.

S =

Cas medzi prechodmi kométy tymito bodmi dostaneme ako T = S/w = 2,29y
rovnako ako v prvom postupe. Celd tloha sa da taktiez po urceni rychlosti v pe-
rihéliu riesif aj numerickou simuldciou z pohybovych rovnic vo vasom oblibenom
programovacom jazyku, alebo tabulkovom kalkuldtore.

Od objavenia takejto kométy mame teda nieco vyse dvoch rokov do potencidlne;j
zrazky so Zemou. Dalej vidime, Ze vo vnttri obeznej drdhy Zeme stravi kométa
velmi mélo Casu, iba priblizne dva mesiace. Vzhladom na prudki zavislost jasnosti
kométy na vzdialenosti od Slnka tiez vidime, Ze na pozorovanie jasnej kométy
ako C/2020 F3 (NEOWISE) na oblohe je pomerne mélo ¢asu, v rade tyzdiiov az
mesiacov. Kométy sti na pozemskej oblohe len kratkodobé javy, ¢o vSak nebrani
tomu, aby mohli ohromit jej dnesnti populdciu, ¢i desit Tudstvo v minulosti.
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Ya
yi| X1
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~ X9 :351 >:r
—q

Obr. 18: Vypocet plochy opisanej sprievodicom kométy.

Uloha VL5 ... tézké pruZina

Méjme homogenni pruzinu s tuhosti k a hmotnosti m, jejiz Sitka je zanedbatelna
viici jeji délce. Pruzinu uchytime na jednom konci tak, aby kolem néj mohla rotovat,
a nasledné ji rozto¢ime tihlovou rychlosti w. Kolikrat se tato pruzina pri rotaci
prodlouzi? Vliv tihového pole neuvazujte.

Definujme proménnou z jakozto vzdélenost od osy otdceni na puvodni pruziné
a vzdédlenost na prodlouzené pruziné jako r(z). Poc¢ateén{ délku pruziny oznaé-
me xo. Vezméme si maly usek pruziny dr, kterému odpovidd tusek na puvodni
pruziné dz s hmotnosti dm = Adz, kde A\ = m/zo je délkovd hmotnost. Aby se
rotujici usek stdle pohyboval po kruznici, vyslednice na néj pusobicich sil musi
odpovidat dostredivé sile

dFy = Wirdm = \o*rde.
Dale muzeme fict, ze tuhost daného tseku lze vyjadrit jako

o
kaz = k— .
d dx

Usek se prodlouzil o (dr — dz), coz zptisobi silu pruznosti

dr — dx

F = kqz (dr — dz) = kxo e

= kxo (r' - 1) ,
kde " znaé&i derivaci r podle x. Zména této sily podle z je

1
— = kxor .

dz
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Na zvoleny tsek pusobi sily pruznosti od obou sousednich ¢asti pruziny. Jejich
rozdil je tak hledanou vyslednici ptusobici na dany usek, proto se podle tvahy vyse
rovnd dostiedivé sile. Uvazime-li jesté smér pusobicich sil (popfipadé si rozmyslime
fakt, ze sila pruznosti s rostouci vzdélenosti klesda ¢ili jeji zména je zdpornd, ale
velikost dostfedivé sily musi byt kladnd), dostaneme dF = — dFy. Dosadime ze
vztahtl vySe a mame

kxor’ = —)\w2r,

coz neni nic jiného nez obycejnd linedrni diferencidlni rovnice druhého radu

1" 2
ro=—-Kkr,

o [ w M
- kx()_.’ro k'

Ta mé obecné reseni ve tvaru

kde

r(z) = Ae"™® 4+ Be "7,

K urceni konstant A a B potifebujeme dvé podminky. Na upevnéném konci pru-
ziny plati r(0) = 0, zatimco na tom volném lze psat F(xo) = 0. Z prvni podminky
dostavame A + B = 0, diky ¢emuz muzeme celou rovnici upravit na

r(x) = 2iAsinkx .
Druhé je potom splnéna pro r’(zo) = 1, z éehoZ vyplyva
2iAkcoskxro =1,

coz vede na findlni feSeni ve tvaru

1 si
r(z) = sin k@

K COS KTQ

N4és pritom zajiméa relativni prodlouzeni

r(zo) 1 sinkxo _ tg(w\/%)

o KXo COS Ko w %

Vsimnéme si, ze v limité nulové rychlosti otd¢eni w — 0 vychazi r(x) = z, coz je
presné to, co bychom c¢ekali. Naopak pripad

k

w —
T
2 m

vede na nekonecné velké prodlouzeni. To se sice na prvni pohled miize zdat pochyb-
né, ale dava to smysl. Predstavime-li si napiiklad nehmotnou pruzinku s tuhosti k
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a zavazim o hmotnosti m na konci, odstrediva sila poroste s polomérem jako F, =
= mw?r, zatimco sila pruznosti bude F = kr. Je zfejmé, e pro

[k
w > —
m

se bude pruzina nekone¢né natahovat, naopak pro mensi hodnoty thlové rychlosti
zustane jeji délka nulova. Tento model je sice jen velmi zjednodusenou verzi hmotné
pruziny, ale vidime na ném, ze k nekone¢nému prodlouzeni muze dojit pro kone¢né
velké hodnoty w. Samoziejmé, v redlném svété se nic takového nestane, protoze
Hooktiv zdkon ve tvaru F' o r plati pouze pro malé hodnoty prodlouzeni pruziny.

Uloha VI.P ... nebezpe¢néjsi korona

Dojde-1i k vyronu korondlni hmoty ze Slunce, zacne se tato hmota velkou rych-
losti sitit prostorem. Nékdy miize zasahnout Zemi a ovlivnit jeji magnetické pole.
Odhadnéte, jak velké elektrické proudy by mohl takovy vyron generovat na Zemi
v siti elektrického vedeni. Na jakych parametrech to zavisi? Okomentujte, jaké by
meéla takova udadlost dopady na lidskou civilizaci.

Sluneéni korona je velmi horké a zativé okoli Slunce tvofené zhavymi plyny unika-
jicimi ze slune¢ni atmosféry. Teploty zde dosahuji az jednoho milionu kelvinti, coz
je mnohem vice nez na povrchu Slunce, ktery ma teplotu ,pouze” 6000K. Vys-
si teplota je zpusobena zahfivanim magneto-zvukovymi vlnami, které se nazyvaji
Alfvénovy viny. Oblast sluneéni korony je magneticky velmi aktivni, tvori se zde
slunecni skvrny, dochazi zde k ¢astym erupcim a aktivita také neni rovnomeérn4,
napiiklad v blizkosti slune¢nich skvrn je vyssi. Magnetické silo¢ary u slunecniho
povrchu jsou neustdle v pohybu a pfi jejich kiizeni tak mize dojit k jejich pre-
pojeni, jak je naznaceno na obrazku [19. Z rozzhavoného povrchu se potom oddéli
¢ast plazmatu nazyvand korondlni vgron (coronal mass ejection) tvorend predevsim
elektrony, protony a heliem, kterd se pohybuje od Slunce velmi vysokou rychlosti,
a to az 3000 km-s~!.

Kdyz takovy koronalni vyron dorazi k Zemi, interaguje s magnetosférou a muze
tak zpusobit geomagnetickou boufi. Dochéazi totiz k interakci magnetického pole
Zemé s magnetickym polem nesenym korondlnim vybojem. Nabité castice pak ob-
vykle putuji podél magnetickych silocar smérem k pélum, kde interaguji tentokrat
s atmosférou, ¢imz se podileji na vytvareni polarni zére. V disledku zmény rovno-
vahy tlaku mezi zemskou magnetosférou a sluneénim vétrem dochézi ke zménam
geomagnetického pole. Pravé na rychlosti této zmény jsou zavislé naindukované
proudy ve vedeni vysokého napéti. Velikost téchto proudii odhadneme z druhé

Maxwellovy rovnice

0B
VXE=—-——,
ot
kde E je vektor elektrické intenzity a B je vektor magnetické indukce. Tento vztah
Ize alternativné vyjadrit pomoci Farradayova zakona

0P

E=——>,
ot
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kde ¢ je indukované elektromotorické napéti a @ je magneticky tok smyckou.
V této tloze budeme vedeni vysokého napéti modelovat jako dva paralelni draty
s odporem R mezi civkami s indukénosti L. Kdyz zanedbdme puvodni napéti a
zapocitame jenom to indukované, dostaneme
di
e=Ri—L—
dt”’
kde i je aktudlni velikost proudu. ReSenim diferencidlni rovnice ziskdme proud v
Case t

. ¢ K B,
1= —+4+ —el", 81
) (81)
kde K je integracni konstanta, kterou urc¢ime z pocatecnich podminek. Kdy si
fekneme, ze v case 0 je proud také nulovy, vyjde ndm K = —e. Nyni jesté vyjadiime

zménu magnetického toku jako soucin plochy a zmény magnetické indukce. Plochu
smycky tvorené dvéma draty o délce [ ve vzdélenosti d uréime jako S = Id a odpor
dratu jako R = pl, kde p je odpor na jednotku délky. Vzdalenost mezi dréaty
odhadneme jako d = 1m a délkovy odpor jatkoE p = 107*Q-m~!. Indukénosti
civek transformatoru mohou byt fadoveé desitky h%lry az desitky milihenry (podle
toho, jestli civka transformuje nahoru nebo dol)

Zmény magnetické indukce jsou bézné zaznamendviny magnetometry v ram-
ci sledovani kosmického pocasi a jejich velikost kromé intenzity sluneéniho vétru
zdlezi i na denni dobé (ve dne m4 vétsi vliv nez v noci) a na vzdalenosti od mag-
netického pdlu. Z magnetickych méreni boure™ z roku 2003 muzeme odhadnout
zménu magnetické indukce na AB = 4000nT, kdy tento pokles trval s vykyvy
priblizné dvé hodiny. Protoze na takovychto ¢asovych skédlach je impedance civek
zanedbatelnd (v fddu jednotek ohmu pro 50 Hz), muzeme ji zanedbat a pocitat
pouze s odporem vedeni. Dostaneme tak
e 2%ld dAB

R pl — p At
Po dosazeni dostavame velikost proudu

[ lm  4000nT

~ =6-107°A.
10-4Q-m—! 7200s

Toto je hodnota proudu naindukovana ve smycce tvorené vedenim dvou sou-
béznych drati. Nicméné vedeni tvori i vétsi smycky diky zasitovani velkych ploch
statd nebo dokonce kontinentli. S rostoucim charakteristickym rozmeérem roste
plocha smycky kvadraticky, zatimco jeji obvod linedrné. V pripadé elektrické sité

umérnd vyssi mocniné rozméru nez prvni, ale mensi nez druhé. Vysledny proud je

" Qdpor klasického dratu na 230V je dle https://cs.wikipedia.org/wiki/Elektricky_odpor
fadové 1072 Q-m~!, pro vysoké napéti odhadneme setinovy odpor, protoze draty mohou mit
priblizné desetindsobny prufrez.

"Shttps://www.vut.cz/www_base/zav_prace_soubor_verejne.php?file_id=87213

76 https://www.spaceweatherlive.com/sv/hjalp/kiruna-magnetometer.html
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tézsi odhadnout, ale jisté bude vétsi nez vyse uvedend hodnota. Pro vétsi smyc-
ky a sité vSak uz neni velikost zmény magnetické indukce po celé plose stejné,
naindukované proudy se proto lisf i dle polohy.

Smycky mohou byt dédle tvoreny i proudem tekoucim zemi resp. draty a zemi,
coz je v redlném vyzkumu téchto proudu hlavnim zdrojem. Tento proud potom
kromé vyse uvedenych parametri zavisi i na hloubce priniku do zemé, ktera zase
zavisi na vodivosti podlozi a do drati vysokého napéti se dostava skrze transfor-
matory, které jsou uzemnéné. Kvuli komplexnosti sité a rozlozeni vodivosti se pak
vSe fesi numericky.

Vedenim vysokého napéti obvykle tece proud o velikosti faddu stovek ampér,
coz je sice mnohem vice nez ndmi spoctend hodnota, ta je vSak jen velmi nepres-
nym dolnim odhadem. Dal$im problémem jsou predevsim rychlé zmény velikosti
tekouctho proudu, na které nedovedou sitové prvky (napiiklad pojistky) dosta-
tecné rychle reagovat. Velikost odhadu navic zavisi predevsim na rychlosti zmény
magnetické indukce, ktera je nejvice neptresnou ¢asti vypoctu.

Obr. 19: Znazornéni magnetickych silocar pti korondlnim vyboji.

V diskusi vlivu na lidskou civilizaci mizeme porovnavat pouze s jedinou ob-
dobnou udélosti, kterd se stala roku 1859 a je znamé jako Carringtonova udélost.
Nékolik dnu pred ni bylo pozorovdano mnoho slune¢nich skvrn, polérni zare a poté
i silnd geomagnetickd boute, pti které doslo k velkému vyronu koronalni hmoty
smérem piimo k Zemi, kam doputoval za pfiblizné 17,5 hodin. Diky velké intenzité
vyronu bylo mozné pozorovat polarni zafi i v mirnych zemépisnych sirkach. Co se
tykd vlivu na tehdejsi infrastrukturu, udélost vyradila z provozu telegrafy a né-
kteii jejich operatori byli dokonce zasazeni elektrickym proudem. V té dobé vSak
elektfina nebyla zdaleka vyuzivana tak hojné jako dnes, tedy ani nasledky nebyly
tak rozsahlé. Pokud by podobna boufte zasdhla Zemi dnes, doslo by vlivem naindu-
kovaného proudu ve vedeni vysokého napéti k poruchdm transformétort a nejspis
i k rozsdhlym blackouttim. Kviuli poni¢ené infrastrukture by také mohlo trvat vel-
mi dlouho obnoveni dodévek elektfiny. Zmény v magnetickém poli Zemé by mohly
neptimo ovlivnit lidmi vysilané elektromagnetické vinéni jako radio, telefonni sig-
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nal ¢i 4G a Wiﬁ—sitél.a Kromé toho i slabsi boufe by vystavila silnému ioniza¢nimu
zareni satelity na obézné draze= jejichz poskozeni by mohlo vést k vypadkum GPS
sité a navigacnich systému.

Jelikoz ke slune¢nim bourim ruzné sily dochazi neustéle, je témér jisté, ze jednou
se objevi silnd boure, kterd Zemi zasdhne. Vliv na infrastrukturu pak nebude v§ude
stejny, ale bude se lokalné lisit podle vzdalenosti od magnetickych péla, vzdalenosti
od pobftezi i vodivosti podlozi. Napfiklad oblast USA je témito uddlostmi ohrozena
0 néco vice nez Evropa kvili rozdilné poloze zemépisného a magnetického poélu,
kdy magneticky pdl je posunut smérem k Americe. Diky pozorovani Slunce muze-
me tyto boure predvidat a mit tak nékolik hodin na pfipravu. Nezanedbatelny vliv
mohou mit i na pldnované kosmické lety na Mars, kde by kosmonauty ve vesmiru
jiz nechranilo magnetické pole Zemé, takze by pro né byly mnohem nebezpecnéjsi.

""Ne vsSak fatélné, protoze na rovinnou vlnu v komunika¢nim frekvenénim pasmu Sifici se
atmosférou nemaji zmény geomagnetického pole vliv.

"8Které jsou sice chranény magnetosférou, ale mohou je poskodit urychlené populace &astic v
radia¢nich pasech (vzniklé v dusledku boufte).
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Zadani experimentalnich dloh

Uloha L.E ... dopadova 13 bodt

Zmérte zavislost pruméru krateru, vzniklého dopadem kamene do vhodného pis-
kovisté, na hmotnosti kamene a na vysce vypusténi. Zavisi velikost krateru jenom
na energii dopadu? Doporucujeme méfit, kdyz je pisek suchy. (Tesend str. )

Uloha IL.E ... hrneéku dost 13 bodu

Prométte zavislost rychlosti, s jakou pribyvéa kvések, na ¢ase a na okolni teploté.

SoutéZ V prubéhu méfeni vyfotte sebe nebo tfeba buchty, které ze vzniklého
kvéasku upecete, a fotografie ndm poslete na adresu fykos-solutions@fykos.cz. Vy-
stavime je na nasem Facebooku a Instagramu a autora nejlepsi fotky ocenime

zbrusu novymi FYKOSimi ponozkami. (Tesent str. )
Uloha IILE ... difuze 12 bodi

Urcité jste ve skole slyseli o tepelném pohybu molekul, jako je difuze ¢i Brownuv
pohyb. Zmétte ¢asovou zavislost velikosti barevné skvrny ve vodé a vypoctéte di-
fuzni konstantu. Provedte méfeni pro nékolik riiznych teplot a sestrojte graf teplot-
ni zavislosti difuzni konstanty. Jak byste mohli zaridit, aby byla teplota v priabéhu

kazdého méfeni konstantni? (Tesent str. |124)
Uloha IV.E ... dechberouci st¥ikacky 13 bodu

Urcete velikost tieci sily mezi pistem a sténou injekéni stitkacky, kterd vam prisla
postou. (Tesend str. )

Uloha V.E ... neklamou nas? 12 bodu
Zméfte kapacitu libovolné baterie (napiiklad tuzkové AA) a porovnejte ji s dekla-
rovanou hodnotou. (Tesent str. )
Uloha VLE ... rozlita sklenicka 12 bodit

Vezmeéte si sklenicku, plechovku ¢i jinou valcové symetrickou nadobu a zméfte
zavislost thlu naklonu, pfi kterém se prevrhne, na mnozstvi vody uvnitf. Doporu-
¢ujeme pouzit nddobu s vétsim pomérem vysky ku pruméru podstavy.

(Tesent str. )
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*// 7 Reseni experimentalnich dloh

Uloha L.E ... dopadova

Zmeérte zavislost priiméru krateru, vzniklého dopadem kamene do vhodného pis-
kovisté, na hmotnosti kamene a na vysce vypusténi. Zavisi velikost krateru jenom
na energii dopadu? Doporucujeme mérit, kdyz je pisek suchy.

Tedria

Hodnota priemeru kratera vzniknutého dopadom telesa do piesku zavisi na ki-
netickej energii telesa, jeho rozmeroch, ale aj zloZzeni. Vyznamne ju ovplyviuju aj
vlastnosti pouzitého piesku, napriklad jeho vlhkost a tiez velkost pieskovych castic.
Vznik kratera v désledku dopadu sa nazyva impaktny proces. Ten mézeme rozdelit
na tri cCasti:

1. Dotyk, kompresia — Pocas tejto fazy dochadza k premene kinetickej energie
dopadajiceho telesa na energiu seizmickych vin a teplo. V mieste dopadu
dochédza k stldcaniu piesku (vznik prechodnej dutiny) a jeho vyvrhnutiu do
stran od miesta dopadu. Kineticka energia Eyx dopadajticeho telesa je dand
jeho hmotnostou m a rychlostou v ako

Ey = %mv2 .

2. Vznik dutiny — Narazova vilna slabne a stlaceny piesok je opéf vyvrhnuty do
okolia. Pri rychlostiach, ktoré kamen dosiahne, vznika dopadovy krater. Tvar
kratera zavisi na uhle dopadu telesa a tiez na rychlosti, ak nedopada kolmo.

3. Formovanie tvaru krateru — vyvrhnuty material sa vplyvom gravitacie vracia
zostivanim spét do vyhibenej dutiny a vznika findlny kréter.

Objem vyvrhnutého materidlu V' by mal byt imerny kinetickej energii dopa-
dajuceho telesa, v nasom pripade kamena. Kineticktl energiu kamen ziska volnym
padom z urcitej vysky h, kedy sa jeho potencidlna energia E), zmeni na kineticku.
Teda

Ex = E, = mgh.

KedZze nemeriame objem vyvrhnutého materialu, ale iba jeho priemer d, teda jeden
rozmer, priemer by mal byt potom timerny tretej odmocnine potencidlnej energie

d < {/mgh.

Meranie a diskusia jeho presnosti
Pre meranie sme si vybrali postupnost desiatich kamenov s rasticou velkostou,
ktorej zodpovedd aj rastiica hmotnost. Jednotlivé kamene sme si oznacili ¢islami
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od 1 do 10, mo6zeme ich vidiet na obrazku @ Pouzivali sme tiez dva metre, oba
s velkostou najmensieho dielika 1 mm. Pomocou jedného z nich sme urcovali vysku
vypustenia kamena nad zemou a druhy, polozeny na zemi, slizil ako mierka pri
vznikutych krateroch, vid obrazok a Krater sme si vzdy po odstraneni kamena
odfotili ¢o najviac kolmo zhora spolu s metrom ako nasou mierkou.

Obr. 20: Kamene pouzité pri merani.

Hmotnosti kamenov sme zmerali digitdlnymi vdhami, pricom kazdy kamern sme
vazili trikrat a na zaver sme vypocitali priemernii hodnotu a statisticki odchylku
merania. Do celkovej odchylky merania hmotnosti sme zapocitali aj nepresnost
vah. Pre mensie kamene sme zhruba odmerali taktiez ich objem, a to ponorenim
do vody v odmernom valci a porovnanim objemov vo valci pred a po ponoreni ka-
mena. Vzhladom na velky najmensi dielik stupnice odmerného valca (2ml) je toto
meranie zatazené velkou chybou. Umoznuje ndm vsak aspon priblizne uréit hustotu
pouzitych kamenov. Vsetky tieto charakteristiky kamenov st uvedené v tabulke E

Fotografie kraterov sme nésledne_spracovali v programe ImagelJ. Fotografie
niektorych kraterov si na obrazkoch R2, R3 a 4. Pri kazdej fotografii sme najprv
kalibrovali mierku pomocou vyfoteného pravitka (pouzili sme z neho vzdy 10 cm).
Nésledne sme zmerali priemer kratera v troch smeroch. Kedze kamene boli nesi-
merné, také boli aj kratery. Preto sme jeden priemer zmerali v smere najdlhsieho
rozmeru, druhy kolmo nan a treti priblizne diagonalne. Z tychto nameranych di-
zok sme spocitali priemernti hodnotu a tiez standardni odchylku, ktord nam déava
informéaciu hlavne o simernosti kratera - ¢im je vyssia, tym mensia je kruhovost
krétera. Visledky sti v tabulkéch [f a H.

Do celkovej odchylky merania priemeru kratera ale prispieva viacero faktorov.
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Obr. 21: Usporiadanie pomdcok pri merani.

Tie nie su v statistickych odchylkach v tabulkdch zahrnuté, ale postupne si ich
rozoberieme. Pri kalibracii mierky v programe ImageJ sa doptistame chyby nanaj-
v§$ 1mm v désledku zlého vyznacenia dizky 10cm. AvSak dalSia chyba nastéva
kvoli tomu, ze cely vyznaceny tsek nebol foteny tplne kolmo, v désledku ¢oho st
dizky na obrézku skreslené. Chybu kalibréacie sposobent tymto skreslenim odhadu-
jeme na maximélne 3 mm. Ovela vicsiu nepresnost ndm do merania prindsa chyba
urcenia okrajov kratera, a to odhadom 1 az 2cm. Presné urcenie okrajov kratera
z fotografie bolo Casto viac ¢i menej nejednoznacné. Zaviselo to na osvetleni fo-
nahromadenymi v okoli hrany kratera.

Pri porovnani nameranych zavislosti s teoretickym predpokladom nemoézeme
kvoli tymto nepresnostiam ocakavat dokonalti zhodu. Budeme tak sledovat porov-
nanie trendov. Na tvar, a teda stibezne aj priemer kratera, vplyval vo velkej miere
aj tvar kamena. Ten nebol simerny, takze velkost kratera zavisela aj na tom, aké
bolo natocenie kamena pri dopade. Neistotu vysky vypustenia kamena nad zemou
odhadujeme na 1cm.
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Tab. 6: Charakteristiky kamenov — hmotnost, chyba hmotnosti, objem a hustota.
Neistota merania objemu je 1ml. Z tohto dévodu st uvedené hustoty pre mensie
kamene skor orientacné.

kamen T Um Vo _p
g g ml gem—3
1 2,85 0,01 1,5 1,7
2 7,04 0,01 3,5 2,0
3 14,58 0,01 5,0 2,9
4 2648 0,01 10,0 2,6
5 44,18 0,02 17,0 2,6
6 57,28 0,02 225 2,5
7 8743 0,02
8 165,85 0,01
9 589 2
10 976 2

Tab. 7: Priemery kréterov, 1. Cast.

h d ds ds ds ds

cm cm cm cm cm cm

20 19+01 26+05 36+01 38+01 55+04
40 24+01 34404 44+02 42+03 58+07
60 26+02 44403 40403 51+02 74+03
80 30+01 42401 53+08 64+02 74+0,1
100 3,1+01 43404 55405 62+06 7,7+08
120 32401 46+02 644+05 69+01 7,3+02
140 35+02 48+04 55407 7.6+06 7,8+0,3

Porovnanie zavislosti

Do grafu na obrazku @ sme vyniesli zdvislost priemeru kratera d na vyske vypus-
tenia kamena h. Porovnanim trendov pre jednotlivé kamene vidime, zZe maja az na
odchylky zhruba rovnaky priebeh. Chybové tsecky jednotlivych bodov sme kvoli
prehladnosti do grafu nevyznacili. Ak by sme tieto ddta porovnali so zavislostou
y = k’x%, kde k je konstanta, vidime velmi podobny trend. Namerana zavislost
pre kazdy kamen zodpovedd odhadom zévislosti priblizne d ~ 2,2 (mgh)%. Tieto
funkcie sme pre prehladnost do grafu tiez nevyznacili.

Pre lepsie potvrdenie predpovedanej zdvislosti sme vykreslili graf zavislosti pri-
emeru kratera d na_kinetickej energii kamena pri dopade E, a to v logaritmickej
gkale (vid obrazok R6). Do grafu sme tiez vyniesli zavislost d = V/E. Vidime, ze
namerané data pre prvych osem kamenov dobre kopiruja tito predpovedanii zavis-
lost. Posledné dva kamene sa od tejto zavislosti odchyluji, nimi prelozend priamka
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Obr. 22: Kréater od kamena 4 po vypusteni z vysky 140 cm.

rastie rychlejsie. To méze byt chyba merania velkosti kratera alebo vplyv tvaru ka-
mena na vysledny krater. Ak sa pozrieme na ditové body ako celkok, moézeme si
v8imnut, ze priamka prelozend tymito datami vo vSeobecnosti rastie trochu menej
prudko ako je teoretickd predpoved. Jednym z moznych vysvetleni je, ze odpor
vzduchu, ktory na kamen pri pdde pdsobi, nie je zanedbatelny, a teda kinetickd
energia kamena tesne pred dopadom je mensia, ako je jeho pociato¢nd potencidlna
energia.

Zaver

Zmerali sme zavislost priemeru kratera na vyske vypustenia kamena a tiez na
kinetickej energii kamena tesne pred dopadom. Obe zévislosti v rdmci odchyl-
ky zodpovedali teoretickej predpovedi, teda ze priemer kratera zdvisi na tretej
odmocnine kinetickej energie kamena. Pozorovali sme miernu odchylku od teore-
tickej predpovede, ktora je pravdepodobne dosledkom neopravneného zanedbania
odporu vzduchu pri péade.
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Obr. 24: Krater od kamena 4 po vypusteni z vysky 80 cm.
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Tab. 8: Priemery kraterov, 2. cast.

h d@ d7 ds d9 le
cm cm cm cm cm cm
20 5,7+11 76+05 91408 11,8+1,6 141+14
40 5,0£0,7 8§2+13 104+1,3 140+1,1 16,0+£3,6
60 5,9=£0,6 85+1,3 1244+1,8 152+25 16,6+3,1
80 6,5+0,4 88+0,6 108+1,0 151+1.2 18,8+5,7
100 8,0+05 115+1,8 11,2+1,6 146+43 187+23
120 75£0,8 10,1+1,5 13,6+2,7 16,4+29 18,9+6,3
140 84+0,9 105+1,1 13,7+15 16,7+49 207427
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Obr. 25: Graf zdvislosti priemeru kratera na vyske vypustenia kamena pre vsetky
merané kamene.
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Obr. 26: Logaritmicky graf zavislosti priemeru vzniknutého kratera na energii
kamena pri dopade.
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Uloha IL.E ... hrne¢ku dost

Promérte zavislost rychlosti, s jakou pribyva kvasek, na case a na okolni teploté.
SoutéZ V priibehu méreni vyfotte sebe nebo treba buchty, které ze vzniklého
kvasku upecete, a fotografie ndm poslete na adresu fykos-solutions@fykos.cz. Vy-
stavime je na nasem Facebooku a Instagramu a autora nejlepsi fotky ocenime
zbrusu novymi FYKOSimi ponozkami.

Teorie

Pii kynuti kvasku pozorujeme vlastné mnozeni kvasinek, které pfi puceni (rozdé-
len{ matefské buiikky na dvé dcefiné) rozklddaji cukr na alkohol a oxid uhlicity.
Pravé tim je zvétsovan objem kvasku. Idedlni teplota pro mnozeni kvasinek je ko-
lemH 30 °C, z tohoto diivodu byl experiment proveden pro teploty v rozmezi 25 °C
az 40 °C. Vzhledem k tomu, Ze jedna kvasinka se rozdéli vzdy na dvé dcefiné, které
se nasledné také déli, lze predpokladat exponencidlni priubéh.

Samotny objem zavisi predevsim na teploté kvuli velké teplotni roztaznosti
plynu. Rychlost mnozeni je pak ovlivnéna mnoha faktory, mezi hlavni patii nejen
pocatecni mnozstvi kvasinek, jejich druh a aktivita, ale také teplota, pii které
puceni probiha, a mnozstvi cukru. Pokud drozdi neni dostatecné dobre promiseno
s cukrem, dochazi k rustu objemu pomaleji, nebot ma k cukru pfistup jen cast
kvasinek. Proto se ke kvasinkdm priddva jesté n&jakd tekutina (v nasem piipadé
mléko), kterd usnadni promiseni, protoze se v ni cukr s drozdim alespon éastecné
rozpusti.

Meéreni

Béhem experimentu je treba dat pozor na udrzovani stejnych pocatecnich podmi-
nek pro kazdé méfeni. Vzdy jsme pouzili zarovnanou lzici mouckového cukru (je
nutné dat vzdy stejné mnozstvi, nebot prfi rizném bychom nemohli spravné zhod-
notit vliv teploty). Pokus by mohla ovlivnit také hrubost zrn cukru, protoze kazdy
druh se rozpousti jinak dobfe, a proto je vhodné pouzit pokazdé stejny. Objem
jsme mérili pomoci odmérného vélce, ktery mél stupnici s dilky po 5 ml.

Na druhu néddoby také zalezi, jelikoz po urcité dobé dochézi k oddéleni ¢asti
suspenze. Leh¢i kvasinky vyplavou na povrch, zatimco mléko s rozpusténym cuk-
rem se drzi u dna. U vyssi odmérky pak maji kvasinky ve vyssich vrstvach mensi
mnozstvi cukru v okoli, a tudiZ mize dochézet k méné castému puceni nez v mél-
¢ odmeérce. Nicméné ve vysoké nddobé muzeme urcovat objem s lepsi presnosti,
nebot je snazsi vyrobit stupnici s jemnéj$im délenim. Z tohoto duvodu jsme pro
méfeni pouzili odmérny valec.

Konstantni teplotu jsme udrzovali vodni 14zni a kontrolovali teplomérem. Droz-
di jsme rozmélnili na co nejmensi ¢asti, vhodili spolu s cukrem do odmérného valce,
dolili do 200 ml mlékem a promichali. Od této chvile jsme na stopkdch mérili cas

1NEUPAUEROVA, Karla. Bakaldiska prace: Vyuziti kvasinek v potravindrském pramyslu.
Zlin: Univerzita Tomése Bati ve Zliné, 2012. Dostupné z http://digilib.k.utb.cz/bitstream/
handle/10563/21723/neupauerova_2012_bp.pdf?sequence=1&isAllowed=y
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a zaznamenavali jej pokazdé, kdyz se objem zvétsil o 5ml. Objem jsme odecitali

V pripadé, ze sténa z kvasinek byla na hladiné moc tenkd, zacaly bubliny ply-
nu praskat a plyn se uvolnoval do okoli. V tomto okamziku jsme métreni ukoncili.
7 duvodu mozného praskani bublinek neni vhodné po zac¢atku méfeni smés promi-
chévat, nebot by se tim objem vyrazné snizil, i kdyz na tikor toho dochazi k oddélo-

vani ¢asti suspenze a kvasinky tak maji horsi pfistup k cukru rozpusténém v mléce.

lotu jsme je prolozili

Namérend data jsme vynesli do grafu @ Pro kazdou te
E a znazornény v gra-

regre
fug@.

sni pfimkou, hodnoty smérnic jsou uvedeny v tabulce
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Obr. 27: Zavislost objemu kvasku na Case pro rtizné teploty.

Diskuze

Z regrese jsme vyjmuli pocatecni hodnoty, kdy puceni probihalo jesté velmi pomalu.

7Z namérenych dat je patrné, ze prubéh byl vétsinou viceméné linedrni. To lze
oduvodnit predevsim $patnou distribuci cukru ke kvasinkdm a také chladnutim
prostredi s kvasinkami, kdyz vystoupaly v odmérném vélci nad hladinu vodni ldzné
a jejich teplota sla nasledné regulovat jen velmi tézko. Po konci méreni byla teplota
kvasinek vétsinou o 1 az 2 °C nizsi nez pocatecni, coz mize byt, spolu s nedostatkem
cukru, jednim z duvodu poklesu rychlosti puceni po urc¢itém case. Dalsim z duvodu
je téz praskani bublinek vzduchu, které nemusime vzdy zpozorovat a zanasi tak do

méreni dalsi nejistotu.
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Obr. 28: Zavislost rychlosti puceni kvasinek na teploté.

Tab. 9: Zavislost rychlosti puceni kvasinek na teploté, kterd byla métrena
s chybou 2 °C.

T Vp
°oC ml-min—!
250 9,4+0,1
26,0 6,8 +0,1
26,5 7,2+0,1
30,0 16,5+0,3
30,5 24,8+0,4
32,0 14,2+0,1
34,0 18,9+0,1
36,0 33,0+1,0
38,0 32,8+0,6
39,0 26,9+04
40,0 21,7404

Rychlosti mnozeni kvasinek v zavislosti na teploté prostredi jsme vynesli do
grafu R§, kde je patrné, Ze v rdmci chyby roste rychlost puceni s rostouci teplotou
az do svého maxima pri teploté 36 °C. Z tohoto grafu lze usuzovat, Ze idedln{ teplota
pro mnozeni pekaiskych kvasnic je kolem 36 °C.
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Zavér

V ramci experimentu se ndm nepodafilo potvrdit poc¢atecni predpoklad exponen-
cidlntho naristu objemu. K tomu by doslo v idedlnich podminkach, které vsak
nejsme schopni s béznym vybavenim zarucit. Misto toho jsme pozorovali linedrni
zavilost objemu na Case.

Ovérili jsme, ze rychlost puceni kvasinek zavisi na teploté a to tak, ze nej-
lepsi podminky pro mnozZeni jsou kolem 36 °C. Tento tidaj se sice plné neshoduje
s citovanou literaturou (kde byla uvedena idedlni teplota 30°C), to vSak muze
byt zpusobeno jingm druhem kvasnic. Pod 30 °C probihd mnoZeni velmi pomalu,
s rostouci teplotou se zvySuje tendence kvasinek mnozit se az do zminénych 36 °C,
odkud nésledné pozvolna klesa.

Uloha IILE ... difuze

Urcité jste ve skole slyseli o tepelném pohybu molekul, jako je difuze ¢i Browniiv
pohyb. Zmérte casovou zavislost velikosti barevné skvrny ve vodé a vypoctéte di-
fuzni konstantu. Provedte méreni pro nékolik riiznych teplot a sestrojte graf teplot-
ni zavislosti difuzni konstanty. Jak byste mohli zaridit, aby byla teplota v priibéhu
kazdého meéreni konstantni?

Teorie

Difuze je popséna rovnici

on
— — DAn =
e n=20,

kde n = n(x,t) je koncentrace a D difuzni konstanta. Tento vztah je také znamy
pod nazvem rovnice vedeni tepla a ma fundamentalni reseni
1 =2
e 4Dt (82)
VanDt
Mizeme si povsSimnout, ze se jednd o statistické normdlni rozdéleni s rozpty-

lem o2 = 2Dt. Ztotoznime-li posunuti &stic = za &as ¢t s timto rozptylem, do-
stavame

D(x,t) =

xr=+V2Dt. (83)

Pti vypocétech budeme predpokladat, ze tento vztah plati, a jeho validitu podrob-
néji rozebereme na konci.

Pro posuvny pohyb kulové ¢astice o hmotnosti m a poloméru r, kterd se na-
chézi v prostfedi charakterizovaném teplotou 7' a dynamickou viskozitou 7, lze
konstantu D vyjadrit jako
kT

D=2
6mnr

(84)

kde kg je Boltzmannova konstanta.
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Chyby urcujeme pomoci zdkona prenosu chyb pro nezavislé proménné

(85)

kde hleddme chybu veli¢iny V', jez zdvisi na proménnych Pi,..., P,.

Vysledky méreni
Méieni probihalo pfiblizné za normélniho tlaku pfi teplotdch 4°C, 11°C, 20°C
a 23°C.

Nejprve jsme naplnili misku ¢i talitek vodou a nechali odstat, aby pro nasledné
méfeni méla voda teplotu okolniho vzduchu. Pouze pro teplotu T = 4 °C se ndm
takové podminky nepodatilo zajistit, okolni vzduch mél tedy teplotu pokojovou.

Poté jsme do vody nasypali potravinarské barvivo. Kamerou mobilniho telefonu
se zapnutym programem FrameLapse jsme misku nataceli (program udélal jeden
snimek za pét sekund), p¥i¢emz pro referenci jsme k ni polozili pravitko a nechali
jsme barevnou skvrnu expandovat ve vodé.

Nésledné jsme v programu OpenShot Video Editor pro jednotlivé snimky ode-
cetli jejich indexy f, ze kterych jsme diky znalosti periody snimku ziskali jejich
Casy t. Pro nejnizsi index snimku v daném méfeni jsme polozili ¢ = 0s, zbylé
Casy pak odpovidaji pétindsobku (perioda snimki) rozdilu mezi néjakou hodno-
tou f a fo, jiz odpovidd t = 0s. Pro kazdou teplotu jsme v programu PizelZoom
stanovili méfitko (kolik pixeli odpovidd jednomu centimetru) a zméfili rozméry
barevné skvrny, a to vzdy podél dvou (ndhodnych) na sebe kolmych os, jez bu-
deme déle oznacovat a a b. Tyto veli¢iny v ramci naseho experimentu popisuji
prakticky stejny jev (nemélo by zdlezet na tom, v jakém sméru rychlost difuze
méfime), nebudeme proto jejich vztah déle uvazovat a budeme s nimi pocitat jako
s nezavislymi veli¢inami.

Veli¢ina x z teorie zna¢i polovinu rozméru barevné skvrny, plati tedy zo = a/2
a xp = b/2. Ve vzorcich budou obé proménné reprezentoviany spoleéné pismenem
. Zamérné se vyhybame sloviim ,,prumér” a ,,polomér*. Teoreticky by totiz skvrna
meéla byt po cely experiment kruhova, nicméné realné mohl byt tvar mirné odlisny.
Proto také méiime dva na sebe kolmé rozméry, nikoliv jen jeden.

Nejistotu odecteni jedné vzdalenosti odhadujeme jako 5px. Nejistota urceni
rozméru skvrny tedy zavisi na tom, kolik pixelt odpovidd jednomu centimetru.
Konstanta pfepoc¢tu — ozna¢me ji k (jeji jednotkou je pixel na centimetr) — byla
ruzna pro kazdé méfeni a jeji hodnoty jsou zaznamenany v tabulce [LJ.

Potom plati

afem] = k™' apx],
pricemz chyba je dle zdkona prenosu chyb
oofem] = k™' - oq [px] = k7' - 5px.

Chyba z, je pak jednoduse o5, = 04/2. Pro b a z; postupujeme zcela analogicky.
Ve zbytku textu je vyrazem x vzdy mysleno z [cm]. V tabulce @ jsou uvedeny také
nejistoty o, [cm] pro odpovidajici méteni.
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,

Pro T = 23°C jsme provedli dvé rtiznd méfeni se dvéma rlznymi _méritky.
Zavislost druhych mocnin veli¢in z, a p na case znazornuji grafy p9 az

Tab. 10: Prepocty k a nejistoty méfeni x, a xp.

T k Oz
°C | px-cm~! cm
4 28 0,17
11 14 0,35
20 20 0,25
23 20 0,25
23 31 0,16

110
100 | ]
90 | ]
80 |
70 |
60
50
40
30 b
20 | 1
10 ¢ \ R

0 50 100 150 200 250 300

Obr. 29: Zévislost vzdélenosti na ¢ase pro T = 4°C a k = 28 px-cm ™ *

Pro kazdou hodnotu z, a x jsme pomoci vzorce (@) stanovili hodnotu difuz-
niho koeficientu.

Nejistotu méreni i-té hodnoty difuzniho koeficientu jsme spocitali ze zakona
prenosu chyb (B5) dle vzorce
_2D;

T

0D; Oz,

pri¢emz jsme neuvazovali nejistotu pti urceni Casu, kterd je vzhledem k ostatnim
chybam zanedbatelnd (¢as byl méfen velmi presnymi hodinami mobilniho telefonu).
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Obr. 30: Zavislost vzdélenosti na ¢ase pro T = 11°C a k = 14 px-cm ™!

Celkové jsme difuzni koeficient pro danou teplotu stanovili aritmetickym pri-
mérem jednotlivych hodnot. Chybu urceni difuzniho koeficientu jsme pak spocitali
ze vztahu

oD = O-QDstat + U%sys )
kde
N
2 11 -2
UDstat = NN* 1 Z(ml _‘T’.)

=1

je statistickd chyba aritmetického pruméru a

N
2 _ 1 2
IDsys = N2 E ODp;
i=1

je chyba systematicka.

Vysledné hodnoty difuznich koeficientti véetné odpovidajicich chyb jsou zazna-
mendny v tabulce [L1]. Zavislost D(T") jsme vynesli do grafu B4.

Tuto zavislost jsme linedrné fitovali v programu gnuplot podle teoretické zavis-
losti (B4), ¢imz jsme ziskali konstantu imérnosti mezi D a T' s hodnotou

(=0,1£2,1)-10*m?s "K',
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Obr. 31: Zavislost vzdélenosti na ¢ase pro T = 20°C a k = 20 px-cm ™

Tab. 11: Difuzni koeficienty.

T i D oD

°C 10—°m?2.s—1 10—°m?2-s—1
4 28 0,9 0,3

11 14 0,4 0,5

20 20 1,2 0,7

23 20 1,3 0,4

23 31 0,5 0,1

Diskuze

V celém postupu jsme predpokladali, ze dynamicka viskozita vody 7 se s teplotou
neméni, diky ¢emuz je zavislost D(T) linedrni. Ve skuteénosti vSak viskozita na
teploté zavisi, coz by bylo mozné zahrnout do vypoc¢tu. V ndmi pouzitém rozsahu
teplot jsou ovSsem zmény viskozity zanedbatelné.

Na experiment také mohlo mit vliv povrchové napéti vody, jez mohlo ovliviiovat
zpusob pohybu c¢éastic barvy. D4 se ale predpokladat, ze tento jev neni v experi-

mentu vyrazny, proto byl zanedbéan.

Model difuze predpokladé, ze jak molekuly vody, tak molekuly barvy jsou pou-
ze ,kulicky“, které na sebe (vyjma srdzek) nijak silové neptisobi. Redlné molekuly

200

250

1

na sebe samoziejmé pusobi i jinymi silami, které zde vSak také zanedbéavame.
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Obr. 32: Zavislost vzdélenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 20 px-cm ™"

Vztahem (@) jsme se dopustili pomérné velkého teoretického skoku. Pojdme
se nyni timto skokem a validitou vztahu (B3) vice zabyvat.

Je rozumné predpokladat, ze stav systému v Case zavisi na pocatecnich pod-
minkach. Ty ale mohou byt v kazdém piipadé jiné — vyjadfuji se ve tvaru no(x) =
= n(x,0). Z tohoto diivodu pfi FeSeni diferencidlnich rovnic zpravidla neexistuje
obecné feseni a musime pouzit pravé fundamentélni feseni. To ma velmi vyhodnou
vlastnost

n(x,t) = (no * ®)(x,1t) ,

kde * oznacuje konvoluci pres vSechny prostorové proménné. Tato rovnice nam
tedy z funkce, kterd popisuje stav systému na zacatku, ,vyrobi* funkci popisujici
systém v libovolném case.

Konvoluce je matematickd operace, jez ma zasadni fyzikalni vyuziti. Mizeme
ji chépat jako vyjadreni, jak moc se grafy vstupnich funkci prekryvaji. Presn

definice je
(f = 9)( / fy)g(x—y)dy,

kde R"™ indikuje, Ze integrace probihd pies vsechny body prostoru.

Pocitat tento integrdl pro obecné no nemusi byt nic snadného. Nastésti se
tomu muzeme vyhnout vhodnou volbou poéateénich podminek, napfiklad no(x) =
= §(x). Tomuto vyrazu se iikd d-funkce a jeji zakladni charakteristikou je, zZe se ve
skutecnosti nejedné o funkci. Nemusime zachazet do podrobnosti, dulezité vsak je,
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Obr. 33: Zavislost vzdélenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 31 px-cm ™!

co tento vztah vyjadiuje — totiz Zze na pocatku je vSechna barva v jednom bodé.
Jelikoz je d-funkce radidlné symetrickd, tuto vlastnost si zachova i vysledné reseni,
a proto muzeme prejit do polarnich soutadnic, kde = bude vyjadrovat vzdalenost
od pocatku.

Vyznamnou vlastnosti J-funkce je, ze se viuci konvoluci chova jako jednotka. To
znamend, ze pro libovolnou funkci f plati f * 0 = f. Vybaveni touto znalosti uz
snadno najdeme TfeSeni rovnice

1 _ =2
e
VarnDt

Tento vysledek mé jednu neptijemnou vlastnost — ze koncentrace neni v zddném
bodé nulova, ackoli exponencidlné klesd do nuly. Vskutku, feSeni se uz v prvnim
mozném okamziku rozsiti do celého prostoru. To je zpusobeno tim, ze uvazujeme
idealni castice, které jsou nekonecné malé a je jich nekone¢né mnoho. Realné ¢éstice
se tak samoziejmé nechovaji, lepsi model v§ak bohuzel nemame.

Za hranici barevné skvrny budeme proto povazovat takovou vzdalenost od po-
¢atku x, v niz je koncentrace c-krat mensi nez v pocatku. Pro tuto vzdélenost
potom dostavame

N
Prd

n(z,t) = (0 % ®)(x,t) = ®(x,t) =

n(z,t):l = x=+V4Dtlnc=VCDt,

kde C =4lnec.
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Obr. 34: Zavislost difuzniho koeficientu na teploté.

V tomto vzorovém feseni jsme predpoklddali C' = 2, nicméné dopocet kon-
stanty C' je obecné velmi netrividlni. Vime pouze to, Ze ¢ je pomér koncentrace
uprostied a koncentrace na hranici — ten samoziejmé nezndme, ale mize to byt
velmi vysoké ¢islo. Koncentrace uprostied bude (fadové) v procentech, koncentra-
ce za okrajem muze byt prakticky nulovd. Nanestésti si tedy nemizeme byt jisti
ani rddem spravného vysledku.

Vodu jsme pred méfenim nechali odstat, aby ziskala teplotu okolniho vzduchu
a aby teplota béhem experimentu byla konstantni. Vyjimkou je mé&feni pti 4 °C,
které jsme z technickych duvodu provadéli pii pokojové teploté okolniho vzduchu.
Tento fakt mohl mit negativni vliv na presnost méreni.

Chyby mérfeni by pravdépodobné bylo mozné snizit Setrnéjsim davkovanim bar-
vy do vody (napft. pipetovdnim). Pro lepsi ovéfeni zdvislosti (@) by také bylo
vhodné provést méreni ve véts§im rozsahu teplot.

Graf @ zobrazuje zavislost D(T), jez by méla podle (@) byt linedrni a rostouci.
Takovou zavislost ovSsem ani podle fitu, ani vizudlné nepozorujeme. Smérnice ma
dokonce Spatné znaménko. Chyby méfeni jsou znacné a pouhym okem v grafu
vidime, Ze presnost takového vysledku je diskutabilni.

Srovejme jesté vysledky s teoretickymi hodnotami ze vztahu (@) Nezname
sice polomér ¢astic r, ale ostatni hodnoty jsou snadno dohledatelné; teplotu volme
napiiklad 7' = 300 K. Pak

po kT 1,4-1072*.300 . 2,4-10""
~ 6mpr . 6m-9-10-4r r '
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Vidime, #e aby difuzni konstanta méla ndmi naméfené hodnoty (v fadu 10~°), pak
by polomér molekul barvy musel byt fadové 10~** m, coZ je bohuzel o nékolik Fada
méné, nez je polomér jediného atomu. Mirné nas muze uklidnit diskuse parame-
tru C vyse a z ni vyplyvajici fakt, ze C' muze byt fddové nizsi nez ndmi zvolend
hodnota C' = 2. Vysledek tedy pravdépodobné neni vzdalen prilis mnoho fada od
skutecnosti, nicméné nic blizsiho fict nedokdzZeme.

Zaver
Thomas A. Edison jednou tekl: I have not failed. I've just found 10000 ways that
won’t work. (Neselhal jsem, jen jsem objevil 10000 zptusobi, které nefunguji.)

My jsme prave objevili jeden zpusob, jak nezmérit spolehlivé difuzni konstantu.

Uloha IV.E ... dechberoucf st¥ikacky

Urcete velikost treci sily mezi pistem a sténou injekcéni strikacky, ktera vam prisla
postou.

Uvod

Pri pohybe dvoch telies a pri ich vzajomnom dotyku st bezne pritomné trecie
sily. Ako uz iste vieme, trecia sila F; zavisi od zloZenia materidlov a na ich tvare,
resp. na drsnosti povrchov. Tieto veli¢iny vieme v jednoduchych pripadoch vyjadrif
pomocou koeficientu trenia. Ten sa vSak v praxi vacsinou urcuje experimentélne.
Pri klasickych stredoskolskych tlohach a experimentoch sa pre vypocet trecej sily
pouziva normalovéa zlozka tiazovej sily k povrchu, na ktorom je teleso. V tomto
experimente sa budeme snazit zistit hodnotu koeficientu medzi stenou striekacky
a piestom. K urceniu koeficientu by sme potrebovali hodnotu normaélovej sily, ktora
piest tla¢i k stene. Urcit tito hodnotu je vSak netrividlne. Preto nam zostava
meranie hodnoty trecej sily. To by sme mohli vykonat priamo, napriklad silomerom.
Ukézeme si ale iny sposob riesenia, zalozeny na rozpinani a stlacovani plynu vo
vnutri striekacky.

Postup merania

Ako prvé utesnime piest, ¢o v nasom pripade bolo pouzitim prsta na ruke. Natiah-
neme piest, ¢im v striekacke vznikne podtlak a nasledne ho pustime. Tlakova sila,
ktora bude na piest posobit sa ho bude snazit vratit do pévodnej polohy, ale to sa
jej nepodari tuplne, pretoze proti nej bude posobit trecia sila. V mieste, kde sa piest
zastavi by mala byt dynamickd trecia sila vyvolanda rozdielom tlakov v rovnovéhe,
z ¢oho uz dokadzeme vypocitat hodnotu dynamickej trecej sily.

Aby nés model fungoval, musime piest pustat pri spatnom pohybe pomaly
(avSak kontinudlne). Ak by sme mu totiz umoznili ziskat vyssiu rychlost, tak kvoli
zotrvacnosti by mohol prekmitnif rovnovaznu polohu vyznamnejsim sposobom
a ndsledne by sa do nej uz nevratil kvoli vyssej hodnote statického trenia (oproti
dynamickej sile trenia).
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V druhom pripade zase postupujeme tak, ze piest stlacime na objem mensi
ako povodny a nasledne ho uvolnime do findlnej polohy, v ktorej sa opét vyrovna
tlakova a trecia sila.

Tedria
Spravanie plynu vnutri striekacky moézeme popisat stavovou rovnicou

pV =nRT,

kde p je tlak, V je objem, n predstavuje pocet molov plynu, R je univerzalna
plynova konstanta a T je teplota plynu v Kelvinoch. Vzduch vo vnutri striekacky
budeme povazovat za adiabaticky izolovany, a tak pocitame s tym, Ze si nevymiena
teplo s okolim. Adiabaticky dej je popisany vztahom

pV"™ = konst,

kde k je Poissonova konstanta. Pre vzduch je k = 1,4. Pre silu spésobenti vzduchom
v pieste v rovnovaznej polohe mame

Ft:FV:(paip)S7

kde S je plocha piestu, resp. prierez valcovej Casti striekacky a zdroven p, je po-
CiatoCny tlak vo vnutri piestu, ktory je rovny atmosférickému tlaku. Dosadenim
z rovnice adiabatického deja dostdvame

_ _ ‘/init "
i = (1 (Vcnd> )paS ’ (86)

kde Vinit, Vena je pociatoény, resp. koneény objem vzduchu v pieste.

Opacnym sposobom merania by sme nechali vykonavat pracu vzduch vo vn-
utri striekacky. Teda postupom, ze najprv piest stlacime a potom ho nechdme
expandovat. Vypocet bude popisany podobnou rovnicou

/ Vvi/nit " _
F! = ((V(;nd) 1) PasS . (87)

Zistili sme podmienky merania pocas experimentu. Tlak vzduchu v miestnos-
ti bol namerany ako p. = (92,0 £0,2) kPa a teplota v miestnosti bola Ty =
= (294,3 £ 0,2) K. Experiment sme vykonali so striekackou s objemom 3 ml. Po-
mocou posuvného meradla s noniusom sme odmerali priemer piestu a jeho hodnota
bola d = (9,14 + 0,02) mm. Nepresnost posuvného meradla je 0,02 mm podla ka-
libra¢nej normy. Prierez tak bol S = nd*/4 = (65,6 £0,3) - 107 %m?, kde sme
odchylku uré¢ili ako o(S) = 25’%. Namerané hodnoty st v tabulke @

Striekacku sme mali uzavret jednym prstom ako na obrazku Bj. Po natiahnuti
a opatovnom pribrzdenom pusteni (bez dotyku piestu v koncovej fdze) sme odéitali
hodnoty. Neistota merania objemu je om (V) = 0,05 ml.

Meranie
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Obr. 35: Meranie s injekénou striekackou.

Zo  statistického spracovania méame pre rovnovaznu polohu  ob-
jem Vena = (1,315 £ 0,008) ml. Celkovti chybu objemu v rovnovéznej polohe urci-
me ako kvadraticky siucet statistickej chyby o (V) = 0,008 ml a chyby meradla o (V) =
= 0,05 ml, resp.

o(V)=4/o(V) + om(V) =0,05ml.

Dostévame tak Vena = (1,32 £ 0,05) ml. Dosadenim do vztahu pre treciu silu (@)
vychadza
Fy=(1,9+04) N,

kde sme chybu urcili zo vzorca

o(Fy) = \/(;f,p am<V>)2 + (fvijdo(w)z + (gjj;o(pa))Z + (%o(wf -
e () ((32)  (52) ) e () (222)').

Porovnanie opacného pohybu piestu

Pre porovnanie vyskisame aj druhii metédu, kedy bude konat pracu od trecej sily
vzduch v injek¢nej striekacke. Postupujeme podobne, a teda na zaciatku si zvoli-
me objem (kvoli presnosti merania maximdlny mozny), postupne stla¢ime vzduch
na nami zvolené objemy a ndsledne pomaly (priblizne niekolko sekind) pustame,
avsak aby sme nijako neovplyvnili koncovu fizu zastavenia. Vysledky st v tabul-
ke [L3. Neistota merania objemu je om(V) = 0,05 ml.

7 udajov, kedy bol najmensi objem vyssi ako 1,5ml tak dostdavame uidaj pre
rovnovaznu polohu V;nd = (2,29 £+ 0,02) ml. Kde sme kombinovani odchylku opéat
ziskali pomocou Statistickej a systematickej chyby. Aj v tomto pripade bola Sta-
tistickd chyba zanedbatelnd a vyslo V.4 = (2,29 & 0,05) ml.
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Tab. 12: Meranie zastavenia piestu z réznych maximéalnych objemov pre
zaciatoény objem Vinix = (1,00 & 0,05) ml a natiahnutia na objem Vipax.

Meranie Vinax Vend
ml ml

1 1,30 1,30
2 1,40 1,35
3 1,60 1,30
4 1,80 1,30
5 2,00 1,30
6 2,20 1,30
7 2,40 1,30
8 2,60 1,35
9 2,80 1,35
10 3,00 1,30

Podla (@) sme spocitali hodnotu trecej sily
F =(2,84+0,3) N.
Chybu sme urcili rovnako ako pri predchidzajiicej metdde.

Diskusia

Pri experimente bolo pritomnych viacero faktorov, ktoré mohli ovplyvnit vysledky
merania. Pocitali sme s modelom idedlneho plynu, a to samozrejme v redlnom
svete len priblizuje fyzikdlnu skutoénost. Ako dalsi fakt, ktory ovplyvioval meranie
bolo pouzitie modelu adiabatického deja. Ten predpokladd, ze nie je pritomnd
vymena tepla s okolim (pripadne, Ze deje prebehni tak rychlo, aby sa teplo nestihlo
predat). Dika trvania experimentu bola len niekolko sekiind napriek pomalsiemu
uvolnovaniu.

Vymena tepla medzi vzduchom vo vnutri striekacky a medzi stenami striekac-
ky nepochybne prebiehala. Skuto¢ny dej mal preto spravanie medzi adiabatickym
a izotermickym procesom. Dalsim zdrojom tepla bol aj fakt, ze sme striekacku
pridrziavali prstami, ktoré mali vyssiu teplotu ako okolie. Avsak tepelné vymeny
sme z dovodu relativne kratkeho meracieho procesu zanedbali. Zaroven je plast
pomerne dobrym izolantom.

Predpokladali sme, ze vzduch neunikd pri vyssom tlaku ako bol tlak okolia.
Rovnako sme zanedbali aj pripadné pridenie do vnutra striekacky. A to pre mies-
to, ktoré izoloval piest, a tiez pre utesnenie rukou na vystupe striekacky. Tlak
atmosféry na strane piestu sme uvazovali za konstantny v kazdom okamihu.

V pripade opacného postupu, kedy sme vzduch stlacili a sledovali jeho navrat

(expanziu), si musime uvedomit, ze vtedy kond pracu vzduch vo vnutri striekac-
ky. Odobrané teplo cez steny striekacky vedenim tepla zo systému znamenalo, ze
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Tab. 13: Meranie zastavenia piestu po kompresii na Viin a naslednej expanzii
vzduchu pri zaiatoénom objeme Vi; = (3,00 + 0,05) ml.

!
Meranie Vinin - Vena
ml ml

1 2,30 2,35
2 220 230
3 2,10 2,35
4 2,00 230
5 1,80 2,25
6 1,60 2,20
71,40 2,25
8 1,20 215
9 1,00 2,10
10 0,80 2,00
11 0,60 1,95
12 0,40 1,85

tlak mohol byt v skutoc¢nosti nizsi ako sme namerali. To sa dialo prostrednictvom
odovzdania tepla okoliu (steny striekacky). Hodnota merania F; v tomto smere
tak pravdepodobne horsie zodpoveda adiabatickému modelu z hladiska malych
rozmerov sledovaného objektu.

V prvom postupe sa vzduch mierne zohrieval od okolia, ¢o naopak zvysSovalo
tlak vo vnutri. Dalsou skutoénostou, ktord mohla ovplyvnit merania bolo, Ze sme
predpokladali vo vSetkych miestach rovnaki treciu silu, avsak toto nemuselo byt
splnené. Rovnako tGc¢inok trecej sily méze byt iny pri pohybe jednym alebo opa¢nym
smerom. Najvyznamnejsim zdrojom odchylky bolo najmé urcenie objemu a s tym
spojené urcenie tychto hodnét. Presnejsia stupnica by vedela tiito nepresnost znizit.

Taktiez sme pri porovnavani metdéd neuvazovali pripadnii zmenu koeficientu
trenia pri pohybe opaénym smerom. Z tudajov, ktoré zodpovedaju pre najvacsiu
nami vytvorentd kompresiu (teda najmensie objemy) vidime, Ze uz zretelne docha-
dza k vyraznejSim stratdm energie.

Zaver

Zmerali sme silové pésobenia a uviedli sme dévody, pre ktoré by mala byt metoda
konania prace atmosférou rozumnejsou resp. spravnou volbou. Hodnota trecej sily
tak bola Fy = (1,94 0,4) N v smere od vicsich objemov k mensim. V opa¢nom
smere (kedy pracu konal vzduch vo vnitri) sme touto aproximiciou dostali F{ =
= (2,8 +0,3) N. Tato hodnota je podla oéakdvani vyssia, a to z dovodu, Ze pricu
konal vzduch vo vnutri striekacky a nie okolitd atmosféra.
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Uloha V.E ... neklamou nés?

Zmérte kapacitu libovolné baterie (napriklad tuzkové AA) a porovnejte ji s dekla-
rovanou hodnotou.

Teorie
Kapacita baterie ¢i akumulatoru je mnozstvi elektrického nédboje, které miize tento
¢lanek dodat pfi vybijeni. Bézné se rozlisuje kapacita jmenovitd (nominélni) a sku-
teénd (aktudlni). Prvni je hodnotou udédvanou vyrobcem a predstavuje naboj, jejz
¢lanek muze dodat za stanovenych podminek (typicky za pokojové teploty pfi vy-
bijeni béhem péti hodin), a to za pfedpokladu udrzeni stanoveného rozsahu napéti
(bézné v rozmezi{ £10% od napét{ pti plném nabiti). Druhd je hodnotou néboje,
ktery baterie vyda za danych konkrétnich podminek. Skutecna kapacita zavisi na
mnoha faktorech; napriklad na stafi akumuldtoru, podminkach nabijeni, velikosti
vybijectho proudu, konetném vybijecim napéti nebo teplotét

Znéme-li ¢asovou zdvislost proudu I(t) prochézejictho uréitym obvodem, mi-
zeme celkovy pruchozi ndboj urdit integraci jako

Q:/tl(t)dt.

Pro zpracovani chyb vyuzivime predevsim zdkona prenosu chyb pro nezavislé
proménné

(88)

kde hleddme chybu proménné V', jez zavisi na N proménnych P;, které jsou namé-
fené s chybami op,.

Pomiicky a pfistroje

AAA baterie typu SHO 750 Orion (Ni-MH), multimetr UNI-T M840D s tfimist-
nym displayem, nepfesnosti® £ (0,5% + 3) pro napéti a + (0,8 % + 3) pro proud,
nabijecka Voltcraft IPC-1L, moturek, zarovka, tablet s aplikaci Skyflow (coby ka-
mera).

Vysledky méreni

Meéfteni probihalo pfiblizné za normalni pokojové teploty. Sestavili jsme sériovy
obvod slozeny ze zdroje (jedna ¢i dvé baterie SHO 750 Orion), odporu (zérovky
nebo zirovky a motoru v sérii) a ampérmetru.

2Battex: abeceda baterii a akumuldtort, kapacita [online][cit. 10.4.2021]. Dostupné z http:
//www.battex.info/slovnicek-a-pojmy/kapacita+428&lanki+nebo+bateriij2g.

3Wikipedia: Propagation of uncertainty [online][cit. 2.3.2021]. Dostupné z hattps://en.
wikipedia.org/wiki/Propagation_of_uncertainty.

4Nepi"esnost pristroje se ndm bohuzel nepodafrilo dohledat, pouzili jsme tedy nepfesnost po-
dobného pristroje jiné vyvojové rady.
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Obvodem jsme nechali prochazet proud, pficemz v pravidelnych casovych inter-
valech jsme zaznamendavali hodnotu proudu, resp. nataceli jsme display ampérme-
tru tabletem s aplikaci Skyflow v rezimu timelapse (po péti ¢i Sedesati sekunddch
v zévislosti na méfeni) a hodnoty nésledné odecetli. Kompletni ¢asovou zdvislost
jednoho méreni znazornuje obr. @, Casovou zavislost proslého naboje pak obr. B7.

0,8

0,7 P n— . N

0,6 | \ |
05 + ‘u .
~|< 0,4 + \ N
0,3 - \ a
02 - =, 1

0,1 r *ﬁ_A_L i

0 L L L L L L

t

m

Obr. 36: Zavislost proudu na case.

Jak je z grafti ziejmé, obvodem prochézi po vétsinu Casu priblizné konstantni
proud. Pro srovnani s nomindlni kapacitou budeme ¢ast méreni, ve které zacne
rychle dochazet k poklesu proudu, zanedbéavat.

Pro ziskdni celkového naboje jsme proud numericky casové zintegrovali dle
vztahu

tn n—1

Q:/I(t)dt%ZW(ti+17ti) .

to 1=0

JelikoZ obvodem prochdzel priblizné konstantni proud, pro jednoduchost prejdeme
pro pocitani chyb ke konstantni (stfedni) hodnoté proudu I. Tu si definujeme préve
tak, aby platilo Q = It (tedy ndboj ziskany integraci jednoduse vydélime celkovym
¢asem). Ze zdkona prenosu chyb pro ndsobeni pak mdme
7+ (%)
0Q;,sys — i = e )
Qi,sy Q ( 7 + n

kde ox je chyba v urceni veli¢iny X a @; je ndboj ziskany z i-tého méfeni. Odchyl-
ky proudu zpusobené nepresnosti ampérmetru ¢ini pfiblizné 0,04 A pro namérené
proudy nad 0,6 A a 0,03 A pro proudy nizsi.
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Hodnoty pro jednotlivd méfeni jsou uvedeny v tabulkach @ a @, pricemz jsme
oddélili méreni se zarovkou od méfeni se zarovkou i motiurkem. Konkrétné jsou
zde zaznamendny zatéz (z — pouze Zarovka, zm — zarovka a motor v sérii), cel-
kovy naboj ziskany numerickou integraci a stfedni hodnota proudu. Vyslednou
hodnotu kapacity @ ziskdme jednoduse aritmetickym prumérem. Chyby u jednot-
livych méfeni jsou pouze systematické, pro celkovy nédboj pak stanovime chybu
kombinovanou z chyby statistické i systematické

700

600 - |
500 - |
400 |- |
g 300 | |

200 | 1

100 |- B

0 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
t

m

Obr. 37: Zavislost proslého naboje na case.

5 Statistickou chybu aritmetického priiméru uréime jako

N
_ ! _ 02
TQ,stat = m Z (Q1 Q) .
i=1

Systematicka chyba aritmetického primeéru se spocte z chyb dil¢ich méreni jako

N
o s = i o2
Q,sys N Q; "

=1

Jelikoz jsou si pro méfen{ v rdmci kazdé metody (vybijeni s niz§im proudem, vybijeni s vyssim
proudem...) systematické chyby velmi blizké, odhadneme celkovou systematickou chybu jako
artimeticky pramér systematickych chyb. Celkovou chybu pak stanovime jako

_ [2 2
TQ = A/ 95 sys T 90 stat -
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Tab. 14: Vybijeni se zarovkou.

Chyby méfeni jsou o = 5s, Tab. 15: Vybijeni se zarovkou
o7 =0,04A a 0g = 30mAh. a moturkem. Chyby méfeni jsou
ot =1sao;=0,03A.

t I Q

s A mAn t I Q oo
2700 0,70 560 m A mAh mAh
2935 0,68 520 366 0,11 670 190
2825 0,69 560 347 0,11 630 180

2765 0,69 530

Pro méteni se zdrovkou byla stanovena (aktuéln{) kapacita
Q. = (540 & 20) mAh,
pro méreni se zarovkou i motirkem pak
Qum = (650 £ 180) mAh.

Mezi vSemi méfenimi jsme pouzity zdroj (akumuldtor) nabijeli (pfiblizné) kon-
stantnim proudem I, ktery jsme zaznamendvali opét pomoci timelapse, tentokrat
jsme vsak snimali display nabijecky, jenz hodnotu proudu ukazoval. Diky konstant-
nimu proudu se vztah pro celkovy naboj redukuje na nésobeni Q = It. Hodnotu
proudu budeme povazovat za pfesnou (vice v diskuzi), v dusledku toho povazuje-
me i celou systematickou chybu urceni ndboje za zanedbatelnou. V tabulkach pak
chyby neudédvame a vyslednd chyba aritmetického prumeéru je pouze statisticka.

Namérené hodnoty jsou uvedeny v tabulkéach [L§ a

Tab. 16: Nabijeni proudem 0,7 A.
Chyba méfeni casu je oy = 5s. Tab. 17: Nabijeni proudem 0,5 A.
Chyba méreni ¢asu je o = 5s.

t Q

s mAh tQ
4000 e s mAh
3925 763 5770 801
3815 741 5395 749

3840 746

Vysledné hodnoty ¢ini
Q700 = (757 & 8) mAh

pro proud 0,7A a
Qs00 = (780 & 30) mAh.

pro proud 0,5 A.
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Diskuze

7 namérenych hodnot je patrné, Ze baterie vydala vyssi ndboj pfi pomalejsim vy-
bijeni, coz je plné v souladu s pfedpovédi (dochdzelo k mensim ztratdm energie).
Systematické chyby u méfeni s nizsim proudem jsou bohuzel znacné, coz je zpuso-
beno nevhodnou volbou rozsahu ampérmetru. Mérili jsme na rozsahu do 20 A, Fad
jsme vSak zvolili z toho duvodu, Ze pouzity ampérmetr na niz§im rozsahu nefun-
goval. Pro presnéjsi vysledky by bylo vhodné pokus opakovat s mensim rozsahem.
Vzhledem k délce vybijeni odpovidaji nominalnimu napéti spise vysledky z delsiho
méfeni.

Hodnota kapacity pri nabijeni byla konzistentné vyssi nez hodnota pri vybijeni.
Vliv mohlo mit nékolik faktort. Nabijeni je endotermicky jev — pro uchovani energie
v chemickém ¢lanku je potfeba vyvolat endotermickou chemickou reakci. Projevem
toho se naptiklad baterie béhem nabijeni znatelné zahrivala, coz znamend nizsi
energetickou efektivitu. Prebyteény naboj pri nabijeni se pak ztraci v nevratnych
chemickych reakcich v materidlu akumuldtoru, které nasledné zpusobuji snizeni
kapacity, tedy opotfebovani. V nasem pripadé byl pouzity akumuldtor aktivné
pouzivan po nékolik let, l1ze tedy predpokladat pomérné velkou miru opotiebovani.

Pouzité nabijeci proudy byly pomérné vysoké, coz mohlo déle snizit efektivitu
nabijeni. To vSak nase méfeni nepotvrdilo (ani nevyvrétilo), jelikoz se kapacity pro
oba proudy v ramci chyby shoduji; méfeni s nizsim proudem pak dava dokonce
vyss$i prumérnou hodnotu, ale s mnohem vétsi chybou.

Vyrobce uddva nominalni kapacitu Qv = 750 mAh. Té jsou blize méfeni z nabi-
jeni, pfi kterych baterie pojala znatelné vyssi ndboj, nez jaky vydala pfi vybijeni.
Nominélni kapacita se vSak udava jako naboj, ktery je akumuldtor schopny vydat,
nikoliv prijmout.

7 vy$e uvedenych duvodi usuzujeme, Ze idedlnimu zpusobu uréeni nominalniho
napéti nejvice odpovidalo méfeni pii vybijeni nizsim proudem. To v nasem ptipadé
dalo vysledek Q,m = (650 & 180) mAh.

Do méreni mohly vnést dalsi chyby zmény elektrickych vlastnosti odporu v pri-
béhu méreni; experiment mohlo ovlivnit napriklad zminéné zahiivani baterie. Déle
se také mohl ménit odpor obvodu (zérovky), to vSak na nase méfeni nemé velky
vliv, nebot jsme mérili pouze prochézejici proud.

Hodnotu proudu pfi méreni jsme povazovali za presnou, nebof se ndm nepoda-
filo dohledat konkrétni presnost displaye nabijecky. Konkrétni namérené hodnoty
pak nemaji velkou vahu, nicméné i kdyby systematicka chyba byla nékolikanasob-
né vyssi nez pri méfeni vybijeni s vyssim proudem, hodnoty naméreného proslého
naboje by stéile vychazely konzistentné vyssi nez pti vybijeni.

Zaver
Ctyfmi zptisoby jsme zméfili ndboj vydany ¢&i pfijaty baterii (SHO 750 Orion)
béhem vybijeni a nabijeni. Hodnoty jsou shrnuty v tabulce [L§.
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Tab. 18: Shrnuti vysledki.

. oo Q 7Q
zpusob méreni AL mAL
vybijeni, 0,7 A 540 20
vybijeni, 0,1 A 650 180
nabijeni, 0,7 A 760 8
nabijeni, 0,5 A 740 30

Fyzikalni podstatou nejvice méfeni nominalni kapacity odpovidalo vybijeni
s niz§im proudem. Stanovend kapacita je tedy

Q = (650 + 180) mAh,

pricemz vyrobce udévd nomindlni kapacitu Qv = 750 mAh.
Vzhledem k opotifebovanosti baterie je pravdépodobné, ze vyrobce nam nijak
zésadné nelhal.

Uloha VI.E ... rozlita skleni¢ka

Vezméte si sklenicku, plechovku ¢i jinou valcové symetrickou nddobu a zméite
zavislost thlu naklonu, pri kterém se prevrhne, na mnozstvi vody uvnitr. Doporu-
¢ujeme pouzit nddobu s vétsim pomérem vysky ku primeéru podstavy.

Uvod

Uz jste nékdy rozlili sklenicku nebo hrnek s ndpojem? Asi ano, takovd nestastnd
situace snad potkala kazdého. Pfemysleli jste ale nékdy nad rovnovahou sklenicky?
Jak moc miuzete sklenici nahnout, aby se neptrevrhla? Maximalni thel zcela urcité
zavisi na mnozstvi tekutiny uvnitf.

vvvvvvvv

thel néklonu, pii kterém se sklenice prevrhne, neni tplné trividlni, ale muzeme
odhadnout, ze thel prevrhnuti bude nejvétsi pri néjakém strednim mnozstvi vody,
nikoliv pfi prazdné nebo plné sklenici.

Usporadani experimentu

Kromé sklenice ¢i plechovky potfebujeme vodu (samozfejmé), posuvné méridlo
k urceni rozméru plechovky a vihu k posouzeni mnozstvi vody v plechovce. Jeli-
koz experiment nutné zahrnuje rozlévani vody, hodi se experimentovat nékde, kde
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rozlitd voda nevadi, a pro jistotu si pfipravte ruéniky a ubrousky (co kdyby ného-
dou...). My jsme plechovku umistili do akvéria, takZe voda zustdvala lapena na
dné akvaria, ale zdroven jsme pres pruhledné stény mohli pozorovat, co se déje.

Jakym zpusobem zmérit tthel pAdu? Plechovku jsme postavili na dfevéné prk-
no, které jsme rukou na jednom konci zacali zvedat. Situaci ze vzdélenosti cca 2 m
natacela kamera. Museli jsme vybalancovat dva protichidné pozadavky — kamera
musi byt co nejdal, aby thlové zkresleni obrazu bylo co nejmensi a zaroven ne pri-
lis daleko, abychom na zaznamu rozlisili detaily. Diky kamefe jsme mohli pfesnéji
zachytit okamzik, kdy plechovka zacala padat, a z nasledné analyzy videa na po-
éitaci (pouzili jsme program Tracker) jsme uréili ihel padu. Tento zpusob méfen{
thli ndm prijde jednak presnéjsi a jednak méné nirocny pro experimentatora, na
rozdil od snahy zmétit padovy thel ptfimo v pribéhu experimentu.

Pred experimentem se vyskytl mensi problém — pii vyssich dhlech ndklonu
plechovka po dievé klouzala. Takto bychom nemohli naméfit celou k¥ivku. Proto
jsme podstavu plechovky prilepili pasky smirkového papiru a taktéz na prkno jsme
nalepili smirkovy papir.

Meéfeni jsme provadéli po nékolika sériich, kdy jsme postupovali od malého po
velké mnozstvi vody v plechovce. Pro mensi hmotnosti vody jsme udélali okolo
10 méreni, pro velké hmotnosti jenom 4-5, protoze voda v akvariu pak pribyvala
rychle.

Do plechovky jsme nalili vodu, zvazili jsme plechovku s vodou a odecetli jsme
predtim zméfenou hmotnost plechovky. Takto jsme zjistili hmotnost vody. Ne-
presnost urceni hmotnosti vody vzhledem k pouzité vaze a nepresnosti hmotnosti
plechovky odhadujeme na 0,7 g.

Zakladni parametry plechovky

Meéfeni jsme provadéli s plechovkou, jelikoz plechovka mé valcovy tvar, takze ma-
tematicky popis bude snazsi. Rozméry plechovky jsou v tabulce [L9, hmotnost jsme
urcili jako M = (38,9 £0,5) g. Vyznam naméfenych veli¢in je ziejmy z obrazku

. Zmérena vyska H + 1 je bez vrstvy smirkového papiru. Prostor na vodu je
od vysky ¢ vys. Délky jsme zmérili posuvnym méfidlem s délenim po 0,005 cm
a hmotnost jsme zvazili na digitalni vaze s dilkem 1g. Odchylky v tabulce maji
statistickou vyznamnost 2o.

Tab. 19: Parametry plechovky.

Hodnota  Nejistota

Parametr Velicina
cm cm
vyska plechovky H+ 10,19 0,01
vnéjsi polomér plechovky Ryne 3,26 0,02
vnittni polomér plechovky R 3,24 0,02
vyska spodni ¢asti P 0,30 0,03
polomér spodni ¢asti r 3,14 0,01

143



FYKOS, XXXIV. roénik

"/)*:_E‘ T —‘2 r—
! ‘
T

R

Obr. 38: N4crt plechovky s vyznacenymi rozmeéry. Namérené hodnoty si muzete
prohlédnout v tabulce [19.

Poloméry Ryne a 7 jsme zjistili tak, Zze jsme provedli méfeni priuméru ple-
chovky a z néj spocitali polomér. Déle jsme ze znalosti hmotnosti plechovky M,
hustoty plechovky (Zelezo s hustotou pre = 7,85 g-cmf‘q’) a z aproximace plochy
plechovky jako S = nRZ . + 2nRyneH mohli odhadnout tloustku plechu h =
= M/ (preS) ~ 0,021 cm. To je hodnota srovnatelna s nepfesnosti veli¢iny Ryne.
Vnitini polomér plechovky je R = Ryne — h a k jeho chybé prispiva prevdzné ne-
jistota v hodnoté Ryns. Vyska spodni ¢asti plechovky nesla zmérit 1épe, nebot dno
plechovky je vinité, takze se 9 nedé definovat s vyssi presnosti.

Teorie

V tvodu bylo naznaceno, ze urcit thel padu neni trivialni. Zacnéme tedy s feno-
menologickym popisem a pokusme se predpovédét, co se bude dit. V zavislosti na
mnozstvi vody existuji t¥i rezimy prevrzeni.

e Pokud je v plechovce mélo vody, v okamziku dosazeni padového thlu bude

roviny vodni hladiny protinat dno plechovky. Viz obrazek BY vlevo.

o Pri stfednim mnozstvi vody protind rovina hladiny plast plechovky. Viz ob-

razek BY uprostied.

e Zajimavy jev nastane, pokud je plechovka témér naplnénd. Pfi urcitém dhlu

mensim nez thel pddu zacne voda pretékat, plechovka vsak zustane stabilni.
Od jistého hrani¢niho mnozstvi vody vyse se plechovka pfevrhne vzdy pri
stejném uhlu! Viz obrazek BY vpravo.

Mizeme vSak ucinit i néjaké kvantitativni predpovédi? Diky tomu, ze valec je
matematicky jednoduchy tvar, tak ano. Potfebujeme znét par vztahu tykajicich se
homogenni valcové vysece, kde v = R (viz obrézek 4( pro definici veli¢in a orientaci
souradnicovych os). Objem takové valcové vysece je

2

Vi = gRS tga. (89)

SNésledujici t¥i vztahy jsou uvedeny zde: https://mathworld.wolfram.com/CylindricalHoof .
atml, nebo je muZeme odvodit integrovanim.
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Obr. 39: T¥i rezimy ptevrzeni plechovky podle mnozstvi vody v plechovce.

Souradnice tézisté jsou
3n

CL‘R:E

R,

3n
YR = ﬁRtga.

divejte se na obrazek @ V levé ¢asti je prebytek vody (oznadeno jako m4 ) ve tvaru
valcové vysee, zatimco v prava ¢dsti je nedostatek vody (muzeme s ni v rovnicich
podéitat jako se zdpornou hmotnosti m_ = —m4.).

Hmotnost m4 spocitame ze vztahu (B9)

2
my = ng3tga.

=Rmy — 3R (—my) _ tpRYtg o
m am

Ty =
a y-ova soufadnice je

_ m(%" —H/J) + m4 (hv—|—1/J—|— %Rtga) + (—m4) (hv—|—1/)— %Rtga)

v =

m

Po dosazeni za my a za hy =m/ (TEpR2), kde p je hustota vody, dostaneme

n pR*tg® o

Y+ g

. m
Yo = 2npR2

145



FYKOS, XXXIV. roénik

v

Obr. 40: Valcova vysec.

ma souradnice

npRYtg o

4(M +m)’

_ %; + my + %pR‘ltha—f—Mhp
- M+m

Ty =

Obrézek @ popisuje hraniéni situaci kdy je plechovka tésné pfed pfevrhnutim

vvev

=90°, |[£50T| =90° — a, |SP| = y, |PT| =z, |SO| = r. Plati
r=x+y tga.
Po dosazeni za z+ a y; dostaneme kubickou rovnici pro tga

2

r(M+m)= anR tga+ —— SpRe?

tga+m¢tga+8pR4tg a+ Mhptgo,

8Mh,  8ma 4m2> o ST m) (90)

= tg® 2
0=te OH_( + npR*  wpR* nw2p?RS npR*
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Obr. 41: Plechovka na naklonéném dievéném prkné. Dokdzeme zjistit polohu
téziste.

Kubickou rovnici dokdzeme vytesit analyticky. Jesté musime zjistit limity platnosti
této rovnice. Na hranici mezi reZimem vlevo na obrazku a rezimem uprostied
bude platit

& _ Mmin
R~ mpR3’
to je minimalni thel platnosti naseho modelu. Naopak na hranici mezi rezimem
vpravo a rezimem uprostied plati

tg Qmin = (91)

H — hy _ TEpR2H — Mmax

R npR3 (92)

tg Omax =—
Hrani¢ni hmotnosti vody Mumin, resp. Mmax muzeme najit numericky tak, ze porov-
name feseni kubické rovnice pro danou hmotnost vody s ithlem vypoctenym podle
vztahu (91]), resp. (99). Pokud feSen{ kubické rovnice souhlasi s jednim z téch dvou
hld, nasli jsme hraniéni thel a tim paddem i hrani¢ni hmotnost. Pro prechod mezi
prvnim a druhym rezimem vysla hmotnost vody 93,0 g pfi tthlu padu 41,0°, zatimco
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Obr. 42: Situace tésné pred prevrhnutim.

prechod mezi druhym a tfetim rezimem by mél nastat pri hmotnosti vody 253,9 g
a thlu 34,1°. Pro hmotnosti vody vyss$i nez 253,9 g pak olekdvame, Ze pred pie-
vrhnutim plechovky bude voda pretékat pres okraj a plechovka spadne vzdy pfi
stejném hlu 34,1°.

Padové thly v rezimu 1 jsme museli najit numericky na poéitabéil.Z

Vysledky

Vvev

vvev

Tuto hodnotu muzeme dosadit do rovnic odvozenych v odstavci o teorii a ucinit
néjaké predpovédi.

Vysledky experimentu i porovnani s teoretickou predpovédi vidime na obraz-
ku B3. Maximum padového tihlu nastane ve druhém rezimu (viz modrou k¥ivku),

nalézt naptiklad zde: https://mathworld.wolfram.com/CylindricalWedge.html.
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takze jej mizeme urcit nalezenim nejvétsiho feSeni rovnice (@) Teoretickd pred-
povéd maximdlntho pddového dhlu je 41,2° pfi 105 g vody v plechovce.

42 ‘

teorie

40
38
36
RZ

data ——<——

32 ¢ : T |
30 | % ﬁ i
28 f
2% I f
24 | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350
my
g

Obr. 43: Zavislost pddového thlu na mnozstvi vody v plechovce. Chybové tsecky
maji vyznamnost 20. Ve vodorovném sméru jsme chybové tsecky nekreslili,
nepfesnost meéreni je vSude 0,7 g. Modra krivka je teoretickd predpovéd padového
dhlu.

Meéfteni zavislosti pAdového thlu na mnozstvi vody v plechovce potvrdilo nasi
kvalitativni predpovéd, ze maximum padového tihlu nastane pri stfednim mnozstvi
vody v plechovce. Z grafu miZzeme vycist, ze maximalni paddovy thel je (38,5 4 0,5)°
pfi hmotnosti vody (98 £ 6) g.

Namérend data jsou taktéz konzistentni s predpovédi, ze ve tretim rezimu nad
urcitou kritickou hmotnosti je tthel padu konstantni. Kritickd hmotnost vody, pre-
chod mezi druhym a tfetim rezimem, byla urcena z grafu jako (278 + 6) g a kriticky
pédovy thel jako amax = (30,4 £ 0,7)°. Na fotografii @ vidite situaci predpovéze-
nou na obrazku BY vpravo — voda pretéka okraj plechovky, avSsak plechovka stoji
v klidu.

Diskuze

V datech neni vidét ani ndznak pfechodu (napf. nespojitd zména prvni derivace
ktivky) mezi prvnim a druhym rezimem. Na to jsou jednotlivd méreni prilis zatizena
chybami. Zédny takovy néznak viak nepozorujeme ani v teoretické kiivce, takze je
mozné, ze zadny vyrazny prechod mezi rezimem 1 a 2 neexistuje. Experimentator
bohuzel béhem experimentu nesledoval, kdy vodni hladina protind dno a kdy uz
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|

Obr. 44: T¥eti rezim pfevrzeni plechovky na zdznamu z videa. Voda vytékd
z plechovky, avSak thel ndklonu je mensi nez amax, a tak se plechovka neprevrati.
Kdybychom déle neménili ihel ndklonu, po odteceni prebytecné vody by se
situace stabilizovala.

protind plast plechovky, takze nemtzeme nic fict o tom, kdy nastal pfechod mezi
rezimy 1 a 2 v experimentu.

Problém, ze materidl plechovky nemd rovnomérnou tloustku, ale napfiklad
vystupujici v rovnicich jsme urcili experimentalné, nikoliv teoretickym vypoctem.
Zmérena hodnota se vyrazné nelisi od rozumného predpokladu h, ~ H/2. Na
druhou stranu, zméreni h;, ze stejnych dat zase zpusobilo jistou provizanost mezi
teorii a experimentdlnimi vysledky, takze v levé ¢asti grafu pro malé hmotnosti
vody se teoretickd predpovéd bude vzdy shodovat s daty, ale to je jen uméld shoda
pravé kvili uréeni h, stejnou metodou.

Tvar modré kiivky je velice podobny tvaru experimentilné namérené zavis-
losti pod ni. Nejvétsi rozpor mezi namérenymi daty a predpovédi je, ze modré
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kiivka je posunutd o par stupnt nahoru. To by naznacovalo systematickou chy-
bu v provedeni experimentu. Nabizi se vysvétleni, ze jsme pri zpracovani obrazu
Spatné nakalibrovali rovinu, viéi které méfime thel ndklonu. To by vedlo k tomu,
7e teoretickd krivka by byla o par stupni posunutd vuci namérenym dattim, jak
byla urcend stejnou metodou, takze v kazdém pripadé se pro hmotnost vody Og
budou teoretickd i namérend kiivka shodovat.

Hrani si s poc¢itacovym modelem plechovky s vodou také ukazalo, Ze i malé vari-
ace ve vysce podstavy 1 vedou k signifikantnim zménd ve tvaru a poloze teoretické
kiivky. Na to bychom méli ddvat pozor, nebot 1 je veli¢ina, ktera je nejednoznacné
uréend (zvlnéné dno plechovky, nenulové tloustka dna, smirkovy papir pfipepeny
k podstavé) a zméfili jsme ji s nejvétsi nejistotou. Napiiklad, pokud ponechdme
vSechny parametry modelu a zménime jen vysku podstavy na ¢ = 0,70 cm, te-
oretickd ktivka bude dobre kopirovat data pro vSsechny hmotnosti vody. Ackoliv
jsme se pfi méreni ¢ (doufejme) o tolik nespletli, nepfesnost v 1 urcité mohla
vyznamnou meérou prispét k rozdilu mezi teoretickou predpoveédi a daty.

Dalsi oblasti, jez potrebuje nutné vylepsit, je presnost méreni. Pokud chceme
v datech najit prechod mezi prvnim a druhym rezimem, padové thly musi byt
zméfeny presnéji. Pomohlo by zdvihdn{ prkna rovnomérnou rychlosti (napf. pomoci
stroje), presnéjsi vahy, abychom pfesnéji zméfili hmotnost vody, atd.

Zavér

Vysledky experimentu muzete vidét na obrazku @ Podarilo se potvrdit puvodni
predpoklad, ze maximalni pAdovy tihel nastane pfi strednim mnozstvi vody v ple-
chovce, nikoliv pti prazdné plechovce ani plné plechovce. Tento maximalni thel byl
zméien jako (38,54 0,5)° pfi hmotnosti vody (98 #+ 6) g. Namé&fend hmotnost je
konzistentni s predpovézenou hmotnosti 105 g v intervalu 20, avsak predpovézeny
dhel 42,1° se pFilis 1is{ od naméfené hodnoty.

Data taktéz podporuji predpoklad, Ze pro velké hmotnosti vody v plechovce je
thel pddu konstantni. Tento thel byl uréen jako (30,4 & 0,7)° a kritickd hmotnost
vody, nad kterou je paddovy thel konstantni, je (278 + 6) g. Ani thel ani hmotnost
nejsou konzistentni s predpovézenymi hodnotami 34,1°, resp. 253,9g. Je vysoce
pravdépodobné, ze méreni bylo zatizeno systematickou chybou.
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Kmity a vinén/

Kapitola 1: Kmity a vinéni
Uvod

Jeden z nejrozsirengjsich a nejlépe popsanych fenoménu v prirodé je kmitdni. Od
kytarovych strun, kyvadel, vln na mofi ¢i elektrickych obvodii, v mnoha systémech
miizeme pozorovat néjaky druh vlnéni ¢i kmitdni. Jak toto kmitani vznika? Jak
systémy reaguji na vnéjsi sily? Které veli¢iny hraji pfi kmitani roli, a které ho
naopak neovliviiuji? Toto jsou otédzky, na které se budeme snazit nalézt odpovéd
v letoSnim seridlu.

Zpét k pruzinam

analyzovat zakladni slozku kazdého problému zahrnujiciho oscilace — jednoduché
kmity. Zacneme na nejjednodussim piikladé — zavazi na pruziné. Tento systém je
snad az nechvalné prosluly ve fyzikalnim svété, kde ho velmi ¢asto potkdvame jako
zakladni systém. Vy jste ho taktéz jisté uz potkali, nebo zanedlouho potkéte v ho-
dinach fyziky. Snad pravé ¢etnost jeho pouzivani pti vyuce je odrazem skutecnosti,
ze tento nendpadny systém v sobé skryva zasadni vlastnosti spolecné pro vsechny
oscilujici systémy.

Ukazuje se totiz, ze vSechny kmitajici systémy splnuji urcité vlastnosti nezavisle
na tom, zda se jednd o pruzinu, kyvadlo ¢i jiny systém. Postupné rozkli¢ujeme,
o které vlastnosti se jedné.

Uvazujme nyni dokonalou pruzinu (viz obrizek @), ktera se vyznacuje tim,
ze pri prodlouzeni z klidové délky o urcitou délku Ad vzniké sila o velikosti F' =
= kAd, kde k je tzv. tuhost pruziny, kterd se snazi vratit pruzinu do puvodni
délky. Pokud na pruzinu zavésime zavazi o hmotnosti m, které je v klidu, musi se
tato sila pruziny vybalancovat s tithou zavazi cili plati

mg = kAd.

Rychlost zavazi je v klidu nulovd, a tedy i kinetickd energie zévazi je v tomto
stavu nulova. Potencidlni energie systému se sklddd z energie natazeni pruziny
a z gravitacni potencidlni energie zavazi v tthovém poli. Nulovou hladinu potenci-
aln{ energie muzeme zvolit jako stav, kdy je prodlouzeni pruziny Ad, a tim padem
je 1 potencidlni energie zavazi nulova.

Co se stane, pokud zéavazi vychylime tak, ze bude prodlouzeni pruziny Ad+xo?
Stéle predpokladéame, ze zavazi je v klidu — drzime ho v urcité konstantni vychyl-
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Obr. 45: Zavazi na pruziné pred natazenim, pfi natazeni a po pusténi.

ce xo. Zméni se tedy sila, kterou pruzina na zavazi pusobi, a potencidlni energie
systému. Zména potencialni energie mé velikost

1
E :51@3,

jak muzeme ovérit z grafu sily v zavislosti na vychylce. Sila, kterd na zavazi ptisobi,
je
F = —kxo s

kde znaménko minus znaci, ze sila pisobi ve sméru opacném ke sméru vychyl-
ky xo. Tady nardzime na prvni dva obecné znaky kmitavych systému. Zaprvé, sily
v kmitajicich systémech pusobi opacngm smérem, nez je smeér vychylky. Zadruhé,
potencidlni energie harmonickijch kmitajicich systémi roste jako ctverec vychylky.

Nyni zdvazi nechdme rozkmitat a ve vychylené poloze ho pustime. Sila bude
zdvazi urychlovat zpét smérem k vychylce z(to) = 0, kterou dosdhne zévazi v case
to. Béhem tohoto pohybu vykond sila presné praci %km%, a tedy kineticka energie
zdvaz{ bude v momentu, kdy z(to) = 0, rovna

By = %va(to) = %kwg
Ziejmé se tedy energie v systému nikam neztraci, a muzeme ocekdvat, ze zavazi
prolétne rovnovaznou polohou z(to) = 0 rychlosti o velikosti v(t9) = zo \/g , & na-
sledné zac¢ne zpomalovat, kdyz se sila pusobici na zdvazi obrati. Zavazi pak dosdhne
vychylky —zo a proces se bude opakovat obracené, dokud nedosdhne ptvodniho
stavu (viz obrdzek U3).
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SméFovani k obecnosti — fazovy prostor

Nyni se pokusime odvodit dynamiku tohoto jednoduchého oscilatoru, tj. pribéh
riznych veli¢in rozliSeny v Case. Volime k tomuto postup bez pouziti algebry di-
ferencidlniho poctu, ktery mozné nékterym z vas, co s derivacemi pracovat umite,
pripadé lehce krkolomny, ale véfime, ze se jednd o zpusob zajimavy. Pouzivame
totiz ideu fazového prostoru. Nicméné, jakémusi proto-diferencidlnimu poctu se
nevyhneme.

Fazovy prostor je prostor slozeny z dvou typt veli¢in — z velicin, které odpovida-
ji pozicim/vychylkdm v systému, a z veli¢in odpovidajicich hybnostem v systému.
V nasem pripadé ma fazovy prostor pouze dva rozméry — jeden rozmér odpovidajici
vychylce x a druhy rozmér odpovidajici hybnosti p = muv.

Pro pohyb oscildtoru plati zékon zachovani energie. Rikdme, #e energie je inte-
gralem pohybu. Muzeme tedy psat

E= %mv2 + %kxz = %kmg
Tuto energii miazeme vyjadrit jako podminku na hybnost a vychylku ve fadzovém
prostoru ve tvaru

2
p 1, 2 1, 9
— 4+ —kax” = —kxg .
om 2" T gt
Vynéasobenim % dostavame
2
P +2° = :c(z) .
km

Pokud si vzpomenete na hodiny analytické geometrie, zajisté poznate, ze tato
podminka predstavuje podminku pro body na kruznici o poloméru zo ve fazovém
prostoru, kde na svislou osu vynasime \/me, viz obrazek @f. To tedy znamenad, ze
nas oscildtor mizeme v kazdém okamziku popsat jako bod na kruznici ve fazovém
prostoru. Abychom ziskali dynamiku oscildtoru, musime zjistit, jak se oscildtor
po této trajektorii pohybuje. Kvalitativné jsme alespon pifimo schopni urcit, ze
se oscilator pohybuje po kruznici v zdporném smeéru, tj. po sméru hodinovych
rucicek. Toto je disledek druhého Newtonova zakona a orientace sily — pro kladné
vychylky x musi sila pasobit v zdporném sméru a tedy i hybnost rist v zdporném
Smeéru.

Pro popis pohybu po kruznici se nabizi klasickd veli¢ina — thlova rychlost.
Obecné se tato rychlost muze ménit s ¢asem, proto budeme jeji velikost oznacovat
jako w. Uhlové rychlost v ¢ase ¢ je ddna thlem o velikosti A, ktery bod ve fazovém
prostoru urazi mezi Casem t a t + At, kde At je néjaky maly Casovy interval.
7 definice uhlu vyplyva

Ap = al ,
Zo
kde Al se blizi k délce oblouku urazeného po kruznici za ¢as At pro dostateéné

malé At. Tuto délku uré¢ime pomoci Pythagorovy véty

2
Al = /Aa2 4+ 2P
km
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A
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Obr. 46: Trajektorie harmonického oscildtoru ve fazovém prostoru.

kde ze zakona zachovani energie plati

Ap = \/km (w% —(z— Ax)2) — v Ekm (23 — 22),

kde Az je velikost zmény souradnice x za ¢as At. Pro malé Ax muzeme provést
rozvoj (viz nize)

\/k:m — (z — Ax) ) \/kmm — 22 4+ 2zAzx) =

/7x 2 1+ QwAw /7$ 2 <1+ rAx >
A tedy

— 2’

2 2
Al = Az 14— = Azy | 0.
T5—T TE—T

Tim padem ziskavame tihel

22
Ap = Azy [ km—;
Lo

coz nas vede k

Ap=— =Azx
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a thlovou rychlost
Ap Az 1

YTAL T AL x2 — 22’

Pomér Axz/At mizeme rozpoznat jako rychlost zdvazi, pro kterou plati

Az P E 5
===y _ g2
At ' T m m (25 — %),
z ¢ehoz vyplyva zasadni rovnost
k
w = >
m

kde si vSimnéme zejména toho, ze hlova rychlost ve fizovém prostoru je nezdvisld
na case, tj. nas oscilator se pohybuje ve fazovém prostoru po kruznicové trajektorii
s konstantni thlovou rychlosti.

Tento objev prinasi konec¢né vhled do dynamiky kmitani - kmitani odpovida
projekci souradnice bodu na kruznici do sméru soutfadnice z. Tu lze urcit jako

X = g oS p = g cos(wt)

v nasem puvodnim zadéni, kde_ ¢ je aktudlni thel ve fadzovém prostoru, brany
v zdporném sméru (viz obrazek f). Obdobné, v nasem piipadé lze urcit

A —— sin(wt)

Vkm

pomoci projekce do druhého sméru. Tim padem plati

p = —zoVkmsin(wt) ,

|k
—— - 1 t ——— 1 t .
v=—To\[ sin(wt) = —zow sin(wt)

Konecéné, z druhého Newtonova pohybového zdkona muzeme odvodit, Ze zrychleni
zavazi je
a= F_ ko —zow? cos(wt) .
m m
Tim padem jsme ziskali kompletni dynamiku naseho oscilatoru.

Jaké obecné poznatky si z tohoto prikladu muzeme odnést? Zaprvé, kmitani
ve fdzovém prostoru vypadé jako rovnomérny pohyb bodu po kruznici (pfi po-
uziti vhodnych jednotek). Zadruhé, frekvenci tohoto pohybu lze urcit z druhého
Newtonova zdkona a ze vztahu mezi zrychlenim a vychylkou

2
a4 =—Ww T.
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Harmonicky aproxilator

Zminili jsme, ze dulezitou vlastnosti harmonickych kmitajicich systému je parabo-
licky profil potencialni energie — potencidlni energie roste jako ¢tverec vychylky.
Ukazuje se, ze pokud se systém nachéz{ ve stabiln{ poloze (neboli v néjakém minimu
potencidln{ energie), pak lze vzdy pro dostatecné malé vychylky povazovat profil
potencidlni energie za parabolicky. Tim padem lze Tict, Ze ve stabilnich systémech
pro malé vychylky vzdy vznikaji sily, které pusobi v opac¢ném sméru k vychylce
a jejich velikost roste linedrné s vychylkou.

Linearni zavislost sil na vychylce je nutna, pokud mé byt energeticka zavislost
parabolicka, a zaporné znaménko odpovida tomu, ze se systém snazi minimalizovat
potencidlni energii, tj. snazi se vratit k minimu.

Aby se jednalo skuteéné o harmonické kmity, je jeSté zapotiebi, aby kinetickd
energie, kterou systém ziskd pusobenim sily, byla imérné ¢tverci hybnosti. Pokud
je pritomna néjaka jind zavislost, nevytvori se ve fazovém prostoru kruh a nejedna
se o harmonické oscilace. Nékteré takové oscilace budeme zkoumat v pristim dile
seridlu, ale pouze ve zjednodusené formé.
¢it analogickym zptusobem jako pro pripad zavazi na pruziné — uréime silu, ktera na
systém ptsobi pfi malé vychylce ze stabilni polohy. Z této sily pak pomoci Newto-
nova druhého zdkona vyjadiime zrychleni a dostaneme rovnici ve tvaru a = —w3,
kde z je vychylka a wq je hledana frekvence kmiti. Problém urceni frekvence kmitt
se tedy zjednodusuje na problém aproximace sily pusobici na systém pro malé vy-
chylky. Pravé jednoduchost a obecnost tohoto postupu vede k tomu, ze se mnoho
stabilnich systémt modeluje pro malé vychylky jako harmonické oscilatory.

Abychom mohli postupovat G¢inné, je potfeba pripomenout si/vysvétlit si né-
ktera priblizeni slozitéjsich funkei pro malé vychylky. Zacnéme se zakladnimi funk-
cemi — polynomy. Uvazujme, ze mame malé ¢islo = (tedy ¢islo, pro které plati
|z| < 1), a snazime se uréit pfibliznou hodnotu vyrazu

1+a)™,

kde n je ptirozené ¢islo. Zfejmé, pokud x je malé ¢islo, pak |1‘2‘ < ||, x3’ < |x2|
atd. Tim padem, muzeme hovorit o urcité presnosti naseho priblizeni podle toho,
do kolikatého fadu = budeme vysledek zptesnovat. Napiiklad polynom druhého
stupné muzeme aproximovat do prvniho radu jako

(A+z)=1+2c+2"~1+2z
a polynom ¢tvrtého stupné do druhého radu jako
(1+2)" =14 404 62° +42° + 2" =~ 1 4 4o + 62° .

Pro ucely uréovani frekvenci harmonickych kmiti ndm budou vétSinou postacovat
ptiblizeni do prvniho tadu, tedy priblizeni typu

1+2)"=1+cx,
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kde ¢ je néjakd konstanta. Z binomického rozvoje ¢lenu (1 + z)" vyplyvd, ze vzdy
plati ¢ = n. Pro ty zvidavéjsi z vas, muzete zkusit dikaz matematickou induk-
ci, nebo pokud si pamatujete dikaz binomické véty, pak je dukaz tohoto tvrzeni
trividlni.

Ovsem, u prirozenych ¢isel uzitecnost tohoto rozvoje nekonci — ukazuje se, ze
pro obecné realné ¢islo a lze provést aproximaci do prvniho radu

1+2)*~1+azx,
takZze muzeme psast naptiklad

1

(1+2)"

~1—mnx.

Diikaz tohoto tvrzeni je slozitéjsi, zvidavejsi z vas odkazuji k ¢etbé o Taylorovych
radéch.

Polynomy ovSem nejsou jediné funkce, se kterymi se budeme setkavat. Casto
se setkdvame s goniometrickymi funkcemi. Kde je muzeme jak priblizit? Za¢néme
funkci sinus v okoli bodu 0. Hodnotu sinu si mizeme predstavit jako pomér hodnoty
protilehlé odvésny vudi preponé v _pravoihlém trojihelniku. Predstavme si nyni
Thaletovu kruznici (viz obrdzek U7), kde jedna z odvésen je velmi krétkd. Sinus
nejmensiho thlu je zrejmé také velmi malé cislo a délka nejmensi odvésny b se
blizi k délce kruznicového oblouku I, ktery vytycuje tento nejmensi thel. Lze tedy
fct b~ [ ¢ili

. b 1
sinp = -~ —.
c ¢
Zaroven si muzeme vSimnout, Ze stfedovy uhel, ktery prislusi stejnému oblouku,
m4 velikost 2¢, a plat{ (z definice tihlu)

COZ znamena, ze

a tim padem
sinp ~ ¢.

Podobnym argument vede k tomu, ze plati

tgo~ .

Zajimava vlastnost cosinu je, ze do prvniho stupné ho lze aproximovat v okoli
nuly jako konstantu (coZ souvisi s tim, Ze cosinus mé v nule maximum). Do druhého
stupné pak lze psat

2
cosc,oa:l—g%7

coz odpovida aproximaci cosinu pomoci paraboly.
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wle

Obr. 47: Thaletova kruznice pro priblizeni goniometrickych funkeci.

Posledni tfida funkci, jejichz priblizenimi se budeme zabyvat, jsou exponencialy
a logaritmy. Exponencidlni funkci budeme aproximovat v blizkosti bodu = = 0. Jak
mozné vite, Eulerovu konstantu lze definovat jako

1 n
e= lim (1 + 7) .
n—oo n
Pak muzeme nahlédnout, s vyuzitim nasich pfiblizeni polynomu (ale méli bychom
rozumét, ze toto rozhodné neni kompletni matematicky dikaz)

nx
e’ = lim (1+1> M1+ 14,
n—oo n n

Pokud hleddme ptibliZeni mocniny o jiném zakladu, muzeme pouzit vztahy pro

logaritmy
21 _ (61112)Z _ ez1n2 ~1 —|—xln2
a obdobné pro jiné zaklady.

Samotny logaritmus nemé smysl rozvijet v okoli nuly, protoze zde se zpra-
va blizi k —oco. Muzeme ho vSak rozvijet v okoli jednicky, coz je vlastné inverze
rozvoje exponencidly. Hleddme tedy rozvoj In(1 + z). Inverzi naseho pfedchoziho
argumentu muzeme nahlédnout

In(1+z)~Ine” =x.

Nakonec, pro logaritmy o odlisnych zakladech pouzijeme vztahy pro zmény zakladu
logaritmu
logs (1 4 ) = logs(e) In(1 + z) ~ zlogs e

a obdobné pro jiné zaklady.
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Priklad priblizeni — kyvadlo

Abychom si ukazali, jak postupovat s odvozenymi priblizenimi, uvazujme klasické
kyvadlo — hmotny bod o hmotnosti m na v jednom bodé upevnéné lehké nedefor-
movatelné tycce o délce | v gravitaénim zrychleni g (viz obrézek). Tento systém m4
stabilni polohu — ve chvili, kdy je hmotny bod v klidu pfimo pod zavésnym bodem.
Pti malé vychylce z této pozice mtizeme tihovou silu, ktera ptisobi na hmotny bod,
rozlozit do sméru rovnobézného k tycce a do sméru kolmého k tycce.

Obr. 48: Geometrie kyvadla pri malé vychylce.

Z geometrie problému vidime, ze sila kolma na tycku ma velikost
Fi =mgsingp,
kde ¢ je maléd thlova vychylka tycky z rovnovazné polohy. Moment této sily je
M = —IlF| = —mglsinp
a moment setrvacnosti hmotného bodu kolem osy prochézejici zdvésem je
J =ml?,
a tedy dhlové zrychleni je podle druhé impulsové véty rovno

M mglsinpg g

=— =——"—7—=—=>singp.
T mi2 i
Pro malé ¢ dostavame standardni rovnici harmonickych kmiti
g
ax — 790 ’

akorat misto primého zrychleni a malého posunuti mame thlové zrychleni a malé
pootoceni, coz ale na podstaté problému nic neméni. Stile dostaneme harmonické
kmity okolo rovnovazné pozice s frekvenci

oz /T
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Zduraznéme, ze kyvadlo se nepohybuje s konstantni tithlovou rychlosti ve ¢, tj. ne-
vykonéva rovnomeérnou rotaci ve ¢ - w znaci frekvenci samotnych oscilaci v tthlech,
nikoliv tthlovou rychlost.

Jesté by nas mohlo zajimat, zda ma potencidlni energie opravdu pozadovany
kvadraticky profil (vime, Ze kinetickd energie rotaci mé kvadraticky profil v mo-
mentu hybnosti). Nulovou hladinu potencidlni energie muzeme zvolit ve vysce,
v niz se nachézi hmotny bod v rovnovazné poloze. Pak plati

¢’ 1
E, =mg(l —lcosp) =~ mgl (1 < — 2)) = §mglg02,

a tedy i potencidlni energie ma pozadovany kvadraticky profil pro malé vychylky.

Uloha L.S ... kmitame 10 bodu

Seridl za¢neme zkoumanim nékolika mechanic- L
kych oscilatord, u kterych nas bude zajimat pie-
dev§im urceni frekvence volnych kmita. Déle si
zopakujeme, jak vypada oscilator ve fazovém
prostoru.

1. Uvazujme duty nehmotny kuzel, do jehoz Spicky vlozime kdmen o hmotnos-
ti M. Kuzel ponofime spickou doli do vody o hustoté p, ve které bude plovat.
Urcete rovnovaznou hloubku ponoru kuzele mérenou od spicky h, pokud je
celkovd vyska kuzele H a polomér zakladny R. Déle naleznéte tihlovou frek-
venci malych vertikalnich kmita kuzelu.

2. Predstavme si zdvazi o hmotnosti m pridélané na nehmotné pruziné o tuhos-
ti k£ a klidové délce L. Pokud pruzinu na druhém konci upevnime, dostaneme
kyvadlo. Spocitejte prirozenou tthlovou frekvenci jeho oscilaci, pricemz pred-
pokladejte, ze délka pruziny se béhem pohybu neméni. Nasledné urcete maly
rozdil v ihlové frekvenci Aw, o ktery se thlové rychlost tohoto kyvadla 1isi od
pripadu, ve kterém je pruzina nahrazena nedeformovatelnou tyci se stejnou
klidovou délkou. Ptitom pfedpokladejte kL > mg.

3. V terénu, ktery se sklddd z periodicky se opakujicich parabol s vyskou H
a sitkou L, se nachazi kostka cukru s hmotnosti m. Popiste jeji potencidlni
energii jako funkci soufadnice v horizontalnim sméru a nasledné nacrtnéte
mozné trajektorie jejtho pohybu ve fadzovém prostoru v zavislosti na rych-
losti vo, kterou ma pri prichodu vrcholem paraboly. Na nacrtku oznacte
vSechny vyznamné vzdalenosti. Pro vychylku pouzijte horizontalni sourad-
nici, vhodné prizptsobte jednotky hybnosti v horizontalnim sméru. Pti vy-
poctech zanedbejte kinetickou energii pohybu kostky ve vertikdlnim sméru
a predpokladejte, ze stale zustava v kontaktu s terénem.

(Tesend str. )
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Kapitola 2: Treni a vnéjsi sily

V tvodnim dilu seridlu jsme se zabyvali dokonalymi kmity — na nase zavazi na
pruziné nepisobil odpor vzduchu, kyvadlo kmitalo v bezvétii a kuzel se potapél
v dokonale stojaté vodé. V redlném svété ovsem Casto musime pocitat s tim, ze na
nasSe zavazi pusobi kromé sily zptisobované pruzinou i dalsi sily. V tomto dile se
budeme zabyvat tim, jak s takovymito externimi silami pracovat, a predstavime si
dulezity dusledek povahy oscilatora v poli vnéjsich sil — rezonanci.

O co se sily snazi?
Uvazujme nyni kmitajici systém, ktery popiseme vychylkou z a hybnosti p = mw,
kde v je rychlost zmény vychylky. Oznacime-li zrychleni vychylky jako a, d4 ndm
druhy Newtonuv zdkon rovnici

F=ma,

kde F je soucet vsSech sil ptisobicich na systém. Prozatim budeme uvazovat pouze
pohyb v jedné dimenzi. V minulém dilu ndm stacilo pracovat pouze se silou, ktera
se snazila vratit systém do rovnovazné polohy a méla vyjadieni

Fy = —]ﬂl‘,

kde x byla vychylka odpovidajici rovnovazné poloze. Nyni k této sile pripocteme
obecnou externi silu zavisejici na Case, coz lze reprezentovat zapisem

Fo = Fu(t) .

Vysledné rovnice mé tvar
Fe(t) = ma + kz. (93)

Obecné Feseni této rovnice je slozité, provedme proto zpocatku aproximaci —
predpokladejme, ze hmotnost je natolik mala, ze kinetickd energie systému je vzdy
zanedbatelnd ve srovnani s potencialni energii systému. Rovnice (é) se tim zjed-
nodusi na

Fo(t) = kx.

Vidime, zZe v tomto piipadé se sila vracejici systém do rovnovazné polohy presné
vyrovnd s externi silou a vychylka nasleduje bez jakéhokoliv zpozdéni externi silu.
Pokud by zavislost externi sily na ¢ase byla napiiklad F.(t) = FY cos(wt), pak by
se vychylka v Case ménila jako

kde F? je amplituda externi sily.

Normalni systém ovsem nulovou hmotnost nema — to zpusobi, Ze systém ma
nenulovou hybnost ve chvili, kdy se externi sila vyrovna se silou Fy, a tim padem
pokracuje v pohybu i mimo tuto vychylku. Externi sila tak vlastné urcuje novou
rovnovaznou polohu, do které se systém snazi dostat, ale kterou vzdy ,,prestieli®.
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Tuto ideu miizeme realizovat formalnéji na nasledujicim ptikladu. Uvazujme
sflu s ¢asovym pritbéhem Fe(t) = F2O(t), kde O(t) je tzv. Heavisideova funkce,

pro kterou plati
_Je@=1 t>0
@(t)—{ Olt)=0 t<0
Jedna se _tedy o konstantni silu, kterou v case t = 0 ,,zapneme®. Pro cas t < 0 je
rovnice (3) shodn4 s rovnici harmonickych kmiti. Pro jednoduchost uvazujme, ze

systém mé pro ¢ < 0 nulovou vychylku, a tim padem je v klidu. Pro ¢t > 0 je pak
pohybova rovnice

ngmaJrk:m,

0
Ozma—i—k(w—F]:).

L e . Gy (s T F?

Zde si mtizeme uvédomit, ze pokud uddvame polohu v soufadnicich ' = = — =,
_ Az _ Az Y v 2 ,
zlistdva rychlost v = X7 = 5% = v’ nezménénd a plati

0=ma +ka'.

Vidime, ze systém v tomto piipadé vykonava jednoduché harmonické kmity, ovsem

0
okolo nové rovnovazné polohy, kterou je FTC Dilezité je, ze tyto kmity probihaji
s prirozenou uhlovou frekvenci systému

[k
wo = — .
m

Fe xr

Obr. 49: Systém vlivem vnéjsi sily zacne kmitat okolo nové rovnovazné polohy.

Systém pod vlivem externi sily muzeme kvalitativné popsat nésledujicim zpuso-
bem — externi sila se snazi dostat systém do nové rovnovazné polohy dané velikosti
sily, avSak oscila¢ni povaha systému mu brani setrvat v klidu v blizkosti rovnovazné
polohy.
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Povolené ztraty

Mimo externi sily musime v redlnych systémech uvazovat také tieci sily. Ty jsou
obecné pomérné slozité, nicméné pro relativné pomalé oscilace lze tfeni vznikajici
odporem tekutiny priblizné modelovat jako silu

Fy = —ymuv,

kde  je koeficient tfeni (m4 rozmér 571 tedy stejny jako frekvence). Tento model
tfeni mé znac¢nou vyhodu v tom, zZe je linedrni. Pokud je nas pohyb slozen ze dvou
rychlosti v1 a ve, vysledna treci sila je

Fo = —ym (v1 +v2) = —ymwy — ymva = Fyy + Fis.

Pokud tuto silu vaiméme jako externi silu, rovnice (@) vede (opét pro neslozeny
pohyb) na
—ymv = ma + kx . (94)

Tento vztah neni zcela trividlni, jelikoz a, x i v se v ¢ase méni. Abychom odhalili
zékladni fyzikdlni principy, uvazujme opét zjednoduseni, kdy koeficient ~ je rela-
tivné maly vzhledem k prirozené frekvenci oscilaci wyp = % V takovém pripadé
je naSe rovnice vlastné opét rovnici harmonickych kmitua, avsak s malym vlivem
treni. Kvuli tomuto tfeni bude systém ztracet energii. Mnozstvi ztracené energie
Ize odhadnout, budeme-li predpokladat, ze systém osciluje pouze harmonicky, tj.
plati

z(t) = xo cos(wot) ,
v(t) = —woxo sin(wot) ,
a(t) = —wixo cos(wot) .

Vykon ztraty energie je dan jako
P=Fwv= f'ymmgwg sin® wot .
S pouzitim vzorce pro goniometrické funkce

1-— 2wot
Sin2 wot = M
2
dostavame 1 1
P= —E’yma:gwg + §fymm(2)wg cos(2wot) .

Primérny vykon ztraty energie za jednu periodu kmitu je pak dédn pouze prvnim
Clenem, jelikoZ cosinus se zpruméruje na nulu. Zména energie systému za jednu
periodu je tedy

2

AE=PT =P = —TYMWoTy .
wo
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Tato zména energie se projevi jako pokles amplitudy kmitani zo, kterd bude po
jednom cyklu x(, pfi¢emz z rovnovahy energie plyne

1 2 1
516 (m6) = Ekxg — n’ymwoxg ,
2
(m6)2 =} (1 — 27:7@&;0) =} (1 - lw) =23 (1 —~T)
k wo
a provedenim approximace pro malé ~y

2l = /1 — 4T ~ o (1—%T> .

Nezapomenme, ze jsme v nasem odvozeni uvazovali pouze malé hodnoty v, a tedy
vyraz 1 — 2T muze byt pouze pfiblizenim ur¢ité funkce pro nizké koeficienty tieni.
Pri dukladnéjsim postupu se ukazuje, Ze spravné reSeni obsahuje exponencidlni
funkci, kterou pro malé hodnoty v mtzeme vyjadrit jako

-2t °
21— —t,
¢ 2
tedy plati
.
zo(t) = zoe” 2", (95)

Pti jesté dukladnéjsim zkoumdéni se ukéze, Zze pouhy exponencidlni pokles amplitu-
dy neni jediny efekt tfeni, ale méni se i frekvence oscilaci. Pti velkém treni se muze
dokonce stat, ze systém vibec oscilovat nebude. Témito zpfesnénimi a odpovida-
jicimi priklady se vSak zatim zabyvat nebudeme. Nyni ndm staci si pamatovat, ze
tfeni zpusobuje exponencidlni pokles amplitudy kmiti.

Visechny sily dohromady

Nyni se budeme zabyvat tim, jak ideu treni a ztrat energie v systému zkombinovat
s ideou externich sil, které se snazi se systémem pohybovat. Pro tento ticel budeme
uvazovat jednoduchou harmonickou externi silu

F.(t) = F2 cos(wt) ,

kde w se muze lisit od wo. Zaroven zapocteme v kmitech vliv tfeni, ¢imz ziskdme
vyslednou pohybovou rovnici

F? cos(wt) = ma + ymv + kz . (96)

V systému, ktery tato rovnice popisuje, souperi nékolik vlivi. Externi sila kon-
tinualné méni rovnovazny bod, kolem kterého se systém snazi oscilovat, zaroven
vsak tfeni zabranuje prilisné rychlosti systému, jehoz oscilace tak ztraci energii.
Vysledkem téchto vlivii muze byt velmi komplikovany pohyb, ovSem treni zajisti,
ze vétsina slozek tohoto pohybu nakonec vymizi. Nas bude zajimat ta cast pohy-
bu, kterd s plynoucim ¢asem nezmizi, tzv. staciondrni reseni. Z tvaru rovnice (@)
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miizeme tusit, ze aby byla platné, musi systém néjak oscilovat, ale konkrétni am-
plituda a relativni faze vzhledem k oscilacim externi sily nejsou jasné. Budeme
predpokladat, ze systém osciluje podle rovnic

z(t) = To cos(w't — gpo) ,
v(t) = —w' xo sin(w/t — <p0) ,
a(t) = —wz0 Cos(w't — gao) .
S pouzitim scitacich vzorct pro goniometrické funkce dostavame
cos (w’t — goo) = COS (o COS (w't) + sin o sin (w't) R
sin(w’t — 4,00) = sin(w/t) COS o — COS (w't) sin g .
Tim padem ma rovnice tvar
F? cos(wt) = (k:['o €08 o + ymw' o sin o — mw?zo cos gao) cos (w't) +
+ (kxo sin g — 'ymw'xo COoS Yo — mwlzxo sin npo) sin (w/t) .
Aby tato rovnice platila v jakykoli ¢as t, ¢élen obsahujic{ sin(w’t) musi byt nulovy
neboli musi platit
kxo sin g — vmw/xo COS o — mw'Q:co sinpo =0,
(wg - w/2) sin o = yw’ cos o .

Tato rovnice je trividlné spnéna pro v = 0 a o = nn, kde n je celé cislo. To zna-

mend, ze pokud je treni nulové, fazovy rozdil mezi silou a oscilacemi systému bude

bud nulovy, nebo budou sila a systém pfesné v protifizi. V ostatnich piipadech

mame ) "

cotgpo = 0 (97)
Yw

Vidime, zZe tento vyraz replikuje predpovidané chovani pro v — 0, jelikoz pro
malé hodnoty ~ dostdvame naopak velkou hodnotu funkce kotangens, kterd odpo-
vida bud takika nulovému fdzovému posunu (pro kladnou velkou hodnotu), nebo
protifizi (pro zapornou hodnotu). Tim pddem je pohybova rovnice ddna jako

F? cos(wt) = (lmo €08 o + ymw' o sin o — mw?z cos 4,00) cos (w/t) =
= X0 sin o (k: cotg o + fymw' — mw"? cotg <p0) cos (w't) .

Nyni by mélo byt zfejmé, ze dalsi podminkou platnosti rovnice v kazdém case je
w' = w. Diky tomu uz zndme jak frekvenci, tak fa’uztzﬁ{r posun kmitia. Jesté nas
)

ovSem zajimé amplituda kmitd. Substituci v rovnici (97) dostavdme

2 2 2 2 2
. wy —w W wiwy—w
Fe0 = kxo sin o <0 + 772 — 20> —
yw wi  wi yw
= kxo e go;) (w?j — wng + 72w2 +wt — w%_;g) =
Ywws
sin 2
= kxo 80;) ((wg — w2) + 72w2> .
ywwy

166



Kmity a vinéni

Na tomto misté pouzijeme dalsi goniometrickou identitu

1+C0tg2900 =5 >
sin® o
s jejiz pomoci vyjadiime

1
sin g A/ 1+ cotg? o

takze

+72w?.

Pokud nés zajima pouze absolutm velikost amplitudy (relativni fazi uz zndme),
mame jednoduse
1 FY
Xo = . (98)
m \/ — w2)? 4202
Vsimnéme si, ze pokud za predpokladu malého tfeni (v < wo) zvolime frekvenci
externi sily w blizkou wo, vyslednd amplituda oscilaci je obrovskd. Tomuto jevu se
¥ik& rezonance (viz obrazek ().

Obr. 50: Amplituda jako funkce frekvence vnéjsi sily. Grafy odpovidaji tfecim
koeficientum % =0,2,0,5,1,2 s klesajicim vrcholem pro rostouci . Vsimnéme si,
ze pro 7, které jiz neni mnohem mensi nez wp, se maximum amplitudy presouva

pry¢ od wo.

Rezonanci lze pozorovat v mnoha systémech a dé se velmi dobfe vyuzit, kupfi-
kladu pomoci rezonan¢nich obvodu lze zvyraznit nékteré frekvence signalu oproti
jinym. Samozfejmé existuje mnoho prikladt rezonance v akustice, naptiklad jed-
notlivé tény. Jak je mozné, ze systém mé vice nez jednu prirozenou frekvenci,
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budeme fesit v pozdéjsich dilech seridlu, zabyvajicich se vlnénim. Prozatim nam
postaci zkoumat vlastnosti rezonance jednoduchych oscilatori.

Vratme se ke vztahiim pro fazovy rozdil a amplitudu oscilujiciho systému s ex-
terni silou. Z kvalitativniho hlediska nas zajimaji limity w — oo, w — 0 a w — wo.
Pokud je frekvence sily vyrazné nizsi nez frekvence prirozenych oscilaci, plati

F_F

To — =
mwi  k

Zaroven cotg o — 00, takze o — 0 a opét mame situaci, ve které vychylka presné
nasleduje silu. To dava smysl, jelikoz pfedpoklad w — 0 odpovida systému, na néjz
pusobi jen velmi pomalu se ménici vnéjsi sila, a ten je diky tlumeni schopen tuto silu
nasledovat. Efektivné to také odpovidd predpokladu wo — oo, coz je ekvivalentni
s pripadem m — 0, ktery jsme diskutovali na zacatku textu.

Pro pfipad w — oo, cotgpo — —o0, a tedy ¢ — —mn je vychylka systému
v presné protifazi k oscilacim sily. Amplituda oscilaci je

0
e

2—>0.
mw

To —

V této situaci jsou oscilace vnéjsi sily tak rychlé, ze se systém nestiha rozpohybovat.
V poslednim piipadé (pii rezonanci) plati cotgypo — 0 ¢ili po — 5. Sila je
shodna se smérem rychlosti, oscilacni amplituda
FO
To — =
w

je ur€ena trenim, resp. ztratami v systému. Déle vidime, ze pro malé ztraty muze
amplituda rist bez omezeni, v praxi vsak casto dojde k nelinedrnim efektim, jako
je naptiklad poskozeni systému.

Zavér

V tomto dile seridlu jsme se zabyvali tim, co se stane, kdyz do naseho systému
priddme vice sil. V pristim dile zjistime, co se zméni, kdyz priddme vice oscilato-
ri! Budeme zkoumat chovani pruzin se dvéma zdvazimi, kyvadel, kterd se mohou
pohybovat vice sméry, a podobné problémy.

Uloha IL.S ... kmitajici RLC 10 bodit

Uvazujme obvod, ve kterém jsou sériové zapojeny civka, kondenzator, rezistor
a zdroj napéti. Civka mé indukénost L, kondenzitor ma kapacitu C a rezistor
mé odpor R. Zdroj vytvari stiidavé napéti U = Up cos(wt). VSechny soucdstky
povazujte za idedlni. S pomoci zdkona zachovani energie napiste rovnici pro naboj,
rychlost ndboje (proud I) a zrychleni nadboje (rychlost zmény proudu I). Jedn4 se
o rovnici tlumenych kmiti. Porovnate-li ji s rovnici pro tlumené kmity zavazi na
pruzing, co v tomto obvodu hraje roli hmotnosti, tuhosti pruziny a tfeni? Jaka je
prirozend frekvence kmitt?
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Déle pomoci velicin L, R a w vyjadfete kapacitu kondenzatoru, pii které by
byl fazovy posun napéti na kondenzdtoru roven 7. Jaka bude amplituda napéti na
kondenzdtoru pfi tomto fdzovém posunu? (Tesend str. 214 )

Kapitola 3: Vic oscilatori vic vi

Na konci minulého dilu bylo naznaceno, ze se budeme zabyvat vice navzajem propo-
jenymi oscilatory ¢i oscilacemi ve vice dimenzich. Nez se ovSem do takovych tkola
pustime, bude tfeba ponékud zformalizovat nékteré matematické kroky, které jsme
pri odvozeni chovani jednoduchych oscilaci ucinili. Konkrétné se bude jednat o dvé
dulezité kapitoly z matematiky — nasim prvnim cilem budou derivace a diferenci-
alni rovnice a poté se podivime na nékteré aspekty komplexnich ¢isel. Doufdme,
ze vétsina z témat pro vas bude pouze opakovanim, zatimco jind prinesou novy
pohled na véc. Doporucujeme také prozkoumat rtizné jiné zdroje mimo tento seridl,
pokud si vysvétlenim néjaké problematiky nebudete jisti. Jelikoz se jedna o velmi
rozsitené koncepty, zdroji pro studium existuje bezpocet.

Pod mikroskopem jsou vsechny krivky pFimky
V minulych dilech jsme se zabyvali priblizenim urcité funkce v okoli néjakého bodu.
Je to pravé ukotveni této aproximace v rigor6znéjsim matematickém formalismu,
které vede k pojmu derivace. Proces tohoto ukotveni za¢néme na jednoduchém
konkrétnim pripadu — polynomialni funkci.

Jiz vime, Ze pro mala h plati

(14+h)*~=1+ah.

Pfi feSeni predchozich problémi jsme si také ukazovali, ze pro A > B lze pséat

B\* aB
A B“:A“(l 7) zA"(l 7) .
(A+B) + 2 + 1
Vzdy jsme tedy aproximovali funkci z* v okoli néjakého bodu (v prvnim pfipadé
v okoli bodu 1, v piipadé druhém v okoli bodu A) tim, ze jsme provedli rozvoj pro
urcité malé redlné cislo. Samotna hodnota funkce v okoli tohoto bodu zévisi na
nékolika parametrech — jednak na funkéni hodnoté pravé v tom bodé, jehoz okoli
nas zajima, dale pak na velikosti zvoleného malého ¢isla a nakonec na néjaké kom-
binaci parametru odvozenych ze zékladni funkce v daném bodé. Tato odvozenina,
vytvorend z parametri funkce a jeji funkéni hodnoty v prislusném bodé, se pravé
nazyva derivace. Formalné lze psat, ze nase aproximace funguje jako
df
Ax<<xo:f(xo+Ax)%f(mo)+£ <Az,
zo
kde hovorime o derivaci funkce f dle proménné x v bodé xo. Jako ilustraci si
vezméme predchozi pripad, kdy jsme méli

(1+h)*=~1+ah,
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pokud tedy definujeme g(x) = 2%, mizeme psit

dg|
dzl, ¢

Jelikoz ve druhém uvedeném prikladé plati
(A+B)* ~ A° +aA"'B,

Ize obdobné psat

Miuzeme zkontrolovat, ze tento vyraz skutecné funguje pro A = 1. Obecné pak
z nasi linedrni aproximace definujeme derivaci funkce v daném bodé jako

df - flzo+ Az) — f(wo)
dzle, L\.lalgrgo Az '

Ohledné limity Az — 0 nam staci védét, ze indikuje, ze Ax < 1 je velmi ma-
1é ¢islo. Presnou definici se zde nebudeme zabyvat. Derivace funkce je tedy také
funkei, kterd se maize bod od bodu ménit. Casto pak vynechdvdme konkrétni ozna-
¢eni bodu, ve kterém je derivace vyhodnocena, a pouzivame stejné oznaceni jako
v origindlni funkci. Nize je ve zkratce uveden seznam derivaci nékterych béznych
funkei

dz® _ axail
dz — ’
dsinz lim sin(x + Azx) —sinz
dz  aAz—o Az o
. sin x cos Az + sin Az cosx — sinx
= lim =
Az—0 Ax
. sinx + Az cosx —sinx
= lim =coszT,
Az—0 Az
dcosxz sing
de ’
de® lim e"tAT ot lim e"e” —e” e“(l +Az) -1 o
dz = Azso Az T Az—0 Az o Az T
dlnz . In(z+ Az) —Inz , lnx—i—ln(l—&—%)—lnx 1
= lim ——— = lim = -
dzx Az—0 Ax Az—0 Az T

Kombinujeme funkce

Jelikoz derivace pocitdme ve fyzice velmi cCasto, vyplati se zamyslet nad jejich
algebrou. Je opravdu nezbytné vzdy explicitné pocitat limitu funkci? Nebo lze
zjistit hodnoty derivaci z néjakého mnozstvi zakladnich bloku? Ukazuje se, ze to
mozné je; za pomoci nékolika pravidel.
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Prvnim pravidlem, které si ukdzeme, je linearita. To znamen4, ze pokud mame
dvé funkce f(z) a g(x) a definujeme pomoci nich funkci h(z) = af(z) + bg(z), kde
a a b jsou néjaké kontanty, bude platit

an _ df
dz dx dx

Tim padem derivace souétu funkci je prosté pouze souéet derivaci funkci. O néco

vvvvvv

charakterizuje tzv. Leibnizovo pravidlo, které odpovidd na otdzku, jak nalozit se
soucinem funkci. Plati

Afg _ o o+ Ar) gla + Av) - f(@) gl2)

dzx Az—0 Az
_ o U@+ §EAT) (9(2) + §2A2) - f(@) g(2) f 4
T Anbo Az T

kde jsme zanedbali druhy 74d v Ax v Citateli.

Poslednim pravidlem, které budeme odvozovat, je pravidlo pro derivaci slozené
funkce. Definujme funkei f(z) = g(h(z)), kde g(z) i h(z) jsou dalsi funkce. Pak
plati

df _ o 9(h(e+ A2) —g(h(@) _ - 9(h(@) + GAT) — g(h(z)
dz  Anso Az = Asso Az ’

Pokud lze predpokladat, ze %Aw = Ah je stale malé ¢islo, dostaneme

df _ o 90@) + G AT — g(h(z) _ dg dh
dr Az—o0 Ax “dhdz

Toto pravidlo se oznacuje jako fetézové a bude hrat dilezitou roli pfi odvozovani
derivaci nékterych slozitych funkei.

FyzikaIni vyznam derivaci

Ackoli je tento matematicky apardt velmi zajimavy, jeho fyzikdlni vyznam je snad
jesté zajimavéjsi. Uz tusime, Ze schopnost charakterizovat chovani néjaké funkce
v okoli urc¢itého bodu pomoci linedrni aproximace je klicova ke zjednoduseni po-
pisu choviani mnoha systému. Nyni ndm derivace umoznuje popsat, jak rychle se
prislusnd funkce méni v okoli daného bodu — derivace uréuje miru zmeény veliciny.
Efektivné to znamend, ze pro dostatecné malé okoli bodu néjaké funkce lze tu-
to funkci aproximovat jako pfimku, pfi¢emz smérnice této primky je ddna pravé
derivaci v tomto bodé.

Popis miry zmény veli¢iny je jednim z tstfednich bodu jakéhokoliv fyzikalniho
zkouméni. Napriklad v kinematice Casto sledujeme pozici urc¢itého hmotného bodu
v zévislosti na ¢ase. Pokud se zamérime na velmi kratky ¢asovy interval, lze trajek-
torii bodu popsat primkou, tj. predpokladame, zZe se bod v tomto casovém tseku
pohybuje viceméné rovnomérné nebo je v klidu. Mirou zmény polohy je v tuto
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chvili ztejmeé rychlost. Z toho lze usoudit, ze rychlost je derivaci polohy podle casu.
Symbolicky zapséno, pro polohu z jakozto funkci ¢asu ¢ (piSeme z = z(t)) mame

bl
ot

kde v je rychlost bodu.

Odvozeni derivaci pro popis dynamiky castic je stfedobodem newtonovské me-
chaniky. Zkusme tedy zformulovat Newtonovy zdkony v jazyce derivaci. Prvni
zakon mluvi o tom, ze télesa, na kterd nepisobi zadna sila, setrvavaji v klidu ¢i
v rovnomérném primocarém pohybu. To znamena, ze rychlost télesa se néméni —
mira zmény rychlosti télesa je nulovd, coz lze s vyuzitim prechoziho zapsat jako

dv
— =0.
dt
Druhy zdkon dava do souvislosti zrychleni a sily pusobici na téleso. Dulezitym
zobecnénim je, ze pokud ponechdme volnost pro zménu hmotnosti s casem, piseme
d(mv) dp
et dt’

F=

Treti zdkon nehovori o zménéch ¢ili zustava v origindlnim znéni.
Pokud se hmotnost télesa s Casem neméni, miZzeme psit (coz lze jednoduse
odvodit z vyse uvedenych pravidel)

dv d*z
F=m—=m—s,
dt de?
kde céj—f znadci druhou derivaci polohy podle casu, kterou identifikujeme jako zrych-
leni. Jelikoz ve vétsiné pripadu jsou vnéjsi sily zavislé pouze na poloze, rychlosti
Ci Casu, jsme schopni druhy Newtoniv zdkon vyjadrit ¢isté pomoci casu, polohy
a derivace polohy.

Kmity ve formalismu derivaci
Pro zavazi na pruziné plati Hooktuv zakon

F=—kx,
kde x =l — lp oznacuje prodlouzeni pruzinky vzhledem k rovnovazné poloze. Apli-
kaci druhého Newtonova zdkona dostavame

A%z

Rovnici, kterd obsahuje funkce a jejich derivace, se fikd diferencidlni rovnice.

Abychom tuto rovnici vyfesili, potfebujeme najit polohu jako funkci éasu x(t)
takovou, ze druhd derivace této funkce bude az na nésobici konstantu stejnd jako
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puvodni funkce. Pokud se podivime na definice derivaci zakladnich funkci, muzeme
si vSimnout, ze

= —CO0SZz.

d®cosz d (dcosz) __d(—sinz)

-2 dz dz dz

Vidime, zZe tato funkce se ndm muze hodit, ovSem musime do ni dosadit bezroz-
mérnou veli¢inu z, zatimco v puvodni rovnici hleddme zavislost na case. Jelikoz
vime, zZe se jedna o kmity, ma smysl vyzkouset jako bezrozmérny parametr z = wot
a pokusit se derivovat vzhledem k ¢asu misto parametru z. Dostavame

= —wj cos(wo) t.

d? cos(wo)t d dcos(wo) t dwot \ w d sin(wot)
ez dt dwet  dt ) 07 at

Nyni uz jen staci, aby tato funkce méla rozmér vzdalenosti. K tomu ji staci vyna-
sobit konstantni amplitudou kmitt A, ¢imz dostaneme z(t) = A cos(wo) t. Odtud
plyne

d?Acos(wo) t
M = —kA cos(wo) t,
—muwg A cos(wo) t = —kA cos(wo) t,
2 k
Wy = —,
m

coz neni nic jiného nez klasicky vzorec pro prirozenou frekvenci kmitu.

Na tomto prikladé vidime silu formalismu derivaci. Za cenu rozvoje matematic-
kého aparatu jsme se mohli zcela vyhnout diskuzi o fdzovém prostoru, analytické
geometrii kruznice a podobnym problémim. Derivace tedy predstavuji vyrazné al-
ze jsme si pti vyse uvedeném postupu museli ndhodné tipnout funkci ¢asu s vhod-
nymi vlastnostmi. Neni tomu tak — pro feseni diferencidlnich rovnic existuji so-
jsou derivace nepostradatelnym néastrojem uz jen proto, ze naptiklad odpovidajici
trajektorie ve fizovém prostoru nemaji analyticky popsatelny tvar.

Princip superpozice

Tento princip vyraznym zpusobem zmensuje pocet vSech moznych feseni, kterd mu-
sime hledat pro danou linedrni diferencidlni rovnici. Jak vypada linearni diferenci-
aln{ rovnice? Opét plati standardni definice linearity, tj. pokud mame funkce f(x)
a g(x), které jsou obé samostatné feSenim diferencidlni rovnice, tak i af(z)+bg(zx),
kde a, b jsou konstanty, je feSenim dané rovnice. Podivejme se napiiklad na druhy
Newtonuv zdkon pro zavazi na pruziné. Pro polohu z(¢) jako funkci ¢asu plati

A%z

m@ = —kx.
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Pokud definujeme ¢(t) = az(t), dostaneme

d? g
= (Y)Y - &
mdt2 (a)

Jelikoz je derivace linedrni, muzeme psat

SRS

md’s 9
a dt? a’
d2g
ae =~

a tedy i g(¢) je validnim feSenim této diferencidlni rovnice. Podobné lze ukdzat, ze
pokud méame jesté néjaké h(t) = g(t) + z(t), pak seCtenim rovnic dostaneme
d%g d%x

m@—i—m@:—kg—kx:—k(g—&—:c)

a z linearity derivace vyplyva

d? (g +x) d?h
m—-——->~=m—— = —kh.
de? de?
Rikéme, 7e h je linedrni kombinaci neboli superpozici funkci g a . V¥znamem prin-
cipu superpozice je fakt, ze z nékolika ruznych feseni dokdzeme sestrojit vSechna
ostatni, kterd se typicky lisi jen v pocatec¢nich a okrajovych podminkach tlohy.
Téchto feseni muze byt obecné nekoneé¢né mnoho.

Faze a komplexni Cisla

vvvvv

ma unikatni vlastnost, kterou nema zadné redlné cislo, totiz
-2
i"=-1.

Jinak se imagindrni jednotka chova jako realné ¢islo, tj. 1ze ji s¢itat, odcitat, naso-
bit, mocnit atd. Témito operacemi vznikaji ¢isla, kterd jsou zcasti redlnéd a zcasti
imaginarni — fikame jim komplexni. Kazdé komplexni ¢islo z lze vyjadrit v tzv. al-
gebraickém tvaru

z=x+1iy,

kde x a y jsou redlné cisla. Pak hovorime o redlné ¢asti Re z = x komplexniho cisla
a o jeho imaginarni ¢asti Im z = y.

Jelikoz redlnd cisla mizeme vnimat jako ¢iselnou osu, muzeme pridani imagi-
narni jednotky i vnimat jako pridani nové dimenze. Komplexni ¢isla, kterda jsou
kombinaci Cisté redlnych a c¢isté imagindrnich ¢isel, lze pak vnimat jako vektory
v (tzv. Gaussové) roviné, viz obrazek pl. Definujme absolutni hodnotu komplex-
niho ¢&isla jako velikost tohoto vektoru

lz] = /a2 +y2.
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Uhel, ktery p¥isluiné vektory sviraji s reslnou osou, bude

y
tgp==.
x

Uvédomme si vsak, ze uhel ¢ je 2n-periodicky, zatimco funkce arctg je jen -
periodické. Pro vypocet ¢ tak musime pouzit jiny vzorec, napriklad

¢ = atan2(y, o)

kde funkce atan2 je definovdna pravé jako prostfedek pro vypocet tthlu v rovi-
né. Jednd se v podstaté o funkci arctg(y/x), u niz se ale méni znaménko podle
kvadrantu.

Im

s w2

Obr. 51: Komplexni ¢islo jako vektor v komplexni roviné. Horizontalni osa
predstavuje realna cisla a vertikdlni osa je osou imaginarni.

Algebra komplexnich ¢isel je velmi bohaté a v tomto seridlu neni dost prostoru,

abychom ji mohli obsdhnout celou. Pro nas nejdilezitéjsi vlastnost komplexnich
¢isel je popsdna Eulerovou rovnici, kterd definuje komplexni exponencidlu jako

e? =cosy+isiny,

kde y je realné ¢islo. Exponencialu z obecného komplexniho ¢isla z+iy uz spocitame
snadno diky rovnosti

"W = %"V = " (cosy +isiny) .

K ¢emu je ndm tento vztah uzite¢ny? Umoziniuje ndm prevést algebru goniomet-
rickych funkci na algebru exponencial. Ty maji z hlediska derivaci velmi vyhodné
vlastnosti.

Ve fyzikalnich systémech se ¢asto komplexni ¢isla zavadéji ve chvili, kdy je po-
tfeba pracovat s fazi kmitani. Tu lze totiz reprezentovat thlem komplexniho cisla
v Gaussoveé roviné. Kmity samotné potom predstavuje rotujici vektor v této roviné.
Zde by méla byt jasna analogie s fazovym prostorem — v ném obihal bod repre-
zentujici stav systému po kruznici. V komplexni roviné bude takovy bod obihat
taktéz po kruznici.

Kruznice je mnozina vsech bodu se stejnou vzadlenosti od stfedu, proto ji
budeme reprezentovat jako mnozinu vSech komplexnich c¢isel se stejnou absolutni
hodnotou A. Pro thel ¢ definujeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla jako

z=A(cosp+isiny) .
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Fyzikdlnim vyznamem A je amplituda kmitt, zatimco thel ¢ = wt predstavuje
fazi. Ve fazovém prostoru byla poloha reprezentovana jednim z rozméru prostoru,
v komplexni roviné bude polohu predstavovat realnéa cast
z =Rez = Acos(wt) .

Nyni vyuzijeme komplexni exponencidlu a zapis zjednodusime na

z = Aeiwt ,

z = Re (Aei“t) .

V tomto formalismu Ize také velmi snadno Fesit fazové posuny. Pokud je fazovy
posun bodu roven g, pak bod v komplexni roviné bude dan jako
¥ = Aei(wt+(po) — Aeiweiwt _ Aeiwt )

Nyni je tedy faze zcela obsazena v nasobici konstanté, ze které jsme udélali kom-

plexni ¢islo. Jeji absolutni hodnota mé vsak stdle vyznam amplitudy, protoze pla-
A= |4

Derivace komplexnich funkci a fourierovska substituce
V tomto seridlu se budeme zabyvat pouze derivacemi funkci, které maji redlny
argument (tj. defini¢n{ obor lezi zcela na redlné ose), ale komplexni hodnoty. Ty-
pickym pftikladem je exponencidla reprezentujici kmity
f(t) — eiwt )
Pravidla pro derivace, kterd jsme odvodili pro ¢isté redlna ¢isla, plati i pro funkce
s komplexnimi hodnotami. Toto je vlastné dusledkem linearity derivace, protoze
df _ dRef+iIlmf) dRef _Hdhnf
dt dt Tt dt
V tomto vyrazu uz figuruji pouze derivace redlnych funkci.
Vratme se zpét ke komplexni exponencidle. Vime, ze
df de'  d (iwt) ot . .
AT Ay @ C wsl
Déle 1ze obdobnym zpusobem ukazat, ze plati

2
% — 202 f = —W?f,

coz je vlastné primo rovnice harmonickych kmitd. V piipadé, ze f(t) je funkce

popisujici kmitani, dostavame jednoduchy predpis, jak nahrazovat derivace v rov-

nicich, a to ve tvaru

d — iw

dt ’

2 2
— = —w
dt2

a obdobné pro vyssi mocniny. Tato substituce nema odborny nazev, ve zkratce ji
zde budeme oznacovat jako fourierovskou substituci.
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Jednoducha molekula
Uvazujme nyni jednoduchy fyzikdlni systém, na némz si prakticky ukazeme né-
které postupy, které jsme odvodili vyse. Méjme dvé castice o stejné hmotnosti m,
jez jsou spojeny pruzinou s tuhosti k a s nulovou klidovou délkou. Céstice se mo-
hou pohybovat pouze v jednom rozméru, jejich pozice budeme proto udavat jako
body x1, x2 na soufadnici x.

Sily pusobici na ¢astice maji stejnou velikost, ale opacny smér. Necht je prvni
castice pred druhou ¢ili je splnéna podminka x1 < x2. Potom pro silu ptisobici na
prvni, resp. druhou castici plati

F1=k‘($2—$1),
ng—k(arg—xl) .

Druhy Newtoniv zdkon pouzijeme na kazdou ¢astici zvlast s vysledky

2

mddta; =F =k(z2 — 1),
2

mddta;2 = F2 = k(l}l 7132) .

Lze predpokladat, ze tento systém bude néjakym zptisobem oscilovat, tj. ze feSeni
pohybovych rovnic bude ve formé

z1 = Re ([leim) ,
z2 = Re (éeth) ,

kde A a B jsou (potencidlné komplexni) konstanty a w je neznamé frekvence osci-
laci. Do druhého Newtonova zdkona dosadime fourierovskou substituci

2

—mw zy = kxs — ka1,
2

—mw xe = kx1 — kxo .

Rovnice vydélime m a zavedeme konstantu
k
wo = >
m

2 2 2
(Wo—u} ).’1}1:&)021’2,

¢imz je prevedeme do tvaru

2 2 _ 2
((JJO—OJ )IE2—WO$1.
Jednoduchymi algebraickymi tpravami dostaneme

2 2)2
r = —F"x1.
1
Wo
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Odtud je vidét, ze mdme dvé moznd Fefeni — jak w = 0, tak w = v/2wp. Existence
dvou feseni je pro podobné problémy typicka, nebot dveé oscilujici ¢astice znamenaji
dva stupné volnosti systému. Mirné atypickd je pritomnost feseni w = 0, které
m& vyznam neoscilujiciho feseni. V tomto pripadé plati z1 = x2, coz odpovida
rovnomérnému piimocarému pohybu obou castic tak, ze pruzina mezi nimi neni
viubec natazena.
Pro druhy piipad (napfiklad dosazenim do prvni rovnice) dostdvame
(wf — )"
T2 — 72331 = —T1,
Wo

coz je mozné Cist tak, ze Castice osciluji v protifazi. Dosadime si z komplexniho
vyjadieni

Re (Eei“’t) = —Re (Aeiwt) ,

Re BRee™! — Im BIme™* = — Re ARee™! + Im AIme'“".

Tato rovnice musi platit pro vSechny casy ¢, konkrétné i prot =0at = 5=. V nich
prechéazi do tvaru

ReB = —ReA,
—ImB= Im 1217
takZze mizeme psét B = —A. Tento vysledek bychom mohli interpretovat také

pomoci fazového posunu jako B = e'™ A, coz znamend presnou protifazi, jak ndm

jiz vyslo vyse.

Obr. 52: Naznaceny pohyb ¢astic pti oscilujicim reseni.

Ovérme princip superpozice. Ukédzali jsme, Ze rovnomérny pfimocary pohyb
v pripadé, kdy jsou Céstice na stejné pozici, je jednim z moznych feseni. ZapiSme
jej ve tvaru
r =vt+ 2o,
kde v je rychlost rovnomérného pohybu a xzo je pocCatecni souradnice. Zaroven
mame oscilujici feSeni
ot
Z1 Re (Ae“ ) ,
& it
z2 = —Re (Ae‘“’ ) .

Meélo by platit, ze pokud secteme z + x1 = T} a = + x2 = x5, ziskdme také validni
feseni pro nas systém. Dosadime-li naptiklad do prvni rovnice, dostaneme

d2$/1 d2 1wt d oA dwt

e m@ (vt + x0 + Re (Ae )) = ma (v + Re (1wAe )) =
= mRe (iQwQAei“’t) = —mw’ Re (Aeim) .

m
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Pro pravou stranu téze rovnice plati
k (xé — x’l) =k (z2 —x1) = —2kRe (Aem) .

Jelikoz w? = %, nové feseni stale vyhovuje ptivodni rovnici.

Vyhled na pristé — vse je linearni

V tomto dile jsme si ukazali, jak linearita harmonickych oscilaci umoznuje relativ-
né jednoduse fesit i zdanlivé slozité systémy. Stac¢i ndm vzdy nalézt pouze nékolik
specidlnich feseni nasich pohybovych rovnic a ostatni mozné pohyby mizeme vyja-
drit jako superpozici téchto feseni. Odborné se jim rika normalni mody a budeme
se jimi zabyvat i v pristim dile seridlu, kde si predstavime dal$i velmi uzite¢ny
matematicky formalismus — linedrni algebru.

Uloha IILS ... elektron v poli 10 bodu

Uvazujte ¢astici s ndbojem ¢ a hmotnosti m, ktera je pfichycend k pruziné o tuhos-
ti k, jejiz druhy konec je ukotven v jednom bodé. Predpokladejte, ze pohyb ¢éstice
je omezen na pohyb v jedné roviné. Cely systém je v magnetickém poli o velikosti
Bo, které je kolmé na rovinu pohybu cCastice. Pokusime se popsat mozné oscila-
ce této Castice. Zacnéte sestavenim rovnic pohybu pro tuto ¢astici — nezapomiite
zapocitat vliv magnetického pole.

Poté predpokladejte oscilujici pohyb pro obé kartézské souradnice ¢astice, a pro-
vedte Fourierovskou substituci, tj. nahradte derivace nédsobky iw, kde w je frekvence
oscilaci. Vyreste vyslednou soustavu rovnic tak, abyste ziskali pomér amplitud os-
cilaci a frekvenci oscilaci. Takto ziskané feseni je pomérné slozité, a abychom mu
lépe porozuméli, je vhodné priblizit si ho v jednodusim pripadé. Predpokladejte
tedy dale, ze magnetické pole je velmi silné, tj. q;‘ig > % Urcete pfibliznou hod-
notu (hodnoty) w v této aproximaci, hledejte vzdy nejvyssi nenulovy ¥ad priblizeni.
Dale nac¢rtnéte pohyb (pohyby) ¢astice v redlném prostoru pfi této aproximaci.

(Tesend str. )

Kapitola 4: Symetrie a linearni algebra

V minulém dile jsme rozsitrili nd$ matematicky aparat, coz ndm umoznilo nahléd-
nebo se cCastice pohybuje ve vice rozmérech, objevuje se vice typt moznych os-
cilaci. Pro kazdy rozmeér, pripadné kazdou dalsi ¢éstici, existuje prislusny pocet
rovnic, které ndm umozni najit feSeni. Obecné tento pocet rozméra problému na-
zyvame pocet stupnu volnosti problému. Vidéli jsme také, jak u oscilaci muzeme
urcit relativni fazovy rozdil a pomér amplitud.

Nyni tyto poznatky prevedeme do jesté silnéjsi formy — misto toho, abychom
resili jednotlivé rovnice oscilaci, budeme resit vSechny rovnice zaroven, s vyuzitim
formalismu linedrni algebry. Tento formalismus si tedy musime nejprve predstavit.
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Linearni algebra
Ukolem linedrni algebry je obecné popis chovan{ linedrnich transformaci vektort.
Rozeberme tedy jednotlivé pojmy v této véteé.

Vektory jsou kolekce ¢isel, pro které definujeme nékteré zakladni operace. Vét-
§inou znac¢ime vektory pomoci Sipky ¢i tlustého fontu, zde budeme pouzivat v.
Komponenty vektoru znac¢ime pomoci znaku pro vektor spolu s dolnim indexem
oznacujicim dany komponent, tedy prvni komponent vektoru u by byl oznacen ja-
ko u;. Nékdy je vhodné pouzit pro index komponentu znak pouzivany k oznaceni
urcité osy soutradnic, tedy v kartézské soustavé souradnic muzeme mluvit o x-
komponentu vektoru t, ktery znacime jako t;. V nasem ptipadé budou vektory
sdruzovat polohy jednotlivych ¢astic ve vSech moznych rozmérech pohybu, tj. po-
kud budeme zkoumat systém t¥i castic, z nichz dvé se pohybuji v roviné a jedna
v celém prostoru, bude mit nas vektor 7 komponentu.

Pro vektory definujeme vektorovy soucet, ktery lze v jednotlivych komponen-
tech zapsat jako

t=u+v <= Yn:t, =un+vn,

kde n vybirdme z moznych indexu u, které jsou shodné s moznymi indexy v a t.
Daéle definujeme nasobeni skaldrem

vV=au <= Yn:uv, = aun,.

Vektorové odcitani je pak interpretovatelné jako kombinace néasobeni skalaremm
a sCitani

u—v=u+(-1)v.
Posledni dilezitou operaci, kterou pro vektory zde definujeme, je skaldrni soucin.
Pomoci ného prevedeme dva vektory na jeden skalar. Pro vektory u a v je definovan

jako
s=u-v= g U VUn,
n

kde opét n jde pres vSechny indexy u a v. Pokud je skaldrni sou¢in dvou vektoru
roven 0, pak fikdme, ze vektory jsou navzajem kolmé.

Mizeme si vSimnout, ze provadéni vektorovych souc¢tiu bude v nasem pripa-
dé odpovidat superpozici dvou pohybt. Vidime tedy, ze zavedeni vektord primo
replikuje vlastnosti, které ocekdvame od feseni linedrnich diferencidlnich rovnic,
o nichz vime, ze predstavuji nas oscilujici systém.

Baze vektoru

Pokud si predstavime vektor jako pozici v kartézskych souradnicich, je ziejmé,
ze ho mizeme rozlozit na soucet jinych vektoru, pricemz tyto vektory mohou byt
navzijem kolmé. Takovémuto rozkladu vektoru se fikd bazovy rozklad. V nasem
algebraickém pojeti vektort bychom mohli napiiklad napsat

3 1 0
u= <5> :3<0>+5<1> = 3e1 + bez,
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kde jsme definovali bazové vektory e; a e2. Kolmost bazovych vektori mtzeme
ovérit skalarnim soucinem, jelikoz plati

e1 Ley < e;-ex=0.

Vybér baze ovsem neni jedinecny - napiiklad, mohli bychom zvolit bazi

(). oo ()

ktera stdle obsahuje dva navzajem kolmé vektory a plati
u=e; +4e.

Obecné je vhodné pouzivat pro baze vektory, které maji jednotkovou délku, tj. které
splnuji

Vn:e, -e, =1,
coz tifeba predchozi priklad nespliuje.

Algebraicky lze rozklad do tzv. ortonormdlni baze (tj. baze skladajici se z na-
vzéjem kolmych jednotkovych vektort) realizovat pomoci skaldrnich soucinti, které
udévaji slozku jednoho vektoru ve sméru druhého vektoru. Pii takovém vybéru ba-
ze lze psat

u=(u-ej)e;+(u-ez)ez.

Vsimnéme si, ze takovy rozklad do biaze muzeme provést pro libovolné mnozstvi
béazovych vektort. Nemusime se tedy omezovat maximélné na 3 dimenze, jak jsme
mozné zvykli z geometrické interpretace vektoru.

Linedrni transformace vektorti

Operace jako nasobeni skalarem ¢i skaldrni soucin jsou linedrni operace, ale zdaleka
nevycerpavaji vSechny moznosti, kterymi lze vektor linedrné zménit. Napriklad, co
kdybychom chtéli vytvorit vektor v tak, ze vi = uz + u1 a v2 = 0, kde u je jiny
vektor? Definujme obecnou linedrni transformaci 1" vektoru u jako novy vektor
v = T'(u), pro ktery plati

T(au+bv) =aT(u) +bT(v) .

Uvazujme nyni nad tim, jak bychom mohli takovou transformaci rozlozit na co
nejmensi dily. Vime, Zze vektory miizeme rozdélit na jednotkové vektory prendso-
bené komponenty vektoru — tomuto fikdme bazovy rozklad vektoru. Napiiklad,

1 1 0
u= (2) = (O) + 2 <1> = ui1e; + useo.

Poté pro linedrni transformaci T" plati

v = T(u) = T(e1) w1 + T(ez) ug .
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Jak bychom nasli komponenty nového vektoru v? Musime ziskat komponenty podél
béazovych vektoru, tedy

/ U !
vi=e;-v=e; - T(e1)u +e; T(e)us,
/ U !
va=ey-v=ey -T(e1)u + ey T(e2)us,
pricemz bazové vektory e a € mohou, ale nemusi byt ze stejné baze. Vidime tedy,
ze k urceni transformovaného vektoru nam staci znidt komponenty originalniho
vektoru (u1 a uz2) a série koeficientti, které mizeme oznacit jako
/ /
mi1 = €q - T(el) , M2 =€ - T(eg) ,
/ ’
mo1 = €9 - T(el) , mog = €9 - T(eg) .
Tyto koeficienty jsou nezdvislé na konrétnim vektoru u. Jsou pouze odrazem vlast-

nosti transformace T a zvolené baze (popiipadé zvolenych bazi). Tyto koeficienty
mizeme uskupit do objektu, kterému fikdme matice.

Maticova algebra

Pokud porovname nase vyrazy pro komponenty matice m;; a rozklad vektoru do
baze, zjistujeme, ze matici lze vlastné také vnimat jako vektor sklddajici se z dal-
sich vektort. Transformaci vektoru u pak muzeme vnimat jako aplikaci skalarniho
soucinu mezi vektory obsazenymi v matici a vektorem u. Tento poznatek, mimo
jiné, vedl k definici maticového soucinu, ktery je zakladni operaci maticové algeb-
ry. Abychom maticovému sou¢inu porozuméli, predstavme si nejprve matici jako

kolekci vektoru
M= (ml) .
mo

Tato matice mize pusobit na vektor u, ¢imz ziskdme transformovany vektor v

mj mi-u mi1u1 + Mi2u2
mo ms-u M21U1 + Ma22U2
Obycejné ovsem piSeme matici jako souhrn jednotlivych komponentta. V takovém

pripadé je potreba psat vektory horizontdlné — vyznam tohoto zapisu zanedlouho
pozname. Pak tedy matice M je

mi1 Mi2
M = .
ma1  M22
Maticovy soucin pak lze definovat bez reference k vektorim tvorici matici. Kom-
ponent i vektoru v = Mu totiz muzeme zapsat jako

v = (Mu); = Mijuy,
i
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kde indexy j jdou pfes vSechny indexy vektoru u. Zde mtizeme poprvé vidét prvni
dilezitou podminku maticového soucinu — rozmér vektoru u musi byt stejny jako
pocet sloupct matice M.

Tato definice maticového soucinu je velmi lehce zobecnitelna ze soucinu matice
a vektoru na soucin dvou matic A = M B jako

Aij =Y MByj .
k

Ptiklad maticového soucinu je pak

2 1
(1 3 2) S _(5 —7)
5 -1 3)\ 5 ] 20 4
Dalsi dilezitou operaci s maticemi je tzv. transpozice, pii které efektivné pro-

hodime f4dky a sloupce matice. Transponovanou matici M znaéime jako M.
Uvéadime jednoduchy priklad

1 3 9 T 1 5
5 -1 3) — (3 71
2 3

V komponentech matice toto muzeme zapsat jako

(Mij)" = (Mj3) .

(1 2) = (;) :

Spravné bychom tedy ptvodni rovnici pro nasobeni vektoru u matici M méli psat

jako
T
Mu = (m%> u.
my

Mizeme si vsimnout, ze skaldrni souc¢in dvou vektoru lze zapsat jako maticovy
soucin, kde jeden z vektori je transponovany, tedy

Specidlné pro vektory plati

T
u-v=u v.

Déle, matice lze po komponentech séitat a nasobit skalary, obdobné jako vek-
tory

A=B+ M — Aij:Bij-f—Mij,
SA — (SA)'ij = SAij .

Toto jsou zdklady maticové algebry. My je pouzijeme k Feseni rovnic, které slo-

vvvvvv

bude hodit jesté jedna cast linedrni algebry, kterou je koncept vlastnich vektoru
a vlastnich cisel.
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Vlastni vektory a vlastni Cisla

Pro ¢tvercové matice plati, ze transformuji vektory do novych vektoru, které maji
stejny pocet komponentii. Je tedy mozné, ze existuje takovy vektor, ktery zlistava
transformaci nezménény, az na urcity skaldrni nasobek. Takovému vektoru se fiké
vlastni vektor dané matice a prislusnému skalarnimu nasobku fikame vlastni ¢islo
matice pro dany vlastni vektor. Tyto veli¢iny jsou dulezitou vlastnosti matice.
Vlastni vektor v matice M muzeme definovat rovnici

Mv = Av,

kde X je piislusné vlastni ¢islo. Ctvercovd matice o rozméru n mize mit az n
ruznych vlastnich vektoru, kazdy s prislusnym vlastnim éislem. Jak tyto vlast-
ni vektory odvodit? Bud muzeme vlastni vektor uhadnout na zakladé vlastnosti
systému, jako je symetrie (viz niZe), nebo lze vektor spocitat na zakladé rovnice

(M—-X)v=0,

kde I je tzv. jednotkova matice — ¢tvercova matice, u které jsou nenulové pouze
diagonalni prvky, které jsou obsazeny jednickami. Lze se snadno presvédcit, ze
jakykoliv validni maticovy soucin vektoru (nebo étvercové matice) s jednotkovou
matici nezméni pivodni vektor (nebo matici). VySe zminénd rovnice mé budto
trividlni feseni, kdy vSechny komponenty v jsou rovny nule, nebo matice M — Al
obsahuje ve svych fadcich vektory, které se smichaji dohromady tak, ze vytvori nulu
v kazdém tadku v. To ale znamena, ze tyto vektory v fadcich jsou nutné linearné
zavislé, tj. alespon jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich.
Dulezitym vysledkem z teorie linedrnich rovnic je, Zze v tomto piipadé se veli¢ina,
kterou nazyvame determinant matice, rovna nule.

Determinant lze urcit pro libovolnou ¢tvercovou matici, my budeme ovsem
zejména potfebovat chovani pro 2 x 2 matice. Pro ty se determinant spocita na-

sledovné
a b
M:( ) = |M|=ad-bc,
c d

kde | M| zna¢i determinant matice M (nikoli néjakou absolutni hodnotu). Déle nés
zajima determinant diagondlni matice, ktery je urcen jednoduse soucinem vsech
diagonalnich prvku. Pokud se vétsi matice sklada z vice navzdjem oddélenych bloku
lezicich na diagondle, lze determinant urcit jako soucin determinanti jednotlivych
bloki. Napiiklad

a b 0 0
c d 0 0

M = 00 e 0 = |M|=ef (ad —bc) ,
00 0 f

pricemz determinant matice 1 X 1 je prosté jediny komponent dané matice.
Pojdme si ukazat priklad vypoctu vlastniho vektoru a vlastniho ¢isla. Uvazujte

matici
1 2
M- (2 1).
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Abychom nasli vlastni ¢isla, vyfesime rovnici

. | 1=A 2 _ 2 2
O|M—)\I|‘ 9 1_)\‘(1—)\) -4 = (1-=-X"=4.
Vysledkem je A = 1+ 2, neboli A € {3,—1}. Se znalost{ A jiz mlizeme vyfesit
rovnice pro vlastni vektor. Zvolme A = —1, potom dostaneme

(M —-X)v=0,

63

Reseni je v tomto jednoduchém piipadé nasnadé — platf vy = —wa, a vlastni vektor

je napriklad
1
v={_)"

Rikame napiiklad, protoze vektor mizeme libovolné nésobit skaldry, a bude se pfi
transformaci matici M chovat stejné. Dulezity je tedy pomér jednotlivych kompo-
nentt vlastnich vektori, nikoliv jejich absolutni velikost.

Jako poznamka — mohlo by nas zajimat, pro¢ jsme zkratka neresili jednotlivé
fadky v rovnici (M — AI)v = 07 Problémem je, Ze v dané soustavé n rovnic mé-
me n + 1 nezndmych — n komponentu vektoru v, a vlastni ¢islo A. Ukéaze se, ze
kdybychom tyto rovnice resili, tak v poslednim kroku vydélime hodnotou nenulo-
vého komponentu na obou strandch rovnice, ¢imz budeme moct ziskat vzajemné
pomeéry vsech komponentti a vlastni ¢islo. Je ale mnohdy snazsi snazit se ziskat
determinant matice, jelikoz z ného rovnou ziskdme vlastni ¢islo, které ma samo
0 sobé urc¢ity vyznam. Fakt, ze stdle mame n + 1 nezndmych na n rovnic se projevi
v tom, ze vlastni vektory mtizeme volné nasobit skalary.

Normalni mody

Dosti bylo obskurni matematiky, pojdme se vénovat fyzice. Na nasledujicich dvou
prikladech se pokusim ilustrovat uzite¢nost vysSe zminénych nastroju — budeme
schopni pfesné popsat kmitdni netrividlnich oscildtora. V tomto pfipadé jsem si
vybral zaprvé dvé zdvazi, kterd jsou navzajem spojena pruzinou a kmitaji pouze ve
vertikdlnim sméru, za druhé pak dvé castice, které jsou spojené jednou pruzinou
a zaroven je kazda zvlast uchycena ke sténdm, mezi nimiz je mezera.

Dvé zavazi od stropu

Uvazujme nésledujici systém: prvni pruzina s tuhosti k£ je prichycend k pevnému
stropu na jednom konci a k zédvazi o hmotnosti m na druhém konci. Druhé pruzina,
také o tuhosti k, je pfipevnéna k prvnimu zavazi na jednom konci a k druhému
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zdvazi o stejné hmotnosti m na druhém konci. Rovnovéznd poloha systému (kdy
systém neosciluje) nastane ve chvili, kdy gravitacni sily vybalancuji napéti v pruzi-
néach. Touto rovnovaznou polohou se nyni nebudeme zabyvat, na jeji vypocet staci
pouzit zndmé poznatky ze statiky. Uvazujme tedy malé vychylky z této rovnovaz-
né polohy. Vychylku prvniho zavazi oznacime jako x1, vychylku druhého zavazi
jako za2. Predpokladdme, ze obé vychylky osciluji, a lze je tedy zapsat jako

z1(t) = Re (Aei“t) ,
z2(t) = Re (Bei“’t) :

Pripadny fazovy rozdil mezi oscilacemi muzeme vyjadrit jako soucést konstanty B,

pro kterou muzeme psat A
B =|B|e*?,

kde ¢ je fazovy rozdil. Tedy
z2(t) = Re (|B| ei(“tﬂp)) .

Obr. 53: Nalevo je zndzornéna geometrie problému a zobrazena definice x1 a 2.
Napravo je zndzornén jeden okamzik béhem kmitani jednoho normalntho modu.
Sipky naznacuji smér pohybu.

Prvni pruzina je tedy prodlouzend oproti rovnovazné poloze o délku 1, zatimco
druhd pruzina je prodlouzend o x2 — x1. V druhé pruziné je sila

FQ = 7]{(.%2 7.%1) .

V prvni pruziné je sila
F1 = 7kx1 — FQ,
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jelikoz sila z druhé pruziny se pfendsi na prvni pruzinu. Dle druhého Newtonova
zékona v diferencidlni formé tedy muzeme psét

d2

F=m dtil = —kz1 + k(2 — 1) ,
d2

Fy=m dtm; = —k(z2 — 1) .

Provedenim fourierovské substituce dostavame
2
—mw x; = —2kx1 + kao,
2
—mw xe = kx1 — ko .

Tuto rovnici lze prepsat do maticové rovnice — snazime se najit oscilace v x1 a v xa,
které jsou nezavislé, takze je vlastné lze vnimat jako rizné dimenze oscilaci. Kon-
krétné, definujme vektor x jako

Pak plati

kde K je matice
a M je matice

pricemz jsme obé strany obou ptvodnich rovnic vynasobili —1. Nase soustava rov-
nic je tedy vyjadfena jednou maticovou rovnici

afm O 1\ _ (2 —k T
“1lo m x) \—-k k To )
Z toho muzeme odvodit
2k — mw? —k 1\ _ (0O
—k k — mw? o) \O/J’
(K —w’M ) x=0.
Tato rovnice je obdobou té, kterou jsme tesili pri hledani vlastnich ¢isel matice.

Opét, je potieba zjistit, kdy je determinant matice roven nule, tedy |K —w?M| =
= 0. Determinant této matice je

tedy

5 | = (Qkfmuﬁ) (kfmwQ) fk2:0,

2k — mw? —k
—k k—mw
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takze

2k* — 2kmw?® — kmw® + mPw? — k* = 0,

m?w* — 3mkw® + k> =0.

2 2

Vydélenim m~* a zavedenim wj = % dostavame

4 2 2 4
w” —3wiw” +wy =0.
Vyfesime bikvadratickou rovnici jako kvadratickou rovnici, ale pro w?. Jejim Fese-
nim je
2 1 4
o 3wy £ /9wy — 4wy
2

Mame tedy dvé mozné frekvence oscilaci

w = wo ;:I:\/i

Jaky bude pomér amplitud oscilaci, poptipadé fazovy rozdil? K tomu musime najit
kromé vlastnich ¢isel také vlastni vektory matice M. Prvni fddek matice v nasi
maticové rovnici udava
2
mw 1 = 2kx1 — kxa .

Nyni uz zndme hodnotu w?, kterou mfizeme dosadit. Dostavame tedy

mwg (2 + \/i) r1 = 2kx1 — kao,

wg (g + i) T = 2w§x1 — wg:ﬂz,

Miizeme vydélit wi a zéroven také vydélit faktorem e*?, ktery je obsazen jak v x,
tak v x2, takze dostaneme

B _1 5
A 27\1

Pomér oscilaci je tedy ruzny pro ruzné frekvence. Pro vyssi frekvenci
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osciluje systém tak, ze pomér amplitudy druhého zavazi ku prvnimu zévazi je

B 1 5

A2 2
Tento pomér je mensi nez nula, coz znamena, ze v kazdy moment oscilace se zavazi
pohybuji opacnym smérem. Nizsi frekvence oscilaci

wet/3_ [5 k
V2 4\ 'm

odpovida situaci, kdy pomér amplitud je

B 1 /5
A" 3%

a zévazi osciluji ve stejném sméru. V jazyku fazovych rozdilti jsme mohli psat
1= ein

a tedy usoudit, Ze v prvnim pripadé jsou kmity prvniho a druhého zavazi v perfektni
antifdzi — vysledek, ke kterému jsme dospéli i bez této tivahy.

Uvédomme si, co jsme vlastné nyni dokazali. Zjistili jsme, ze pro systém dvou
Castic existuji dvé specidlni frekvence, pti kterych jsou dynamické rovnice splnény.
Tyto frekvence odpovidaji dvéma raznym typtm oscilaci, které jsou charakterizo-
vané komponenty A a B urcitého vektoru. Témto typum oscilaci fikdme norméalni
mody.

Mohli byste namitnout, ze sice jsme popsali velmi specificky pripad, kdy obé
polohy osciluji, ale ze zajisté lze vymyslet pohyb zavazi, ktery je vyrazné slozi-
téjsi. Klicem k sile normdlnich modu je zde linearita nasich dynamickych rovnic.
Zjistujeme totiz, ze pokud najdeme dva vektory, které splnuji dynamické rovnice
(jako jsme nasli my), pak i jakdkoliv jejich linedrni kombinace spliiuje dynamické
rovnice. Matematicky receno, jestlize mame A takové, ze

w2MA1 = [(1&17

a jiné Aa, které splnuje
w2MA2 = KA.2 s

pak pro libovolné skalary a a b plati
W?M (aA1 + bA2) = K (aA; + bAs) ,

a tedy i vektor aA1 +bA2 je feSenim dynamickych rovnic. Kromé dvou specidlnich
pripadt oscilaci jsme tedy odhalili i nekone¢né mnozstvi pohybt systému, kte-
ré lze interpretovat jako superpozici pohybu dvou normalnich modi. Pravé kvili
této vlastnosti se linedrni systémy popisuji tak jednoduse — pro popséani velkého
mnozstvi moznych jevii ndm staci urceni pouze nékolika zdkladnich parametri.
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Elementarni struna

Uvazujme nyni druhy priklad. Mé&jme dvé ¢astice o shodné hmotnosti m. Prvni je
ukotvena ke zdi, kterd prochazi pocatkem souradnic, pruzinou o tuhosti k. Druha
je prichycend pruzinou o stejné tuhosti ke zdi rovnobézné s prvni zdi a prochazejici
bodem R, pticemz R je vektor kolmy na roviny zdi. Nakonec jsou ¢astice navzajem
spojeny jesté jednou pruzinou o tuhosti k. Céstice se mohou volné pohybovat
v roviné kolmé na tyto dveé zdi.

Resen{ tohoto pifkladu uvddime pouze zrychlené, abyste si mohli procviéit vy-
pocet nékterych konkrétnich velicin. Zacneme nalezenim rovnovazné polohy. Necht
je soutadnice prvni Castice dana vektorem r; a poloha druhé ¢éstice necht je ddna
vektorem ro. Na prvni ¢dstici pusobi sila

F1 = —k}I‘l —|—k(r2 — 1‘1) .
Na druhou ¢ééstici pusobi sila
Fs = —k‘(l‘z —R)+/€(I‘1 —1‘2) .

V rovnovaze budou sily nulové, coz vede na

1

rs = gR,
2

Iro = gR

Oznacme tyto pozice jako ry,0 a ra,0. Malé vychylky z téchto pozic oznacime jako x1
a x2, takze plati r1 = ri,0+x1, obdobné pro druhou ¢astici. Zjistime, ze pri téchto
malych vychylkach budou vyslednice sil rovny

Fi1 = —kx1 + k‘(Xz — Xl)

pro prvni ¢astici a
Fo = —kxo+k (Xl — Xz)

pro druhou ¢astici. Z druhého Newtonova zakona vime

d21‘1
F, =
1 m dt2 )
d21‘2
Fy =
2 d?

Jelikoz r1,0 a rz,0 jsou konstantni vektory, plati

d2X1
F1 = midtZ )

d2X2
F2=m-3p
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Opét budeme predpoklddat, ze systém osciluje. Z fourierovské substituce odvodi-

me F; = —mw?ri, obdobné pro druhou rovnici. V maticové formé mizeme tyto
rovnice zapsat jako
mw? — 2k 0 k 0 z11 0
0 mw? — 2k 0 k zi2| |0
k 0 mw? — 2k 0 zn | (O]
0 k 0 mw® —2k) \z2 0

kde x11 je prvni komponent vektoru x; atd. Determinant této matice nemuzeme
ihned najit, jelikoz se nejedné o diagondlni matici. Ale mizeme si vS§imnout, ze se
mezi sebou vazou pouze komponenty s indexem 1, resp. 2. Pokud tyto komponenty
dame dohromady v nasem vektoru, coz determinant matice nezméni, dostaneme
nasledujici rovnici

mw? — 2k k 0 0 z11 0
k mw? — 2k 0 0 za | |0
0 0 mw? — 2k k zi2] o]
0 0 k mw? — 2k Too 0

Tato matice se jiz sklddd z dvou matic na diagonile, a umime tedy urcit jeji
determinant, tj.

mw? — 2k k 0 0
D k mw? — 2k 0 0
- 0 0 mw? — 2k k ’
0 0 k mw? — 2k
mw? — 2k k 2 2 2 2
D= f mw? — ok —((mw — 2k) —k:)

Polozime D = 0, a dostavame
o (mw2 — 2k)2 ,
k ==+ (mw? —2k) ,
(2+1)k=mw.

| k
wo = —,
m

w=+2=xlwg.
Ziskali jsme tedy pouze dvé frekvence, ackoliv pocet normélnich modu bude 4. To
znamend, ze nékteré mody maji shodné frekvence. Dosazenim do ptivodni rovnice
ziskdme vztah pro vlastni vektory. Zacnéme s w = wp. Pak

Zavedeme

coz vede na

mE — 2k k 0 0 T1 0
k mE — 2k 0 0 za | [0
0 0 mE — 2k k zi2] |0
0 0 k mE —2k) \w2 0
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Opét nardzime na fakt, ze dva bloky matice jsou nezavislé. Takze prvni dva kompo-
nenty naseho vlastniho vektoru vibec nemichaji zbyvajici dva komponenty, a nao-
pak. Lze tedy urcit dva vlastni vektory z této jedné frekvence (jak jsme ocekévali),
které maji hodnoty napriklad

O~ =
= = O O

0

Pro w = v/3wp lze poté uréit, ze vlastn{ vektory budou

1 0
—1 0
0]’ 1
0 -1

Obr. 54: NaznacCeny smér pohybu ¢astic pri kmitdn{ v jednom normdalnim modu.

Vliv symetrie
Mnoho problémi oscilaci obsahuje urcité symetrie. Napriklad, v pfedchozim pro-
blému jsme mohli bez problému prohodit soufadnice pouzivané pro popis prvni
a druhé castice — dostali bychom presné stejnou sadu dynamickych rovnic. Systém
byl tedy tzv. symetricky pfi vyméné ¢astic.

Takovouto symetrii muzeme definovat i pomoci matice — efektivné hleddme
matici S, pro kterou plati (pro popis druhého prikladu)

11 21
21 11

S = ,
x12 x22
X22 12

coz znézornuje prohozeni oznaceni ¢astic. Urceni takovéto matice je pomérné jed-
noduché — kazdy komponent nového vektoru uré¢ime jednim komponentem z origi-
nélniho vektoru, ktery musi matice S vybrat. Plat{

01 0 0
10 0 O
5_0001
0 0 1 0
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Tusime, ze vysledné mody systému budou tuto symetrii néjakym zptisobem re-
spektovat. Ukazuje se, ze plati velmi obecné pravidlo. Pokud oscilujici systém spl-
nuje urcitou symetrii, pak vlastni vektory téchto oscilaci jsou alespon zcasti dany
vlastnimi vektory matice, kterd popisuje tuto symetrii. Dukaz tohoto pravidla je
pomérné slozity a nebudeme se jim zde piimo zabyvat. Pro ty zvidavéjsi z vas, sy-
metrii systému lze rigoroznéji definovat jako invarianci Hamiltonidnu systému pti
aplikovani dané symetrie. MuZete se také zamyslet, jaké mé toto tvrzeni dusled-
ky v kontextu teorému Noetherové, pokud ho znate. K feSeni problému v tomto
seridlu tento presah vsak neni potieba.

Co vsak potifeba bude, je schopnost urcit matice aplikujici danou symetrii
(zejména permutace ¢astic) a najit pro tyto matice vlastni vektory. Muzeme zkon-
trolovat, ze vlastni vektory nalezené v predchozim ptikladé skutecné jsou vlastnimi
vektory matice S, s vlastnimi ¢isly +£1. Mody jsou tedy symetrické nebo antisyme-
trické pfi vymeéné castic.

Vyhoda hledani vlastnich vektori v maticich symetrie spociva v tom, ze tyto
matice jsou zpravidla jednodussi nez dynamicka matice, ktera ridi oscilace. Poté, co
najdeme vlastni vektory matice symetrie, mizeme ziskat vlastni ¢isla jednoduchym
dosazenim vlastniho vektoru do dynamické rovnice.

Nelipiné symetrie

Mize se stat, ze systém ma urcitou symetrii, avSak tato symetrie nedeterminuje
celé chovani systému. Napriklad, uvazujte micek, ktery se pohybuje tidolim, které
by vzniklo protazenim paraboly lezici v rovniné zy (danou t¥eba vzorcem y = w2)
do sméru z — rovnice povrchu by stale byla y = 22, nezévisld na z. Zfejmé plati
symetrie zrcadleni pres rovinu yz, tedy symetrie £ — —z. Pokud bychom oscilace
charakterizovali tfemi soufadnicemi mic¢ku r = (z, y, z), operace symetrie by byla

-1 0 0
S={10 1 0
0 0 1

Vsimnéme si, ze blok spodnich dvou rfadku a pravych dvou sloupci matice pred-
stavuji vlastné jednotkovou matici v komponentech y a z. To znamend, ze symetrie
definovand matici S neklade zadné naroky na komponenty y a z, tyto slozky mo-
hou byt cokoliv (neboli pusobenim S na r se tyto komponenty nikdy nezméni).
To znamend, ze tato symetrie by ndm mohla pomoci zbavit se maximéalné jed-
noho stupné volnosti. Muzeme ji tedy pouzit k nalezeni pouze jednoho vlastniho
vektoru. Nicméné, jelikoz vime, ze vlastni vektory jsou navzajem kolmé, muzeme
zkusit uhadnout ostatni vlastni vektory oscilaci, a sta¢i ndm uz urcit mensi pocet
nezndmych.

Pti dosazovani vlastnich vektort symetrie do vlastnich vektort kmitt musime
na nelplné symetrie ddvat pozor - pokud dany komponent neni symetrii nijak
omezen, musime za néj dosadit obecné ¢islo. To, ze symetrie dany komponent
neomezuje, totiz jesté neznamenad, zZe neni omezen dynamikou systému a symetrif
samotné dynamiky. Napriklad, zdkon zachovani hybnosti muze klast naroky na
komponent, ktery jinak neni omezen symetrii kvili zdméné c¢astic.
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Nekonecno oscilatorii

Uz vime, jak feSit soustavy obsahujici ur¢ity pocet oscilatort. Co kdyz ale oscila-
tort bude efektivné nekonecno? V takovém pripadé muzeme nékdy prejit k popisu
systému pomoci kontinudlnich veli¢in a zac¢indme popisovat fenomén vinéni. Né-
kterymi zakladnimi vlastnostmi vin, jako jsou disperzni vztahy ¢i superpozice, se
budeme zabyvat v pristim dile.

Uloha IV.S ... oscilace oxidu uhli&itého 10 bod#

Budeme modelovat kmity v molekule oxidu uhli¢itého. Jedna se o linedrni mo-
lekulu s jednim atomem uhliku mezi dvéma atomy kysliku, lezicimi spole¢né na
jedné primce. Uvazujme pouze kmity podél této primky. Predpokladejme, ze pro
malé vychylky lze molekulu modelovat jako spojeni uhlikového atomu s kazdym
z kyslikovych pomoci pruzin o tuhosti k. Atom uhliku mé hmotnost M, hmotnost
kyslikového atomu je m.

Sestavte rovnice urcujici sily, které pusobi na atomy pii malych vychylkach
podél osy uvazované molekuly. Ta je symetrickd vici zdméné nékterych atomi.
Vyjadrete tuto symetrii pomoci matice pusobici na vdmi definovany vektor vychy-
lek. Déle urcete vlastni vektory a vlastni ¢isla této matice. Takovato symetrie vsak
neni kompletni — vysvétlete, které stupné volnosti nezahrnuje.

Déle sestrojte maticovou rovnici popisujici kmity systému. Dosazenim vlastnich
vektoru z matice symetrie, které rozsitite o symetrii neomezené stupné volnosti,
urcete normdln{ mody systému. Déle spocitejte jejich dhlovou rychlost/frekvenci
a nacrtnéte sméry oscilaci. Jaké dalsi mody (stéle pouze ve sméru osy molekuly)
by systém mohl obsahovat? Urcete frekvenci a smér pro kazdy mod, jejz se vim
podafi nalézt. (Tesent str. )

Kapitola 5: Viny

Vlny jsou jevem, pfi kterém vicero oscildtorti rozmisténych v prostoru osciluje do-
hromady tak, ze vytvari urcitou predvidatelnou dynamiku. Fyzika vin ma mnoho
spole¢ného s fyzikou oscilaci a vlastné predstavuje pouze rozsifeni nasich pred-
chozich poznatku z diskrétnich systému do kontinudlnich systémi. Obdobné jako
jsme pro oscilatory vzdy museli odvodit dynamické rovnice pohybu, musime pro
viny odvodit tzv. vlnovou rovnici. To si pfedvedeme na jednoduchém prikladu na-
pnuté struny, kde odvodime nékteré zékladni pojmy, o které musime nase chapani
oscilaci rozsitit, abychom pak dokazali popsat vinéni.

Napnuta struna

Uvazujme strunu, ktera se nachazi podél osy = tak, ze jeden jeji konec je v pocatku
a druhy v bodé [. Na strunu pusobi napéti® T a to vzdy v tetném sméru. Délkova
hmotnost struny je A, celkem tedy vazi m = Al

INapétim zde myslime napétovou silu, nikoliv napétovou silu na jednotku plochy, jak se
nékdy napéti definuje.
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Déle predpokladejme, ze struna kmité pouze kolmo na osu z. Vychylku z rov-
novazné polohy oznacime jako u(z,t), jelikoz se mize ménit jednak s polohou z
a zaroven s Casem t.

Uvédomme si, ze toto je velmi silny predpoklad. Mizeme si jej ale odtavodnit
jednoduchou tvahou — uvazujeme pouze velmi malé vychylky, takze tecny smér na
strunu je vSude priblizné rovnobézny s osou x. To znamend, Ze napéti ve sméru x
je témér rovno T podél celé délky struny. ProtozZe na kazdy jeji tsek pusobi z obou
stran stejné, zadny z nich nema duvod pohybovat se ve sméru osy x.

Nas tikol zni nasledovné — pfi ur€itém profilu vychylek u(z,t) urcit, jaké jsou
sily ptisobici na jednotlivé ¢asti struny a jak jednotlivé tseky struny zrychluji.
Ziejmé ndas zajima pouze sila ve sméru vychylky. Ukazeme si, jak spocitat jeji
zmeénu podél x.

Zastavme na chvili ¢as a predpoklddejme u = u(x). Usek se stiedem v bodé =
pusobi na své sousedy silou T' v te¢ném sméru k funkci u. Oznac¢ime-li sklon te¢ny
od vodorovného sméru ¢, bude platit v’ = tg ¢ ~ ¢, protoze, jak jsme jiz Fekli d¥i-
ve, struna je skoro vodorovn4 a tihel ¢ je velmi maly.? Zde v’ znaé¢i derivaci funkce
u podle prostorové souradnice. Svisld slozka této sily bude Ty, = T'sinp ~ To.
Ma-li nas tsek délku dx a jeho tézisté se nachazi v bodé x, znamena to, ze jeho
pravy okraj bude mit souradnici = + dz/2. V tomto bodé na néj ve svislém sméru
pusobi napéti Ty (x + dz/2). Obdobné pro levy okraj. Zménu sily mizeme spodéitat
jako rozdil mezi pravym a levym okrajem, neboli

oo ) n (o) or (oo ) o))

Funkci p(z) sice nezndme, ale pro velmi malé a ji miuzeme lok4lné aproximovatE
jejl tecnou

plx+a) o)+ (@) at....
Za a dosadime + dx/2, bude tedy dokonce libovolné malé. Dosazenim dostavime

ar =T ((p@) + @ T - (¢) — ¢ @ F) ) = T/ @) d

Méame vysledekE
7o~ T =70
(p ~ = 81-2 B

2Prvni rovnost jednoduse plati, staci si uvédomit, ze jak funkce tge, tak u’ odpovidaji
sklonu te¢ny k funkci u(z) v daném bodé (pro maly element dx a odpovidajici zménu du plati
du = tg e dz).

3Opravdu, nakreslete si funkce y = tgz a y = x vedle sebe a zjistite, ze pro malé vychylky je
jejich rozdil zanedbatelny. To je princip linedrni aproximace v néjakém bodé (nahrazeni funkci
pfimkou, kterd ma v daném bodé stejny sklon jako pivodni funkce).

4Opét pouzivame linedrni aproximaci. Pro obecnou aproximaci bychom pouzili Taylorovu
fadu, kterou si v pripadé zajmu muzete vyhledat. Zde ndm staci jen jeji prvni dva ¢leny, protoze
dalsi uz by byly pro malé da zanedbatelné.

5U funkce u(x,t) nahrazujeme obycejné derivace, napf. %
% coz je bézné pro funkce, které zavisi na vice proménnych. Rozdil je v podstaté v tom, ze
u obyc¢ejné derivace bychom jesté museli uvazovat, jak jednotlivé parametry funkce u (tedy =
a t) zavisi na sobé navzdjem, u parcidlni nemusime.

aF _
dz

, derivacemi parcidlnimi, napft.
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Zdtraznéme, ze jsme pracovali pouze s funkci v = wu(x) pfi zastaveném case.
Zajim4-1i nds ¢asovy vyvoj systému, musime prejit k puvodni funkci v = u(z,t)
a k parcidlnim derivacim. Zrychleni{ spoc¢itdme z druhého Newtonova zédkona. Usek
o délce dz vazi dm = Adz, pro silu plati dF' = dmii, kde tecka tentokrat znamené
casovou derivaci. Vyslednd vinova rovnice ma tvar

Fu_ T
o2 X0z

u(az—i— %z)

Obr. 55: Usek struny o délce d, na ktery ptisobi sily od sousednich tseki. Ty
jsou zndzornény v rozlozeni do horizontalniho a vertikdlnitho sméru.

V tomto pfipadé budeme konstantni hodnotu 7'/A oznacovat jako v2. Rozmé-
rovou analyzou lze uréit, ze v ma jednotku rychlosti, a ukazuje se, ze v skutecné
odpovida tzv. fazové rychlosti vin.

VInova rovnice plni stejnou roli jako rovnice pro zrychleni pfi zkouméni osci-
laci jednoho oscilatoru. Muzeme také nalézt obdobu pfirozené frekvence pro jeden
oscilator, ale nejprve si ukdzeme nékteré moznosti feseni vlnové rovnice.

Rovinné viny

Jelikoz vInéni se vlastné sklddd z jednotlivych oscilatort, muzeme zkusit zjistit,
zda jednoduché oscilace mohou byt resenim vlnové rovnice. Pfedpoklddejme tedy,
ze Teseni vlnové rovnice bude ve tvaru

(z,t) = U(z) e Wt

kde U(z) je funkce urcujici amplitudu oscilaci v zdvislosti na pozici. Opét, feseni
vlnové rovnice musi byt redlné, ale zavedenim komplexniho feseni 4(z,t) si zjed-
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nodusime algebru. Redlné feseni pak ziskdme jako u(z,t) = Re@(z,t). Dosazenim
do vInové rovnice dostavame

d2€—1wt > iwt d2U

Vo) = =ve "
. it d2U
2 iwt 2 iwt
U(;r)( w)e =ve s,
d?U w?
Frei iGN

Tuto rovnici zndme, pouze jsme misto proménné pozice pouzivali Cas — jedna se
o rovnici jednoduchych harmonickych kmitti. ReSeni tedy miZzeme psat jako

U(z) = Ae'™ |

kde A je (potencialné komplexni) konstanta, a k je redlné ¢islo. Vétsinou nazyvime
k vlnové ¢islo. Dosazenim do pfedchozi rovnice pak dostavame vztah

—kPAM = —ZU(x) = W=k,
v

Tato rovnice se nazyva disperzni vztah — urcuje, jak se frekvence vlny méni s vlno-
vym ¢&islem prislusicim dané viné. Konecné, komplexni feSeni vinové rovnice je

a(x,t) = Aettkz—wt)
Redlné feseni je u(z,t) = |A|cos(kx — wt + ), kde
A=|Ale¥

uddvéa amplitudu |A]| i fdzovy posun .
Podobné jako u oscilaci, vlnova rovnice je linedrni rovnice, a tim pddem miuzeme
jeji Teseni tvorit linedrnimi kombinacemi zndmych feseni. Naptiklad kombinace

ﬂ/(l',t) _ Aei(szwt) + Bei(szfwt)

je také fesenim vlnové rovnice.
Rovinné viny lze také popsat jako translaci (posouvani) profilu U(z) s ubihaji-
cim ¢asem t. Abychom toto chovani lépe vidéli, piSeme

ﬁ(llf,t) _ Aei(km—wt) _ Aeik(m—%t) _ Aeik(m_vt)7
kde jsme vyuzili disperzni vztah (a predpoklddali, ze w i k jsou kladné). Vidime,
Ze vlna se v tomto pripadé posouva doprava (smérem k rostoucimu z). Na druhou
stranu, v pripadé, ze mame reseni

ﬁ(x,t) — Aei(fkmfwt) — Aefik(aﬂ»vt) 7

vlna se posouva doleva (ke klesajicimu z).
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Fourierovska substituce

Obdobné jako pri oscilacich, diferencidlni vinovou rovnici mizeme nahradit alge-
braickou rovnici. Pro FeSeni rovnic pomoci rovinnych vin (pohybujicich se doprava)
pouzijeme

oz Y oa?

Aplikaci této substituce muzeme odvodit disperzni vztah pfimo z vlnové rovnice.

Okrajové podminky

Jelikoz viny nevyplnuji cely prostor, konkrétni tvar feseni je okrajem oblasti, ve
které existuji, omezen pomoci tzv. okrajovych podminek. Naptiklad pokud méame
strunu napnutou mezi dvéma body, pak se v bodech, kde je uchycend, nehybe.
Naopak pokud bychom meéli lano uchycené v jednom bodé a v druhém by bylo
volné, pak by se v jednom bodé nehybalo a v druhém by byla sila, kterd lano vraci
do rovnovazné polohy, nulova. To odpovidd podmince

du_yp

or
v daném bodé. Tyto body efektivné predstavuji rozhrani, od kterych se viny mohou
odrazet. V obecném pfipadé by viny mohly také pronikat za rozhrani, ale ve vyse
uvedenych pripadech viny nemohou existovat za rozhranim a proto dochézi pouze
k odrazu. Ten lze vyjadrit tak, Ze predpokladdme formu feseni, které je superpo-
zici dvou rovinnych vln pohybujicich se opa¢nym smérem, potencidlné s rozdilnou
amplitudou a fadzovym posunem. Piiklad takového feSeni si ukdzeme nize.

Stojaté vinéni
Méjme strunu, kterd je napnutd mezi dvéma body, na kterych se nehybe. Vychylka
struny z napnuté polohy u spliiuje vlnovou rovnici

*u T 0u

ot2 A 0x?’
Mezi body je celkovd vzdalenost L. Nasim tkolem bude urcit stabilni dynamiku
struny, tj. uréit u(z,t), které vede pouze k opakovani stejného cyklu. Okrajové
podminky miizeme urcit po zavedeni souradnicové soustavy. Zvolme ji tak, ze jeden
z bodu je v pocatku souradnic, a druhy tedy podél osy = ve vzdélenosti L. Pak
plati

u(0,t) =0 =u(L,t) .
Predpokladejme nyni, ze hledané feseni se skldda ze dvou rovinnych vin — jedné,
ktera se pohybuje doprava, a jedné, ktera se pohybuje doleva. Pak pro komplexni
vychylku plati
A(w,t) = Ae'FTwt) | Bellmhr—wt)
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7 vIlnové rovnice lze odvodit disperzni vztah

w? = v2k?,
kde v = \/? Nezndmé jsou tedy A, B a k, jelikoz w je urend jako w = vk

(pfedpokldddme, ze k je kladné — zdporné k je obsazené ve vlné pohybujici se
druhym smérem). Prvni okrajovd podminka vede na

0=a(0,t) = Ae ™' + Be ™' = A=_B,
druhd implikuje
a(L,t) = —Be!FE=wt) 4 peilkLtwt)
=B (e—ikL _ eik‘L) )

0
0
S pouzitim e'¥ = cos x + isin z muzeme psat

0 = B(cos(kL) —isin(kL) — cos(kL) — isin(kL)) ,
0 = —2iBsin(kL) .

Vidime, ze bud méme trividlni feseni B = 0, kdy se struna nevlni, nebo plati
kL =nm,

kde n je celé (dle predpokladu kladné) éislo, coz vede k tomu, Ze sin(kL) = 0.
Neurcené konstanty jsou tedy pouze absolutni hodnota a faze B, coz odpovida
amplitudé a globdlni fdzi vinéni. Vychylka struny spliiuje (dosazenim zndmych
veli¢in)

; T nx snn jnm _i /L nx
Wz, t) = Beﬂ\/;ft (77T —eT'7) = Be VEE A (—2i) sin(%a:) .
S pouzitim B = |B|e'¥ a —i = e”'% mame

. ) —j T nry |
i(z,t) = 2\B|el(¢7§)e \/TL tsm(%x) .

Realna vychylka je

i t) = o JEP T ) in (") =
u(w,t)—Reu(ac,t)—2|B|cos< X Lt <p+2>sm(Lx)—
. T nr . [(nn
_—ZB|51H(\/)\Lt—<p> sm(fx) .

Pokud bychom chtéli urcit |B| ¢i ¢ (a popfipadé n), museli bychom znat vychylku
v celém rozsahu struny v urcity cas. Napiiklad bychom mohli védét, ze v case t = 0
plati

u(z,0) = Csin(%x) ,
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kde C' je zndma realnad konstanta. Potom bychom méli
Csin(%x) = —2|B|sin(—y) sin(%x) .

Ziejmé by tedy muselo platit n =1, p = § a [B| = % Obecny vyvoj by byl

C . Tr ©\ . /m )\ Trn . (T
u(m,t)—f2551n ”Xftii mn(zm)—Ccos szt sm(zm).

V tomto vyrazu uz neni zidna neznamad, tudiz jsme zvladli popsat dynamiku stru-
ny. VSimnéme si, ze k tomu bylo zapotiebi pouzit superpozici dvou feseni — jedné
vlny pohybujici se doprava a jedné doleva. Toto je typické pro stojaté vinéni, jedné
se o reprezentaci odrazeni vinéni od okraju systému, jak bylo uvedeno v predchozi
sekei.

Tlumeni
Tlumeni, tj. ztrdta energie vlnéni, muze byt pfitomno ve vlnové rovnici skrze cle-
ny obsahujici derivace prvniho stupné. Tyto derivace mohou byt budto vzhledem
k poloze & nebo vzhledem k casu t. Probereme pouze priklad s derivaci vzhledem
k casu, ale priklad s derivaci vzhledem k poloze je velmi podobny.
Uvazujme rovnici

8%*u ou 2 0%

a2 Vo TV e
kde ~y je sila tlumeni. Pro komplexni vychylku mtzeme provést fourierovskou sub-
stituci

—wii — vt = —k*v*a
a disperzni vztah bude
w? +iyw = E*°.
Mame pred sebou netrividlni kol — je potieba vytesit komplexni kvadratickou
rovnici. Chybdm se nejlépe vyhneme pomoci doplnéni na c¢tverec
2 Y Y

° : A 2 2
w +1'waz+zz(w+1f> +I:kv ,

2 2
Y 22
<w+12) =k"v 1

2
Nyn{ médme dvé moznosti. Bud je tlumeni relativné slabé a plati k%v? > -, pak

/ 2 2
w—i—i%z:l: k2v2—% = w:—i%:lz k2v2—%.

Pro silné tlumeni plati k2v? — 772 < 0 a vysledek lze psat jako

2
w:—i%ii,/%—k%%
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V prvnim piipadé se frekvence stala komplexnim ¢islem, v druhém dokonce ima-
ginarnim c¢islem pro dané realné k. Jak mame takovou hodnotu interpretovat?
Dosadme hodnotu pro slabé tlumeni do oscilujici ¢asti rovinné viny

2
—i —ili\/k202—L)t 2
i 2 4 o i 2,2 x
e Wt =g ( — e 2teFiV E*vi—

Vidime, Ze redlna ¢és frekvence stdle odpovid4 oscilacim, ale imaginarni ¢ast pred-
stavuje exponencialni pokles amplitudy vychylky s ubihajicim ¢asem, pricemz kon-
stanta poklesu je 7. Jinak feCeno, ¢im silnéjsi tlumeni, tim rychleji se amplituda
oscilaci v daném bodé snizi na nulu.

Obdobné bychom mohli fesit ¢leny s prvni derivaci v poloze. Dostali bychom
opét komplexni kvadratickou rovnici, ale tentokrat pro vinové ¢islo, které by se
stalo komplexnim. Jesté jedna pozndmka zbyva — pokud je tlumenti silné, frekven-
ce/vlnové ¢islo jsou éisté imagindrni. To znamend, Ze systém neosciluje, ale m4d
pouze profil exponencidlniho poklesu v ¢ase nebo v prostoru.

Linearizace

ViInéni je pritomno v mnoha spojitych fyzikdlnich systémech. Duvod k tomu je
podobny, jako divod pro pritomnost harmonickych oscilaci v diskrétnich systé-
mech. V blizkosti stabilniho stavu lze totiz systém casto aproximovat jako vInici
se systém.

Postup této tzv. linearizace systému je nasledovny. Nejprve vybereme veliciny,
u kterych ocekdvame vinéni. Déle tyto veli¢iny v dynamické rovnici aproximujeme
jako malé oscilace okolo rovnovdzného stavu. Napiiklad, obecnou veli¢inu u(z, t)
bychom mohli approximovat jako u(z,t) ~ uo + ui(z,t), kde ug je hodnota v za-
kladnim stavu a u1 (z, t) je mald vychylka z tohoto stavu ve viech bodech v jakém-
koli ¢ase. Konkrétni definice toho, co znamenad, ze je vychylka malé, uz zalezi na
systému. U horizontalné napnuté struny by to napiiklad znamenalo, ze vychylka
je kdykoli mnohem mensi nez délka struny. Tuto aproximaci dosadime do nasi dy-
namické rovnice a ponechdme pouze ¢leny do prvniho fadu v ui. Vysledkem bude
rovnice, kterd je linedrni, a velmi casto se bude jednat pravé o vlnovou rovnici
v u1. Uvedeny postup miize piisobit velmi abstraktné, ilustrujeme si ho proto na
prikladu vln inspirovanych Bose-Einsteinovym kondenzatem.

Bose-Einsteiniv kondenzét je zvlastni stav hmoty, kterého mohou dosdhnout
pouze soubory bosont (urdity typ ¢astic) pri velmi nizkych teplotdch. Nyni nés
nebude zajimat konkrétni povaha tohoto stavu, pouze to, ze mu lze pripsat vinovou
funkei v (z, t), kterd spliiuje tzv. Gross-Pitajevskiho rovnici

o
ot’

>’y A
—ag— + B Y =ih

kde o a 8 jsou kladné redlné konstanty, /i je redlnd konstanta (tzv. redukovand

Planckova konstanta) a 1) je obecné komplexni. Nebudeme se zde pokouset o pl-
né kvantové feSeni a provedeme tedy nékolik (pomérné drastickych) aproximaci.
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Predpokladejme, ze existuje stacionarni feseni 1o, které je funkci pouze = a které
je redlné. Potom plati

2
o % L2 = 5yl o

Nyni aproximujme vlnovou funkci jako
’lﬁ(% t) = 1/’0(39) + 1/’1(997 t) )
kde 91 (z,t) < 1po. Pak mame

aQwO B aale

Ox? ox?

+ B (Yo + 1) (o + Y1) (Yo + 1) = ih%

kde jsme pouzili |¢|* = 1*t. Do prvniho ¥adu v 11 plati
4o &

e Ox? Ox?

Prvni dva ¢leny se odectou, jelikoz se jednd o definici staciondrniho feseni. Pro
zbylé ¢leny provedeme fourierovskou substituci, coz vede na

ak* Py + BYYT + 284511 = hwir .
Rovnice komplexné sdruzené k této rovnici je
kY1 + BUGUr + 280501 = hui .
Sectenim téchto dvou rovnic dostdvame
ak® (1 + 1) + 3BY5 (Y1 +97) = hw (Y1 +97) .
Vydélenim 11 + 7 = 2Re )1 vyjde

+ B o’ 1ho — ETk

+ B (VouT + 201v0)

ak® + 38Y¢ = hw.

Tento vztah je odlisny od redlného vztahu pro vlny v Bose-Einsteinové kondenzatu,
ale bliz{ se ke spravnému vztahu v limité ak? > 38v2. V této limité je disperzni
zékon kvadraticky,
= 22
w= k",
coz je napiiklad velmi odli$né od vztahu pro viny na struné, kdy jsme méliw = v |k|.
Obdobnym zptsobem lze urcit disperzni vztahy pro velké mnozstvi systému, pro

které zname dynamické rovnice.

A co dal?

Nékteré z téchto zékladnich poznatki o vlnach si budete moci procvicit na tlohach
seridlu. Cim se tedy budeme zabjvat dale? Bude nas éekat obdoba normalnich
modu pro vlny — budeme fesit ideu polarizace a polarizacnich vektori. Také se
pokusime podivat na trochu modernéjsi piiklady vinéni. Ale to az v pristim dilu.
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Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodi

1. Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(z,t) z rovnovazné
polohy, které spliuji vlnovou rovnici s tlumenim
@ — 02@ + 1"@ ,
ot? 0x? ox
kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou
substituci a urcete disperzni vztah. Vyfeste jej pro vlnové cislo k. Jakou
podminku, vyjaddienou pomoci frekvence w, fdzové rychlosti v a koeficientu I,
musi viny spliiovat, aby byly na lané pozorovany uzly (body, ve kterych lano
zustdva v rovnovazné poloze, ale v jejichz okol{ se pohybuje)?
2. Uvazujte svihadlo, pTfichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdale-
nosti L od stény jej chytneme do ruky a zacneme s nim pohybovat nahoru
a doltl, &m# v ném vytvoiime vilnéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzu-
jeme v napéti T ve smeéru od stény, vychylka tedy splnuje rovnici

8*u T 0%

otz \ox?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot).
Predpokladejte, Ze feseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybuji-
cich se v opacnych smérech. Naleznéte takové feseni pouze s vyuzitim zada-
nych parametru, tj. T, A\, L, A a wo. Vysledné Teseni ma amplitudu rostouci
nade vSechny meze pro urcité frekvence. Urcete jejich hodnoty a jim odpovi-

dajici vlnové délky.
(Tesent str. )

Kapitola 6: Polarizace

V minulém dile seridlu jsme se zabyvali vlnénim, které se odehravalo pouze v jed-
nom rozméru — struna mohla oscilovat jenom vertikalné, Castice reprezentovala
pouze jedna vlnova funkce atp. Nyni se zkusime zamyslet nad tim, co se stane,
kdyz se vlnéni objevi ve vice rozmérech, které jsou navzajem provazany. Naptiklad
miizeme premyslet nad oscilacemi struny v obou smérech kolmych na smér napnuti
struny, nebo nad tim, jaké vlny mohou existovat v nabité tekutiné, kde se kromé
hustoty a teploty mize ménit i ndbojova hustota. Jako konkrétni priklad si ukdzeme
pomalé vlnéni v plazmé, které splinuje rovnice takzvané magnetohydrodynamiky.
Zacnéme ale pomaleji, se strunou, kterd muze kmitat ve dvou smérech.

Svihadlo

Uvazujme Svihadlo napnuté mezi dvéma body, pficemz napéti ve Svihadle je T
Jeho délkova hustota je p. Zvolme soustavu souradnic tak, aby bylo napnuté podél
osy x, a aby bylo jednim koncem uchyceno v pocatku soustavy souradnic. Nechf
je u vychylka $vihadla z rovnovazné polohy ve vertikdlnim sméru (podél osy z)
a v je vychylka v horizontdlnim sméru (podél osy y, tj. kolmo na smér napéti).
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Mohli bychom zopakovat stejné odvozeni jako v minulém dile, avSsak musime brat
v potaz dva rozméry, ve kterych se svihadlo miize pohybovat. To 1ze nejlépe ucinit
pomoci vektorového formalizmu.

Vime, ze vertikalni silu pusobici na element délky dz v jednom rozméru slo
urc¢it jako dF = Tg%‘; dz. Lze predpokladat, Ze oscilace v dalsim sméru budou
nezavislé (nijak nezdvisi na oscilacich v ptivodnim sméru), takze pro silu v druhém
sméru bude platit dF’ = Tg% dz. Pro celkovou silu mtizeme pséat

9%u

F=722
dF =T

dx,

kde u = (u,v)" a dF = (dF,dF’)". Druhy Newtoniiv zakon pak lze zapsat jako

&*u 0%u
ted
o ou_ T
ot2  p ox2’

Toto je nase dvourozmérna analogie vlnové rovnice. Dilezité je, ze zachovavame
fakt, ze vychylky v obou smérech jsou stdle funkce pouze dvou proménnych (Casu
a prislusné soufadnici) ¢ili mizeme provést fourierovskou substituci jak jsme zvykli.
To vede k vektorové rovnici

kde 1 je komplexni vektorova vychylka, pro kterou plati u = Re 1, pricemz redlnou
Cast bereme z kazdé komponenty zvlast. Toto je vlastné soustava algebraickych
rovnic, kterou lze zapsat v maticové podobé jako

%k2—w2 0 a\ _ (0
0 %kZ—oﬁ o)~ \0)’

kde 4 a ¥ jsou komplexni vychylky v jednotlivych smérech. Ve fourierovské substi-
tuci jsme predpokladali tvary feseni

ik —iwt
= Uop¢€ y

>

ikx—iwt
= vYpe 5

>

kde up a vo jsou potencidlné komplexni konstanty. Jelikoz exponencidlni cast je
pro oba sméry shodné, mizeme maticovou rovnici upravit na

%kQ—u;Q 0 uw) (0
0 %kQ—wQ v/ \0/)"
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Zde pouzijeme jiz znamy formalizmus z normélnich modi — takovéto rovnice maji
netrividlni feseni pouze pokud determinant této matice je nula

2
= <Tk2—w2> = w== Zk
P P

A 0
P

Dostavame stejny disperzni vztah jako v jednorozmérném pripadé. Matice se nyni
stéava nulovou matici, takze ug i vo jsou zcela neomezeny, tj. vinéni miuzeme zapsat
jako libovolnou linearni kombinaci

a(z,t) = ugetikTivt (é) 4 pgetike—ivt <(1]> 7

kde sméry propagace obou vln mohou byt nezdvislé. Témto odliSnym vindm se iké
polarizace daného vlnéni a vektor (uo, vo)T nazyvame polarizac¢ni vektor. Jak pres-
né uréime konstanty uo a vo? Uvazujme nyni konkrétni pripad — necht se svihadlo
pohybuje jako pri klasickém preskakovani, tj. obihd okolo rovnovazné polohy tak,
ze jednotlivé elementy se pohybuji konstantni tthlovou rychlosti po kruznicich, je-
jichz polomér se zvysSuje smérem ke stiedu Svihadla, kde dosahuje maxima. V case
t = 0 lze amplitudu Svihadla zapsat jako

u(z,0) = (Asmo(?)> 7

kde A je redlnd konstanta. Dilezitd je také rychlost svihadla v ¢ase t = 0, kterou

miizeme zapsat jako
Ou _ 0
ot~ \Aw sin(%) ‘

Jak tento pohyb zachytit pomoci polarizaci? U stojatého vinéni uz jsme zvykli, ze
pohyb lze zpravidla popsat jako superpozici dvou vin propagujicich se v opa¢nych
smérech. Navrhnéme tedy

fl(l‘ t) _ uo eisziwt + Ui efisziwt .
’ Vo U1

V case t = 0 potom plati

iz, 0) = (uoeim + ule—ikx> _ ((uo + uyp) cos(kz) +1(uo — u1) sin(m;)) .

voe*? 4y e (vo + v1) cos(kz) + i (vo — v1) sin(kx)

Redalnou ¢ast urc¢ime jako

u(z,0) = (Rewo + Rewr) cos(kz) + (Re(iug) — Re(iur)) sin(kx)
’ (Rewo + Rewy) cos(kz) + (Re(ivo) — Re(ivy)) sin(kz) |

205



FYKOS, XXXIV. roénik

T

Abychom splnili poc¢ateéni podminky, potfebujeme k = + a déle

Reuo +Reu; =0,
Re(iuo) — Re(iu) = A,
Revg +Revi =0,
Re(ivg) — Re(iv1) = 0.
Jelikoz pro obecné komplexni ¢islo plati
Re(iz) = —Imz,
muzeme psat
Reup = —Rewus,
Revo = — Rewy,
Imvo =Imuoy,
Imug=Imu; — A.
Toto jsou prvni ¢tyfi rovnice pro celkem osm nezndmych (redlné a imagindrni ¢asti
uo,1 a vo,1). Dalsi étyfi rovnice lze odvodit ze vztahu pro poc¢atecéni rychlost. Mame
ot N
87‘: = (—iw) @
a tedy
du _ w (Re(—iuo) + Re(—iu1)) cos(kz) + (Reuo — Rewu1) sin(kx)
ot (Re(—ivo) + Re(—iv1)) cos(kx) + (Revo — Rewvy) sin(kx) |
Tim jsme ziskali ¢tyfi rovnice
Imup = —Imu;,
Reuo = Rewur,
Imvg = —Imwy,

Revg =Revi + A.

Dosazenim z predchozich vztahi dostavame

Imu; —A=—Imu,
—Reu; = Rewus,
Imvy = —Imwy,

—Revy = Rewvi + A.
Vysledkem je

uo:—i—, Vo =

S
o s vo] s
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Celkovy casovy vyvoj lze popsat rovnici

Az 1) = —i%elkx -‘ri%e_lkw —iwt _ g Sin(%x) —iwt
u(x,t) = Agike _ A —ike e = - :c) e )

2 2

tudiz v redlné vychylce

Viny v plazmatu

Rozmeér, ve kterém viny osciluji, ovSéem nemusi byt pouze prostorova dimenze, muze
se jednat o jiny stupen volnosti. Tuto skute¢nost budeme reprezentovat na mode-
lu plazmatu. Predpokladejme, ze plazma se sklddd z nabitych castic, elektronu
a jader. Budeme uvazovat pomalé pohyby, tj. budeme predpokladat, ze jakdkoliv
dynamika elektront ustala a vedla k vybalancovani elektrického pole. Déle budeme
zkoumat pouze plazma, kde se veskeré hodnoty méni v prostoru pouze v zavislos-
ti na souradnici z kartézského souradnicového systému (predstavujme si tenky
sloupec plazmatu).

Pri feseni vyjdeme z rovnic magnetohydrodynamiky. Jednd se o soustavu dvou
skalarnich a dvou vektorovych diferencidlnich rovnic. Postupné je nyni predstavi-
me.

Prvni je tzv. rovnice kontinuity, kterd zajistuje, Zze se hmota plazmatu nikam
neztraci. Jeji tvar je

% + % (p'Uz) = 07
kde p je hustota plazmatu a v = (v,, vy, v.)" je jeho rychlost. Dalsf skalrni rovnici
je stavova rovnice plazmatu. Tu je obecné slozité urcit presné, takze zde pouzijeme
pouze obecnou fenomenologickou stavovou rovnici, kterda mé tvar

(240 2)(2) =0

ot Tox) \pr)

kde P je tlak v plazmatu a v je konstanta. Tteba pro idedlni plyn by se v pojila
s Poissonovou konstantou. Tato rovnice vlastné zajistuje adiabati¢nost stlacovani
plazmatu.

Mizeme prejit k vektorovym rovnicim. Prvni z nich je tzv. Navier-Stokesova
rovnice, kterd reprezentuje druhy Newtoniv zdkon v tekutinach

9 P ~ %5 0
v ox 1 9B
——|—m—v>: 0 | -=Bx|[-28],
p(at Y B 0 o N

ox

kde B = (B, By, BZ)T je magnetické pole v plazmatu a X znaci vektorovy sou-

vvvvvv
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strané jsou sily na jednotku objemu tekutiny, jednak kvtli nerovnosti tlaku a za-
druhé kvuli magnetickému poli, zatimco na levé strané je popsdna zména hybnosti
tekutiny v daném bodé.

Posledni vektorova rovnice je tzv. indukéni rovnice, kterd plyne z Maxwellovych
rovnic v nasem modelu a ma tvar

0
IB _ [ _awxB),
ot a(vxaﬁ)y
Ox

Primé feseni téchto rovnic je zfejmé extrémneé tézky kol — jednd se o soustavu
nelinedrnich diferencidlnich rovnic. Ukazuje se, Ze jedno relativné trividlni feseni se
sestava z klidového stavu p = po, P = Py, v =0 a B = By, kde veli¢iny oznacené
indexem 0 jsou konstantni jak v ¢ase, tak v prostoru. Kolem tohoto klidového stavu
Ize rovnice linearizovat, ¢imz ziskdme vlnové rovnice.

Bez jmy na obecnosti miuzeme predpokladat, Ze magnetické pole By lezi v ro-
vinné zz, tedy Bo, = 0. Déle prfedpoklddejme, Ze obecné proménné lze zapsat jako
p = po + pi(z,t), kde |p1| < |po| pro vSechny ¢asy a pozice (obdobné pro ostatni
velid¢iny). Dosazenim téchto vyrazti mizeme rovnice linearizovat, pokud zachovdme
¢leny pouze do prvniho fadu ,malych® veli¢in. Nezapomenme pritom, ze vo = 0.

Prvni rovnice je linearizovana jako

91, Oa

o TPy O

Druhé vyzaduje slozitéjsi tpravu
7] 0 P+ P
AN Y (N X Y
(at ' O ((po—i—pl)V)

-
(po+p1)_”=po_”<1+p1> %po_”(l—wl)-
Po Po

Pokud zachovavame pouze ¢leny do prvniho radu, dostavame

_, (0 1o} Yp1
v (<% < _ p, L =
Po (8t +vzax) <Po Py o +P1> 0.

Jelikoz Py je konstantni a ostatni ¢leny v druhé zavorce jsou jiz prvniho radu
Yy

»malosti“, pouze Casova derivace zlustane v nasem priblizeni do prvniho radu a plati

(pro nenulovou hustotu po)

Plati

8P1 'YPO 801 _

ot po Ot
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Navier-Stokesovu rovnici rozepiseme v jednotlivych komponentech vektori. Da-
le zavedeme tuhel «, ktery urc¢uje odchylku pole Bg od sméru osy x. Plati By, =

= Bgcosa, By, = Bosina, kde By = |Bo|. Potom mtzeme psit (zde jiz bez
odvozeni, zadné zvlastni triky tu nejsou)
8vlz _ _8P1 _ LB SinaaBlz
P T on 1o 0 oxr
Qui: _ iB cosaiBlz
0 ot Ho 0 or ’
Oviy 1 1
= —Bpcosa Y
Po En o 0

Naésledujici tfi vztahy odvodime obdobnym zptisobem z indukéni rovnice

OB
5 =0
agtlz = By cosaaglz — By sinaaglz ,
z z
0B
atly = By cosa ;;y

Celkem tedy mame osm rovnic pro osm neznamych — 3 komponenty Bi, 3
komponenty vi, p1 a Pi.

Ve vektorovych rovnicich jsme zdmérné psali komponentu y jako posledni. Du-
vodem je, ze jsou oddélené od ostatnich — nezndmé v1, a Bi, se vyskytuji pouze
v nich. To znamena, Ze vlnéni popsané témito dvéma rovnicemi je nezavislé na
vlnéni, které je popsano zbytkem rovnic.

Déle postupujeme jiz standardné — provedeme fourierovskou substituci pro
viechny veli¢iny typu pi(z,t) — p1 = Ae™ 7! kde A je komplexni konstanta
a p1 je komplexni vychylka (v tomto pripadé hustoty). VSech osm rovnic pak lze
zapsat jako dvé maticové rovnice (jedna pro proménné vi, a Bi,, drubd pro ostatni

proménné)

—iwpo —ik#—IOBo cos « 11:1y _ 0
ik Bg cos « iw By, 0/’

—iwpo 0 %Bo sin o 0 ik Vg 0

0 —iwpo — =By cosa 0 0 U1, 0
ikBgsina —ikBg cosa —iw 0 0 Bi.|=10]|,

ikpo 0 0 —iw 0 1 0

0 0 0 iwe 2 0

PO

kde jsme vypustili trividlni rovnici —iwB1, = 0, ze které plyne prave Bi, = 0. Tim
méame dva potencidlni typy vinéni. Abychom uréili disperzni vzorec, je potieba
spocitat determinant matice odpovidajici danému vlnéni. Zde se budeme vénovat
pouze vlnéni v v1, a Bi,. Tyto vlny nazyvame Alfvénovy viny.
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FYKOS, XXXIV. roénik

Determinant matice 2 X 2 ur¢ime snadno

lkBO Cos & iw 2 1 2 2 2
. tLB =k"—DBjcos”a—wpo .
—iwpo —ik - Bo cos 140

Z podminky, ze determinant musi byt roven nule, vychéazi disperzni vztah

_ Bocosa i
V HopPo

To znamend, Ze viny maji linedrni disperzi (stejnou jako svétlo nebo zvuk) s fazovou

rychlosti
_ Bg cos a

VUp = .
P Hopo

Plati tedy, ze ¢im vice je pole By odklopené od sméru z, tim pomaleji se viny pro-
paguji. Pro urceni polarizacnich vektoru dosadime tento vysledek zpét do maticové

rovnice LB cos o
(e ) ()- ()
—1W\/p70 B S By, 0
Z cehoz plyne, ze mozné feseni je

Biy ~Trom) |

kde v je komplexni konstanta s rozmérem rychlosti. Oscilace v B, probihaji v pfi-
mé antifdzi k oscilacim v1, a jsou vétsi pro nizsi hustotu plazmatu po.

Zavérem

V tomto seridlu jsme postupné objevovali systémy, které vSemozné kmitaji, vini se
a osciluji v blizkém okoli lokdlniho minima energie. Svét vin ovSem neni omezen
pouze na malé oscilace, existuji i typy vlnéni, které splnuji nékteré charakteristi-
ky (naptiklad zachovavaji tvar pfi pohybu), ale od jednoduchych vin se odlisuji.
Napriklad rovnice, kterd je popisuje, mize byt nelinearni, takze viny musi mit
konkrétni amplitudu. Nelinedrni rovnice jsou ovsem vyrazné slozitéjsi na feSeni,
zejména kvili tomu, ze nemizeme uplatnit princip superpozice. Takové systémy
se v soucasnosti stdle zkoumaji. Nicméné linedrni vinéni a oscilace se stdle hod-
né casto objevuji v mnoha systémech a my véfime, ze zkusenosti nabyté v tomto
seridlu se Vam budou velmi hodit ve Vasi fyzikalni kariére.

Uloha VI.S ... nabita struna 10 bodi

Uvazujte napnutou strunu o délkové hustoté p, kterd je navic rovhomérné nabi-
td s délkovou nabojovou hustotou A. Napéti ve struné je 7. Struna se nachézi
v magnetickém poli o konstantni velikosti B, jez je ve sméru struny v rovnovazné
poloze. Vasim tkolem bude popsat nékolik aspektt kmitani této struny. Nejprve
bude tfeba sestrojit vlnovou rovnici. Zanedbejte indukéni efekty (pfedpokladejte,
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ze struna je perfektné izolujici, a tedy ndbojova hustota zlistdva konstantni) a ur-
¢ete Lorentzovu silu na jednotku délky pro malé oscilace struny v obou smérech
kolmych na smér jejtho napnuti. Tuto silu pouzijte pro sestaveni vlnové rovnice
(ta déle obsahuje silu plynouci z napéti struny). Provedte fourierovskou substituci
a urcete disperzni vztah v aproximaci malého pole Bj; konkrétné uvazujte Cleny

do prvniho fadu v g = : \)‘/B? < 1, kde k je vinové cislo. Urcete dva polarizacni
P

vektory, tentokrat pouze do nultého rfadu v 5.

Nyni predpokladejte, ze v urtitém misté struny vytvorime vlnu, kterd bude
oscilovat pouze v jednom sméru. V jaké vzdalenosti od puvodniho bodu bude vina
stocend o devadesdt stup1ii? (Tesend str. 23 )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha IS ... kmitame
. L Seridl zacneme zkouméanim nékolika mechanic-
1 kych oscildtori, u kterych nds bude zajimat pre-
devsim urceni frekvence volnych kmiti. Dale si
zopakujeme, jak vypada oscilator ve fazovém
prostoru.

1. Uvazujme duty nehmotny kuzel, do jehoz spicky vlozime kamen o hmotnos-
ti M. Kuzel ponorime spickou dolii do vody o hustoté p, ve které bude plovat.
Urcete rovnovaznou hloubku ponoru kuzele mérenou od spicky h, pokud je
celkova vyska kuzele H a polomeér zakladny R. Dale naleznéte tihlovou frek-
venci malych vertikalnich kmita kuzelu.

2. Predstavme si zavazi o hmotnosti m pridélané na nehmotné pruziné o tuhos-
ti k a klidové délce L. Pokud pruzinu na druhém konci upevnime, dostaneme
kyvadlo. Spocitejte prirozenou tihlovou frekvenci jeho oscilaci, pricemz pred-
pokladejte, ze délka pruziny se béhem pohybu neméni. Ndsledné urcete maly
rozdil v tihlové frekvenci Aw, o ktery se uhlova rychlost tohoto kyvadla lisi od
pripadu, ve kterém je pruzina nahrazena nedeformovatelnou tyci se stejnou
klidovou délkou. Pritom predpokladejte kL > mg.

3. V terénu, ktery se sklada z periodicky se opakujicich parabol s vyskou H
a Sitkou L, se nachazi kostka cukru s hmotnosti m. Popiste jeji potencidlni
energii jako funkci souradnice v horizontdlnim sméru a ndsledné nacrtnéte
mozné trajektorie jejtho pohybu ve fizovém prostoru v zavislosti na rych-
losti vo, kterou ma pri priichodu vrcholem paraboly. Na néacrtku oznacte
vsechny vyznamné vzdalenosti. Pro vychylku pouzijte horizontalni sourad-
nici, vhodné prizpiisobte jednotky hybnosti v horizontalnim sméru. Pri vy-
poctech zanedbejte kinetickou energii pohybu kostky ve vertikdlnim sméru
a predpokladejte, Ze stale ziistava v kontaktu s terénem.

Kuzel
Pokud je kuzel ponotfen do hloubky h, je jeho polomér v drovni hladiny roven
R
= —h

"TH

a jeho objem pod hladinou bude
1 2 T[R2h3
V= 3™ h = Ve
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Vztlakova sila piisobici na kuzel je tedy

kde znaménko minus znadi, zZe sila pusobi v opa¢ném sméru vzhledem ke sméru
ponoru h. Tihova sila ma velikost Mg a pusobi ve sméru souradnice h, z nulové
vyslednice sil v rovnovazné poloze tedy vyplyva

3MH? o he 3MH?
npR? ~ \ mpR2?

ol

h’ =

Pii malé vychylce Ah < h, kterd zvétsi ponor kuzele, dojde ke zvétseni vztla-
kové sily Fy, jez ma nyni velikost

npgR? 3 npgR? 5 Ah TtpgR? | 5 3Ah
v =— = - 14+ — ~— 1+—— .
F; 312 (h+ Ah) S h + W EVIE h + 5

Vyslednice sil pusobicich na kuzel je potom rovna

npgR2h3 3Ah _ npgR2h?

3H2 h  H? A

AF=F, +F,=F,—F=—

Pro zrychleni kuzele dostavame

AP TcpgR2h2
=— =—-"""""A
M MH? hs

coz indentifikujeme jako zdkladni rovnici pro harmonické kmity. Frekvence kmittu

je
1
_ |mnpgR2h? [ mpgR? 3MH? Inpg> R\ ©
o MH?2 ~— \ MH? npR? h MH?
Kyvadlo
Prodlouzeni pruziny zfejmé bude
mg
AL =—=
k )

frekvence oscilaci kyvadla je dédna jako

Vs e V)

Oproti kyvadlu s nedeformovatelnou tyc¢i tedy existuje rozdil ve frekvenci kmit,
pro kL > mg muzeme psat

1
B mg\~: _ /g _mg [g
Aw=n/T (H kL> I %LV L

Dulezitym kvalitativnim pozorovanim je, ze prodlouzenim tyce se zmensi thlova
frekvence kmitu kyvadla.
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Kostka cukru
V naznaceném souradnicovém systému mé jedna z parabol vrchol v poéatku. Jeji
obecny predpis je tedy

y=ca’,
kde x je horizontalni souradnice a ¢ nezndmé konstanta. Vzhledem k tomu, Ze
stejnymi, periodicky se opakujicimi parabolami je tvoren cely povrch, se v dalsich
tvahach mizeme omezit na interval

HANS {fé £}
2721
Aby méla parabola v bodé x = % vysku H, musi platit
L? 4H
H = CI = CcC = ﬁ .

Potencialni energie kostky ma proto tvar

Pro nacrt fazového prostoru je zapotrebi urcit celkovou mechanickou energii,
ktera bude rovna

1 5 p2 dmgH -
Ezimv + F :%—i— 72 x°.
Energie se zachovava, pricemz v pocatku plati
1
E = §mv§ .

Z toho postupnymi Gpravami dostavame

x> + p2 L’ = 1mv2 L
2m 4dmgH 2 ° 4mgH'’
2 272
L
f*a%ﬁ:?H~
7 8

Odtud vidime, ze kostka ve fazovém prostoru opisuje kruznici s polomérem

’U()L
SgH '’

8m2gH
—

Nyni uz je snadné tyto vysledky zobecnit a popsat pohyb kostky po parabolach,
které nemaji stied v pocatku — kostka bude ve fazovém prostoru opét opisovat

r=

udévame-li hybnost v jednotkach
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kruznici, jejiz stfed bude lezet na ose x v bodé, v némz mé vrchol parabola, ve
které se kostka pravé nachézi.

Dilezitym poznatkem je, ze toto plati pouze tehdy, je-li pocdtec¢ni kinetickd
energie mensi nez potencialni energie v nejvyssim bodé paraboly, tedy pokud plati

1
Emvg < mgH

vo < A/2gH .

Ve fazovém prostoru to odpovida kritickému poloméru kruznice

_L _L
V8gH =~ 2’

jak lze ocekdvat z geometrie zadané paraboly. Pokud je energie kostky vyssi, bude
se vzdy pohybovat po ¢asti kruznice s prislusnym polomérem v dané parabole.
Od okamziku, kdy presdhne nejvyssi bod, bude pokracovat po Casti kruznice se
stfedem ve stfedu vedlejsi paraboly (viz obrézek b).

neboli

r<+/2gH -

~N
AY
ro x % a7 R
| 1, L \\I |
l I 5 | l
l \ l
t i } -
| voL ,l [
l I\ /3o H, | l
| I 97 |
l AN S l
7/
| \\\\ _-7 |
[ 1° [
l l
- -

4

/

\
\

|
|
|
I - -
| |
| |
| |
| |

vy

vertikalni ¢ary oznacuji hranice parabol. Carkovana kruznice znaci kruznici
s kritickym polomérem. Carkované sipky oznacuji smér pohybu ve fazovém
prostoru.

Ve standardnim prostoru si lze tyto dvé alternativy predstavit nésledovné. Prv-
ni moznosti je, ze kostka osciluje okolo vrcholu paraboly, pricemz vzdy zpomaluje,

kdyz se bliz{ do maximalni vysky odpovidajici vychylce z = +—2 LH. V ni se ob-

rati smér rychlosti, a kostka se tak zac¢ne vracet zpét k vrcholu paraboly. V tomto
ptripadé méa kostka malou energii a je omezena na pohyb v rdmci jediné paraboly.
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Pokud mé4 ale kostka dostateénou energii (tedy vo > +/2gH ), miize pfekonat
nejvyssi bod paraboly a nasledné pokracovat v pohybu stejnym smérem. Pii vy-
stupu bude sice stdle zpomalovat, ale jeji rychlost nikdy neklesne na nulu, a proto
nikdy nezméni smér. Kostka se tak muze volné pohybovat jednim smérem naptic¢
parabolami.

Uloha IS ... kmitajici RLC

Uvazujme obvod, ve kterém jsou sériové zapojeny civka, kondenzator, rezistor
a zdroj napéti. Civka ma indukcénost L, kondenzator ma kapacitu C a rezistor
m4 odpor R. Zdroj vytvari stridavé napéti U = Uy cos(wt). VSechny soucdstky
povazujte za idedlni. S pomoci zdkona zachovani energie napiste rovnici pro naboj,
rychlost ndboje (proud I) a zrychleni ndboje (rychlost zmény proudu I). Jedn4 se
o rovnici tlumenych kmitii. Porovnate-li ji s rovnici pro tlumené kmity zédvazi na
pruziné, co v tomto obvodu hraje roli hmotnosti, tuhosti pruziny a treni? Jaka je
prirozena frekvence kmiti?

Daéle pomoci velicin L, R a w vyjadrete kapacitu kondenzatoru, pri které by
byl fizovy posun napéti na kondenzatoru roven 7. Jaka bude amplituda napéti na
kondenzatoru pri tomto fizovém posunu?

Rovnice pro naboj, jeho rychlost a zrychleni je mozné odvodit pomoci zédkona za-
chovani energie, ktery ndm 1iké, ze soucet napéti pres vSechny komponenty obvodu
musi byt roven napéti na zdroji, neboli
Q _ :
- + RI+ JL = Uy cos(wt) .
Za vychylku lze v tomto systému povazovat nidboj na kondenzatoru, za rychlost
proud [ a za zrychleni pak zrychleni proudu J. Tim paddem hraje roli tuhosti pru-
ziny veli¢ina é, hmotnost odpovidé indukcnosti L a konstantu tfeni v lze vyjadrit
jako % (musime si uvédomit, ze jsme silu tfeni definovali jako ymwv, a tedy koe-
ficient u tfeci sily je ym; proto délime R veli¢inou L, jez odpovidd hmotnosti).
Roli vnéjsi sily F cos(wt), kterd nuti systém k oscilacim, hraje napét{ Uy cos(wt).
Prirozena frekvence kmitti oscildtoru s pruzinou je ddna jako wo = \/g , cemuz
v nasem obvodu odpovidd wo = \/CI .
Fazovy posun mezi napétim a oscilacemi naboje je dén vztahem

cot = Wg il
g 900 - wa )
ktery jsme odvozovali v seridlu. Napéti na kondenzatoru se méni s oscilacemi naboje
na kondenzatoru takze sdili stejny fazovy posun. Pro pozadovany fazovy posun lze
psat
2 2
T wg — w
cotg— =1="2"=,
4 Yw

wp=w(y+w),

216



Resent iloh ze seridlu

V nasem obvodu pak plati

1 (§+)
LC “\r7%)
1
C_w(R—FwL)'

Amplituda napéti na kondenzdtoru zdvisi na amplitudé nédboje na kondenzatoru
(oznacime ji Qo) jako

Qo
Uc=—.
“T7C
Amplituda néboje je ddna vztahem pro amplitudu tlumenych kmita, je tedy rovna
F Uo
Qo = \/(WQ _wTZ)Z_'_ 20,2 - 1 > 2 R -
0 7 \/ (zo —w?) + fzw?
U
T Uo

Vo (B ra) -+ Bor V2R

kde jsme v poslednim kroku dosadili za ziskanou hodnotu C. Dostavame vyslednou
amplitudu kmitt napéti, kterd ma velikost

Uo Uo L
Uo = R+L:—(1+ —).
c ﬂwa( wL) 7 wR

Uloha I11.S ... elektron v poli

Uvazujte ¢dstici s ndbojem q a hmotnosti m, ktera je prichycend k pruziné o tuhos-
ti k, jejiz druhy konec je ukotven v jednom bodé. Predpokladejte, ze pohyb castice
je omezen na pohyb v jedné roviné. Cely systém je v magnetickém poli o velikosti
By, které je kolmé na rovinu pohybu céastice. Pokusime se popsat mozné oscila-
ce této cCastice. Zacnéte sestavenim rovnic pohybu pro tuto cédstici — nezapomiite
zapocitat vliv magnetického pole.

Poté predpokladejte oscilujici pohyb pro obé kartézské souradnice ¢astice, a pro-
vedte Fourierovskou substituci, tj. nahradte derivace ndsobky iw, kde w je frekvence
oscilaci. Vyreste vyslednou soustavu rovnic tak, abyste ziskali pomér amplitud os-
cilaci a frekvenci oscilaci. Takto ziskané reseni je pomérné slozité, a abychom mu
Iépe porozumeéli, je vhodné priblizit si ho v jednodusim pripadé. Predpokladejte
tedy dale, ze magnetické pole je velmi silné, tj. anBzg > % Urcete pribliznou hod-
notu (hodnoty) w v této aproximaci, hledejte vzdy nejvyssi nenulovy rad priblizeni.
Déle nacrtnéte pohyb (pohyby) ¢astice v redlném prostoru pri této aproximaci.
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Na céastici ptsobi dvé sily. Prvni silou plisobi pruzina, kterd vraci ¢astici zpét ke
kotvicimu bodu. Zavedme soustavu souradnic s pocatkem v tomto kotvicim bodé.
Pozice ¢astice je r a sila, kterou pusobi pruzina, je tedy

F,=—kr.
Daéle na ¢astici pusobi Lorentzova sila
FL=qv xB,

kde v je rychlost ¢astice. Rychlost Castice 1ze vyjadrit jako derivaci pozice Castice

godr
Todt

Necht rovina, ve které se ¢astice pohybuje, je rovinou zy nasi soustavy sourad-
nic. Pak ma vektor B nenulovou slozku pouze ve sméru z a plati

v x B = (v,B;,—v.B,0) ,

kde vy je y-va slozka vektoru v, a obdobné to je pro ostatni slozky a vektory.
Zavedme nyni r = (z,y,0) a oznacme velikost vektoru B jako |B| = B, = By. Pak

dy dx
FL = (qBo==,—qBo— .
. (q EETA Odt’o)
Newtonuv druhy zdkon nam d4

2

d°r
Fp —+ FL = m@ .
V souradnici z je tato rovnice
dy d%z
—k Bo—= =m—
rhabeq =M
a v soufadnici y pak
dz d2y
—ky —qgBo— =m—.
Yameq T Mg

Pokud predpokladdme, ze jak x, tak y s casem osciluji, lze psat

iwt
T = e y

iwt
y = Pe

a muzeme provést Fourierovskou substituci pro x

dx .

— =iwz,
dt

d2.’r _ 2
FTER
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Resend tloh ze seridlu
a obdobné pro y. Pohybové rovnice jsou tedy
—kx + iwqBoy = —mwa,
—ky — iwgBox = fmwa.
Z prvni rovnice vyjadiime y
iwqgBoy = (k — mwQ) T.

Vydélenim oscila¢nim faktorem, ktery je spole¢ny pro x i y, pak dostavame

iwqBof = (k — mw2) a,
2

5= k—muw a—fikimw o
© iwgBo wqBo
Ziskali jsme pomér amplitud oscilaci
k _ 2
B_ _komw (99)

«@ wqBo
Dosazenim do druhé rovnice (a vydélenim oscila¢nim faktorem) dostévime
—kB — iwqBoa = fmwz,B,

—iwgBoa = (k — mwQ) (—1) %

Pti vydéleni o muzeme ziskanou rovnici fesit pro w

—iwqBy = —i——+——,
q2ng2 = (k fmw2)2 ,
+qBow = (k — mwz) .

Vydélime rovnici m a zavedeme wg = £

Tuto rovnici fesime jako kvadratickou rovnici

2 2
w'tww —wy =0,

_ Fwe + Jw? 4 dw?

2 )

w

kde £’ je nezdvislé na £. Aby byla frekvence kladné é&islo, mame dvé moZnosti;

bud
2 2132
W e we_ JTBy |k abo
wL= 4 W 2 4m? +m 2m

219



FYKOS, XXXIV. roénik

nebo

2 2 R2
o fwe 5, we _ [q*B; k qBo
CENT T T e T T o

Nyni situaci zjednodusime predpokladem ze zadani. VSimnéme si, Ze z néj ptimo
plyne
2 2
We > W -

Pro frekvence plati
We wE W | We W We
W= 1—&—4%2—2%2(1—&—2%2)—
wj _km k

we mgB  qBo’

2 2
wy = 2 1+4“’g+“°zwc<1+2“g)+
w,

| &

2 We 2 2 c

Do prvniho nenulového fddu lze tento vyraz priblizit jednoduse jako

Vidime tedy, ze frekvence wi odpovidd pomalym oscilacim, zatimco frekvence wo
odpovida spise rychlejsim oscilacim (rychlymi oscilacemi myslime ty s frekvenci
okolo we > wo). Dosazenim do vzorce pro pomér amplitud (@) a poloZzenim w =
= wi ziskdvame

k2
3 'k—miqZ)Bg ( m2k )
p1 = — =—ji—F=—i(|1- .

2
aly=w, k ¢?’Bim
Zde si muzeme vsSimnout, ze druhy ¢len v zdvorce je zanedbatelny, ¢imz padem
dostaneme
pP1 = —i.

Pro frekvenci w = w2 je
22
.k*mqu;O ( km? )
p2 = —i = —i -1 .

4% B2 mq? B2
m

Prvni ¢len v zavorce je opét zanedbatelny, takze plati
p2 = i.
Pro prvni typ kmitd jsou rovnice oscilaci
T = Aeiwlt
9

iwyt

y = —iAe™",
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Resend tloh ze seridlu
kde A je ngjaka konstanta. Pokud zapiSeme —i = e_i%, miuzeme pro oscilace (ten-
tokrat vezmeme opravdu redlnou ¢ast explicitné) psat

x = Acos(wit) ,

y = Acos (wlt — g) = Asin(wit) .

Toto je rovnice pro pohyb po kruznici o poloméru A. Smér pohybu je proti sméru
hodinovych rucicek. Pro druhy typ kmiti méme obdobné

iwat
x = Ae'?",

-4 iwgt
y =ide“?" |

x = Acos(wat) ,

y = —Asin(wat)

a pohyb probiha po stejné kruznici, ale po sméru hodinovych rucicek. Muzeme si
vSimnout, ze pomalejsi kmity (tedy ty s mensi energif) odpovidaji kmitim, které
vytvar magneticky moment ve stejném sméru jako pole B (zndzornéno vlevo na
obrazku p7). Naopak druhy typ kmitt mé opaény smér k poli B a vyssi energii.

— _ gBo
\ = — / \ = —

Y N w qBo 7 N w m 4

N d N 7

N . N .

Xz S < P S< -7

Obr. 57: Nacrtnuti oscilaci systému - ¢astice obihd po nebo proti sméru
hodinovych rucicek. Magnetické pole ukazuje ven z papiru, tj. predpokladdme
kladné By. Déle predpokladame kladné g. Vyssi frekvence je frekvence obéhu po
smeéru hodinovych rucicek.

V dané aproximaci (v silném magnetickém poli) se systém snazi minimalizo-
vat energie vstupem do paramagnetického stavu. V realnych materidlech ovsem
zprostredkovavaji magnetismus elektrony, pro které je ndboj zadporny. To zpusobi
zménu znaménka v poméru amplitud, a tedy zménu sméru obéhu c¢astice — nizsi
stav energie je v diamagnetickém usporadani.

221



FYKOS, XXXIV. roénik

Uloha IV.S ... oscilace oxidu uhli¢itého

Budeme modelovat kmity v molekule oxidu uhlic¢itého. Jedna se o linearni mo-
lekulu s jednim atomem uhliku mezi dvéma atomy kysliku, lezicimi spolecné na
jedné primce. Uvazujme pouze kmity podél této primky. Predpokladejme, Ze pro
malé vychylky Ize molekulu modelovat jako spojeni uhlikového atomu s kazdym
z kyslikovych pomoci pruzin o tuhosti k. Atom uhliku ma hmotnost M, hmotnost
kyslikového atomu je m.

Sestavte rovnice urcujici sily, které piisobi na atomy pri malych vychylkach
podél osy uvazované molekuly. Ta je symetrickda vici zameéné nékterych atomii.
Vyjadrete tuto symetrii pomoci matice ptisobici na vami definovany vektor vychy-
lek. Dale urcete vlastni vektory a vlastni ¢isla této matice. Takovato symetrie vsak
neni kompletni — vysvétlete, které stupné volnosti nezahrnuje.

Dale sestrojte maticovou rovnici popisujici kmity systému. Dosazenim vlastnich
vektorit z matice symetrie, které rozsirite o symetrii neomezené stupné volnosti,
urcete normélni mody systému. Déle spocitejte jejich tuhlovou rychlost/frekvenci
a nacrtnéte sméry oscilaci. Jaké dalsi mody (stdle pouze ve sméru osy molekuly)
by systém mohl obsahovat? Urcete frekvenci a smér pro kazdy mod, jejz se vam
podari nalézt.

Zvolme soustavu souradnic s poc¢atkem na pozici uhlikového atomu v rovnovazném
stavu. Vychylky atomu z jejich rovnovazné polohy oznac¢me v poradi zi, X a x2
pro levy kyslik, uhlik a pravy kyslik. VSechny vychylky méfime ve sméru rostouci
souradnice z. Na kyslikové atomy budou pusobit sily

F 1 = ]C (X — 131) ,

F2 =k (X — .’EQ) .
Silu pisobici na atom uhliku spocitame jako

F=—-F—F :k(x1+x272X) .

Vidime, ze zdménou indexu kyslikovych atomi 1 <— 2 dostaneme pfesné stejnou
soustavu rovnic. Definujme vektor vychylek jako

1
vV = X2
X
Matice symetrie S méa potom tvar
0 1 0
S=[(1 0 O
0 0 1

Abychom nasli vlastni vektory, musime nejdiiv urcit determinant matice S — Al,
kde A je vlastni ¢islo. Tento determinant musi byt roven nule pro netrivialni vliastni
vektory, neboli

-2 1 0
1 = 0 =0.
0 0 1-2AX
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Tato matice je blokové diagondlni, takze plati

-2 1 0 g

I =x 0 :’ ‘(1—)\):()\2—1)(1—)\):0.
J

0 0 1-2A

Vlastni c¢isla jsou A = %1 s tim, ze pro A = 1 oCekdvame dva vektory — jedna se
o dvojity koren rovnice.
Pro A = —1 urcime vlastni vektor jako

3 9E)-6)

kde a, 8 a v jsou komponenty vlastniho vektoru. Jediné netrividlni feseni dosta-
neme pro
1
Vi1 = -1 :
0

ale jakykoliv skalarni nasobek tohoto vektoru také funguje. Pro kofen A = 1 fesime

rovnici
-1 1 0 e’ 0
(o))
0 0 O ol 0

Koeficient «y zfejmé neni nijak omezen. Toto predstavuje neldplnost nasi symetrie —
permutace vychylek atomt kysliku neklade zadné naroky na vychylku uhliku. Ta
predstavuje nezahrnuty stupen volnosti. Toto je ovSem pravda pouze pro vektory,
které odpovidaji A = 1. Pro A = —1 jsme vidéli, ze vychylka uhliku je symetrii
donucena k nule.

Mame tedy dva vlastni vektory, které odpovidaji A = 1, a sice

() -

nebo jejich libovolnou linedrni kombinaci.

Nyni sestrojme dynamickou rovnici popisujici tento systém. Sily pisobici na
atomy lze prepsat jako zrychleni vychylek atomu vynasobené jejich hmotnostmi.
Pro tato zrychleni mizeme provést fourierovskou substituci, abychom dostali sou-
stavu rovnic. Naptiklad rovnice pro atom kysliku nalevo se zméni na

mit=k(X —21) = —mwlri=k(X-—z),
separaci proménnych X a x; ziskdme

kX+(mw2—k)m1:O.
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Vsechny rovnice lze shrnout jako

mw? — k 0 k T 0
0 mw? — k k 2| =(0].
k k Mw? —2k) \X 0

Dosadime nejprve vektor typu vi. Pro ten plati (dovolime-li libovolnou hodnotu
skaldrniho ¢initele)

mw? — k 0 k «@ 0
0 mw? — k k —a|=1(0
k k Muw? — 2k 0 0

Velmi rychle zjistime, Ze tato soustava rovnic mé reseni pri
2
(mw . k) a=0,

¢imz ziskdvame prvni frekvenci oscilaci

k:
w1 = — .
\lm

—_— — —

Obr. 58: Naznaceni pohybu oscilujicich modi. Pii pohybu vzdy plati zachovani
hybnosti a celkovd hybnost pfi téchto modech je konstantni. Pfi transla¢nim
modu je konstantni i vzdilenost mezi atomy.

Déle dosadime obecnou superpozici vektoru ve a vektoru vs, coz odpovida
rozsiteni o nezahrnuté stupné volnosti v symetrii. Dostavame soustavu rovnic

mw? — k 0 k @ 0
0 mw? — k k al=1[(0].
k k Mw? - 2k) \~v 0
Prvni a druhd rovnice jsou stejné, tieti je jind. Mame tak dvé ruzné rovnice pro
dvé nezndmé

(mwQ—k)a—l—k'y:O,
2k:a+(Mw2—2k)7:O.
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Z prvni rovnice si vyjadfime parametr

7:(1_%“}2)’

ktery dosadime ho do druhé, ¢imz ziskdme

<2k+ (Mw? — 2k) (1 - %uﬂ)) a=0,

w? <2m—|—M(1— %wz)) a=0.
Jedno Teseni je w = 0, pri kterém systém neosciluje. Druhé reseni je

k

mM
M+2m

kde bereme v tvahu pouze kladny koten. Pro neoscilujici mod je v dano jako
v=a,

a vzdéalenosti mezi atomy jsou v tomto modu konstantni, jak bychom ocekavali.
Pro oscilujici mod plati

f(l,mwk)a,(l,w)a,;@a
= k  mM - M M

a vlastni vektory normalnich modu jsou

1 1
vy = 1 o ove=|1
2m 1

™

Timto zpusobem jsme ziskali t¥i vektory pro systém s tfemi stupni volnosti - zadné
dalsi normalni mody nemohou existovat. Nicméné pokud byl v feSeni opomenut
ptipad w = 0, 1ze ho odvodit pouze na zékladé fyzikalni ivahy — systém je translac-
né invariantni Cili se mize posouvat konstantni rychlosti ve stejném usporadani
atomu. Pro kontrolu muzeme dosadit feseni, kdy vSechny souradnice vykonavaji
stejnou rychlosti rovnomérny pohyb, tj. lze zapsat X = 1 = x2 = xo + vot, kde
o a vo jsou konstanty. Takovy pohyb bychom nazvali transla¢ni mod.

Nakonec poznamenejme, ze druhy oscilujici mod muZzeme v redlném systému
pozorovat jako absorpci svétla s vinovym é&slem okolo 2349 cm ™. Prvni oscilujici
mod neni v primé absorpci vidét, jelikoz nemé dipdlovy moment. Tato absorpce je
jednim z dulezitych komponentt sklenikového efektu.
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Uloha V.S ... rezonance a tlumeni

1.

Lano

Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(x,t) z rovnovdzné
polohy, které spliiuji vinovou rovnici s tlumenim

0? o? 0

ou _ UQJ + Fﬂ ,

ot? ox? ox
kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou
substituci a urcete disperzni vztah. Vyreste jej pro vinové ¢islo k. Jakou
podminku, vyjadrenou pomoci frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I,
musi viny spliiovat, aby byly na lané pozorovany uzly (body, ve kterych lano
zistdvd v rovnovdzné poloze, ale v jejichz okoli se pohybuje)?

. Uvazujte svihadlo, prichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdale-

nosti L od stény jej chytneme do ruky a zacneme s nim pohybovat nahoru
a dolt, ¢im# v ném vytvorime vinéni. Svihadlo s délkovou hustotou A\ udrzu-
jeme v napéti T' ve sméru od stény, vychylka tedy splniuje rovnici

0%u T 0%u

ot2 X ox?’
Pro vychylku konce svihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot).
Predpokladejte, Ze reseni Ize zapsat ve formé dvou rovinnych vIn, pohybuji-
cich se v opacnych smérech. Naleznéte takové reseni pouze s vyuzitim zada-
nych parametru, tj. T, A\, L, A a wo. Vysledné feseni ma amplitudu rostouci
nade vSechny meze pro urcité frekvence. Urcete jejich hodnoty a jim odpovi-
dajici vinové délky.

Fourierovskd substituce nahrazuje Casové derivace mocninami —iw a prostorové
derivace mocninami ik, kde k je vlnové ¢islo a w je frekvence vinéni. Rovnice ze
zadani prejde na

kde 4 = upe

staneme

—w?t = —v’k*a + ik 4,
i(ke—wt) je komplexni vychylka. Rovnici vydélime vyrazem —v2d a do-
2
w 2 r
'1_)72 =k — 1*2]?

Pravou stranu doplnime na ¢tverec
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Nyni mame dvé moznosti. Bud plati 4w?v? > I'?, potom

. T 1
k—lﬁ =+—+/4w? -T2,

202
b= il + V4w?v?2 — T2
o 202

a vlnové ¢islo k je komplexni. Pro vychylku dostaneme

s iz S4w202 T2 _I -
1wtei121}2 4w?v?2—-T e F2’U2 )

~ ikx—iwt
U = uge =

upe
Vychylka mé uzel v bodech

T

507 4w2v2—1"2:g+mc,

kde n je celé cislo.
Druhou moznost{ je 4w?v? < T'?, potom

. I i

k_lﬁ::tﬁ F2_4W2U27
i

ﬁ (F + F2 — 4w2U2)

a vlnové ¢islo k je Cisté imaginarni. Pro zévislost komplexni vychylky v tomto

pripadé plati

N ik x—iwt —iwt 7%(1& 1"274“;%2)
U = upe = upe e 2v .

To znamend, ze zavislost amplitudy na soutfadnici x je Cisté exponencialni a neob-
sahuje tedy zadné uzly. Po provedeni odmocniny za predpokladu, ze I', w a v jsou
kladné, dostavime hledanou podminku pro existenci uzli

' <2wv.

Svihadlo

Druhé ¢ast tlohy pouziva vlnovou rovnici

Pu_ T
otz X 0x2’

Mizeme rovnou uréit disperzni vztah pomoci fourierovské substituce

=5 (-K).

by
/T

Obecné rovinna vina sitici se podél osy z je popsdna rovnici

G (x,t) = Blei(kwfmt*m) ’
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ve které jsou amplituda Bi, vlnové cislo k1, ihlova frekvence wi a pocatecni faze 1
realna cisla. Podle zadani hleddme Teseni ve tvaru dvou proti sobé se pohybujicich
vin neboli

4 =11 + U2,

kde je bez jmy na obecnosti k1 kladné a k2 zdporné. Predpokladdme kartézskou
soustavu soufadnic, v niz je osa x shodna s klidovym stavem svihadla. Bod, kde se
svihadlem pohybujeme, se nachdzi v x = 0. Okrajové podminky jsou nésledujici.
Nejprve musime zajistit, ze zacatek svihadla se pohybuje spolecné s nasi rukou

Re(0,t) = A cos(wot) .
Déle, konec svihadla u stény zustava nehybny
a(L,t) =0.

Zacneme prvni podminkou, do které dosadime Ree'® = cos(x). Nésledné vyu-
zijeme sudosti cosinu a nakonec pouzijeme souctovy vzorec

A cos(wot) = By cos(wit + ¢1) + Bz cos(wat + p2) =
= B (cos(wit) cos p1 — sin(wit) sin 1) +
+ Bs (cos(wat) cos w2 — sin(wat) sin p2) . (100)

Funkce na levé strané rovnice je suda, to samé musi platit i pro pravou stranu. Ta
se sklad4 z linedrni kombinace sint a cosinu ¢ili vsechny siny se musi se¢ist na nulu

Bi sin(wit) sin @1 + Ba sin(wat) singps = 0.

Aby tato rovnice platila pro vSechny casy, obé frekvence musi byt stejné neboli w1 =
= wy. Potom j{ mizeme vydélit sin(wit) a dostaneme

0 = By siny; + Basin s . (101)
Ve vztahu (@) se tedy muzeme zbavit vSech sintu. Vysledkem je
A cos(wot) = (B cos p1 + Bz cos p2) cos(wit) .

Opét vyuzijeme toho, ze dva cosiny se mohou rovnat jen tehdy, pokud maji stejnou
frekvenci wg = w1. Rovnici vydélime cos(wot), ¢imz ziskdme

A = Bj cos 1 + Bz cos g2 . (102)

Tim jsme vycerpali prvni podminku a pokrac¢ujeme druhou. Predtim jesté pri-
pomertime, ze z rovnosti thlovych frekvenci wy = wa, disperznfho vztahu wo o |k|
a predpokladu o znaménkach vlnovych ¢isel nutné vyplyva k1 = —ks. Ozna¢me pro
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jednoduchost k1 = k. Funkci u vyjadiime v obecném bodé z, pficemz se pokusime
oddélit ¢asovou a prostorovou zavislost

u(l:,t) — Re(Blei(kl—wot—tpl) + BQGi(—kﬂD—wot—vz)) —
= B cos(kx — wot — ¢1) + B2 cos(—kx — wot — p2) =
= (B1cos(kx — 1) + Bz cos(kz + ¢2)) cos(wot) +
+ (Bisin(kx — 1) — Basin(kz + p2)) sin(wot) =
= f(z) cos(wot) + g(z) sin(wot) . (103)
Funkce f(z) a g(x) jsme zavedli pro zjednoduSeni zapisu. Druhou podminku tak
mizeme vyjadrit jako
0 = f(L) cos(wot) + g(L) sin(wot) .
V ¢ase ¢t = 0 bude sinus nulovy, takze pro splnéni rovnice bude muset platit f(L) =
= 0. Podobnou uvahou dostaneme g(L) = 0. Tyto dvé podminky jsou zfejmé
postacujici pro to, aby byl cely vyraz nulovy ve vSech casech.
Zacneme napiiklad s f(L) = 0. Pomoci souc¢tovych vzorcu se pokusime oddélit
proménné Bi 2 a 1,2, pro které uz mame rovnice vyse, od kL. Dostavame
0= f(L) = Bicos(kL — 1) + Bz cos(kL + ¢2) =
= (Bisinp1 — By sin ) sin(kL) + (Bi cosp1 + Bacospa) cos(kL) . (104)
Vyraz pred cos(kL) je podle (@) roven A. Zaroven vidime, ze sin(kL) # 0, protoze

jinak by platilo 0 = Acos(kL), coz by nebylo mozné soucasné splnit. Podminku
tedy muzeme upravit do tvaru

cos(kL) . .
Am = Bisinp; — Basings . (105)

Druhé& rovnice bude
0 =g(L) = Bisin(kL — ¢1) — Basin(kL + p2) =
= (B1cos 1 — Bacos pa)sin(kL) — (B sin g1 + Basinps) cos(kL) . (106)

V tomto ptipadé je ¢len pied cos(kL) diky (@) nulovy. Jelikoz nemiize byt nulo-
vy sin(kL), musi byt nulovy vyraz pred nim neboli

0 = Bicospr — Bacos s . (107)

Rovnice (@)7 (@), (@) a (@) tvori soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech nezné-
mych, které mizeme v principu vyresit. My ale potfebujeme vyjadrit pouze u(z,t).
Ukazuje se, ze explicitni vyrazy pro dhly a amplitudy vin tvoficich u hledat ne-
musime. Vyjdeme z rovnice (@) a dosadime za f(z) a g(z). Druhou zminiovanou
funkci médme vyjadienou ve vztahu ), akorat jen misto konkrétniho bodu L
napiseme obecné x. Dosazenim z () a ([L07) snadno zjistime, ze g musi byt
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identicky nulové, piSeme g(x) = 0. Funkci f(z) najdeme obdobnym zpusobem
v rovnici () Dosadime pro zménu z ([L09) a (L05) a dostaneme

cos(kL)

sin(k (L — z))
sin(kL)

flw)=—-4 sin(kL)

sin(kz) + Acos(kz) = A

Nakonec jesté pomoci disperzniho vztahu nahradime konstanty. Vysledna funkce
je

sin (wo (L —=) %
sin(woL\/;)

Dosazenim ¢ = 0 a x = L snadno ovéfime, ze jsou splnény obé okrajové podminky.
Reseni ma divergujici amplitudy v pripadé, ze

0 =sin(kL) = sin| woLy/ %

kL =mm,

sin(k (L — x))

u(z,t) = f(x)cos(wot) = A Sn(kD)

cos(wot) = A

cos(wot) .

To nastava, pokud

kde m je celé ¢islo. VInovou délku lze vyjadrit jako I = 2—,:, takze plati

2Z—KL:mn = 2L =ml.
Divergujici amplituda (kterd odpovidd rezonanci) se tedy objevuje v piipadech,
kdy je celociselny nasobek vlnové délky roven 2L neboli kdy existuje celé ¢islo m
splnujici
2L
=

l

Uloha VI.S ... nabit4 struna

Uvazujte napnutou strunu o délkové hustoté p, kterd je navic rovnomeérné nabi-
ta s délkovou nabojovou hustotou A. Napéti ve struné je T. Struna se nachdzi
v magnetickém poli o konstantni velikosti B, jez je ve sméru struny v rovnovazné
poloze. Vasim tikolem bude popsat nékolik aspekti kmitani této struny. Nejprve
bude treba sestrojit vinovou rovnici. Zanedbejte indukéni efekty (predpoklddejte,
Ze struna je perfektné izolujici, a tedy ndbojovd hustota zistdvd konstantni) a ur-
c¢ete Lorentzovu silu na jednotku délky pro malé oscilace struny v obou smérech
kolmych na smeér jejiho napnuti. Tuto silu pouzijte pro sestaveni vinové rovnice
(ta déle obsahuje silu plynouci z napéti struny). Provedte fourierovskou substituci
a urcete disperzni vztah v aproximaci malého pole B; konkrétné uvazujte cleny

do prvniho rfddu v 8 = % < 1, kde k je vinové cislo. Urcete dva polarizacni
P

vektory, tentokrat pouze do nultého radu v (3.
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Nyni predpokladejte, ze v urcitém misté struny vytvorime vlnu, ktera bude
oscilovat pouze v jednom sméru. V jaké vzdalenosti od ptivodniho bodu bude vina
stodend o devadesat stupriti?

Uvazujme malou ¢ast struny o délce dx. Hmotnost této casti je dm = pdzx a ndboj
této ¢asti je dg = Adx. Necht je struna natazend podél osy x souradného systému.
Pak je vektor vychylky ¢asti struny dan jako

0
u(z,t) = | u(z,t)
v(z,t)
Rychlost ¢asti struny je tedy
u_ (o) _or
ot \ g o’
ot
kde r je vektor pozice ¢asti struny
T
r= | u(x,t)
v(z,t)

Sila magnetického pole na ¢ast struny je ddna jako Lorentzova sila
Or
dFp =d¢g— x B
B q ot )

kde vektor magnetického pole je

Mame
0
dFp = dzA %B
-%up
Jelikoz i sfla z napéti pruziny pusobi pouze v roviné yz, muzeme vektory zazit
pouze na tuto rovinu. Dostavame

v
LB
dFp _dx/\< %, ) .
—a B
7 druhého Newtonova zédkona mame

9%u %
dFp + dF, :dmﬁ =dzp (gﬁg) ,
ot
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kde dF}, je sila z napnuti pruziny. Odtud vidime, kde sila vstupuje do vlnové
rovnice, kterou nyn{ mizeme napsat jako (s pouzitim standardnfho tvaru vlnové

2%u 2%u v
p (g&j) =T (g%) +/\B< 8gu> .
ot2 ox2 T ot

Provedenim Fourierovské substituce dostavame

) () om(2)-

Toto lze zapsat jako maticovou rovnici

pw® —E°T  —iwAB u\ (0
iwAB pw? —k*T ) \v) \0o)"

Disperzni vztah odpovida rovnici urcujici determinant matice jako nulovy, tedy

rovnice v seridlu)

(pw? = Tk*)® = *N*B* = 0,
pw® — Tk? = +wAB,

2 2 2
(w:FAB) _AB —ZkQ:O.

Pokud predpokladame kladnou frekvenci, plati

AB _ [XB* T,
T2 T\ A T
2
T AB\" p AB
= k2 ) =
w pk <1+(2p) Tk2>:t2p'

S vyuzitim definice 8 = 22— mizZeme psat
kA/pT

_ T g2 . BY . T B

we | Lpe M8
p 2p

WQ%Zkziﬁ Zk
P p\orp

Mame tedy
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a maticova rovnice je
Pk + p%\/%k 2T

—i (\/Ek + —;B) A\B
P P
i (\/Ek + LQB) AB
P P

pTk? + p%\/%k kT
7 prvniho rfadku vidime, ze plati

:I:)\B”jpﬂku—i(“ k:l:f))\BUZO

Vydélenim \B \/% k dostavame

du—if14 28 Vo,
2k+/pT
u::ti(ljzg) W

Do nultého fddu v 8 pro vlastni vektory plati

() u-()

(

u
v

)=(

0
0

Resent iloh ze seridlu

).

Obecné vlnéni muzeme rozlozit do polarizac¢nich stavii, pro které je dynamika

znama, tj. miazeme predpokladat, ze feSeni ma tvar
u(m,t) — Alulei(k:x—wlt) + A2u2ei(kx—w2t)

V case t = 0 budeme predpokladat, ze vinéni mé profil

u(z,t) = Ao <(1)> ek

coz odpovidé kombinaci polariza¢nich vektoru A; =
vlnéni muzeme psat

Ao
2

u(z,t) = % <uwi(kx_\/7kt_ ) + uge (kx_ T rt+

Ap i(km—\/fkt) —idBy idB ¢
=7e £ uie 2¢ + uge ?2¢ .

Rozepsanim do souradnic dostaneme

§—3t+ei2—ft -
u(z,t) = AO l(kw_fkt) ( ( AB »wt)> :Aoei(kx_ Fkt) <

= As. Pro casovy vyvoj
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Vidime, ze vlnéni se s casem postupné staci s ihlovou rychlosti wrp = é—f. Aby se

vlnéni stocilo o devadesat stupnu, musi uplynout cas

fe— 2 _ TP
2 AB T \B’
2p

Za tuto dobu urazi vinéni vzdalenost

_ T, /Iy
2 pi_ \B

kterou lze vyjadrit také pomoci parametru 8 jako

L

T
kB -

Jevu staceni polarizace vinéni se fikd Faradayova rotace.

Lz =
2
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Podzimni soustredéni v Korenové

V 34. ro¢niku probéhlo navzdory nepfiznivé situaci zptisobené pandemii koronaviru
podzimni soustiedéni. Konalo se v Kofenové v horské chaté Zvonice, v tydnu od
soboty 26. 9. do nedéle 4. 10. Soustiedéni se zicastnilo 29 stiedoskoldki, ktefi si
v prubéhu deviti dni poslechli fadu odbornych i populdrné nauénych prednasek
a uzili si téz spousty venkovnich i vnitinich her.

Organizatori

Daniela Pittnerova, Filip Ayazi, Jachym Bértik, Jiri Blaha, Markéta Caldbkova,
Tom4s Cerveti, Daniel Dupkala, Ivan Hudsk, Katefina Charvitové, Marek Jankola,
Tereza Labudové, Maté&j Mezera, Véclav Mikeska, Simon Pajger, Katefina Rosicka,
Matédj Rzehulka, Stépan Stenchlik, Jakub Safin, Martin Vanék (zdravotnik), Jozef
Liptak (navstéva pfes internet)

Obr. 59: Trénink pied dobyvanim Jeruzaléma.

Uéastnici

Robert Gemrot, Lubor Cech, Martina Daiikova, Jifi Kohl, Adam Krgka, Dominik
Blaha, Martin Kysela, Ales Opl, Patrik Kasparek, Pavel Provaznik, Sona Husé-
kova, Adam Hustava, Lukas Linhart, Barbora Cemanova, Hynek Jakes, Tom4as
Patsch, Ondrej Piroutek, Ondrej Sladky, Dominik Farhan, Jan Pijacek, Marie
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Lausova, Jichym Mracek, Adam Kozubek, Viclav Mastera, Jan Marjanko, Aneta
Pjatkanova, Marek Milicka, Jonas Dej, Daniel Fousek

Obr. 60: Kralovna a jeji poddani.

Legenda

Ucastnici prozili cely tyden na kralovském dvofe v dobé nelitostného stiedovéku.
Ve sluzbach kralovny celili nastraham této temné doby, vypravili se hledat pra-
men vécéného mladi, dobyvali nepratelsky hrad a snazili se, aby jejich kralovstvi
prosperovalo.

Jarni soustredéni (neprobéhlo)

V souvislosti s opatifenimi vlady proti sifeni koronaviru bylo jarni soustfedéni zru-
Seno. Misto néj vSak byla usporadana alespon kratsi online akce FYKOSi Online
Vikend. Tésime se, ze se s ticastniky potkame na dalsich akcich az se zlepsi situace.

Fyziklani 2021

Letosniho, v potadi jiz 15. ro¢niku Fyziklani se opét ztacastnil rekordni pocet tymi.
Soutéz kvuli pandemické situaci vyjimecné probéhla online formou. V péatek 12.
tnora se tedy virtualné seslo neuvéritelnych 442 tymu slozenych z 1 916 soutézicich,
aby spolu pomérily sily. Mezi nimi bylo kromé téch ceskych a slovenskych také
mnoho zahrani¢nich, predevsim z Egypta, Indie, [rdnu, Vietnamu, Polska a USA.

Absolutnim vitézem se stal tym 80chuaphailaT(E)ST z Vietnamu. V kate-
gorii B se nejlépe umistil tym Physics Geniuses z Indie a v kategorii C vyhral

vy,

rumunsky tym (untitled). Mezi ¢esko-slovenskymi soutézicimi si nejlépe vedl tym
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Obr. 61: Priprava pred soutézi.

Black Quartz: Recrystallized z Gymnézia Jana Keplera, ktery obsadil tfeti pricku
v kategorii A. V kategoriich B a C to pak byly tymy |oint studentt Gymnézia
Postova v Kosicich a Archimedova Varia z Gymnéazia Grosslingova v Bratislavé.

Obr. 62: Celé Fyziklani bylo streamovano prostfednictvim YouTube.

Kromé samotné soutéze si mohli tcastnici uzit také bohaty doprovodny pro-
gram o vikendu, ktery byl spolu se samotnou soutézi streamovian prostiednic-
tvim YouTube kandlu Fykosédk. Zdznamy z néj jsou k dispozici na https://www.
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youtube.com/user/fykosak. Zacal diskuznim panelem vénovanym moznostem roz-
voje béhem studia na stfedni Skole. V sobotu pak nésledoval rozbor feseni tiloh
Fyziklani v ¢eském i anglickém jazyce a série védecko-popularizacnich prednések.
Ty se vénovaly témattum jako vyzkum radioaktivity ¢i magnetooptické jevy.

Fyziklani se icastni nejvyse péticlenné tymy stredoskolaku. Jejich cilem v pru-
béhu trihodinové soutéze je ziskat co nejvyssi pocet boda za teseni fyzikdlnich
uloh. Letos soutéz probéhla netypicky online s mirné ozvlastnénymi pravidly a na
podobném principu jako Fyziklani online. Unikatem letosniho Fyziklani bylo pii-
déni nové herni mechaniky — karticek, které umoznovaly napiiklad preskocit ilohu
nebo zdvojnéasobit jeji bodovy zisk.

Vysledky
Kategorie A
1. 30chuaphailaT(E)ST 282 b.
2. Blairlake 238 b.
3. Black Quartz: Recrystallized 238 b.
Kategorie B
1. Physics Geniuses 247 b.
2. Team Name 246 b.
3. FazekasllB HU 179 b.
Kategorie C
1.  (untitled) 225 b.
2. Physics star 217 b.
3. Quantum Troopers 177 b.

Kompletni vysledkovd listina a podrobnd pravidla jsou k nalezeni na webovijch
strankdch soutéZe https://fyziklant.cz.

Fyziklani online

Letos probéhl jiz desaty rocnik internetové soutéze Fyziklani online. Konal se ve
stfedu 25. 11. 2020. Do soutéze se aktivné zapojilo celkem 619 tymu sestavajicich
z 2714 Gcastniki ze 47 ruznych zemi. Tim se prekonal lonsky rekord v pocétu
zudastnénych o vice nez 50 %.

Celkovym vitézem se stal vietnamsky tym The Large Noobs Collider se ziskem
275 bodu. Za nim se v kategorii Open umistil americky tym Bruh Moment s 264 bo-
dy. Tieti pozici obsadil britsky tym NonlinearPerturbator s 252 body. Ziskem
210 bodu se tym The HeisenBugs z Indie dostal na prvni misto v kategorii A.
Z tymu kategorie B na prvni pricku dosdhl americky tym One-Diraction, ktery
ziskal 229 bodu. Vitézem kategorie C se stal tym OCVA z Rumunska se 154 body.
Mezi ¢eskymi a slovenskymi stiedoskolskymi tymy si vedl nejlépe cesky tym Black
Transistor se 188 body.

Nejlepsi ceské i zahraniéni tymy byly ocenény vécnymi cenami podle svého
vybéru.
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Obr. 63: Iransky tym I_nterstella_R (Infoset) béhem soutéze.

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy tym o maximélné péti ¢lenech obdrzel sedm tloh s jed-
noznaénym c¢iselnym vysledkem. Po zadani sprdavného vysledku do naseho webo-
vého systému ziskal tym zadan{ nasledujici dlohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pficemz
v prubéhu soutéze probéhla také hurry up ¢ast, v niz byly tlohy rozdéleny do tii
fyzikalnich témat a vyfeseni kazdé dlohy bylo hodnoceno bonusovymi body. Jeli-
koz se soutéz konala online, byly vSechny pomiticky povoleny. Zakazana vsak byla
komunikace s lidmi mimo soutézni tym.

Vysledky
Stredoskolaci A
1. The HeisenBugs 210 b.
2. Blairlake 200 b.
3. Nerd_ Sniped 196 b.
Stredoskolaci B
1.  One-Diraction 229 b.
2. Error 404 171 b.
3. SCI-TECH 165 b.
Stredoskolaci C
1. OCVA 154 b.
2. Physics ADI 150 b.
3. CaminBaieti 147 b.
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Stredoskolaci A - CZ/SK

1. Black Transistor 188 b.
2. prehlad 146 b.
3. Biolozka a ctyfi programatori 139 b.
Stredoskolaci B - CZ/SK

1. tym se odhlasil 136 b.
2. Néjaky nézev vymyslime 122 b.
3. Pozitrény 116 b.
Stfedoskolici C - CZ/SK

1.  Archimedova Vana 147 b.
2.  TeamNotFound 87 b.
3. Gumkaci 82 b.
Open

1.  The Large Noobs Collider 275 b.
2. Bruh Moment 264 b.
3. Nonlinear Perturbator 252 b.
4. e =pi=sqrt(g) =3 247 b.
5.  Bohring Plancktons 238 b.

Obr. 64: Foto vietnamského tymu 5 dudes, 6 Ds tésné po soutézi. V jejich casové
z6mé koncila soutéz ve 2 hodiny rano.

Ve vysledkové listiné jsou uvedeny pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina

véetné bodovdni jednotlivijch tloh je k nalezeni ma webovych strankdch soutéZe
https://online. fyziklant.cz/2020/.

Fyzikalni Naboj

Letosni ro¢nik Fyzikalniho Naboje se uskutecnil 13. listopadu 2020 a byl organi-
zovan slovenskym FKS a FYKOSem. Princip soutéze je podobny Fyziklani — pé-
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Obr. 65: Cesky tym Mandaft.

ticlenné tymy béhem dvou hodin fesi fyzikdlni tlohy a snazi se ziskat co nejvice
bodi za spravnd feseni. Oproti Fyziklan{ se lis{ soutéznim éasem (dvé hodiny misto
t¥f) a bodovanim (za spravnou odpovéd je vzdy 1 bod). Tento rok byl Néboj pro
vSechny zicastnéné zemé online, vyuzivaje systém Fyzikldni online.

V Ceské republice soutézilo celkem 44 tjmii (z toho 19 v kategorii Juniofi a 25
v kat. Seniofi).
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6 ) Gymnazium Christiana Dopplera, Zborovské 45, Praha 5
Mendelovo gymnéazium, Komenského 5, Opava
) Gymnézium, Mikuldsské ndm. 23, Plzen

Vitézné tymy, kat. Junio¥i, CR

1. (3.) Gymnézium Christiana Dopplera, Zborovskd 45, Praha 5
2. (6.) Gymnazium Christiana Dopplera, Zborovska 45, Praha 5
3. (10.) Wichterlovo gymnézium, Cs. exilu 669, Ostrava — Poruba

V zdvorkdch je uvedeno poradi v rdmci mezindrodniho Zebricku. Kompletni vysled-
kovou listinu najdete na webu soutéze https://physics.naboj.org.

Den s experimentalini fyzikou

Den s experimentélni fyzikou (DSEF) je kazdoro¢ni akce FYKOSu, kterd umoz-
nuje stredoskoldktim nahlédnout do fyzikalnich laboratoti. Letosni, jiz 26. ro¢nik
probéhl v patek 6. listopadu 2020, tentokrat netradicné online.

Pro ucastniky byla pripravena prednéska o atmosférickych jevech a o zptsobech
ovliviovani pocasi lidstvem a dalsi o pozitronové anihilaci a jejim vyuziti v oblas-
ti vyzkumu vlastnosti pevnych latek. Déle byla predstavena pracovisté MFF —
Skupina nanomateridli a skupina z Katedry fyziky nizkych teplot spolupracuji-
ci s experimentem COMPASS v CERNu. Na zdvér se uskuteénil diskuzni panel
s organizatory FYKOSu o studiu fyziky na vysoké skole, uplatnéni ve védé a moz-
nostech vyzkumu jiz v pribéhu studia.

Modifikace potasi a konspiraéni teorie

Obr. 66: Pfednaska o atmosférickych jevech.
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FYKQOS/ online vikend

V terminu od 14. do 16. kvétna se uskutecnil historicky prvni FYKOSi Online
Vikend. Jednalo se o tfidenni online akci porddanou pro fesitele, ktefi se kvuli
pandemické situaci nemohli ziicastnit jarniho soustiedéni.

Takto méli moznost alespon online poznat jak ostatni ucastniky, tak nékteré
organizatory FYKOSu pfi riznych hrach i volnych socializacich. Kromé toho si or-
ganizatofi pripravili nékolik prednasek a nechybéla ani sifrovacka a diskuzni vecer.
Posledni den se uskutecnil panel o studiu na vysoké skole a na samotny zavér kviz.

Obr. 67: Uéastnici FYKOSiho Online Vikendu.
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Kategorie prvnich rocniki

Poradi resiteli

jméno skola P
Student Pilny MFF UK 264

1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek 148
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha 105
3. Viadimira Jirickovd G J. Vrchlického, Klatovy 82
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Praha 52
5. David Mendl G P. de Coubertina, Tabor 47
6. Veronika Bartdkovd Slovanské G, Olomouc 45
7. Anezka Cechovd G Brno, t¥. Kpt. Jarose 39
8. Richard Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 32
9. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA 27
10. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha 21
12. Boris Pasternak Leaf Academy 19
13. Kristidn Matuis G, Novy Ji¢in 15
14. Samuel Sevéik G, Jesenik 13
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipské, Praha 8
18. Krishna Kumar Sah Awasiya Public School 7
19. Isuru Liyanawaduge D.S.Senanayake College 6
20. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. 5
21. Vaclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava 3
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Kategorie druhych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola 3
Student Pilny MFF UK 264

1. David Bdlek G Legionara, Pribram 120

2. Pawvel Provaznik G Dasickd, Pardubice 115

3. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava 114
4.-5. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, KoSice 99
4.—5. Jan Lepic G, Strakonice 99
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny 94

7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov 93

8. Alexzander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch. "Pr. K. G” 84

9. Vojtéch Juza G, Litomysl 74
10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov 67
11. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucharest,RO 65
12. Tomds Patsch Slovanské G, Olomouc 59
13. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen 56
14. Evan Kim Tesla STEM High School, USA 54
15.—16. Vit Brdzda G Dasicka, Pardubice 53
15.—16. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radhostém 53
17. Jan Engler G, Hodonin 51
18. Petr Pinos Biskupské G, Brno 48
19. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem 43
20. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha 41
21. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce 40
22. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha 37
23. Ioana Milea CN Mihai Eminescu, Romania 35
24. Jird Jirdsek G Mikuldsské n. 23, Plzen 32
25. vy Qin RC Palmer Sec. Sc. 28
26.—27. Julie Krimskd G Jana Keplera, Praha 26
26.—27. Dalibor Ocdendsek G Unicov 26
28. Jakub Gencur G Matyéase Lercha, Brno 22
29. Jiri Mlddek G, Sobéslav 18
30. Ashmit Dutta Wayzata High School 16
31. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc 15
32. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India 14
33. Dominik Blaha G, Uherské Hradisté 12
34. Petr Vitko G Teplice 10
35. Barbora Perinovd Ceska zemédélska akademie Humpol 9
36. Jakub Kondrek G Brno, tf. Kpt. Jarose 8
37. Vojtéch Stépdn G, Benesov 6
38. Damidn Tancos G, Kukuéinova, Poprad 5
39. Patrik Jendele SPS stavebni Plzefi 4
40. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 3

Student Pilny MFF UK 240

1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha 3 164

2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 130

3. Josef Vidcha G Jana Keplera, Praha 114

4. Yahya Numan INCIRKUS Yasar Acar High School 110

5. David Chudozilov Redlné G a ZS, Prost&jov 101

6. Jan Pijacek Biskupské G, Brno 95
7.—8. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 83
7.—8. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha 83
9. Marie Lausovd G, Jihlava 75

10. FElena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné 70

11. Ondrej Piroutek G, Ceskolipska, Praha 69

12. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice 62

13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hejéin 58

14. Martin Fedorko G J. A. Raymana, Presov 56
15.-16. Jan Bajer G, Jihlava 54
15.—-16. Pavlina Zavrelovd Biskupské G, Brno 54
17.-18. Jakub Mikes G J. Skody, Pierov 52
17.—18. Ales Manuel Papdcek G, Ttebon 52
19. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Litomérice 50

20. Vojtéch Strinsky G Brno, tf. Kpt. Jarose 49

21. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem 45

22. Jakub Pelc G, Benesov 44

23. Adam Hdustava European School Luxembourg II 41

24. Lukds Fidler Jirdskovo G, Nachod 40

25. Adam Krska G, Mikulov 39

26. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Téabor 37

27. Aleksandar Rusev First Language school, Bulgaria 34
28.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov 33
28.—29. Aneta Piklovd G, Strakonice 33
30.—-31. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky Tésin 31
30.—31. Jachym Mracek Akademické G, Praha 31
32.—33. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. 28
32.—-33. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha 28
34.—35. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov 26
34.—35. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun 26
36.—37. Tomds Heger Jiraskovo G, Nachod 25
36.—37. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava 25
38.—39. Lubomir Brousek G, Jihlava 24
38.-39. Eliska Mald Slovanské G, Olomouc 24
40.—41. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystrica 23
40.—41. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice 23
42. Jevhenij Vorochta Jiraskovo G, Nachod 21

43. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha 20
44.—45. FEva Feldbabelovd Katolické gymnézium Trebic¢ 19
44.-45. Matius Jakuboc G, P. Horova, Michalovce 19
46. Martin Poldk G Masaryk.nam. 18

47. Tereza Skorepovd G Dasickd, Pardubice 15

48. Bishoy Roushdy STEM High School, Egypt 14

49. Ondrej Korbel G Varsavskd, Zilina 13

50. Michaela Sidovd G, Litoméricka, Praha 12
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Poradi resiteli

jméno skola P
Student Pilny MFF UK 240
51. Eliska Véneckovd G J. Vrchlického, Klatovy 11
52. Michal Stépdn Jirdskovo G, Nachod 10
53.—54. Stépdn Kozdk Jirdskovo G, Nachod 8
53.—54. Vojtéch Smola G Komenského, Havifov 8
55.—56. Samuel Stanek G Grosslingova, Bratislava 7
55.—56. Kristidn Stastny G, Ostrov 7
57.—58. Abanoub Osama STEM High School, Egypt 6
57.—58. Bianka Tomascikovd G Varsavska, Zilina 6
59. Mohamed Sayed Mostafa STEM High School, Egypt 5
60.—67. Hamdy Amen STEM High School, Egypt 4
60.—67. Zyad Ekramy STEM High School, Egypt 4
60.—67. Lukds Hubad SPS a VOS, Pisek 4
60.—67. Mahmoud Shawky STEM High School, Egypt 4
60.—67. Mahmoud Shawky STEM High School, Egypt 4
60.—67. Radim Skdla G, Hotovice 4
60.—67. Martin Vdclavicek Masarykovo G, Plzen 4
60.—67. Nabil Youssef STEM High School, Egypt 4
68.—69. Moaz Ahmed STEM High School, Egypt 3
68.—69. Jakub Ferencik G Dasickd, Pardubice 3
70.—71. Akram Haitham G, Frenstat pod Radhostém 2
70.—71. Akmal Hashad STEM High School, Egypt 2
72.-75. Hamdy Nour El-din Man- STEM High School, Egypt 1
sour
72.—75. Mohammed Meshrif STEM High School, Egypt 1
72.—75. Ahmed Ragab Tesla STEM High School, USA 1
72.-75. Seif Eldein Walid STEM High School, Egypt 1
76.—83. Mahmoud El-Nezely STEM High School, Egypt 0
76.—83. Saif El-said STEM High School, Egypt 0
76.—83. Moemen Ibrahim STEM High School, Egypt 0
76.—83. Mahmoud Kassem STEM High School, Egypt 0
76.—83. Ahmed Moussa STEM High School, Egypt 0
76.—83. Ahmed Nassar STEM High School, Egypt 0
76.—83. Omar Sharaf STEM High School, Egypt 0
76.—83. ahmed waleed STEM High School, Egypt 0
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Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola 3

Student Pilnyg MFF UK 240

1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnédzium Triebic 155

2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava 140

3. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen 109

4. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo 99

5. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy 96
6.—7. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha 89
6.—7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 89
8. Tomas Volf G Jura Hronca, Bratislava 7

9. Dominik Farhan G Mikuladsské n. 23, Plzen 76

10. Daniel Fousek G, Spitélska, Praha, 66

11. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose 59

12. Tomas Tuleja G L. Svobodu, Humenné 57
13.—14. Sona Husdkovd G, Ceskolipské, Praha 51
13.—14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov 51
15. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Usti n. L. 35

16. Viduranga Landers D.S.Senanayake College 30
17.—18. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava 29
17.—18. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy 29
19.—20. Mona Alizadeh St Paul’s GS 26
19.—20. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klatovy 26
21. Andrew Pun M. Garneau Collegiate Institute 23

22. Martin Opat G Ludovita Stira, Trenéin 21
23.—24. Log Franc Cumberland Valley HS, USA 20
23.—24. Agra Navaratne Navaratne D.S.Senanayake College 20
25.—26. Aahana Aahana CHIREC International School 19
25.—26. Ondrej Sladky G Mikulasské n. 23, Plzen 19
27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod 17
27.—28. Konstantin Tripunovski American HS Skopje, Macedonia 17
29.-30. Zsolt Beke G H. Selyeho Komarno 15
29.-30. Riley Lofgren Lambert High School, USA 15
31. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum 12
32.—-34. Robert Gemrot G Komenského, Havirov 10
32.-34. Gauri Shankar H Pondicherry University 10
32.—34. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstena 10
35.—36. Gauri Shankar H Pondicherry University 9
35.—36. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 9
37. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica 8

38. David Benko G L. Svobodu, Humenné 7
39.—40. Martina Darikovd Gymnézium Brno-Bystrc 5
39.—40. Jan Klivan G, Dacice 5
41. Kian Kyars Harry Ainlay Highschool 4
42.—44. Youssef Abdelmoneim STEM High School, Egypt 3
42.—44. Philopater Gabra STEM High School, Egypt 3
42.—44. Le Vu Neumann G Opatov, Praha 3
45. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadan 2
46.—49. Hussein Hassan STEM High School, Egypt 0
46.—49. Islam Hassan STEM High School, Egypt 0
46.—49. Andrew Henin STEM High School, Egypt 0
46.—49. Ahmed Jaheen STEM High School, Egypt 0
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