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Uloha VI.2 ... rotujici kyvadélko 3 body; (chybi statistiky)

Meéjme matematické kyvadlo délky | se zavazim o hmotnosti m v tthovém poli se zrychlenim g.
Kyvadélko uvedeme do rotacniho pohybu okolo svislé osy s konstantni tihlovou rychlosti w.
Urcete stabilni polohy kyvadla. Vysledek vyjadrete pomoci thlu od svislice.

Jindra se chtél zhoupnout na demolicni kouli s kladivem v ruce.

Budeme pocitat v neinercidlni soustavé spojené s rotujicim kyvadélkem. Na hmotny bod ptsobi
ve svislém sméru tihova sila mg, ve vodorovném sméru odstiedivé sila mw?r a ve sméru podél
tyce tahova sila. Polomér otaceni je » = [sin ¢, kde ¢ je tihel od svislice. Poloha bude stabil-
ni, pokud vyslednice tihové a odstredivé sily bude ptsobit rovnobézné s tyci, takze se vyrusi
s tahovou silou lanka
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Uhel o pak definuje rovnovaznou polohu kyvadla. Jak ale urcit, zda je labilni, anebo stabilni?
K tomu se ptridava i druhy problém — kosinus thlu musi byt vzdy mensi nebo roven jedné. Vyse
odvozeny vztah mé tedy smysl, pouze pokud g/wQZ < 1. V feseni tudiz musime rozlisit dva
pripady, a sice w > we = \/97 aw<we=+/g/l

Kdyz se zamyslime, pfijdeme na to, ze existuji jesté dvé dalsi rovnovazné polohy, a to ¢1 =0
a w2 = 180° = n. V obou pfipadech neptsobi na zdvazi zddnéd odstiediva sila a tahovd sila (&i
tlakova sila v pfipadé ¢2) od tyde vyrovnava déinky tihové sily. Vyslednice vSech sil pisobicich
na zavazi je nulova.

Horni poloha charakterizovand thlem @2 je nepochybné labilni. Pokud vychylime zavazicko
z rovnovazné polohy, odstiediva sila jej zacne odtlacovat pry¢ a tihova sila jej potdhne doli.
Zéavazi uz se do rovnovazné polohy nevrati.

Zavazi se pohybuje v jakési krajiné potencidlni energie, jez zavisi na tthlu odklonu od svis-
lice . Pravé jsme si dokazali, Ze rovnovaznda poloha 2 = wt je labilni; lezi totiz na kopecku
potencidln{ energie. V kazdé krajiné (i v krajiné potencidlni energie) vSak musi byt vedle ko-
pecku udoli. Nemohou spolu primo sousedit dva kopecky, proto nasledujici rovnovazna poloha
bude stabilni. V pfipadé w < wc je dalsi rovnovdznou polohou thel ¢; = 0. Jde o minimum
potencidlni energie, dno udoli.

V pripadé w > wc je vSak dalsi rovnovaznou polohou thel odvozeny v rovnici (E), tj. thel p3 =
= arccos(g/(w?l)). To bude stabilni poloha v minimu potencidlni energie. Dalsi rovnovazna
poloha je @1 = 0, ale ta musi byt tentokrat na kopecku, nebot spolu nemohou piimo sousedit
ani dvé udoli!

Dosli jsme k nesmirné zajimavému vysledku. Pokud za¢neme otécet kyvadlem okolo svislé
osy, pri malych thlovych rychlostech se nic nestane, kyvadlo zistane viset v poloze ¢1 = 0.
Teprve kdyz tthlova rychlost prekroci kritickou hranici w. = \/?ﬂ , poloha (1 = 0 se najednou
stane lokalnim maximem potencialni energie a kyvadlo se odkloni od svislé osy. Stabilni poloha
kyvadla bude dana dhlem odklonu

g
3 = arccos ——-.
w2l

Samoziejmé se muzete ptat, jak vime, ze jde skute¢né o dno tdolicka; co kdyz jde jenom
o inflexni bod na svahu kopce? To jsou otazky, na které muze dat odpovéd jen matematickad
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analyza situace. To jsme ale u vaseho feSeni nutné nevyzadovali. Dulezité bylo pouzit fyzikalni
intuici a najit, ze existuje rozdil mezi rovnovaznymi polohami pro w < we a w > we, tj. ze pro
malé thlové rychlosti zuistane kyvadlo v poloze ¢1 = 0, zatimco pti velkych thlovych rychlostech
se odkloni. Pokud se chcete presvédcit, ze jsme nalezené rovnovazné polohy oznacili spravné
jako minima a maxima potencidlni energie, na dalsich dvou strandch uviadime exaktni feseni
pomoci minimalizace potencialni energie.

Exaktni FeSeni pomoci hledani minima potencidlni energie

Gravitaéni potencidlni energie zavazi je mgl(1 — cos ¢). Taktéz odstiedivé sile muzeme priradit
potencidlni energii. Odstrediva sila se snazi ,,odtlacit“ zavazi co nejdale od osy otaceni. Zavislost
potencidln{ energie na vzddlenosti od osy zjistime integrovanim (je to zdporné prace vykonana
odstfedivou silou)

" 1 1
Us(r) = —/ mw’pdp = —imw2r2 = —imw2l2 sin? .
0

Tahova sila lana neptida zaddnou potencialni energii, nebot pisobi vzdy kolmo na pohyb zavazi.
Pokud soustava rotuje tthlovou rychlosti w, zadvisi potencidlni energie zdvazi na thlu od
svislice ¢ jako

1
U = mgl(l —cosp) — §mw2l2 sin” . (2)

Rovnovazna poloha bude v minimu potencialni energie. Nejprve najdeme lokalni extrémy tak,
ze prvni derivaci polozime rovnou nule

dU , 22 . , w’l
d—:mglsmapfmwl singpcosp =mglsing | 1 — —cosp | =0.
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Uhel odklonu  musi lezet v intervalu (0, ). Nase rovnice pro polohy lokalnich extrému ma
tudiz dvé az tfi reseni. Dvé z TeSeni jsou okraje intervalu @1 = 0, p2 = &, kdy plati sinyp; =
= sins = 0, a tfeti Feseni je 3 = arccos(g/(w?l)), ovéem to dava smysl jen tehdy, kdyz je
pomér w?l/g vétsi nebo roven 1.

V dalsim kroku musime urcit, které z lokdlnich extrému ¢1, p2 a @3 jsou minima. To zjistime
prostiednictvim druhé derivace potenciadlni energie

aU . 2,2 . _ . 1 99 .

T = mgl sin o — mw~1” sin p cos ¢ = mgl sin p — 5w 1” sin(2¢p),
P

U gt cos %12 cos(2¢) = mgl cos *1?(2cos’p— 1

d—w—mg cos p — mw-1” cos(2¢) = mgl cos p — mw1°(2cos” ¢ — 1),

kam dosadime polohy lokalnich extrému

mgl cos o1 — mw?l*(2cos® o1 —1) =mgl [ 1 —

2
l
mgl cos s — mw?1?(2cos® g2 — 1) = mygl (—1 — w) ,
mgl cos 3 — mw?1?(2 cos® w3 — 1) = mygl ( !
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Vidime, Ze v poloze g2 = = je vzdy lokalni maximum potencialni energie, protoze druhé derivace
je zaporné. Na poloze ;1 = 0 miize byt bud lokélni minimum (jestlize w?l/g < 1), anebo lokalni
maximum (pokud w?l/g > 1). Rekli jsme, Ze t¥eti feSeni déva smysl jen v piipadé w?l/g > 1.
MozZnost wQZ/g = 1 prozkoumame pozdéji, avSak v pripadé w2l/g > 1 se na poloze 3 jisté
nachézi lokalni minimum.

Dosli jsme ke stejnému vysledku. Pokud zacneme otacet kyvadlem okolo svislé osy, pii
malych thlovych rychlostech se nic nestane, kyvadlo zistane viset v poloze ¢ = 0, kde je
minimum potencialni energie. Teprve ve chvili, kdy thlova rychlost prekroci jistou kritickou
hodnotu w. = m, se kyvadlo odkloni od svislé osy a rovnovazna poloha bude

g
¢ = arccos —o7.
Dojde tedy k jakémusi fazovému prechodu mezi fesenimi.

Jesté zbyva odpovédét na otdzku, co se dé&je, kdyz nastava rovnost w?l/g = 1. V takovém
pripadé splyvaji feseni p1 = @3 = 0. Fyzikalni intuice ndm napovida, Ze jde o lokdlni minimum,
jenze druhd derivace potencidlni energie je v této poloze nulova. Jak médme dokazat, ze jde
skutecné o minimum?

Nejpifméjsi cesta je dosadit w? = g/l do vztahu (E)

U =mgl(1l —cosp) — %mgl sin® p = mgl (1 —cosp — i (cos(2¢) — 1)) ) (3)

kam budeme déle dosazovat po fadé ¢ = 0 a ¢ = 7, z ¢ehoz dostaneme U(0) = 0 a U(n) =
= 2mgl. Mezi Ghly 0 a &t se nenachézi zddné lokdIni minimum ani maximum, tudiz hodnoty U ()
pro ¢ € (0,n) musi byt 0 < U(¢) < 2mgl. Na tthlu ¢ = 0 je proto minimum potencidlni energie.
Hlubsi vhled do této situace ziskdme tak, ze provedeme Tayloruv rozvoj rovnice () v oko-
lip=0
1o 1 4 11 9 11 4 6 ) 1 4 6
=mgl(Z¢> — =¢* = 22(2 ——(2 =mglz .
Ulp) = mgl (56" = 579" = 75207 + 1 31(29)" + O(¢")) = mglze* +0(")
Vidime, ze pfi kritické tthlové rychlosti we = 4/ g/l mé potencidl v okoli rovnovazné polohy ¢ =
= 0 kvarticky prubéh, nikoliv kvadraticky. Proto je druhé derivace nulova, avsak poloha ¢ =0
je stale minimem.
Na otdzku v zadani tlohy odpoviddme tak, ze pro thlové rychlosti otd¢eni kyvadla w < /g/l
je stabilni rovnovaznd poloha ¢ = 0, zatimco pro thlové rychlosti w > 1/g/l se stabiln{ rovno-
véznou polohou stéva, ¢ = arccos(g/(w?l)).
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