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Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodu; (chybi statistiky)

1. Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(x,t) z rovnovdzné polohy, které

spliiuji vinovou rovnici s tlumenim
2 2
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ot? ox? ox
kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou substituci a ur-
Cete disperzni vztah. Vyreste jej pro vinové cislo k. Jakou podminku, vyjadrenou pomoci
frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I', musi viny spliiovat, aby byly na lané po-
zorovany uzly (body, ve kterych lano ziistdvd v rovnovdzné poloze, ale v jejichz okolf se
pohybuje)?

2. Uvazujte Svihadlo, prichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdalenosti L od stény
jej chytneme do ruky a zacneme s nim pohybovat nahoru a doli, ¢imz v ném vytvorime
vinéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzujeme v napéti T ve sméru od stény, vychylka
tedy splnuje rovnici

*u T 0%u

a2 N 9x?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot). Predpo-
klddejte, ze reseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybujicich se v opacnych
smérech. Naleznéte takové feseni pouze s vyuzitim zadanych parametru, tj. T, A, L, A
a wo. Vysledné reseni ma amplitudu rostouci nade vSechny meze pro urcité frekvence.
Urcete jejich hodnoty a jim odpovidajici vinové délky.

Stépdn si hrdl se svihadlem.

Lano

Fourierovska substituce nahrazuje casové derivace mocninami —iw a prostorové derivace moc-
ninami ik, kde k je vlnové ¢islo a w je frekvence vinéni. Rovnice ze zadani prejde na

—w’a = —v’k*a +iCk a,
kde @ = uge!**~“" je komplexni vychylka. Rovnici vyd&lime vyrazem —v?4 a dostaneme
2
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Pravou stranu doplnime na ¢étverec
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Nyni mame dvé moznosti. Bud plati 4w?v? > T'?, potom
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a vlnové ¢islo k je komplexni. Pro vychylku dostaneme

~ ikr—iwt —iwt _Fi-Es V4w2v2-Tr2 T L
U = upe = Uupe€e e  2v e 202 |
Vychylka ma uzel v bodech
T bis
——/4w??2 -T2 == +nx
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kde n je celé cislo.
Druhou moznosti je 4w?v? < I'Z, potom
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(F + /12 — 4w2112)
a vlnové cislo k je cisté imaginarni. Pro zavislost komplexni vychylky v tomto pripadé plati

~ ik x—iwt —iwt *%(Fi F2*4UJ2’U2)

U = upe = upe e 2v .

To znamena, ze zavislost amplitudy na souradnici x je Cisté exponencidlni a neobsahuje tedy
zadné uzly. Po provedeni odmocniny za predpokladu, ze I', w a v jsou kladné, dostadvame
hledanou podminku pro existenci uzlu

I' <2wo.
Svihadlo
Druhé c¢ast tlohy pouziva vlnovou rovnici
0%u _T 0%u
otz X 0x?’

Mizeme rovnou urcit disperzni vztah pomoci fourierovské substituce
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Obecnd rovinnd vina sifici se podél osy x je popsana rovnici
~ _ i(kix—wit—p1
’LL1(.T,t)—B1e( Lp),

ve které jsou amplituda Bi, vlnové ¢islo k1, thlovd frekvence wy a pocatecni faze 1 redlnd
¢isla. Podle zadani hledame feseni ve tvaru dvou proti sobé se pohybujicich vin neboli

U= U1 + Uz,

kde je bez jmy na obecnosti k1 kladné a k2 zaporné. Predpokladame kartézskou soustavu
souradnic, v niz je osa x shodn4 s klidovym stavem Svihadla. Bod, kde se svihadlem pohybujeme,
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se nachéazi v x = 0. Okrajové podminky jsou néasledujici. Nejprve musime zajistit, ze zacatek
svihadla se pohybuje spolecné s nasi rukou

Re(0,t) = A cos(wot) .
Déle, konec svihadla u stény zistava nehybny
a(L,t) =0.

Zacéneme prvni podminkou, do které dosadime Ree'” = cos(z). Nésledné vyuzijeme sudosti
cosinu a nakonec pouzijeme souctovy vzorec

A cos(wot) = By cos(wit + ¢1) + Bz cos(wat + p2) = Bi (cos(wit) cos 1 — sin(wit) sin ¢1)
+ B (cos(wat) cos w2 — sin(wat) sin 2) . (1)

Funkce na levé strané rovnice je sudd, to samé musi platit i pro pravou stranu. Ta se sklada
z linedrni kombinace sint a cosinu ¢ili vSechny siny se musi sec¢ist na nulu

B sin(wit) sin p1 4+ Bz sin(wat) sin s = 0.

Aby tato rovnice platila pro vSechny casy, obé frekvence musi byt stejné neboli w1 = ws. Potom
ji mizeme vydélit sin(wit) a dostaneme

O:Bl sincpl —|—BQ SiIl(pg. (2)
Ve vztahu (ﬂ) se tedy muzeme zbavit vSech sint. Vysledkem je
A cos(wot) = (B1 cos p1 + Ba cos p2) cos(wit) .

Opét vyuzijeme toho, ze dva cosiny se mohou rovnat jen tehdy, pokud maji stejnou frekven-
ci wo = wi. Rovnici vydélime cos(wot), ¢imz ziskdme

A = Bj cos 1 + Bz cos s . (3)

Tim jsme vycerpali prvni podminku a pokracujeme druhou. Pfedtim jesté pripomenme, ze
z rovnosti thlovych frekvenci w1 = wa, disperzniho vztahu wo o |k| a pfedpokladu o znaménkéch
vlnovych ¢isel nutné vyplyva k1 = —ka. Oznac¢me pro jednoduchost ki = k. Funkci u vyjadiime
v obecném bodé x, pri¢emz se pokusime oddélit ¢asovou a prostorovou zavislost

u(x,t) — Re(Blei(kl—wot—éﬂ) + BQGi(—ka—wot—v’z)) —

= B cos(kx — wot — ¢1) + Ba cos(—kx — wot — p2) =

= (B1cos(kx — ¢1) + Bz cos(kx + p2)) cos(wot) +

+ (Bisin(kx — 1) — Basin(kz + p2)) sin(wot) =

= f(z) cos(wot) + g(x) sin(wot) . (4)
Funkce f(z) a g(x) jsme zavedli pro zjednodusSen{ zapisu. Druhou podminku tak mizeme vy-
jadrit jako

0 = f(L) cos(wot) + g(L) sin(wot) .
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V ¢Case t = 0 bude sinus nulovy, takZe pro splnéni rovnice bude muset platit f(L) = 0. Podobnou
tivahou dostaneme g(L) = 0. Tyto dvé podminky jsou zfejmé postacujici pro to, aby byl cely
vyraz nulovy ve vSech ¢asech.

Zacneme napiiklad s f(L) = 0. Pomoci souctovych vzorci se pokusime oddélit promén-
né Bi 2 a ¢1,2, pro které uz mame rovnice vyse, od kL. Dostavame

0= f(L) = Bicos(kL — 1) + Bz cos(kL + ¢2) =
= (Bysinp1 — Basinpg) sin(kL) + (Bi cos p1 + Bz cos p2) cos(kL) . (5)

Vyraz pred cos(kL) je podle (E) roven A. Zaroven vidime, Ze sin(kL) # 0, protoZe jinak by
platilo 0 = Acos(kL), coz by nebylo mozné soucasné splnit. Podminku tedy miizeme upravit

do tvaru
cos(kL)

_AE)
sin(kL)

= B;isinp; — Basinps . (6)
Druhé rovnice bude

0=g(L) = Bisin(kL — ¢1) — Basin(kL + p2) =
= (B1cosp1 — Bacossz)sin(kL) — (Bi sin 1 + Bz sin p2) cos(kL) . (7

V tomto pripadé je ¢len pred cos(kL) diky (E) nulovy. Jelikoz nemtze byt nulovy sin(kL), musi
byt nulovy vyraz pred nim neboli

0= Bicosgs — Bacospa . (8)

Rovnice (E)7 (E), (E) a (E) tvoI{ soustavu Ctyf rovnic o ¢tyfech nezndmych, které mtzeme
v principu vyfesit. My ale potfebujeme vyjadrit pouze u(z,t). Ukazuje se, Ze explicitni vyrazy
pro uhly a amplitudy vin tvoricich w hledat nemusime. Vyjdeme z rovnice (g) a dosadime
za f(x) a g(x). Druhou zminovanou funkci mame vyjidienou ve vztahu ([f), akorat jen misto
konkrétniho bodu L napiSeme obecné x. Dosazenim z (f]) a (§) snadno zjistime, ze g musi byt
identicky nulové, piseme_g(xz) = 0. Funkci f(z) najdeme obdobnym zpuisobem v rovnici (E;
Dosadime pro zménu z (B) a () a dostaneme

cos(kL)

flx) = Am sin(kz) + Acos(kz) = A

sin(k (L — z))
sin(kL)

Nakonec jesté pomoci disperzniho vztahu nahradime konstanty. Vysledna funkce je

: X

sin (wo (L—-x)\/%
sin (wo L \/g )

Dosazenim z = 0 a = L snadno ovéfime, Ze jsou splnény obé okrajové podminky.
Reseni mé divergujici amplitudy v pripadé, ze

0 = sin(kL) = sin (woL\/§> .

kL = mn,

sin(k (L — x))
sin(kL)

u(z,t) = f(z)cos(wot) = A cos(wot) = A cos(wot) .

To nastava, pokud
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kde m je celé ¢islo. Vlnovou délku lze vyjadrit jako | = %", takze plati

QTKLZ’H’LTE = 2L =ml.

Divergujici amplituda (kterd odpovida rezonanci) se tedy objevuje v pfipadech, kdy je celoéi-
selny nasobek vinové délky roven 2L neboli kdy existuje celé ¢islo m splnujici

2

=

l
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