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Uloha IV.S ... oscilace oxidu uhli¢itého 10 bodu; (chybi statistiky)

Budeme modelovat kmity v molekule oxidu uhli¢itého. Jednad se o linearni molekulu s jednim
atomem uhliku mezi dvéma atomy kysliku, lezicimi spolecné na jedné primce. Uvazujme pouze
kmity podél této primky. Predpokladejme, zZe pro malé vychylky lze molekulu modelovat jako
spojeni uhlikového atomu s kazdym z kyslikovych pomoci pruzin o tuhosti k. Atom uhliku m&
hmotnost M, hmotnost kyslikového atomu je m.

Sestavte rovnice urcujici sily, které piisobi na atomy pri malych vychylkach podél osy uvazo-
vané molekuly. Ta je symetricka vici zaméné nékterych atomu. Vyjadrete tuto symetrii pomoci
matice pusobici na vami definovany vektor vychylek. Déle urcete vlastni vektory a vlastni cisla
této matice. Takovato symetrie vSak neni kompletni — vysvétlete, které stupné volnosti nezahr-
nuje.

Déle sestrojte maticovou rovnici popisujici kmity systému. Dosazenim vlastnich vektori
z matice symetrie, které rozsirite o symetrii neomezené stupné volnosti, urcete normalni mody
systému. Déle spocitejte jejich ihlovou rychlost/frekvenci a nacrtnéte sméry oscilaci. Jaké dalsi
mody (stdle pouze ve sméru osy molekuly) by systém mohl obsahovat? Urcete frekvenci a smér
pro kazdy mod, jejz se vam podari nalézt. Stépdn premyslel o molekuldch.

Zvolme soustavu souradnic s poc¢atkem na pozici uhlikového atomu v rovnovazném stavu. Vy-
chylky atomu z jejich rovnovazné polohy ozna¢me v poradi x1, X a x2 pro levy kyslik, uhlik
a pravy kyslik. VSechny vychylky mérime ve sméru rostouci souradnice z. Na kyslikové atomy
budou pusobit sily

F 1 = k: (X — 331) ,

F2 = k} (X — 1132) .

Silu pusobici na atom uhliku spocitame jako
F:—F1 —F2 :k($1+$2—2x) .

Vidime, ze zaménou indext kyslikovych atomi 1 <— 2 dostaneme presné stejnou soustavu
rovnic. Definujme vektor vychylek jako

T
vV = i)
X
Matice symetrie S ma potom tvar
0 1 0
S=11 0 0
0 0 1

Abychom nasli vlastni vektory, musime nejdriv urcit determinant matice S—AI, kde A je vlastni
¢islo. Tento determinant musi byt roven nule pro netrividlni vlastni vektory, neboli

- 1 0
1 =X 0 =0.
0 0 1-2AX
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Tato matice je blokové diagonélni, takze plati

-2 1 0 1

I =X 0 :’ ‘(1)\):(/\21)(1)\):0.
1 =

0 0 1-2A

Vlastni ¢isla jsou A = £1 s tim, ze pro A = 1 oc¢ekavame dva vektory — jedna se o dvojity koren
rovnice.
Pro A = —1 ur¢ime vlastni vektor jako

1 1 0 « 0
1 1 0)(B]l=1]0],
00 2/ \» 0
kde a, 8 a 7 jsou komponenty vlastniho vektoru. Jediné netrividlni feSeni dostaneme pro

1

ale jakykoliv skalarni nasobek tohoto vektoru také funguje. Pro kofen A = 1 fesime rovnici

-1 1 0\ /«a 0
1 -1 0|(B8]=1o0
0 o0 0o/ \y 0

Koeficient v zfejmé neni nijak omezen. Toto predstavuje neiplnost nasi symetrie — permutace
vychylek atomt kysliku neklade zddné néroky na vychylku uhliku. Ta predstavuje nezahrnuty
stupen volnosti. Toto je ovsem pravda pouze pro vektory, které odpovidaji A = 1. Pro A = —1
jsme vidéli, ze vychylka uhliku je symetrii donucena k nule.

Méme tedy dva vlastni vektory, které odpovidaji A = 1, a sice

() =

nebo jejich libovolnou linedrni kombinaci.

Nyni sestrojme dynamickou rovnici popisujici tento systém. Sily ptisobici na atomy lze pre-
psat jako zrychleni vychylek atomt vynasobené jejich hmotnostmi. Pro tato zrychleni mtizeme
provést fourierovskou substituci, abychom dostali soustavu rovnic. Napfiklad rovnice pro atom
kysliku nalevo se zméni na

miit=k(X —z1) = —mw?e = k(X —z1),
separaci proménnych X a x; ziskdme
kX + (mwak)xl =0.

VsSechny rovnice lze shrnout jako

mw? — k 0 k T 0
0 mw? — k k 2l =10
k k Mw? —2k) \X 0
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Dosadime nejprve vektor typu vi. Pro ten plati (dovolime-li libovolnou hodnotu skaldrniho
Cinitele)

mw? — k 0 k «@ 0
0 mw? — k k —a|=1(0
k k Muw? — 2k 0 0

Velmi rychle zjistime, ze tato soustava rovnic mé feSeni pri

(mwQ—k)a:O,

|k
w1 = — .
m

¢imz ziskavame prvni frekvenci oscilaci

—_— —  —

Obr. 1: Naznaceni pohybu oscilujicich modt. Pfi pohybu vzdy plati zachovani hybnosti
a celkova hybnost pri téchto modech je konstantni. Pti transla¢nim modu je konstantni
i vzdalenost mezi atomy.

Daéle dosadime obecnou superpozici vektoru va a vektoru vs, coz odpovida rozsifeni o ne-
zahrnuté stupné volnosti v symetrii. Dostavame soustavu rovnic

mw? — k 0 k «@ 0
0 mw? — k k al=10
k k Muw? — 2k 0% 0

Prvni a druhé rovnice jsou stejné, treti je jind. Mame tak dvé rtizné rovnice pro dvé neznamé
(mwak)aJrky:O,
2ka + (Mw® — 2k)y =0.
Z prvni rovnice si vyjadrime parametr
m. 2
=(1- 2
7 ( k ) ’
ktery dosadime ho do druhé, ¢imz ziskdme
<2k + (Mw? — 2k) (1 -

k
w? <2m+M(1—%w2))a:O.
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Jedno feseni je w = 0, pfi kterém systém neosciluje. Druhé feseni je

k

mM
M+2m

kde bereme v tivahu pouze kladny koten. Pro neoscilujici mod je v dano jako
T=a,

a vzdélenosti mezi atomy jsou v tomto modu konstantni, jak bychom ocekévali. Pro oscilujici

mod plati
S (l_mwk>a: (1-Mtmy 2,
k mM

a vlastni vektory normalnich modi jsou

1 1
vy = 1 , ve=|1
_2m 1

M

Timto zpusobem jsme ziskali tFi vektory pro systém s tfemi stupni volnosti - zddné dalsi nor-
mélni mody nemohou existovat. Nicméné pokud byl v feSeni opomenut piipad w = 0, lze ho
odvodit pouze na zdkladé fyzikdlni Gvahy — systém je translacné invariantni ¢ili se mtze po-
souvat konstantni rychlosti ve stejném usporddani atomu. Pro kontrolu muzeme dosadit fesent,
kdy vSechny souradnice vykonavaji stejnou rychlosti rovnomérny pohyb, tj. lze zapsat X =
= x1 = T2 = xo + vot, kde xp a vo jsou konstanty. Takovy pohyb bychom nazvali transla¢ni
mod.

Nakonec poznamenejme, ze druhy oscilujici mod muzeme v redlném systému pozorovat
jako absorpci svétla s vinovym é&islem okolo 2349 cm™!. Prvni oscilujici mod neni v pifmé
absorpci vidét, jelikoz nemé dipélovy moment. Tato absorpce je jednim z dilezitych komponenti
sklenikového efektu.

Stépdn Marek
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