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Uloha II1.4 ... vétrnikovy katapult 6 bodt; pramér 3,43; resilo 67 studentt

Maly myséak Joe se rad katapultuje z konce vrtule ventilatoru tak, Ze se jednoduse ve vhodnou
dobu pusti a odleti. Kdy se m4 pustit, aby doletél co nejdal? Vrtule ma délku l a otaci se
s thlovou rychlosti w, pricemz rovina otaceni je kolma na vodorovnou rovinu. Dodejme, zZe
stred otaceni je ve vysce h nad zemi. Honza md rdd kazZdého, kdo md rdd katapulty.

Zadéani dlohy se da chapat dvéma zpisoby — muzeme se zajimat o to, pri jakém thlu mysak
bud uleti nejvétsi vzdalenost nebo dopadne nejdal od sloupu ventilatoru.
Zamérme se nejprve na prvni pripad. Vysku mysaka nad zemi v Case vystieleni spocitame
jako soucet délky sloupu a vrtule
ho=h—lcosp.

Uhel ¢ volime tak, ze p¥i ¢ = 0 smé&fuje vrtule orientovana svisle doli. Orientace Ghlu ¢ je pak
standardni (proti sméru hodinovych rucdicek). Kladny smér osy = volime doprava. P¥i zanedbédni
odporu vzduchu bude vektor rychlosti po pusténi

(vx> ( wlcos )
v = = . )
Uy wlsiny — gt

kde t je ¢as od okamziku, ve kterém se mysak pustil vrtule. Jako pocatek z-ové osy je vyhodné
zvolit bod, ve kterém se mysik nachézel v case t = 0. Potom pro jeho soutradnice dostaneme

x— (%)~ Vol B wlt cos
T \y/) ho—i-fotvy(t/)dt' T \h—lcosp+uwltsing — 1gt* )’

kde y # wvyt, jelikoz v, zavisi na case. Je tedy tieba integrovat, pfipadné z hodin fyziky zndme
vzdéalenost urazenou volné padajicim télesem s = vot + %atQ.
Pro ¢as dopadu plati y(t) = 0. Z této podminky vyplyva

lwsinp + \/l2w2 sin? ¢ — 2g (Icos — h)
t12(p) = p ;

coz jsou feseni kvadratické rovnice. Kofen se zdpornym znaménkem vychézi zdporné, a proto
neodpovidé fyzikdlnimu feseni, takze dale budeme pracovat jen s kladnym ¢asem t;1. Za tuto
dobu mysak uleti vzdélenost x1, pro kterou plati

T1 = vzt = wlticosp.

Dle nutné podminky pro maximéalni vzdélenost

dx

dy
dostavame rovnici pro thel ¢, pro ktery bude uleténd vzdalenost nejveétsi

dzx dtq dcosp
0= —=wl|— +t
dy w (d(p cospTh de > ’
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coz po zderivovani a zjednoduseni vede na

1202 sin p cos ¢ + glsin ¢
\/le2 sin? o — 2g (Icosp — h)

—sing (\/l2w2 sin? ¢ — 2g (Icos — h) + lw singa) )

0=cosy 4+ lwcosp | —

Tato rovnice nem4 analytické feseni pro ¢ = ¢(l,w, g, h) a musime se s timto vysledkem spokojit.
Jednu goniometrickou funkci miizeme nahradit druhou pomocf identity sin® 24 cos® z = 1, éimz
ziskdme racionalni rovnici jen pro jednu proménnou, naptiklad sin . Po roznasobeni a umocnéni
dostaneme polynom v této proménné, ktery ale bude mit prilis vysoky stupen na to, aby byl
FeSitelny analyticky (tj. vétsi nez 4).

Pro pfedstavu muzeme dosadit hodnoty pro néjaky zcela obycejny vétrnik. Napiiklad prol =
=1lm,w=1s"1 ¢g=98ms"?ah = 10m vyjde 6 kofenti pro ¢, z nichz dva jsou realné.
Nejvétsi vzdalenost dostaneme pro

Pmax = 3,08 = 176°.
Pusti-li se mysak pod timto dhlem, doleti do vzdalenosti
Tmax = Vatmax = Wltmax COS Pmax = —1,50m,

kde zaporné znaménko je cisté nase konvence sméru osy. Vsimnéme si, ze vysel pfiblizné primy
thel, ktery odpovidd témér vodorovnému vektoru pocatecné rychlosti. To je zptusobeno relativ-
né malou thlovou rychlosti vzhledem k vysce stozaru. Pro dosazeni maximalni vzdélenosti je
potom vyhodné investovat vétsinu rychlosti do z-ové slozky.

Druhy pripad vyresime tak, ze jako pocatek x-ové osy zvolime sloup ventildtoru. Vztah pro
soutadnici mysaka po vypusténi v zavislosti na case proto prejde na

o (*) = Ising + vyt - Isin ¢ + wltcos
“\y)  \ho+ fotvy(t/) dt') ~ \h—lcosp+uwltsing — 1gt* ) -
Cas letu t; v z4vislosti na ¢ bude porad stejny, jenom se zméni po¢atek souradnicového systému.
Pro urceni hledaného thlu znovu pouzijeme podminku

0= (%i =lcosyp+ wl <(312C03gp+t1d((71(:;@) 7

tentokrat s novym vztahem pro z-ovou soutadnici. Po zderivovani a zjednoduseni dostaneme

glsin g + 1?w? sin ¢ cos @
\/2gh — 2gl cos ¢ + [2w? sin?

0O=cosyp |g+w +lwcosp | | —

— wsin ¢ (\/Qgh — 2gl cos ¢ + 12w? sin? ¢ + lwsin ga) )
Roznésobeni vede na kubickou rovnici pro cos ¢ ve tvaru
(92 + 202wt + 2ghw2) lcos® p — ((92 +20%w* + 29hw2) h — 2912w2) cos® p—
— (120.)2 + 4gh) lw? cos ©+ 2wt + Zgh2w2 =0.
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Obr. 1: Zavislost ¢; na w.

Ta muze mit obecné az t¥i koreny. V tomto pripadé méme stésti, nebot jeden kofen muzeme
odhadnout, ¢imz rovnici rozlozime na linedrni a kvadraticky clen

h
(coscp — 7) ((92 + 2% + 2ghw2) cos? ¢ + 2glw® cos p— (l2w2 + Qgh) w2) =0.
Pro kazdy rozumny ventilator lze predpokladat A > [ Cili tomuto kofenu neodpovidd zadny
realny uhel . Pokud by odpovidal, nejspis by se stejné jednalo o minimum. Protoze funkce cos
neni prostd, dostaneme ze zbyvajicich dvou kofeni Ctyti reseni

A — glw? A — glw?®
1= AICCOS ————, (4 = —ALCCOS ———

—A — glw? —A — glw?
2 = AICCOS ——F=——,  (P3 = — AICCOS ———

kde

A= \/g2l2w4 + w? (g2 4 212w* + 2ghw?) (I2w? + 2gh) ,
B = g2 + 2%t + 29hw2 .

Toto jsou body podeztelé z extrémt. Muze se jednat o lokalni extrémy, inflexni body, nebo
o uplné normdni body (pfi odvozovani kubické rovnice jsme délali neekvivalentni dpravy, na-
priklad umocrtiovani). Pro jistotu bychom mohli vySettit druhé derivace, ale to by bylo zbyteéné
pracné a nejspis by nam stejné nevyslo nic konkrétniho. Dale proto budeme postupovat tak,
ze pro jednotlivé thly ¢, spocitame vzdalenosti x; a z nich vybereme tu nejvétsi. Uvédomme
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Obr. 2: Zévislost |z;| na w.

si, Ze soufadnice  muze byt jak kladn4, tak zdporn4, takZe nas ve skute¢noti zajima veli¢ina |z|.

Nejdrive jesté ovérme, zda maji vysledné uhly fyzikalni smysl. Vyrazy v argumentu arccos
jsou vzdy v absolutni hodnoté mensi nez 1, coz je v poradku, jinak by nespadaly do defi¢niho
oboru funkce arccos. Ta je prostéd a klesajici s hodnotami <n, §> pro interval {(—1,0) a s hod-
notami (g,()> pro interval (0,1). Ozna¢me si kvadranty 1 az 4, kde prvni piislusi ¢ € (0, g),
druhy ¢ € (%,n) atd. Z nerovnosti A > glw? > 0 a B > 0 je patrné, e tihel ¢; bude vzdy
v kvadrantu 1, zatimco 2 bude v kvadrantu 2.

Jelikoz p3 = —p2 a w4 = —p1, budou vzdy v kvadrantech 3 resp. 4. Intuice ndm napovida,
ze uhel ¢4 by nikdy nemél byt ten, pro ktery mysak doleti nejdal. Zkusme si tedy podobné jako
v prvni ¢asti vypocitat thly a vzdélenosti pro rizné hodnoty parametrii. Protoze ale tentokrat
méame analytické feSeni, muzeme je pocitat napriklad jako funkce parametru w. Ostatni hod-
noty si znovu zvolime [ = 1m, g = 9,8m-s~2, h = 10 m.

Vysledné vzdalenosti jsme zobazili v grafu na obrazku E Jak je vidét, nase intuice byla
spravnd. Vzdélenost x4 neni nikdy maximdélni. Vzdédlenost x1 je oproti tomu vzdy maximalni.
Pro malé rychlosti otaceni je dalsi maximalni vzdalenost x3, ale kdyz se tthlova rychlost zvét-
Suje, tak se postupné stane maximalni vzdalenosti x2. Také je velice zajimavé, ze vzdy existuji
dvé stejné velkd maxima, jedno odpovidajici letu doprava (x1) a jedno doleva (z2 nebo x3).
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Odpovidajici thly ¢; jsou na obrazku E
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