Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 5/7

Uvodem
Milé fesitelky, mili Fesitelé,

blizime se pomalu do findle, ¢ekd na vas predposledni - 5. série FYKOSu!

V paté sérii pomizeme Lukésovi vyresit problém s poklickou ptichycenou k hrnci, rozebere-
me si Karlovo uméni brzdit (které se muze zvrhnout ve frajerské driftovani), ale také zkusime
navrhnout idedlni model vejce, které by odolalo co nejvétsimu tlaku.

Experimentélni tloha se podiva na zoubek bateriim, tedy zejména jejich vyrobcum. Myslite,
ze uvedend kapacita na obalu odpovida skute¢nosti?

V seridlu se budeme zabyvat zejména vlnami, které navazou na posledni priklad paté série.

Zavér bychom vam chtéli podékovat za netradi¢ni ro¢nik Fyziklani, které letos kvuli pande-
mické situaci probéhlo online. Absolutnim vitézem se stal tym 30chuaphailaT(E)ST z hanoiské
Amsterdam High School for the Gifted. VSem tdcastnikim gratulujeme!

Organizdtori

Zadani V. série

Termin uploadu: 30. 3. 2021 23.59
Termin odeslani: 29. 3. 2021

Uloha V.1 ... naboj Zemé 3 body

Jaky celkovy naboj by musela mit Zemé, aby elektrony blizko jejiho povrchu odlétavaly pryc¢?
Jak by se tento néboj lisil pro protony?

Uloha V.2 ... retardovany Jupiter 3 body

Sidericka perioda Jupiteru &ini pfiblizné 11,9 roku, rychlost svétla je 3 - 103 m-s™!, vzdjemnou

vzdélenost Zemé a Slunce predpoklidejte rovnu 150 - 10° m. Pomoci téchto veli¢in odhadnéte,
jak dlouho poleti svétlo z Jupiteru na Zem, jestlize se Jupiter nachizi na misté, na které se
z opozice dostane za jednu ¢tvrtinu synodické periody.

Uloha V.3 ... nedobrovolné breatharianstvi 6 bodu

Lukés si chtél uvafit veefi. Postavil hrnec na plotnu, ale zapomnél do néj dit vodu (nebo
cokoliv jiného). Teplota hrnce a vzduchu uvnitt néj se ustélila na 100 °C (neptejte se, jak se to
bez vody podafilo). Lukas si zahy svoji chybu uvédomil a hrnec z plotny sundal, po vychladnuti
na pokojovou teplotu z néj ale nedokazal sejmout poklici o plose S a hmotnosti m. Spocitejte,
jakou silou poklice na hrnci drzela, pokud ji tam Lukés dal

1. tésné pred sundanim z plotny,

2. pred zacatkem pripravy vecere.
Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idealni plyn.
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Uloha V.4 ... perioda velkych kmiti 7 bodit

Uvazujme dvé poloroviny, které sviraji thel 2¢p < n. Umistime je v !
tak, aby jejich spolecna primka byla vodorovna a jejich rovina syme-

trie byla svisld, takze vytvori jakési udoli. Nasledné vezmeme hmot-

ny bod a z vysky h nad spole¢nou primkou jej hodime rychlosti v

ve vodorovném smeéru tak, aby zacal konat periodicky pohyb jako

na obrazku. Jak velkou rychlosti ho musime hodit? Predpoklddejte

dokonale pruzné odrazy od polorovin.

Uloha V.5 ... rheonomni katapult 10 bodi

Méjme tenkou obdélnikovou desku, kterd se otaci kolem své horizontdlné orientované hrany
konstantni tthlovou rychlosti. V okamziku, kdy se deska nachézi ve vodorovné poloze a otaci se
smérem nahoru, na ni umistime maly kvadiik tak, aby se vzhledem k ni zpoc¢atku nepohyboval.
Jak se bude kvadiik po desce pohybovat, jestlize je tfeni mezi obéma télesy nulové? Kam
musime kvadiik na zac¢atku umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otdcky desky? Diskutujte
déle vsechny pottebné predpoklady, které pro to musi byt splnény.

Bonus Jaky vykon dodava deska kvadiiku a jakou celkovou préaci na ném vykona?

Uloha V.P ... to nechces 9 bodut
Jisté jste jiz nékdy slyseli, ze skordpka bézného slepic¢iho vejce dokaze vydrzet i pomérné velky
tlak. Vysvétlete, jak je to mozné, kdyz je preci velmi snadné vejce rozbit. V jakém sméru
snese skorapka nejvétsi zatizeni? Proc a jak se rozbije, kdyz ji zatizime prilis? Popiste razné
mechanismy a urcete, ktery je nejpravdépodobnéjsi. Nezapomente, ze se zabyvame skute¢nymi,
nikoli idedlnimi vejci. Kde to bude mozné, zkuste sva tvrzeni podpotit vypocty.

Uloha V.E ... neklamou nas? 12 bodu

Zmétte kapacitu libovolné baterie (napiiklad tuzkové AA) a porovnejte ji s deklarovanou hod-
notou.

Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodt

1. Na napnutém lané mohou existovat vlny ve vychylce u(zx,t) z rovnovazné polohy, které
splnuji vlnovou rovnici s tlumenim

kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou substituci a ur-
Cete disperzni vztah. Vyfeste jej pro vlnové ¢islo k. Jakou podminku, vyjadfenou pomoci
frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I', musi viny spliiovat, aby byly na lané po-
zorovany uzly (body, ve kterych lano ziistavd v rovnovazné poloze, ale v jejichz okoli se
pohybuje)?

2. Uvazujte Svihadlo, pfichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdélenosti L od stény
jej chytneme do ruky a za¢neme s nim pohybovat nahoru a doli, ¢imz v ném vytvorime
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vlnéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzujeme v napéti T ve sméru od stény, vychylka
tedy spliuje rovnici

0%u T 0%u

otz X\ ox?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot). Predpo-
kladejte, ze Teseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybujicich se v opacnych
smérech. Naleznéte takové feseni pouze s vyuzitim zadanych parametru, tj. T, A, L, A
a wo. Vysledné feseni ma amplitudu rostouci nade vSechny meze pro urcité frekvence.
Urcete jejich hodnoty a jim odpovidajici vlnové délky.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... dvé kapky 3 body; (chybi statistiky)

Od vodovodniho kohoutku se tésné za sebou odtrhnou dvé kapky a zacnou padat doli. Jak se
bude jejich vzajemnd vzdalenost ménit v case? Odpor vzduchu zanedbejte.

Bonus Odpor vzduchu zapocitejte, odhadnéte potrebné parametry a urcete vzdéalenost kapek
po dlouhé dobé. Karel se hypnotizoval vodou.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze kapky jsou stejné velké koule. Stejné velikost plyne z toho,
ze velikost kapky je ddna zejména tvarem mista, odkud se odtrhava, a hodnotou povrchového
napéti kapaliny, z niZz je tvorena. Obé veli¢iny jsou u obou kapek stejné a jejich polomér r
tak bude také stejny® To, ze kapky padaji ve tvaru velmi blizkém kouli, se d& pozorovat na
zpomalenych zdznamech rychlobéznych kamer*

Obé kapky padaji v homogennim tithovém poli se zrychlenim g. Uvazujeme, ze kapky jsou
v okamziku odtrzeni v klidu a od té chvile padaji rovnomérné zrychlenym pohybem

h= % gt?,
kde h je hloubka, ve které se kapka nachdazi v case t po odtrzeni.

Zacnéme mérit ¢as t od chvile, kdy se uvolni druhd kapka a prvni kapka je o ho nize.
Kapky by se nemély dotykat, tedy ho > 2r, kde r je polomér kapky. Pokud bychom uvazovali
vzdalenost ho = 2r, pak by se kapky kviili povrchovému napéti slily. Ve skutec¢nosti trva néjakou
dobu nez se druhé kapka zformuje, coz znamend, ze pocatecni vzdéilenost bude skutecné vyssi.

Pro vzdalenost tézist kapek v zavislosti na casu plati

2
_ _ Ll o oy 1 [ 2ho 2\
Ah—hl_h2—§g(t1—tz)—§ (t2+ 7 —t5 | =
1 [2h 2h
= ig <2t2 go‘i’go> :tQ\/QghU+h07

kde jsme ¢iselnym indexem oznacili veli¢iny odpovidajici jednotlivym kapkam. Doba, kterou pa-
dé druhd kapka je ale shodné s dobou, kterou chceme mérit. Kdyz jesté odecteme z predchoziho
vysledku rozméry kapek, abychom dostali jejich vzdélenost, vidime, Ze se zvysuje s rostoucim

¢asem linearné dle vztahu
D :t\/Qgho + ho — 2r.

Pokud se na dany problém podivame detailné, mizeme zjistit, Ze se za velkou kapkou, kviili kmit4dni povrchu
vody, utrhne jesté dalsi mensi kapka. To muzeme pozorovat napiiklad na videu attps://youtu.be/c4MUTij8f61.
Zajimejme se pouze o ,velké“ kapky, které by mély byt prakticky stejné velké.

2Jak ve videu z minulé poznamky, tak i na dal§im https://youtu.be/1LYhKU6tMAE.
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Bonus

Pro pouziti standardnich vzorcti pro odporovou silu je potieba, aby vzdalenost kapek mezi
sebou byla dostatecné vysoka. Vzorce zpravidla predpokladaji, ze okolni odporové prostiedi je
v klidu a predmét pohybujici se skrz néj nuti okolni latku k obtékani. V realité prichod prvniho
télesa tekutinou zpusobi, ze se tekutina rozpohybuje a obvykle je pro druhy pfedmét o néco
jednodussi pohybovat se timto prostfedim, tedy je mu kladen mensi odpor (odporovd sila).
Toho vyuzivaji hejna hus i cyklisti. Efekt se da v silnéjsi formé ukédzat na experimentu s pirkem
a knihou. Zkuste upustit nejdiive samotnou knihu a pak samotné pirko a sledujte, jak rychle
padaji tyto predméty k zemi zvlast. Zkuste pak polozit pirko na knihu a upustte je soucasné.
Pokud pirko nesfoukne boéni poryv vétru, pak spadnou na zem spole¢né.

Nyni bychom meéli zvazit, ktery odporovy vztah pouzit. Prvni variantou je Stokesiiv vzorec

Fs = 6mnro,

kde 7 je dynamicka viskozita charakterizujici vnitini tfeni tekutiny a v rychlost télesa. Stoke-
suv vzorec funguje pro koule, které jsou lamindrné obtékané tekutinou. Jinak feceno, rychlost
pohybu tekutiny okolo kapky by musela byt takovd, aby nevznikaly viry, coz plati pro malé
rychlosti.

Alternativou je Newtonuv vztah

1
Fn = §C’Spv2,

kde p je hustota tekutiny, C' je bezrozmérny soucinitel odporu, ktery zavisi na tvaru télesa, a S je
pricny prufez télesa. Ten funguje dobfe pro vyssi rychlosti, kde nastava turbulentni proudéni.
Ma ovsem také limity — pfi dalsim zvySovanim rychlosti, typicky pro ty blizké rychlosti zvuku
v daném prostfedi, odpor zacne rust jesté prudceji nez s kvadratem rychlosti. Po prekroceni
rychlosti zvuku pak odpor v néjaké oblasti rychlosti klesa, nez opét zacne rust. Tento ,detail
se nas ale netyka, protoze kapka se na takovou rychlost neurychli.

Urceme, na jakych maximdélnich rychlostech by se ustélila kapka o poloméru » = 1,0 mm,
pokud by se pohybovala podle jednotlivych vztaht. P¥i ustdleni rychlosti se vyrovna odporova
sila s thovou F; = mg. Dosazovat budeme parametry n = 1,8-107° Pa-s, p = 1,29kgm ™3, C =
= 0,50 a hustotu kapky px = 1,00 - 10 kg:m 3. Pro hmotnost pouzijeme vztah m = piV, kde
V = 4nr3/3 je objem koule a S = nr? jeji prifez.

4
Fs=F, = 6mrus= gm"gpkg,

2gpir? g

~120m-s~" ,
I n

vs =

1 4
IN=F, = §C’Spv12\1 = gmﬂgpkg,

| 8gpxr 1
= ~ 6m- .
UN 3Cp m-s

Jak ale odhadnout, ktery vzorec by mél byt vhodnéjsi? To muzeme rozlisit napriklad s pomoci
vypoctu Reynoldsova ¢isla. Pro kouli pohybujici vazkou tekutinou je

2rvpx
777 .

3Viz napf. Wikipedia — Reynolds number — Object in a fluid — Sphere in a fluid https://en.wikipedia.org/
wiki/Reynolds_number#Sphere_in_a_fluid.

Re =
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Zkusime-li dosadit nizsi z rychlosti vy, dostdvame Fadové 7 - 10° a pro vs by hodnota Rey-
noldsova cisla byla jesté vyssi. To odpovidé silné turbulentnimu pohybu. Hranice laminarniho
a turbulentniho proudéni neni Uplné jasné definovand — avsak hodnoty ve stovkach tisic jed-
noznacné ukazuji na turbulentni. Proto je zfejmé vhodnéjsi vyuzit Newtontiv vztah pro kapky
s podobnym rozmérem.

Celkové je odpovédi na bonus pro tuto jednoduchou ilohu, Ze nejprve se obé kapky budou
urychlovat se zrychlenim prakticky stejnym jako je tithové. Tim, jak poroste jejich rychlost, se
bude odporova sila zvySovat. Tim bude zrychleni klesat. Rychlost kapky se bude stale zvysovat
a postupné se blizit termindlni rychlosti vn. Vhodnost vyuziti odporového vzorce pro turbu-
lentni proudéni jsme si potvrdili vypocétem Reynoldsova ¢isla. Po del$im ¢ase bude vzdalenost

soucin rychlosti a rozdilu ¢asu startu obou kapek, tedy

8gpkr
D =ux (t1 —t2) = toy/ )
N (t1 —t2) =to 5Cp

Pro¢ takto snadno? Protoze prubéh padu probihal u obou kapek stejné, byl pouze posunuty
v Case. Necht po néjaké dostatecné dlouhé dobé (takové, aby se uz kapky pohybovaly termindl-
nimi rychlostmi) prolet{ prvni kapka bodem h. Druh4 jim zfejmé proleti o to pozdéji. Jelikoz
se prvni pohybuje termindlni rychlosti, urazi za tuto dobu vzdalenost vnto.

Co jsme neuvazovali a jak by bylo mozné zpracovani déle vylepsit? Zanedbali jsme vztlako-
vou silu pusobici na kapky, ale ta je zhruba 800x mensi, nez je tihova. Tise jsme predpokladali,
ze kapky padaji z velké vysky a nedopadnou na zem a béhem padu se nijak nebudou ménit.
To nemusi byt pravda, protoze padem v suchém vzduchu se bude kapka odparovat, naopak pri
padu v mlze by se jeji hmotnost a polomér mohly zvysovat. Soucasné ale padaji v konstantnich
podminkach — konstantni tihové zrychleni, hustota vzduchu a dalsi parametry, coz by pro velice
dlouhy péad neplatilo. Dale bychom se mohli vice vénovat kapkdm s rtiznymi poloméry. V tom
pripadé bychom zjistili, Ze pokud bychom vypustili malou kapku a nasledné kapku vétsi, druhé
by méla tendenci tu prvni ,dohnat* a pravdépodobné by se slily. Mohli bychom numericky ¢i
analyticky vypocitat vzdalenost kapek v kazdém case. Pro dvé velice rychle za sebou padajici
kapky by pak mohlo byt zajimavé numericky simulovat pohyb vzduchu kolem nich v pribéhu
jejich padu. Ale to jsou komplikovanéjsi problémy za hranici bonusu jednoduché tlohy.

Karel Koldr
karel@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.2 ... pruZinek neni nikdy dost 3 body; (chybi statistiky)

Jakou préaci vykondme pri zkrouceni pruziny z rovnovazné polohy o tihel a = 60°, pokud pruzinu
ve zkrouceném stavu udrzujeme momentem sily M = 1,0N-m?
Dodo se zamyslel nad energit, kterou ddvd do véseni pradla.

Postup je analogicky ako pre obvyklé natahovanie pruziny. Staci len zamenit niektoré veliciny
v znamych vztahoch. Pracu uréime ako
1

W:§Da2,
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kde D je direkény moment (akési tuhost v torzii) a « je uhlovd vychylka. Namiesto sily pre
linedrne natiahnutie pruziny mame pre skrut moment sily

M = Da.

Vyjadrenim direkéného momentu a dosadenim dostavame pre pracu
1
W = §Ma =0,527J,

kde pri uhlovej vychylke netreba zabudnut previest stupne na radiany.

Jozef Liptdk
liptak. j@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.3 ... kiiva optika 5 bodi; (chybi statistiky)

Meéjme bodovy zdroj svétla a rovinnou sklenénou desku s indexem lomu n = 1,50. V misté paty
kolmice od zdroje na desku se uvnit desky nachazeji vinoplochy s polomérem krivosti R =
= 5,00m. Jaka je skutecnd vzdalenost zdroje a desky? Dodo je pékny krivdk.

Necht r je skutecnd vzdalenost, potom paprsek dopadajici ve vzdélenosti h od kolmice tvori
trojihelnik, ktery ma u zdroje thel a. Potom plati

h
N

Paprsek vstupuje do krystalu desky pod thlem « a zlomi se na dhel g8, kde sina = nsin .
V tom bodé se bude zdat, ze paprsek pochézi ze zdroje u kterého je thel 3, takze mizeme psat

h
NCES

sina =

sinf8 =

7 rovnosti vyse mame
(R +R*) =n® (h*+1?),

coz v limité h — 0 vede na

p= g g
n

Jozef Liptdk
liptak. j@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.4 ... mravendi 8 bodiy; (chybi statistiky)

Mravenci prisli na zajimavy zptisob vyhrivani mravenisté — vylezou ven, nechaji se ohrat slu-
necnim zarenim a opét vlezou dovnitr, kde zase predaji teplo mravenisti. To aproximujeme
kuzelem o vysce H = 0,8 m s polomérem podstavy Ro = 1,5m. Celulézové stény s tepelnou
vodivosti A = 0,039 W-m~1-K~! jsou siroké 2 cm.

Predpoklddejme, ze veskerd tepelnd vyména mezi mravenistém a okolim (které mé teplo-
tu To = 10°C) je zprostredkovdna pouze mravenci a vedenim pres stény, tepelnou vyménu
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se zemi miZeme zanedbat. Mravenec vazi m = 5mg a ma mérnou tepelnou kapacitu odha-
dem 4000 J-kg='-K~'. Kolik mravencti vyhidtych na Ty, = 37 °C musi kazdou sekundu prilézt
do mravenisté, aby v celém vnitinim objemu udrzeli konstantni teplotu Ty = 20°C?

Kdté se styskalo po biologii.

Tepelny tok sténou o plose S a tloustce a urc¢ime jako

SAAT

)

P =

a

kde AT = Ty — T,. Plochu mravenisté vypoc¢teme pomoci standardniho vzorce pro povrch
kuzele. Spravné bychom méli tok urcit rozdélenim mravenisté na infinitezimalné tlusté kuzely,
protoze kazdéa ,vrstva“ bude mit trochu jiny povrch, a proto i jinak povede teplo. Vzhledem
k tomu, Ze a < Rp, mizeme tuto skutecnost zanedbat.

Povrch mraveni$té bude S = nRo+/R2 + H?, potom pro tepelné ztraty dostaneme

Ror/RZ + H2AAT
p = MoV 156 W .
a

Tok sténami se musi rovnat teplu, které do mravenisté prindseji mravenci. Kazdy mravenec
s tepelnou kapacitou ¢ prinese teplo

Qm =cm (T — Tn) -

Za sekundu jich do mravenisté ptrijde N. Tedy IN-nasobek tepla, jez do mravenisté prinese
jeden mravenec, se musi rovnat tepelnym ztratam skrz stény mravenisté. Porovnanim téchto
dvou veli¢in dostaneme

P _ nRo R(2)+H2)\(TM—TO)
Q aem (T — Tn)

N = = 460s™".
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Po dosazeni hodnot vychézi, ze pro udrzeni konstantni teploty musi do mravenisté kazdou
sekundu prijit priblizné 460 vyhratych mravenct.

Katerina Charvdtovd
katerina.charvatova@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.5 ... Efchari-Goiteia 8 bodii; (chybi statistiky)

Efchari a Goiteia jsou dvé slozky dvojplanety okolo nedavno vzniklé hvézdné soustavy. Obihaji
okolo spolecného t&7isté po kruhovych trajektoriich ve vzdélenosti a = 250 - 10° km. Efchédri m4
polomér R; = 4300km, hustotu py = 4100kg-m~2 a dobu siderické rotace T} = 14h. Goiteia
je mensi s polomérem Rs = 3800km, md vsak vétsi hustotu pz = 4500kg-m ™2 a kratsi dobu
rotace To = 11 h. Osy rotace planet i soustavy jsou rovnobézné. Za nékolik set milionii let prejde
soustava diky slapovym silam do tzv. vazané rotace. Urcete vyslednou zménu obézné doby za
predpokladu, ze télesa jsou homogenni a priblizné stéricka.

Dodovi se neustdle plete Phobos a Deimos.

Slapové sily su sily, ktorymi na seba gravitacne pdsobia skutocné telesa, ktoré nie st bodové.
Ich pri¢inou je rézna vzdialenost bodov telesa od zdroja sily a teda jej rozna velkost v roz-
nych bodoch. Tieto sily telesé deformuji v smere ich posobenia, ¢o je pri¢ina vzniku vydute
na povrchu planéty (na Zemi je najlepsie pozorovatelnou zlozkou tohto pésobenia priliv a od-
liv). Kompenzované si pruznou silou materidlu, z ktorého sui telesd vytvorené a jeho vlastnou
tiazou. Deformécia a jej navritenie vsak nie je okamzité. Vydut je unasana rotaciou planéty
mimo priamu spojnicu telies. Na takto pootocent vydut potom pésobi druhé teleso nenulovym
momentom sily, co ma za nasledok vyrovnavanie rotacnych periéd planét s periédou ich vza-
jomného pohybu. Pri tomto procese sa nezachoviva energia (premiena sa na deformaéné teplo),
ale zachovava sa celkovy moment hybnosti ststavy dvojplanéty. Na zaciatok bude uzitocné
vyjadrit si hmotnosti zloziek

4 . .
M, = §nR?pl =1,365- 10" kg, Ma =1,034-10%"kg.
Dalej bude uZitoéné uréit pévodni obeznd periédu ststavy, z tretiecho Keplerovho zékona

CL3 G(M1—|—M2)

P2 42
méme vztah
a’d . 6 .
P=2 - =1,963-10"s = 22,7d.
T G (Ml + Mg)

Pokuisme sa néjst celkovy moment hybnosti L ststavy tesne po vzniku. Spravne by bolo
potrebné vektorovo séitat rotaéné momenty hybnosti oboch zloziek (Li,L2) s momentom hyb-
nosti zodpovedajicemu vzidjomnému obehu L,. Vzhladom na kolinedrnu orientaciu rotacnych
osi, v ktorych tieto momenty leziaf staci s¢itanie vykonat skalarne L. = Li + L2 4+ Lo . Pre

4Vo vieobecnosti ale nelezi vektor momentu hybnosti v smere rotaénej osi, plati to len pre viac symetrické
telesa.
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rota¢ny moment hybnosti mame L; = [w, kde I je moment zotrvacnosti telesa a w = 2%‘ je jeho
uhlova rychlost. Moment zotrvacnosti odhadneme pre planétu ako pre homogénnu gulu

I = %MlR% =1,010 - 10* kgm®, I = 0,597 - 10°" kg-m?,
L= 2;11 =1,259-10**kgm®s™', Ly =0,948-10*3 kg-m?s™".
1

Pre urcenie orbitdlneho momentu hybnosti potrebujeme poznat vzdialenosti telies od taziska a;
a ich rychlosti na orbite v;. Vzdialenosti od taziska mame z definicie taziska ako hmotného stredu

@ = aMz
T M+ My
Vzhladom na kruhovost drédh médme potom
aM1M2
Lo =M M. = — .
1v1a1 + Maovaasz M.+ M (v1 + v2)

Rychlost telies urc¢ime napriklad z rovnovahy odstredivej a dostredivej sily

My M-

2 )

Mlvf e

al a

kde je dolezité si uvedomit, zZe polomer obehu nie je vzdialenost telies, na ktorej posobi gravi-
tacnd sila. Po dosadeni a tprave

/ G
= M- _—
vt 2 a(]\41+]\42)7

Ga . 35 2 _—1
Lo =M Myy| ——— =1,177- 10" kg-m~- .
1 M3 M1 L 77 -10°" kg-m®-s

Zostdva nam skompletizovat celkovy sucet

ARMIR?  4AnM,yR2 Ga
L= Mi Moy | ———— .
5T sm AR\ s

Pre vypocet zmeny samotnej periédy bude vhodné vy¢islit samostatne hodnotu rota¢nych mo-
mentov zotrvacnosti

AL =Ly + Ly = 2,206 - 10** kg-m?.s ™",

ktora je oproti obeznému momentu skoro o dva rady mensia. V stave viazanej rotéacie sa rotac-
né peridody vyrovnajai s periédou obeznou, preto moézeme rota¢ni ¢ast momentu hybnosti vo
vyslednom stave oproti pévodnému stavu zanedbat. Moment hybnosti AL teda cely prejde do
obezného momentu. Pre jeho zmenu mame

1A
Lo=Ka? = Lo+ALy=K(a+Aa)? ~Ka? + Ka_%Aa:Lo<l+f—a),

2 a

z ¢oho vyplyva

10
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Podobne diferencovanim tretieho Keplerovho zdkona

AP Aa
2— = 3—
P a’
z ¢oho dosadenim predchadzajiceho vztahu mame
AL,
AP ~3P——.
3 I.
Dosadenim ¢iselnych hodndét mame zmenu diiky obeznej pe-

riédy AP = 1,104-10° s = 1,28d. Uloha sa namiesto diferencovania a teda rozvoju do linedrne-
ho ¢lena dala riesif aj postupnym dosadenim nového momentu hybnosti do vztahu zvéizujticeho
moment hybnosti a velkd polos a nésledne novej velkej polosi do tretiecho Keplerovho zdkona
pre ziskanie novej obeznej periddy. Pri tomto postupe dostédvame presny vysledok

_ 2n (M + M) L?

AP —P=1,124-10°s = 1,30d.
G2MP M} ’ ST
Jozef Liptdk
liptak. j@fykos.cz@fykos.cz
Uloha IV.P ... ptik Fykosik na dovolené 10 bodi; (chybi statistiky)

Jak by fungovalo letectvi na jinych planetdch (s atmosférou)? Zajimejte se hlavné o proudovd
letadla. Které parametry by pitisobily pozitivnéji a které negativnéji nez na Zemi?
Karel byl v muzeu letectvi v Kosicich.

Uvod

Uloha je znaéné oteviend a je mozné ji uchopit riiznymi zpisoby. Pokusime se pokryt ty nejdi-
lezitéjsi parametry a popsat jejich vliv na 1étani. Letmo se zminime i o vybranych pravidlech
1étani ve spojitosti s ménénymi fyzikalnimi parametry. Specidlné se budeme, dle zadéni, vénovat
proudovym letadlim. Ty maji motory, které vpredu natahuji okolni vzduch. Ten se uvniti stla-
¢uje kompresory a ndsledné se vyuziva pro spalovan{ paliva (letecky petrolej ¢i letecky benzin).
Spaliny pak pokracuji motorem dale k turbiné, kterou roztaci, tudiz rotuje i osa motoru, na
které jsou lopatky kompresoru. Soucasné s tim je letadlo pohanéno diky principu akce a reakce.

,Prolétli“ jsme pouze zdkladni princip motord, ktery muze byt v jednotlivych aplikacich
vylepsen dalsimi technickymi prvky. Vyhodou proudovych motoru je, ze umoznuji rychlejsi let
nez vrtulové. Nevyhodou naopak, ze zakladni typ tohoto motoru potrebuje pro vzlet dosdhnout
netrividlni minimalni rychlosti, aby motor fungoval.

Pro jednoduchost budeme v nésledujicim textu c¢asto plyn v atmosfére planety nazyvat
vzduchem, i kdyz mize mit zcela odlisné slozeni. Nadpisy jsou zvoleny tak, aby se néasledujici
Cast textu vénovala vice pravé zminéné fyzikalni veli¢iné, nicméné tyto parametry jsou casto
provazané a pusobi na letadlo a vlastnosti letu v kombinacich. Tim, ze jsme zvolili proudové
motory, automaticky jsme zvolili i letadla s pretlakovymi kabinami. Létaji totiz tak vysoko, ze
by lidem nebylo moc dobtet

5Co si budeme povidat — vétsina lidi by po tak rychlém nastoupani do 11 km nad zemi zemfela na hypoxii.
Jediné mozné trénovani horolezci ¢i potapéci by méli trochu sanci. Také je potfeba v letadle udrzovat rozumné
vysokou teplotu, protoze turisti v Zabkach by pii teplotdch kolem —55°C méli tendenci umrznout.
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Hustota atmosféry u povrchu planety

Na planeté bez atmosféry bychom nemohli letadla vibec vyuzivat. Ze vzduchu je vyuzivan
kyslik na spalovani paliva. Neméné dulezité je latkové prostiedi, které vytvari vztlak. Neda se
ovSem piimocare fict, ze ¢im vétsi hustota vzduchu, tim 1épe ze vSech hledisek. Jednozna¢né
ale plati, Ze ¢im hustéjsi je atmosféra, tim nizsi rychlost ndm stac¢i pro vzlétnuti.

Podivejme se nejprve, k ¢emu jsou letadlu motory. Tah motoru se vyuziva jak na vyrovnani
tihové sily, tak na vyrovnani odporu pii letu (pfipadné i zrychlovani). Tihov4 sila se vyrovnava
tim, ze kiidla letadla sviraji vaéi letové hladiné uréity thel (dhel ndbéhu). Dalo by se Fict, ze
to je pro nés uziteéna &ast odporové sily, tedy vztlak. Cést spotfebovand na odpor piisobici
proti pohybu pro nas ovsem jiz tolik uzitecna neni a byli bychom radéji, kdyby byl tento odpor
minimalni, pfipadné by ndm umoznil co nejvyssi rychlost letadla. Ilustrativné se podivejme,
jak zéavisi odporova sila na rychlosti télesa. Pfi turbulentnim proudéni mtuzeme obvykle pouzit
Newtontiv odporovy vztah

1
Foap = §CSpv2 ,

kde C je bezrozmérny koeficient urceny tvarem télesa, S prurez télesa kolmy na smér pohybu,
p hustota vzduchu a v je rychlost télesa. Tento vzorec neplati pfesné pro libovolné rychlosti.
U letadel pozorujeme, ze odpor pri letu prudce roste s tim, jak se rychlost letadla blizi rychlosti
zvuku ve vzduchu (rychlosti Mach 1). Kdyz ji nadzvukové letadlo pfekrocif pak se zpravidla
odpor prostfedi snizi a opét zacne rust az pro vyrazné vyssi rychlosti® Pro jednoduchost se
nadale budeme tvérit, ze Newtonav vztah funguje bez omezeni. V praxi inZenyti pouzivaji
komplexni simulace a nasledné modely ve vétrnych tunelech, aby si ovéfili spravnost svych
vypoctu.

Uvédomme si, ze silu mizeme rozlozit do dvou smért a vzorec plati jak pro smér pohybu
letadla (osa z), tak pro smér proti tthovému zrychleni (osa y), tedy

1 1
Fodp,z = §CISIPU920 ’ Fodp,y = §C'HS:’JPU.§ :

Vidime, Ze jedind proménnd, kterd je pro obé osy primocare shodn4, je hustota okolni atmosféry.
Mohlo by se zdat, ze letadlu leticimu v konstantni letové hladiné odpovidd nulova vertikalni
rychlost. Musime si ale uvédomit, ze jde o relativni rychlost vzduchu vudi letadlu. Muzeme
i vyjadrit, jak velkd by méla byt, aby vyrovnala tihovou silu Fy = mg, kde m je hmotnost

letadla, takze
1 2 2mg
mg = icySypvy = vy =,/ CoSup

Jinak Ffeceno, kdybychom touto rychlosti foukali zespodu na letadlo, pak by se udrzelo v kon-
stantni vysce. Letadlo by vsak muselo byt spravné naklopené a neotécet se. Nebo by musel nas
fukar fungovat adaptivné podle toho, jak se vii¢i nému nataci.

Meéli bychom zminit i aerostatickou vztlakovou silu Fy, = pVg, kde V je objem letadla.
U letadel na Zemi je docela dobfe zanedbatelna kvili nizké hustoté vzduchu. Pokud bychom
byli na planeté s vysokou hustotou atmosféry, pak by ndm mohla pomoci letadlo snadnéji
udrzet ve vzduchu. Tim by se ovSem opét zvysila odporova sila pro dopredny pohyb a letadlo
by pravdépodobné dosahovalo vyrazné nizsich rychlosti.

6Coz nedokéze kazdé letadlo, jak diskutujeme dale.
"https://en.wikipedia.org/wiki/Drag-divergence_Mach_number
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Slozeni atmosféry

Aby mohlo v motoru probihat spalovani, potfebujeme atmosféru ze smési plynu, kterd podpo-
ruje horeni palivové smési. Pro stdvajici motory je idedlni zpusob natahovani vzduchu z okolni
atmosféry a néasledné spaleni kysliku. Mohli bychom motory upravit, aby spalovaly jiné latky ¢i
by si letadlo vezlo s sebou vSechny slozky nutné pro hoteni paliva. Druhd moznost ovsem neod-
povidé zédjmu o proudova letadla, ale slo by o raketovy motor. U proudovych motori je dilezity
proud vzduchu prochazejici skrz cely motor. Jsme tedy limitovani tim, ze néjakou ¢ast palivové
smeési chceme ziskdvat z atmosféryf I pokud se omezime na bézné horeni, tak muzeme ziskdvat
bud kyslik, nebo naopak palivo (napt. plynné uhlovodiky). Divodem, pro¢ bychom nemohli
sbirat jak palivo, tak kyslik, je, Ze by takova atmosféra méla nejspise tendenci sama vzplanout,
coz pro létani neni vhodné prostredi. Pokud by nevzplala sama, pak bychom ji pravdépodobné
nasim letadlem zapdlili. Obdobné bychom asi nechtéli atmosféru s blizicim se podilem k 100 %
kysliku. Prestoze kyslik neni sdm o sobé hotflavy, atmosféra s vysokym podilem kysliku by pod-
porovala horeni jesté vyraznéji nez nase. To by zpusobovalo snadné vzplanuti témér cehokoliv
hotlavého umisténého do takového plynu. Soucasné by to vedlo k rychlé korozi konstrukénich
materialu letadla.

Skladovani kysliku je sice rizikové, ale mohli bychom to vyftesit tlakovymi lahvemi na palubé.
Atmosféra by pak musela obsahovat vhodny hotlavy plyn. Mohlo by se jednat napriklad o smés
podobnou zemnimu plynu, ktery se prevazné skladd z methanu. Relevantni otdzkou mize byt,
jestli by bylo realné takovym palivem néco pohanét a s jakou tcéinnosti. Opacné, tedy zemni plyn
jako stlacené palivo z nadrze a kyslik z atmosféry, se pouziva bézné jako alternativni palivo pro
auta. Samotna reakce je tedy vhodna pro pohon motort obecné. Proudové motory letadel by
se sice musely upravit, ale neni tgo nemozné. Pokud se podivime na vyhievnost zemniho plynu,
pak je dokonce o néco mélo vyssit a to 49 MJ-kg™* oproti 43 MJ-kg ™' u kerosenuld Radové jsou
tyto hodnoty ale blizké. Navic zalezi na slozeni konkrétniho zemniho plynu a leteckého paliva,
které se lisi podle mista tézby. Mozna by bylo vhodnéjsi porovnavat spalna tepla, protoze ta
zahrnuji, na rozdil od vyhfevnosti, i energii, kterou prijme voda uvolnujici se pri spalovani.
Pomeér tepel by byl ale obdobny.

Jaké mnozstvi kysliku bychom méli s sebou mit v letadle oproti konvenénimu palivu pro
letadlo na Zemi, kdybychom chtéli ziskat srovnatelnou energii? Pro to potfebujeme znat rovnici
spalovani. Vyjdeme z dokonalého spalovani, protoze se budeme snazit motor upravit tak, aby
i v nové atmosfére byl co nejucinnéjsi. Dokonalé spalovani je pro nds tak vyhodnéjsi nez ne-
dokonalé probihajici za nedostatku kysliku. Pro methan (hlavni slozku zemniho plynu) vypada
rovnice takto

CH; +20, — CO, 4+ 2H,0, (1)

a spalovani dekanu (letecky petrolej se sklddd z uhlikovych Fetézci dlouhych od 9 do 16 uhlika)
je
2010H22 +31 02 — 20 COQ +22 HQO (2)

8Pfipustné by mohlo byt létat s ob&éma piisadami pro hofeni, sou¢asné do motoru vpoustét tyto slozky,
a jesté plyn z atmosféry, ktery by se také po spdleni paliva ohfival, ¢imz by pusobil dalsi tah. To by bylo
mozné i v inertni atmosfére. Nicméné je otazkou, jestli by se to konstrukéné vyplacelo a nebylo by lepsi
pouzivat pouze plyny unikajici po spalovani. S nejvyssi pravdépodobnosti by pfiddvany plyn zhorsoval G¢innost
spalovani a bylo by tézsi zajistit dokonalé spalovani paliva.

9Pfepocteno na hmotnost z http://www.cngdyou.cz/cng-info/co-je-zemni-plyn.html.

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Aviation_fuel

13


http://www.cng4you.cz/cng-info/co-je-zemni-plyn.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Aviation_fuel

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 5/7

Spotreba_paliva na Zemi je napr. pro letadlo Boeing 747 néco pod 2,41 na 100km a jednoho
pasazéra= To je mimochodem méné nez spotieba ve€tsiny aut, pokud v auté jede jeden az dva
cestujici. Z rovnice (), moldrn{ hmotnosti dekanu™ Mg = 142,3 g-mol™! a kysliku Mo2 =
= 32,00 g-mol ™! dostdvame pomér

31 Mo, .
— 2 =349,

2 Maex

ktery nam tikd, ze na jeden kilogram dekanu potiebujeme spélit tii a pil kilogramu kysliku.
U dekanu je pro nas jednozna¢né vyhodou, ze samotné palivo je leh¢i nez kyslik, kdyz musime

nést palivo s sebou. Cim téz5f letadlo musime udrzet ve vzduchu, tim vice spot¥ebujeme paliva.
Podivejme se na tento pomér pro methan®d s My, = 16,04 g-mol~!. Ten je

kdek =

2 Mo,
1 Mmet

coz je pro nas velice nevyhodny pomér. Abychom mohli pouzivat methan ¢i dalsi uhlovodiky
z atmosféry jako palivo a nést si s sebou kyslik jako okyslicovadlo, pak bychom pro moznost
spaleni srovnatelného hmotnosti paliva museli nést zhruba c¢tyindsobnou hmotnost kysliku.
Vyhrevnost, resp. spalné teplo, sice byly o néco malo vyssi, ale museli bychom nést i tlakové
nadoby na kyslik, které by byly tézsi nez standardni nddrze na letecky benzin. Spotieba letadla
by tak opét vzrostla. Nerikdme, ze by bylo nemozné létat s timto obracenym rezimem, ale jisté
by to bylo naro¢néjsi a zalezelo by na dals$ich parametrech atmosféry*

Atmosféra by musela byt slozena bud z mélo korozivnich plynui= nebo bychom museli letadlo
upravit tak, aby v dané atmosfére rychle nekorodovalo. Zrovna v motorech, v nichz je vysoké
teplota, by to mohla byt konstrukéni vyzva. Museli bychom pokryvat vSechny exponované
povrchy dostatecéné silnou protikorozni vrstvou, kterd by je izolovala od atmosféry. Na Zemi
pouzivame za timto dcelem rizné laky a mazani. Ostatné sam kyslik je korozivni plyn. Nebo
bychom museli néjaké soucdstky zcela nahradit jinymi, napriklad z keramiky, ktera je ovsem
kiehdi.

=3,99,

Ifmet =

Tihové zrychleni

Uvazujeme planety, kde je odstrediva slozka sily prakticky zanedbatelné vici gravitacni. U pri-
rozené vzniklé planety odstfediva sila nesmi prevysit gravitacni, protoze by odletoval material
z jejiho povrchu a planeta by byla jako celek nestabilni. Velké odstfediva sila by byla zndmkou
rychlé rotace planety, kterd by zpusobovala silné vétry na jejim povrchu. Znamenalo by to
neprakticnosti i v tom, ze by mohlo byt nékde vyrazné snazsi odstartovat nez jinde a zalezelo
by na tom, kterym smérem letadlo vzléta.

Tihové zrychleni primarné uréuje potiebny vztlak pro letadlo. Cim vyssi je tihova sila, tim
veétsi ¢ast tahu motoru musime investovat do vztlaku. Motor musi byt schopny mit tah vyssi
nez

Fuin = Fy = Fyvy = (m = pV) g,

1P§i obsazenosti 500 cestujicich dle https://www.flyradar.cz/letadla/spotreba-paliva-dopravniho-
letadla/.

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Dekan_(uhlovodik)

3https://cs.wikipedia.org/wiki/Methan
kdybychom si nejspise snizili jeho G¢innost priddnim mistni atmosféry do smési.

15 Atmosféra Venuse by pro nase letadlo rozhodné nebyla zadné ,hitovka“. Kyselina sirové & kyselina fosfo-
re¢nd nejsou zrovna inertni plyny.
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aby se letadlo udrzelo ve vzduchu. Jak vidime, pfi vysoké hustoté atmosféry je vliv tihové sily
slabsi, protoze na letadlo ptisobi soucasné vztlakova sila, ktera také zavisi na tthovém zrychleni.

Srovnejme vic planet, které by mély stejné chemické slozeni atmosféry, stejny polomér
a u povrchu stejnou hustotu vzduchu. Planeta s vyssi stfedni hustotou, a tedy vyssim po-
vrchovym tithovym zrychlenim, bude mit vétsi gradient tlaku. Jinak feceno, tlak vzduchu bude
rychleji klesat s vyskou. To se ndm miize hodit, pokud nase motory maji vyssi ti¢innost v rid-
$im vzduchu, ale je kratkozraké povazovat to pouze za vyhodu. Soucasné se ndm muze stat,
ze nebudeme moci prestoupat nejvyssi hory na planeté, protoze letadlo nebude mit potiebny
dostup™ Tim se vracime k prvnimu podnadpisu, kde jsme u hustoty vzduchu zminili odporovou
silu, jejiz diskuzi jsme jesté nevycerpali. Pro kazdou vysku totiz existuje minimélni a maximalni
rychlost, kterou musi letadlo letét, aby nespadlo. Miniméalni rychlost letadla je dana nutnosti
generovat dostateény vztlak. Protoze s vyskou klesd hustota vzduchu (a odporova sila, pri-
padné vztlakovd sila), ale neklesd hmotnost letadla, tak se minimalni nutné rychlost zvysuje.
Maximalni rychlost je ddna zpravidla tim, ze letadla nejsou konstruovana na to, aby prekonala
Mach 1. Kdyz se ji letadlo blizi, tak odpor prudce vroste. Na nékterych ¢astech trupu ¢i kiidel
pak dochéazi k prekroceni rychlosti zvuku dfive nez na jinych a bézné subsonické letadlo se stava
nestabilni™ S rostouci vyskou nad povrchem v nasi atmosfére, kde se 1éta, teplota zpravidla
klesa. Tim padem se snizuje i rychlost zvuku ve vzduchu a klesad i maximdlni bezpecnd rychlost
letadla. Minimalni a maximalni rychlost se k sobé blizi, az se pro néjakou vysku protnout
Ve vysce, kde to nastane, je jedind pripustnd ry%}lost letadla a pfi pouhé malé odchylce od
ni dojde prakticky jisté k ztraté vztlaku a padu™= Ale nemusi to mit fatdlni nasledky. Sem
tam se to muze stat i u dopravnich letadel. V zemské atmosfére je vyhodou, ze jakmile letadlo
zacne padat, tak se dostava do vysek, kde je sirsi rozpéti moznych rychlosti, takze je mozné jej
stabilizovat. Piloti jsou trénovani na to, aby tento manévr zvladli a letadlo vyrovnali v nizsi
letové hladiné.

Dalsi nevyhodou rychlého klesani tlaku s vyskou je, ze by bylo mozné pouzivat pouze mensi
pocet letovych hladin pro zachovani bezpecnych rozestupt mezi letadly. To by byl logisticky
problém, ktery by vyvstanul v ¢ase, kdy by letadla na planeté pouzivalo mnoho jejich obyvatel.
Na Zemi jsme na to uz narazili, ale vesmirné kolonizatory by to pravdépodobné nemuselo nékolik
prvnich let tolik trapit.

Teplota

Dilezita je jak teplota u povrchu planety, tak teplota atmosférického profilu. Pokud by se
jednalo o atmosféru podobnou Zemi, tak bychom cekali pokles teploty s vyskou nad povrchem
planety v ramci vétsiny relevantnich vysek pro létani. Ale i na Zemi je od 11 km do 20 km teplota
obvykle konstantni¥= pricemz civilni proudova letadla stoupaji az nad 11km. Samoziejmé ze
ruzné vrstvy atmosféry mohou s prichozim sluneénim zafenim reagovat ruzné, podobné jako to
déla ozonova vrstva ¢i ionosféra.

6 Dostup je maximalni vyska, do které mize letadlo vystoupat. Mize jit o konstrukéni hodnotu udévanou
vyrobcem. Redlny maximalni dostup letadla pak zavisi na jeho aktudlni hmotnosti.

7 Limity maji i nadzvukové letadla, ale zde se vénujeme hlavné ,mainstreamu®.

8Vystizny anglicky nazev pro tento jev je coffin corner, viz https://en.wikipedia.org/wiki/Coffin_corner |
(aerodynamics).

YPpokud by parametry atmosféry vSude zavisely pouze na vysce, tak bychom se ani nemohli s letadlem dostat
na ¢i dokonce nad tuto vysku. Nicméné atmosféra neni vsude stejné, takze tato vyska se misto od mista lisi.

20pro vypodty v letectvi se pouzivaji parametry Standardni atmosféry, viz nap¥. https://cs.wikipedia.org/
wiki/Standardni_atmosféra.
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Vyssi teplota znamend nizsi hustotu vzduchu za stejného tlaku. To znamend nizsi vztlak,
resp. vyssi potfebny tah motoru pro start a lets
Teplota T spole¢né s velikosti a hustotou planety ndm déva omezeni na to, jaké gyny vibec

muze planeta udrzet ve své atmosfére. Plati, Ze inikova rychlost ¢éstice z povrchu®d je
2G Mg,
Vesc = T@ .

Stredni rychlost molekuly plynu je

o_ [skT _ [sRT
“Vomm oV oMy’

kde k je Boltzmannova konstanta, m hmotnost molekuly plynu, R molarni plynovd konstanta
a My, molarni hmotnost molekuly. Vidime, Ze ¢im hmotnéjsi molekula, tim se pii stejné teploté
pohybuje pomaleji a tim spise neprekond tnikovou rychlost. To je jeden z dtvodu, pro¢ na
terestrickych planetdch neni v atmosfére mnoho vodiku ¢i helia.

VSechny castice v plynu vsak nemaji pouze jedinou rychlost. Jejich rychlosti se ¥idi Max-
wellovym-Boltzmannovym rozdélenim®! Distribuc¢ni funkce je

3
2 (M E g
f(v)—\/;(RT) v7e .

Ta ndm fika, ze pravdépodobnost, ze rychlost éastice spadd do intervalu (v,v + dv), je rov-
na f(v)dv. Alespon 0,1 % &astic z celkového poétu bude mit rychlost trojndsobnou ¢ vyssi
vzhledem ke stfedni rychlosti. Nestaci, aby pro dany plyn byla tinikova rychlost vyssi nez jeho
stredni rychlost. Je potfeba, aby byla aspon tak pétkrat vyssit= aby nedochéazelo k iniku tohoto
plynu z atmosféry.

Dalsi faktor, ktery limituje mozné castice v atmosféie, je slunecni vitr. Ten %yny kvali
srazkam odvava pryc, zejména pokud neni atmosféra chranéna magnetickym polem= Toto mé
nejvetsi vliv na ¢astice, které maji podobnou hmotnost jako ¢astice slunec¢niho vétru, tedy jadra
vodiku a helia.

Pokud porovname vic podobnych planetjE které jsou v rtzné vzdélenosti od svého slunce,
pak vyssi teplota na povrchu by méla znamenat vyssi teplotu celého vzduchového sloupce. Pokud
bychom zajistovali rozestupy letovymi hladinami, tedy letadla by 1étala ve stejné tlakové vysce,
tak by byly vzdélenosti mezi letovymi hladinami vyssi nez na chladnéjsi planeté. Pokud bychom
chtéli nastoupat do stejné tlakové hladiny, pak bychom museli stoupat déle. Na druhou stranu
by se mohly na této planeté nastavit bezpecné rozestupy na mensi rozdily tlaka a byl by mozny
provoz ve vice letovych hladinéach.

21Napfiklad proto drive néktera letadla mohla z oblasti s vysokou teplotou startovat naplnénd jenom na
polovinu kapacity cestujicich a nakladu.

22Mohli bychom ji vypo&itat z toho, jakou kinetickou energii musi astice mit, aby unikla az do nekoneéna.

23https://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell_Boltzmann_distribution#Typical_speeds

24Pfesnéji feceno, ¢im vyssi bude tento pomér, tim lépe a atmosféra ndm vydrzi na planeté déle.

25Gice to neni tplné k letadlim, ale z tohoto divodu nevznikli velci plynovi obfi v blizkosti Slunce. To
totiz zacalo s termojadernymi reakcemi ve svém jadru jesté pred zformovanim planet. Slunecni vitr tedy jesté
snadnéji odval plyn predtim, nez se ochladil natolik, aby se mohl udrzet na néjaké planeté.

26podobny polomér, hmotnost, slozeni atmosféry a jeji hmotnost.
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Pocasi

Rozhodné nejde létat v nestabilni atmosfére, kde by probihaly neustalé boutky nad celym
povrchem planety. Minimalné ne se soucasnymi letadly, pro které jsou tyto podminky velmi
nevhodné. Pokud je nad letistém bourka, tak letadlo obvykle divertuje=! na jiné bezpecné
letisté. Problematické jsou jak blesky, tak vitr, zejména jeho poryvy a rychlé zmény.

Proberme trochu vice vliv vétru. Pii startu i pristani letadla je potieba, aby byl vitr bud co
nejmensi, nebo aby val smérem proti letadlu. Protivitr totiz zvétsuje vztlak letadla, coz se hodi
jak pri startu, kdy se letadlo dostane do letuschopného rezimu pfi nizsi rychlosti vuci zemi,
tak i pri pristani. Rozumné silny protivitr tedy letadlu pomaha. Nebezpecnou situaci muze byt
ztrata vztlaku zpusobend vétrem do zad letadla. Proto se na letisti stfidd smér dréhy v uzivani
podle aktualni rychlosti a sméru vétru. Pfi bo¢nim vétru musi letadlo tento vitr kompenzovat
natocenim, coz jde pouze pro nizké rychlosti. Velké rychlosti nelze bezpecné vyrovnat. Pokud
m3 letisté pouze jednu drahu ¢i pouze paralelni dréhy a je silny bocni vitr, pak letadlo nesmi
vzlétnout ani pristat. Napiiklad na prazském letisti v Ruzyni® se drdha zméni, pokud je zadni
slozka vétru vyssi nez 9km-h™" nebo boéni vétsf nez 28km-h~'. Obé hodnoty jsou véetné
narazu které jsou pro pilota jesté neprijemnéjsi nez samotny staly vitr.

Srazky ¢i mraky a mlha ovliviuji ic¢innost proudovych motort. Jsou totiz natahovany do
motoru, kde se odparuji. Tim také zabiraji ur¢ité misto ve spalovaci ¢asti motoru a mohou vést
k nedokonalému spalovani smési. Zpravidla bychom tedy cekali, ze dojde ke snizeni icinnosti
motoru. Hypoteticky by mohlo odpareni mensiho mnozstvi kapaliny vést k zvysSeni tlaku, a tak
i zvysSeni tahu motoru. Pravdépodobnéjsi ale je pokles vykonu. Nékteré proudové motory umi
vzduch vstupujici do motoru filtrovat tak, ze do spalovaci komory pousti jenom plynné castice
a kapalné ¢i pevné projdou jinou cestou. Tim se minimalizuje jejich vliv na vykon motoru.
Jednoznacné problematické je, pokud je natahovaného materialu velké mnozstvi. V tom ptipadé
miiZe nastat tzv. ,flameout®, tedy vyhasnuti motoru, ¢imz prijdeme o veskery vztlak. Na Zemi
se to stane ziidka, protoze se letadla obla¢nostem vyhybaji a malé mnozstvi jim neuskodi.

Dalsi detaily

Povrch planety musi byt dostatecné rovny, aby se na ném dalo vzlétnout a pristat s proudovym
letadlem. Sice je mozné povrch upravit, ale pokud by byla celd planeta hornatd, pak by stavba
letist mohla byt znacné komplikovanym problémem. Zejména, kdyz by parametry atmosféry
prodluzovaly startovaci a pfistdvaci drahy a bylo by nutné vytvorit konstrukei skrz/pres nékolik
hor.

Zavér

Urcité jsme nezminili vSechny mozné vlivy, které mize mit jind situace na cizi planeté na
letectvi. SpiSe nez optimistickou predpovédi, jak vytvorit lepsi planetu, slo o vycet toho, co se
miuize pokazit. To je ale takovy zaklad. Jisté byste nechtéli letét v letadle, které se v priubéhu letu

2TZméni cilové letiste.

28Dle ¢lanku 2.21.2.4 v AIP Czech Republic na stranich AD 2-LKPR-24 az AD 2-LKPR-25, které naleznete
v dokumentu https://aim.rlp.cz/ais_data/aip/data/valid/a2-pr-txt2.pdf.

29Nahodilé zmény rychlosti vétru. Obvykle maji n&jakou maximalni hodnotu, o kterou se méni, o Gemz jsou
informovana prilétajici letadla. Varovani je to pouze pfiblizné a naraz muze nastat kdykoliv. Pokud to prijde
pifimo v okamziku pfistani, tak si toho vSimnete.
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rozpusti. Letadla by se ovSéem mohla prizpusobit a upravit svij tvar, materidly nebo i technologii
motoru podle mistnich podminek.

Karel Kolar
karel@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.E ... dechberouci st¥ikacky 13 bodt; (chybi statistiky)

Urcete velikost treci sily mezi pistem a sténou injekcni strikacky, ktera vam prisla postou.
Dano si vzpomneél na vijlet do Ruska.

Uvod

Pri pohybe dvoch telies a pri ich vzdjomnom dotyku st bezne pritomné trecie sily. Ako uz iste
vieme, trecia sila Fy zavisi od zlozenia materidlov a na ich tvare, resp. na drsnosti povrchov.
Tieto veli¢iny vieme v jednoduchych pripadoch vyjadrit pomocou koeficientu trenia. Ten sa vsak
v praxi vicsinou urcuje experimentalne. Pri klasickych stredoskolskych tlohach a experimentoch
sa pre vypocet trecej sily pouziva normélova zlozka tiazovej sily k povrchu, na ktorom je teleso.
V tomto experimente sa budeme snazit zistit hodnotu koeficientu medzi stenou striekacky
a piestom. K urceniu koeficientu by sme potrebovali hodnotu normaélovej sily, ktora piest tlaci
k stene. Urcit ttto hodnotu je vSak netrividlne. Preto ndm zostava meranie hodnoty trecej sily.
To by sme mohli vykonat priamo, napriklad silomerom. Ukézeme si ale iny sp6sob riesenia,
zalozeny na rozpinani a stlacovani plynu vo vnutri striekacky.

Postup merania

Ako prvé utesnime piest, ¢o v nasom pripade bolo pouzitim prsta na ruke. Natiahneme piest,
¢im v striekacke vznikne podtlak a nésledne ho pustime. Tlakova sila, ktord bude na piest
posobit sa ho bude snazit vratit do pévodnej polohy, ale to sa jej nepodari Gplne, pretoze proti
nej bude posobit trecia sila. V mieste, kde sa piest zastavi by mala byt dynamicka trecia sila
vyvolana rozdielom tlakov v rovnovahe, z ¢oho uz dokézeme vypocitat hodnotu dynamickej
trecej sily.

Aby nas model fungoval, musime piest pustat pri spdtnom pohybe pomaly (avSak konti-
nuélne). Ak by sme mu totiz umoznili ziskat vyssiu rychlost, tak kvoli zotrva¢nosti by mohol
prekmitnif rovnovaznu polohu vyznamnejSim sposobom a néasledne by sa do nej uz nevratil
kvoli vyssej hodnote statického trenia (oproti dynamicke;j sile trenia).

V druhom pripade zase postupujeme tak, ze piest stlacime na objem mensi ako povodny
a nasledne ho uvolnime do findlnej polohy, v ktorej sa opéaf vyrovna tlakova a trecia sila.

Tedria
Spravanie plynu vnutri striekacky moézeme popisat stavovou rovnicou
pV =nRT,

kde p je tlak, V je objem, n predstavuje pocet mélov plynu, R je univerzalna plynova konstanta
a T je teplota plynu v Kelvinoch. Vzduch vo vnitri striekacky budeme povazovat za adiabaticky
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izolovany, a tak pocitame s tym, Ze si nevymiena teplo s okolim. Adiabaticky dej je popisany
vztahom
pV"™ = konst ,

kde k je Poissonova konstanta. Pre vzduch je k =~ 1,4. Pre silu sposobentt vzduchom v pieste
v rovnovaznej polohe mame
Fo=F =({p.—p)S,

kde S je plocha piestu, resp. prierez valcovej Casti striekacky a zaroven p, je pociatocny tlak
vo vnutri piestu, ktory je rovny atmosférickému tlaku. Dosadenim z rovnice adiabatického deja

dostavame v .
(11— init) ) )
o= (1= (5) )pes (3)

kde Vinit, Vend je pociatocny, resp. kone¢ny objem vzduchu v pieste.

Opac¢nym spdsobom merania by sme nechali vykonavat pracu vzduch vo vnitri striekacky.
Teda postupom, ze najprv piest stlacime a potom ho nechiame expandovat. Vypocet bude

popisany podobnou rovnicou
Vi \©
F = (( m“) 1) PaS . (4)
‘/e/nd

Zistili sme podmienky merania pocas experimentu. Tlak vzduchu v miestnosti bol namerany
ako p. = (92,0 £0,2) kPa a teplota v miestnosti bola T\ = (294,3 £+ 0,2) K. Experiment sme
vykonali so striekackou s objemom 3 ml. Pomocou posuvného meradla s noniusom sme odmerali
priemer piestu a jeho hodnota bola d = (9,14 4 0,02) mm. Nepresnost posuvného meradla
je 0,02mm podla kalibraénej normy. Prierez tak bol S = nd?/4 = (65,6 £0,3) - 107 m?, kde
sme odchylku uréili ako o(S) = 2S5 U(Td). Namerané hodnoty st v tabulke [I|.

Striekacku sme mali uzavreti jednym prstom ako na obrézku [Il. Po natiahnuti a opdtovnom
pribrzdenom pusteni (bez dotyku piestu v koncovej féze) sme odéitali hodnoty. Neistota merania
objemu je 0w, (V) = 0,05 ml.

Zo Statistického spracovania mame pre rovnovaznu polohu ob-
jem Venga = (1,315 £ 0,008) ml. Celkovti chybu objemu v rovnovéznej polohe uréime ako kvad-
raticky sucet Statistickej chyby O’(V) = 0,008 ml a chyby meradla om (V) = 0,05 ml, resp.

Meranie

o(V)=4/o(V) + om(V) =0,05ml.
Dostévame tak Vena = (1,32 £ 0,05) ml. Dosadenim do vztahu pre treciu silu (E) vychédza
F=(1,9404) N,

kde sme chybu urcili zo vzorca

aF, 2 oF, 2 oF, 2 OF, o
U(Ft)_\/<8vinit"‘“(v)) +(8vend"(v)) +<6pa"(pa)) +<ﬁ"(s)) B

G () ) (92)  (522)) e ((222) "+ (22)7).
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Obr. 1: Meranie s injek¢énou striekackou.

Porovnanie opac¢ného pohybu piestu

Pre porovnanie vyskusame aj druhtt metédu, kedy bude konat pracu od trecej sily vzduch v in-
jekénej striekacke. Postupujeme podobne, a teda na zaéiatku si zvolime objem (kvoli presnosti
merania maximalny mozny), postupne stla¢ime vzduch na nami zvolené objemy a nésledne
pomaly (priblizne niekolko sekind) pistame, avSak aby sme nijako neovplyvnili koncovi fazu
zastavenia. Vysledky st v tabulke E Neistota merania objemu je om(V) = 0,05 ml.

Z udajov, kedy bol najmensi objem vyssi ako 1,5 ml tak dostédvame tidaj pre rovnovaznu po-
lohu V;nd = (2,29 £+ 0,02) ml. Kde sme kombinovani odchylku opéat ziskali pomocou Statistickej
a systematickej chyby. Aj v tomto pripade bola $tatistickd chyba zanedbatelnd a vyslo V.4 =
= (2,29 £ 0.05) ml.

PodTla (E) sme spodéitali hodnotu trecej sily

F =(2,84+0,3) N.

Chybu sme urcili rovnako ako pri predchadzajicej metdde.

Diskusia

Pri experimente bolo pritomnych viacero faktorov, ktoré mohli ovplyvnit vysledky merania.
Pocitali sme s modelom idealneho plynu, a to samozrejme v redlnom svete len priblizuje fyzi-
kalnu skutocénost. Ako dalsi fakt, ktory ovplyviioval meranie bolo pouzitie modelu adiabatického
deja. Ten predpokladd, ze nie je pritomnd vymena tepla s okolim (pripadne, Ze deje prebehnu
tak rychlo, aby sa teplo nestihlo predat). Dizka trvania experimentu bola len niekolko sekind
napriek pomalSiemu uvolnovaniu.

Vymena tepla medzi vzduchom vo vnutri striekacky a medzi stenami striekacky nepochybne
prebiehala. Skuto¢ny dej mal preto spravanie medzi adiabatickym a izotermickym procesom.
Dalsim zdrojom tepla bol aj fakt, #e sme striekacku pridrziavali prstami, ktoré mali vyssiu
teplotu ako okolie. AvSak tepelné vymeny sme z dévodu relativne kratkeho meracieho procesu
zanedbali. Zaroven je plast pomerne dobrym izolantom.
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Tab. 1: Meranie zastavenia piestu z réznych maximalnych objemov pre zaciatocny objem
Vinit = (1,00 £ 0,05) ml a natiahnutia na objem Vipax.

Meranie Vinax Vend
ml ml

1 1,30 1,30
2 1,40 1,35
3 1,60 1,30
4 1,80 1,30
5 2,00 1,30
6 2,20 1,30
7 2,40 1,30
8 2,60 1,35
9 2,80 1,35
10 3,00 1,30

Predpokladali sme, ze vzduch neunika pri vyssom tlaku ako bol tlak okolia. Rovnako sme
zanedbali aj pripadné pridenie do vnitra striekacky. A to pre miesto, ktoré izoloval piest, a tiez
pre utesnenie rukou na vystupe striekacky. Tlak atmosféry na strane piestu sme uvazovali za
konstantny v kazdom okamihu.

V pripade opa¢ného postupu, kedy sme vzduch stlacili a sledovali jeho névrat (expanziu),
si musime uvedomit, ze vtedy kond priacu vzduch vo vnutri striekacky. Odobrané teplo cez
steny striekacky vedenim tepla zo systému znamenalo, ze tlak mohol byt v skutoc¢nosti nizsi
ako sme namerali. To sa dialo prostrednictvom odovzdania tepla okoliu (steny striekacky).
Hodnota merania F v tomto smere tak pravdepodobne horsie zodpoved4 adiabatickému modelu
z hladiska malych rozmerov sledovaného objektu.

V prvom postupe sa vzduch mierne zohrieval od okolia, ¢o naopak zvysovalo tlak vo vnutri.
Dalsou skuto¢nostou, ktord mohla ovplyvnit merania bolo, 7e sme predpokladali vo vietkych
miestach rovnaku treciu silu, avsak toto nemuselo byt splnené. Rovnako tc¢inok trecej sily moze
byt iny pri pohybe jednym alebo opa¢nym smerom. Najvyznamnejsim zdrojom odchylky bolo
najmé urcenie objemu a s tym spojené urcenie tychto hodnot. Presnejsia stupnica by vedela
tito nepresnost znizit.

Taktiez sme pri porovnavani metéd neuvazovali pripadni zmenu koeficientu trenia pri po-
hybe opa¢nym smerom. Z didajov, ktoré zodpovedajt pre najvicsiu nami vytvorent kompresiu
(teda najmensie objemy) vidime, Ze uz zretelne dochddza k vyraznejsim stratdm energie.

Zaver

Zmerali sme silové pdsobenia a uviedli sme dovody, pre ktoré by mala byt metéda konania prace
atmosférou rozumnejsou resp. spravnou volbou. Hodnota trecej sily tak bola Fy = (1,9 +0,4) N
v smere od vac¢sich objemov k mensim. V opaénom smere (kedy précu konal vzduch vo vnitri)
sme touto aproximiciou dostali F{ = (2,84 0,3) N. Tato hodnota je podla ofakdvani vyssia,
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Tab. 2: Meranie zastavenia piestu po kompresii na Vinin a naslednej expanzii vzduchu pri
zaciatocnom objeme Vi, = (3,00 & 0,05) ml.

!
Meranie Vinin Zend
ml ml

1 2,30 2,35
2220 230
3 2,10 2,35
4 2,00 2,30
5 1,80 225
6 1,60 2,20
71,40 2,25
8§ 120 215
9 1,00 2,10
10 0,80 2,00
11 0,60 1,95
12 0,40 1,85

a to z dovodu, ze pracu konal vzduch vo vnutri striekacky a nie okolitd atmosféra.

ITvan Huddk
hudakivan@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IV.S ... oscilace oxidu uhliéitého 10 bodu; (chybi statistiky)

Budeme modelovat kmity v molekule oxidu uhli¢itého. Jedna se o linearni molekulu s jednim
atomem uhliku mezi dvéma atomy kysliku, lezicimi spolecné na jedné primce. Uvazujme pouze
kmity podél této primky. Predpokladejme, Ze pro malé vychylky lze molekulu modelovat jako
spojeni uhlikového atomu s kazdym z kyslikovych pomoci pruzin o tuhosti k. Atom uhliku ma
hmotnost M, hmotnost kyslikového atomu je m.

Sestavte rovnice urcujici sily, které ptisobi na atomy pri malych vychylkdach podél osy uvazo-
vané molekuly. Ta je symetricka vici zaméné nékterych atomu. Vyjadrete tuto symetrii pomoci
matice pusobici na vami definovany vektor vychylek. Déle urcete vlastni vektory a vlastni cisla
této matice. Takovato symetrie vSak neni kompletni — vysvétlete, které stupné volnosti nezahr-
nuje.

Déle sestrojte maticovou rovnici popisujici kmity systému. Dosazenim vlastnich vektori
z matice symetrie, které rozsirite o symetrii neomezené stupné volnosti, urcete normalni mody
systému. Déle spocitejte jejich ihlovou rychlost/frekvenci a nacrtnéte sméry oscilaci. Jaké dalsi
mody (stdle pouze ve sméru osy molekuly) by systém mohl obsahovat? Urcete frekvenci a smér
pro kazdy mod, jejz se vam podari nalézt. Stépdn premyslel o molekuldch.

Zvolme soustavu souradnic s poc¢atkem na pozici uhlikového atomu v rovnovazném stavu. Vy-
chylky atomu z jejich rovnovazné polohy ozna¢me v poradi x1, X a x2 pro levy kyslik, uhlik
a pravy kyslik. VSechny vychylky mérime ve sméru rostouci souradnice z. Na kyslikové atomy
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budou pusobit sily

Flzk‘(Xfl'l),
ngk(Xfxg).

Silu pusobici na atom uhliku spoc¢itame jako
F:—F1 —F2 :k($1+$2—2x) .

Vidime, ze zdménou indexu kyslikovych atomia 1 <— 2 dostaneme pfesné stejnou soustavu
rovnic. Definujme vektor vychylek jako
T
vV = ) .
X

0 1 0
S=11 0 0.
0 0 1

Abychom nasli vlastni vektory, musime nejdiiv ur¢it determinant matice S— A1, kde )\ je vlastni
¢islo. Tento determinant musi byt roven nule pro netrividlni vlastni vektory, neboli

Matice symetrie S ma potom tvar

-2 1 0
1 =X 0 =0.
0 0 1-2X

Tato matice je blokové diagonélni, takze plati

-2 1 0 g

I =X 0 :’ ‘(1—)\):@\2—1)(1—)\):0.
1 =

0 0 1-2A

Vlastni ¢isla jsou A = £1 s tim, ze pro A = 1 ocekavame dva vektory — jedna se o dvojity kofen
rovnice.
Pro A = —1 uréime vlastni vektor jako

3 9C)-6)

kde a, 5 a 7 jsou komponenty vlastniho vektoru. Jediné netrividlni feseni dostaneme pro

1
V1 = -1 y
0

ale jakykoliv skalarni nasobek tohoto vektoru také funguje. Pro kofen A\ = 1 feSime rovnici

(5006
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Koeficient « zfejmé neni nijak omezen. Toto predstavuje netiplnost nasi symetrie — permutace
vychylek atomt kysliku neklade zddné naroky na vychylku uhliku. Ta pfedstavuje nezahrnuty
stupen volnosti. Toto je ovsem pravda pouze pro vektory, které odpovidaji A = 1. Pro A = —1
jsme vidéli, ze vychylka uhliku je symetrii donucena k nule.

Méme tedy dva vlastni vektory, které odpovidaji A = 1, a sice

1 0
vao= (1], v3= |0
0 1

nebo jejich libovolnou linedrni kombinaci.

Nyni sestrojme dynamickou rovnici popisujici tento systém. Sily pusobici na atomy lze pre-
psat jako zrychleni vychylek atomt vynasobené jejich hmotnostmi. Pro tato zrychleni mtizeme
provést fourierovskou substituci, abychom dostali soustavu rovnic. Napfiklad rovnice pro atom
kysliku nalevo se zméni na

miy =k(X —z1) = -—mwiz=k(X-—z1),
separaci proménnych X a x; ziskdme
kX + (mw® — k)21 =0.

Vsechny rovnice lze shrnout jako

mw? — k 0 k 1 0
0 mw? — k k z2 | =0
k k Mw? —2k) \X 0

Dosadime nejprve vektor typu vi. Pro ten plati (dovolime-li libovolnou hodnotu skaldrniho
Cinitele)

mw? — k 0 k « 0
0 mw? — k k —a|=1(0
k k Muw? — 2k 0 0

Velmi rychle zjistime, ze tato soustava rovnic mé reSeni pri

(mwak)a:(),

| k
w1 = — .
m

Daéle dosadime obecnou superpozici vektoru va a vektoru vs, coz odpovida rozsifeni o ne-

¢imz ziskdvame prvni frekvenci oscilaci

zahrnuté stupné volnosti v symetrii. Dostavame soustavu rovnic

mw? — k 0 k «@ 0
0 mw? — k k al=10
k k Muw? — 2k 0% 0
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m M m

(B @y

-«— —

— —  —

Obr. 2: Naznaceni pohybu oscilujicich modu. Pfi pohybu vzdy plati zachovani hybnosti
a celkova hybnost pri téchto modech je konstantni. Pti transla¢nim modu je konstantni
i vzdalenost mezi atomy.

Prvni a druhd rovnice jsou stejné, tieti je jind. Mame tak dvé rizné rovnice pro dvé neznamé
(mwak)aJrky:O,
2ka + (Mw® —2k) vy =0.

Z prvni rovnice si vyjadiime parametr

ktery dosadime ho do druhé, ¢imz ziskdme

<2k+ (Mw? — 2k) (1 - %aﬂ)) a=0,

w? <2m+M(1—%w2))a:O.

Jedno fesSeni je w = 0, pfi kterém systém neosciluje. Druhé reseni je

k

mM
M+2m

kde bereme v tvahu pouze kladny kotren. Pro neoscilujici mod je v dédno jako

7=,
a vzdalenosti mezi atomy jsou v tomto modu konstantni, jak bychom ocekavali. Pro oscilujici

mod plati
_ (1_BM1§)@— (I_M)Q__Lma
= k mM - M Y
a vlastni vektory normalnich modu jsou

1 1
vy = 1 ;o ove=|1
_2m 1
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Timto zpusobem jsme ziskali t¥i vektory pro systém s tfemi stupni volnosti - zddné dalsi nor-
mélni mody nemohou existovat. Nicméné pokud byl v feseni opomenut piipad w = 0, lze ho
odvodit pouze na zikladé fyzikdlni Gvahy — systém je translacné invariantni ¢ili se muze po-
souvat konstantni rychlosti ve stejném usporddani atomt. Pro kontrolu mtzeme dosadit feseni,
kdy vSechny souradnice vykondvaji stejnou rychlosti rovnomérny pohyb, tj. lze zapsat X =
= x1 = x2 = To + vot, kde x¢ a vy jsou konstanty. Takovy pohyb bychom nazvali translacni
mod.

Nakonec poznamenejme, ze druhy oscilujici mod muzeme v redlném systému pozorovat
jako absorpci svétla s vinovym &islem okolo 2349 cm™'. Prvni oscilujici mod neni v pifmé
absorpci vidét, jelikoz nemé dipélovy moment. Tato absorpce je jednim z dilezitych komponenti
sklenikového efektu.

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Viny

Vlny jsou jevem, pri kterém vicero oscilatort rozmisténych v prostoru osciluje dohromady tak,
ze vytvari urcitou predvidatelnou dynamiku. Fyzika vln mé mnoho spole¢ného s fyzikou oscila-
ci a vlastné predstavuje pouze rozsireni nasich predchozich poznatki z diskrétnich systémi do
kontinuélnich systémi. Obdobné jako jsme pro oscildtory vzdy museli odvodit dynamické rov-
nice pohybu, musime pro vlny odvodit tzv. vlnovou rovnici. To si predvedeme na jednoduchém
prikladu napnuté struny, kde odvodime nékteré zakladni pojmy, o které musime nase chépani
oscilaci rozsirit, abychom pak dokazali popsat vlnéni.

Napnuta struna

Uvazujme strunu, kterd se nachdzi podél osy z tak, Ze jeden jeji konec je v pocatku a druhy
v bodé [. Na strunu ptisobi napétit2 T a to vzdy v te¢ném sméru. Délkovd hmotnost struny
je A, celkem tedy vazi m = Al.

Daéle predpokladejme, ze struna kmité pouze kolmo na osu x. Vychylku z rovnovazné polohy
oznadéime jako u(z,t), jelikoz se mize ménit jednak s polohou x a zdroven s ¢asem t.

Uvédomme si, Ze toto je velmi silny predpoklad. Muzeme si jej ale odivodnit jednoduchou
tvahou — uvazujeme pouze velmi malé vychylky, takze tecny smér na strunu je vsude priblizné
rovnobézny s osou . To znamend, ze napéti ve sméru x je témeér rovno T podél celé délky struny.
Protoze na kazdy jeji iisek pusobi z obou stran stejné, zddny z nich nemé divod pohybovat se
ve sméru osy .

N4s tkol zni nésledovné — pfi ur¢itém profilu vychylek u(zx,t) uréit, jaké jsou sily pusobici
na jednotlivé ¢asti struny a jak jednotlivé uiseky struny zrychluji. Zrejmé nas zajimé pouze sila
ve sméru vychylky. Ukazeme si, jak spocitat jeji zménu podél x.

Zastavme na chvili ¢as a predpoklddejme v = u(zx). Usek se stiedem v bodé z piisobi na své
sousedy silou 7' v te¢ném sméru k funkci u. Oznacime-li sklon te¢ny od vodorovného sméru ¢,
bude platit v’ = tg ¢ ~ @B protoze, jak jsme jiz fekli difve, struna je skoro vodorovn4 a thel ¢
je velmi maly.24 Zde v’ znaéi derivaci funkce u podle prostorové soufadnice. Svisla slozka této
znamena to, Ze jeho pravy okraj bude mit souradnici z + dx/2. V tomto bodé na néj ve svislém
sméru pusobi napéti T, (x + da/2). Obdobné pro levy okraj. Zménu sily mizeme spoéitat jako
rozdil mezi pravym a levym okrajem, neboli

(o) 1o ) o (o ) o))

30Napétim zde myslime napétovou silu, nikoliv napétovou silu na jednotku plochy, jak se nékdy napéti
definuje.

31Prvni rovnost jednoduse plati, staci si uvédomit, ze jak funkce tg ©, tak v’ odpovidaji sklonu te¢ny k funk-
ci u(xz) v daném bodé (pro maly element dz a odpovidajici zménu du plati du = tg ¢ dx).

320pravdu, nakreslete si funkce y = tgx a y = x vedle sebe a zjistite, Ze pro malé vychylky je jejich rozdil
zanedbatelny. To je princip linedrni aproximace v néjakém bodé (nahrazeni funkei pfimkou, kterd ma v daném
bodé stejny sklon jako ptivodni funkce).
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Funkci () sice nezndme, ale pro velmi malé a ji muzeme lok4lné ap]roximovatE jeji teénou
olx+a)~=p)+¢ (@) a+t....
Za a dosadime +dz /2, bude tedy dokonce libovolné malé. Dosazenim dostédvame

ar =T ((p@) + @ T - (¢0) - ¢ @ F) ) = T/ (@) d

Méme vysledekEd i

dF 07u

a:Tgp’zTu":T@.
Zdturaznéme, 7Ze jsme pracovali pouze s funkci uw = u(x) pfi zastaveném cCase. Zajima-li nds
Casovy vyvoj systému, musime piejit k pavodni funkci u = u(z,t) a k parcidlnim derivacim.
Zrychleni spoé&itdme z druhého Newtonova zékona. Usek o délce dz vézi dm = Adz, pro silu
plati dF = dmii, kde tecka tentokrat znamena casovou derivaci. Vyslednad vinova rovnice ma
tvar

0u_1To%
otz X oz’

u(a:—i— %I)

Obr. 3: Usek struny o délce dz, na ktery piisobi sily od sousednich tsekii. Ty jsou zndzornény
v rozlozeni do horizontalniho a vertikalniho sméru.

V tomto pifpadé budeme konstantni hodnotu T/ oznadovat jako v*. Rozmérovou analjzou
Ize urdit, ze v mé jednotku rychlosti, a ukazuje se, ze v skute¢né odpovida tzv. fazové rychlosti
vin.

VInové rovnice plni stejnou roli jako rovnice pro zrychleni pfi zkouméni oscilaci jednoho
oscilatoru. Muzeme také nalézt obdobu prirozené frekvence pro jeden oscilator, ale nejprve si
ukdzeme nékteré moznosti feseni vlnové rovnice.

33Opét pouzivame linearni aproximaci. Pro obecnou aproximaci bychom pouzili Taylorovu fadu, kterou si
v pripadé zadjmu muzete vyhledat. Zde ndm staci jen jeji prvni dva ¢leny, protoze dalsi uz by byly pro malé dz
zanedbatelné.

34U funkce u(z, t) nahrazujeme obycejné derivace, napr. 3—:, derivacemi parcidlnimi, napft. %, coz je bézné
pro funkce, které zavisi na vice proménnych. Rozdil je v podstaté v tom, ze u obycejné derivace bychom jesté
museli uvazovat, jak jednotlivé parametry funkce u (tedy z a t) zavisi na sob& navzdjem, u parcidlni nemusime.
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Rovinné viny

Jelikoz vInéni se vlastné skladd z jednotlivych oscilatorii, mizeme zkusit zjistit, zda jednoduché
oscilace mohou byt feSenim vlnové rovnice. Pfredpoklddejme tedy, ze feseni vinové rovnice bude
ve tvaru

a(z,t) = U(z)e ",
kde U(z) je funkce urcujici amplitudu oscilaci v zdvislosti na pozici. Opét, FeSen{ vlnové rovnice
musi byt redlné, ale zavedenim komplexniho feSeni @(z,t) si zjednodusime algebru. Redlné
feSeni pak ziskdme jako u(z,t) = Red(z,t). Dosazenim do vlnové rovnice dostdvime

2 —iwt 2
de™™ 2 —iwt AU

U(x) —qE T Ve Tz
i _iwe d?U
2 iwt 2 iwt
U(m)( w)e =ve s,
d?U w?
prei iGN

Tuto rovnici zndme, pouze jsme misto proménné pozice pouzivali ¢as — jednd se o rovnici
jednoduchych harmonickych kmiti. Reseni tedy muzeme psat jako

U(z) = Ae'*® |
kde A je (potencidlné komplexni) konstanta, a k je redlné éislo. VétSinou nazyvame k vinové
¢islo. Dosazenim do predchozi rovnice pak dostavame vztah
—k? At = -—U(x) = w? = k%,

v
Tato rovnice se nazyva disperzni vztah — urcuje, jak se frekvence viny méni s vlnovym cislem
prislusicim dané viné. Konec¢né, komplexni feseni vlnové rovnice je

a(z,t) = Agllhz=wt)

Redlné feseni je u(x,t) = |A| cos(kz — wt + ¢), kde

A=]A|Y

uddvéa amplitudu |A]| i fdzovy posun .
Podobné jako u oscilaci, vlnova rovnice je linedrni rovnice, a tim padem muzeme jeji feseni
tvorit linedrnimi kombinacemi znamych reseni. Napriklad kombinace
ﬁ'(ac,t) _ Ael(szwt) + Bel(fktaffwt)

je také resenim vlnové rovnice.
Rovinné vlny lze také popsat jako translaci (posouvédni) profilu U(x) s ubihajicim ¢asem ¢.
Abychom toto chovani 1épe vidéli, piseme

(z,t) = Aotk —wt) _ Aeik(z—%t) _ Aeik(z—vt)7

kde jsme vyuzili disperzni vztah (a pfedpoklddali, ze w i k jsou kladné). Vidime, Ze vlna se
v tomto pripadé posouvad doprava (smérem k rostoucimu z). Na druhou stranu, v piipadé, ze
mame Teseni
ﬁ(l‘ t) :Aei(—kz—wt) :Ae—ik(z+vt)
7 b

vlna se posouvd doleva (ke klesajicimu x).
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Fourierovska substituce

Obdobneé jako pfi oscilacich, diferencidlni vlnovou rovnici mizeme nahradit algebraickou rovnici.
Pro feSeni rovnic pomoci rovinnych vln (pohybujicich se doprava) pouzijeme

ge—iw — — ik
ot ’ Ox ’
2 2 2 2
= - — k%,
a2 Y are

Aplikaci této substituce muzeme odvodit disperzni vztah pfimo z vlnové rovnice.

Okrajové podminky

Jelikoz vlny nevyplnuji cely prostor, konkrétni tvar feseni je okrajem oblasti, ve které existuji,
omezen pomoci tzv. okrajovych podminek. Napfiklad pokud mame strunu napnutou mezi dvé-
ma body, pak se v bodech, kde je uchycend, nehybe. Naopak pokud bychom méli lano uchycené
v jednom bodé a v druhém by bylo volné, pak by se v jednom bodé nehybalo a v druhém by
byla sila, kterd lano vraci do rovnovazné polohy, nulova. To odpovidd podmince

ou

or
v daném bodé. Tyto body efektivné predstavuji rozhrani, od kterych se viny mohou odrazet.
V obecném pripadé by viny mohly také pronikat za rozhrani, ale ve vyse uvedenych pripadech
vlny nemohou existovat za rozhranim a proto dochéazi pouze k odrazu. Ten lze vyjadrit tak, ze
predpoklddame formu feseni, které je superpozici dvou rovinnych vin pohybujicich se opa¢nym
smérem, potencidlné s rozdilnou amplitudou a fazovym posunem. Ptiklad takového feseni si
ukézeme nize.

Stojaté vinéni

Méjme strunu, kterd je napnutd mezi dvéma body, na kterych se nehybe. Vychylka struny
z napnuté polohy w spliiuje vlnovou rovnici

Du T 0%u

ot2 A 0x?’
Mezi body je celkova vzdalenost L. Nasim tkolem bude urcit stabilni dynamiku struny, tj. urcit
u(zx,t), které vede pouze k opakovani stejného cyklu. Okrajové podminky muzeme urcit po
zavedeni souradnicové soustavy. Zvolme ji tak, ze jeden z bodu je v po¢atku souradnic, a druhy
tedy podél osy x ve vzdalenosti L. Pak plati

u(0,t) =0 =u(L,t) .

Predpokladejme nyni, Ze hledané teseni se skldda ze dvou rovinnych vin — jedné, kterd se
pohybuje doprava, a jedné, kterd se pohybuje doleva. Pak pro komplexni vychylku plati

ﬁ(l’,t) _ Aei<kl—7Wt> + Bei(szfwt) )
7 vlnové rovnice lze odvodit disperzni vztah

2 2,2
w'=vk7,
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kde v = \/? Neznamé jsou tedy A, B a k, jelikoz w je uréend jako w = vk (pfedpokladame,
ze k je kladné — zdporné k je obsazené ve viné pohybujici se druhym smérem). Prvni okrajova
podminka vede na

0=10(0,t) = Ae ™'+ Be ™" = A=-B,

druhd implikuje
0=a(L,t) = _Bel(kL—wt) 4 pe—i(kLtwt)
0=08B (e—ikL _ eikL) )

S pouzitim e = cosx + isin x miZeme psét

0 = B (cos(kL) — isin(kL) — cos(kL) — isin(kL)) ,
0 = —2iBsin(kL) .

Vidime, ze bud méame trividlni feseni B = 0, kdy se struna nevlni, nebo plati
kL =nm,
kde n je celé (dle predpokladu kladné) ¢&islo, coz vede k tomu, Ze sin(kL) = 0. Neurcené
konstanty jsou tedy pouze absolutni hodnota a faze B, coz odpovidd amplitudé a globélni fazi
vinéni. Vychylka struny spliiuje (dosazenim zndmgych veli¢in)
i T nn .nmn snmn —i T nn . .
Uz, t) = Be_l\ﬁ Lt (eﬂfz — e'Tz) = Be \K L (—2i) sm(%m) .
S pouzitim B = |B|e'¥ a —i = e”'3 mame

: ) —j T nry |
i(z,t) = 2\B|el(¢7§)e \/TL tsm<ﬂx> .

Reélna vychylka je
u(z,t) = Red(z,t) = 2|B]cos Iﬂtf +I sin(ﬁm) =
v " XL YT L)~
. T nn . [(nn
=-2 B|sm<1 / Xft — go) sm<fx> .

Pokud bychom chtéli uréit |B| ¢ ¢ (a popfipadé n), museli bychom znét vychylku v celém
rozsahu struny v urcity c¢as. Napiiklad bychom mohli védét, ze v ¢ase t = 0 plati

A
u(z,0) = Csm(zx) ,
kde C' je zndma realna konstanta. Potom bychom méli

Csin(%x) = —2|B]sin(—¢) sin(%m) .
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Ztejmé by tedy muselo platit n =1, p =% a |B| = % Obecny vyvoj by byl

c . Tr T\ . /T Tr . (T
u(w,t)-—Z;sm ”Xft_i mn(zav)—Ccos “Xft mn(zav).

V tomto vyrazu uz neni zadnéd nezndma, tudiz jsme zvladli popsat dynamiku struny. V§imnéme
si, ze k tomu bylo zapotfebi pouzit superpozici dvou feseni — jedné vlny pohybujici se doprava
a jedné doleva. Toto je typické pro stojaté vinéni, jednd se o reprezentaci odrazeni vinéni od
okraju systému, jak bylo uvedeno v predchozi sekci.

Tlumeni

Tlumeni, tj. ztrdta energie vinéni, muze byt pfitomno ve vlnové rovnici skrze ¢leny obsahujici
derivace prvniho stupné. Tyto derivace mohou byt budto vzhledem k poloze x nebo vzhledem
k casu t. Probereme pouze ptiklad s derivaci vzhledem k casu, ale priklad s derivaci vzhledem
k poloze je velmi podobny.

Uvazujme rovnici
8%*u ou 2 0%
oz o TV e
kde 7 je sila tlumeni. Pro komplexni vychylku miizeme provést fourierovskou substituci

24 . 2 2
—w 't — iywt = —k"v°0
a disperzni vztah bude
2, - 2,2
w” +iyw = kK v”.
Maéame pred sebou netrivialni kol — je potfeba vyfesit komplexni kvadratickou rovnici. Chybam
se nejlépe vyhneme pomoci doplnéni na c¢tverec

2 2 2 2
w2+ivw—’yz+%:<w+i%> +Vz:k2v2,
2
N2 2.2 7
1) =k - L
<w+12) v 1

2
Nyni mame dvé moznosti. Bud je tlumeni relativné slabé a plati k*v? > -, pak

T 1/22_f — 22_l2
w—i—l2 +4/k2v 7 = w 12:|: k2v 1

Pro silné tlumen{ plati k%v? — % < 0 a vysledek 1ze psat jako

_ 0 -/lz_ 2,2
w= 12:|:1 1 k202,

V prvnim piipadeé se frekvence stala komplexnim ¢islem, v druhém dokonce imaginarnim ¢islem
pro dané reilné k. Jak méame takovou hodnotu interpretovat? Dosadme hodnotu pro slabé
tlumeni do oscilujici ¢asti rovinné viny

2
. —i| =i/ k2022 |t S o 2
e—lwt —e ( 2 4 — e—%te¥1 k2'v2—% )
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Vidime, Ze redlna ¢as frekvence stile odpovidé oscilacim, ale imaginarni ¢ast predstavuje expo-
nencidlni pokles amplitudy vjchylky s ubfhajicim casem, pficemz konstanta poklesu je 7. Jinak
feceno, ¢im silnéjsi tlumeni, tim rychleji se amplituda oscilaci v daném bodé snizi na nulu.

Obdobné bychom mohli fesit ¢leny s prvni derivaci v poloze. Dostali bychom opét kom-
plexni kvadratickou rovnici, ale tentokrat pro vinové ¢islo, které by se stalo komplexnim. Jesté
jedna pozndmka zbyvd — pokud je tlumeni silné, frekvence/vinové ¢islo jsou Cisté imagindrni.
To znamend, Ze systém neosciluje, ale mé pouze profil exponencidlniho poklesu v case nebo
Vv prostoru.

Linearizace

VlInéni je pfitomno v mnoha spojitych fyzikalnich systémech. Duvod k tomu je podobny, jako
diivod pro pfitomnost harmonickych oscilaci v diskrétnich systémech. V blizkosti stabilniho
stavu lze totiz systém casto aproximovat jako vinici se systém.

Postup této tzv. linearizace systému je nasledovny. Nejprve vybereme veli¢iny, u kterych
oCekdvame vinéni. Déle tyto veli¢iny v dynamické rovnici aproximujeme jako malé oscilace
okolo rovnovazného stavu. Napiiklad, obecnou veli¢inu wu(z,t) bychom mohli approximovat
jako u(z,t) = ug + ui(z,t), kde up je hodnota v zdkladnim stavu a u1(z,t) je mald vychylka
z tohoto stavu ve vSech bodech v jakémkoli ¢ase. Konkrétni definice toho, co znamen4, ze je
vychylka mald, uz zalezi na systému. U horizontdlné napnuté struny by to napiiklad znamenalo,
ze vychylka je kdykoli mnohem mensi nez délka struny. Tuto aproximaci dosadime do nasi
dynamické rovnice a ponechame pouze ¢leny do prvniho fddu v ui. Vysledkem bude rovnice,
kterd je linedrni, a velmi ¢asto se bude jednat pravé o vlnovou rovnici v ui1. Uvedeny postup
miize pusobit velmi abstraktné, ilustrujeme si ho proto na piikladu vln inspirovanych Bose-
Einsteinovym kondenzatem.

Bose-Einsteintv kondenzat je zvlastni stav hmoty, kterého mohou dosahnout pouze soubory
bosonil (ur¢ity typ ¢astic) pfi velmi nizkych teplotdch. Nyni nds nebude zajimat konkrétni
povaha tohoto stavu, pouze to, ze mu lze pfipsat vinovou funkci ¥ (z, t), kterd splituje tzv. Gross-
Pitajevskiho rovnici

Y 2 L O0P
o912 +/8|w| ¢*1h57

kde o a f jsou kladné redlné konstanty, i je redlnd konstanta (tzv. redukovani Planckova
konstanta) a v je obecné komplexni. Nebudeme se zde pokouset o plné kvantové feseni a prove-
deme tedy nékolik (pomérné drastickych) aproximaci. Pfedpoklddejme, Ze existuje staciondrni
feSeni vo, které je funkci pouze x a které je redlné. Potom plati
o
or2

Nyni aproximujme vlnovou funkci jako

’1/1(99775) = ¢0(39) +w1(‘r7t) ;

—Q

B ol o .

kde 91 (z,t) < 1. Pak mame

0o 0%

@ Ox? ox?

+ B (Yo + 1) (o + ¥7) (Yo + ¢1) = ik

)

o1
ot
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kde jsme pouzili |1/)|2 = 1*9. Do prvniho Fddu v 1 plati
P 91
ox? ox?

Prvni dva ¢leny se odectou, jelikoz se jedna o definici stacionarniho feseni. Pro zbylé cleny
provedeme fourierovskou substituci, coz vede na

ak* Py + BUGYT + 28Y5un = hwipr .
Rovnice komplexné sdruzena k této rovnici je
ak*P1 + BYGys + 28Y5YT = huyi .
Sectenim téchto dvou rovnic dostavame
ak® (Y1 +97) + 38¢0 (Y1 + 91) = hw (Y1 + 7)) -
Vydélenim 1 + 7 = 2Re )1 vyjde

+ B lol* ¢o — a En

+ B (VouT + 201v0)

ak® + 383 = hw.

Tento vztah je odlisny od redlného vztahu pro viny v Bose-Einsteinové kondenzatu, ale blizi se
ke spravnému vztahu v limité ak? > 38v2. V této limité je disperzni zédkon kvadraticky,

coz je napiiklad velmi odli$né od vztahu pro vlny na struné, kdy jsme méli w = v |k|. Obdobnym
zpusobem lze urcit disperzni vztahy pro velké mnozstvi systémi, pro které zndme dynamické
rovnice.

A co dal?

Nékteré z téchto zakladnich poznatki o vinich si budete moci procviéit na tlohach seridlu. Cim
se tedy budeme zabyvat ddle? Bude nés ¢ekat obdoba normélnich moda pro vilny — budeme
resit ideu polarizace a polarizac¢nich vektort. Také se pokusime podivat na trochu modernéjsi
priklady vinéni. Ale to az v pristim dilu.
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Poradi resiteli po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345 P E S IV %% X
Student Pilng MFF UK 6 658 81013 10 66 100 18 264
1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - = 7910 148
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha - - - — — - - - = 68 7 105
3. Viadimira Jirickova G J. Vrchlického, Klatovy - — — — — - - - — 60 5 82
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Pra- — — — — — - - - = 70 3 52
ha
5. David Mendl G P. de Coubertina, Tdbor - — — — — - - - = 59 38 47
6. Veronika Bartdkovd  Slovanské G, Olomouc - — — — — - - - = 70 3 45
7. Anezka Cechovd G Brno, tf. Kpt. Jarose @ - — — — — - - - = 57 2 39
8. Richard Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ - - — — — - - - — 53 2 32
9. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA - — — — — - - - = 41 1 27
10. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava - — — — — - - - = 89 1 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha = — — — — — - - - =571 21
12. Boris Pasternak Leaf Academy = — — — — — - - - — 8 1 19
13. Kristian Matis G, Novy Jicmh - — — — — - - - - 48 1 15
14. Samuel Sevéik G, Jesenik - = - - = - - - = 59 0 138
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko - - - - - - - - = 56 0 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec - — — — — - - - = 87 0 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipsk4, Praha - — — — — - - - - 57 0 8
18. Krishna Kumar Sah ~ Awasiya Public School @~ - - - — — - — — = 47 0 7
19. Isuru Liyanawaduge  D.S.Senanayake College =~ - — — — — - - - =100 0 6
20. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - = - 381 0 5
21. Viclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - =17 0 3

Kategorie druhych rocniki
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jméno skola 5 PE S IV %“% b
Student Pilny MFF UK 8 10 13 10 66 100 158 264
1. David Bdlek G Legionéaru, Pribram - - - - = 8 8 120
2. Pavel Provaznik G Dasické, Pardubice - - - - = 65 8 115
3. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava -—— - - - = 75 8 114
4.-5. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice - —— - - - = 74 6 99
4.—5. Jan Lepic G, Strakonice -—— - - - — 56 6 99
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny - - - = =70 6 94
7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov - - - - = 63 6 93
8. Alexander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch. "Pr. K. -—— - — - — 42 5 84
G77
9. Vojtéch Juza G, Litomysl - - - - = 57 5 174
10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov -— = - - - - 58 4 67
11. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucha- -—-—- - - - = 51 4 65
rest,RO
12. Tomds Patsch Slovanské G, Olomouc - — = - - - - 84 4 59
13. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen -—— - - - — 49 38 56
14. Evan Kim Tesla STEM High School, - - - - = 8 3 b54
USA
15.—16. Vit Brdzda G Dasickd, Pardubice -—— - - - — 8 3 53
15.—16. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radhostém - - = - - - - 32 3 b3
17. Jan Engler G, Hodonin -—-—— - - - =77 8 51
18. Petr Pinos Biskupské G, Brno - - - - = 7/, 8 48
19. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem - - - - =51 8 43
20. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha - - - - = 91 2 41
21. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce -— = - - - - 54 2 40
22. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha - - - - =73 2 37
23. Ioana Milea CN Mihai Eminescu, Roma- -— = - - - - 61 2 35
nia
24. Jiri Jirdsek G Mikulasské n. 23, Plzen -——= - - - = 52 2 32
25. Ivy Qin RC Palmer Sec. Sc. -— = - - = = 42 2 28
26.—27. Julie Krimskad G Jana Keplera, Praha -—— - - - — 651 26
26.—27. Dalibor Ocendsek G Unicov - - - - = 52 1 26
28. Jakub Gencur G Matyéase Lercha, Brno -—— - - - = 96 1 22
29. Jiri Mladek G, Sobéslav -—-—— - - - — 3 1 18
30. Ashmit Dutta Wayzata High School - - - - =80 1 16
31. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc -—-—— - - - — 42 1 15
32. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India -—— - - - — 58 1 14
33. Dominik Blaha G, Uherské Hradiste -— = - - - - 50 0 12
34. Petr Vitko G Teplice -—= - - - = 387 0 10
35. Barbora Perinovd Ceska zemédélska akademie -—= - - - =31 0 9
Humpol
36. Jakub Kondrek G Brno, tr. Kpt. Jarose - — = - - - - 73 0 8
37. Vojtéch Stépdn G, Benesov - == - - —  —100 0 6
38. Damidn Tancos G, Kukué¢inova, Poprad - — = - - - - 14 0 5
39. Patrik Jendele SPS stavebni Plzeit ——= - - - - 38 0 4
40. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad -—— - - - - 50 2

Kategorie tretich rocniki
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jméno skola 5 PE S IV %“% b
Student Pilny MFF UK 8 10 13 10 60 100 16 240
1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha 3 — — — — — - - - — 9111 164
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno -— - = - - = - 94 9 130
3. Josef Vicha G Jana Keplera, Praha ~ - - — — — - - - — 79 8 114
4. Yahya Numan INCIR- Yasar Acar High School @~ - - — — — - - - = 65 7 110
KUS
5. David ChudoZilov Redlné G a ZS, Prostéjov ~ — — — — — - - - = 70 7 101
6. Jan Pijacek Biskupské G, Brno - ———- - - - = 55 6 95
7.—8. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc - - — — — - - - = 81 5 83
7.—8. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - - 78 5 83
9. Marie Lausovd G, Jihlava - - - - = 50 5 75
10. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - - 75 4 70
11. Ondrej Piroutek G, Ceskolipsk4, Praha - — — — — - - - — 47 4 69
12. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice - — - = - - - - 70 4 62
13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hej¢in - —-———- - - - = 17, 4 58
14. Martin Fedorko G J. A. Raymana, PreSsov =~ — — — — — - - - — 72 3 56
15.-16. Jan Bajer G, Jihlava - - - - = 30 38 54
15.—16. Pavlina Zavrelovad Biskupské G, Brno -———= - - - - 64/ 38 54
17.-18. Jakub Mikes G J. Skody, Pierov - - - - - 73 8 52
17.—18. Ales Manuel Papdcek G, Trebon - - - - - = 69 3 52
19. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Litoméfice — — — — — - - - =52 38 50
20. Vojtech Stransky G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ - - — — — - - - — 653 3 49
21. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem - — — — — - — — = 49 3 45
22. Jakub Pelc G, Benesov -——— - - - - - 39 3 44
23. Adam Hustava European School Luxem- — — — — — - - - — 66 2 41
bourg I
24. Lukds Fidler Jirdskovo G, Néchod - - - - - - — 69 2 40
25. Adam Krska G, Mikulov - - - - = 75 2 39
26. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Tabor - — — — — - - - - 76 2 37
27. Aleksandar Rusev First Language school, Bul- — — — — — - - - - 72 2 34
garia
28.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov =~ - - — — — - - - = 72 2 33
28.—29. Aneta Piklovd G, Strakonice -———- - - - - /8 2 33
30.—-31. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky Té- — — — — — - - - - 65 2 31
$in
30.—31. Jdachym Mracek Akademické G, Praha -—— = - - - =52 2 31
32.—33. Eliska Durstovd G, Dviur Krélové n. L. - - - - = 55 2 28
32.—-33. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha - - — — — - - - — 44 2 28
34.-35. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov =~ — — — — — - - - - 79 1 26
34.—35. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun @~ - — — — — - - - — 62 1 26
36.—37. Tomds Heger Jiraskovo G, Nachod - - - - = 58 1 25
36.—37. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava - ———- - - - - 9 1 25
38.—39. Lubomir Brousek G, Jihlava - - - - — 601 24
38.-39. Eliska Mald Slovanské G, Olomouc - — — — — - - - - 42 1 24
40.—41. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystrica — — — — — - - - — 48 1 23
40.—41. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C. Budéjovi- — — — — — - - - — 49 1 23
ce
42. Jevhenij Vorochta Jirdskovo G, Nachod -—— - - - - = 48 1 21
43. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - =83 1 20
44.-45. Eva Feldbabelovd Katolické gymnazium Ttebic — - — — — - - - = 66 1 19
44.-45. Matis Jakuboc G, P. Horova, Michalovce @ — — — — — - - - =79 1 19
46. Martin Poldk G Masaryk.nam. - - - - = 8/ 1 18
47. Tereza Skorepovd G Dasicka, Pardubice - — = - - - - 18 1 15
48. Bishoy Roushdy STEM High School, Egypt - - - — — - - = 251 14
49. Ondrej Korbel G Varsavska, Zilina - — - - - - - 81 0 13
50. Michaela Sidovd G, Litoméricka, Praha - - — — — - - - - 57 0 12
51. Eliska Veéneckovd G J. Vrchlického, Klatovy —— — — — — - - — 41 0 11
52. Michal Stépdn Jiraskovo G, Nag@pd - - - - = 63 0 10
53.—54. Stépdin Kozdk Jirdskovo G, Nachod - == - - - = 50 0 8
53.—54. Vojtech Smola G Komenského, Havitov =~ - — — — — - - - =730 8
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jméno Skola 12345 P E S IV %“% %

Student Pilny MFF UK 335881013 10 60 100 16 240

1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnazium Ttebic — - — — — - - - — 8610 155

2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - = 78 9 140

3. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen @~ — — — — — - - - = 63 7 109

4. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo — — — — — - - - =79 6 99

5. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy - — — — — - - - - 78 6 96

6.—7. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha ~ - - — — — - - - — 64 6 89

6.—7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - — 95 6 89

8. Tomds Volf G Jura Hronca, Bratislava - - — — — - - - = 59 5 77

9. Dominik Farhan G Mikulasské n. 23, Plzen - — — — — - - - — 66 5 76

10. Daniel Fousek G, Spitalska, Praha = — — — — — - — - - 5, 4 66

11. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ - - - — — - - - - 66 4 59

12. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - - 75 4 57

13.—14. Sona Husdkovd G, Ceskolipskd, Praha - — — — — - - - - 78 8 51

13.—14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov. =~ — — — — — - - - — 8 8 51

15. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Ustin. L. — — — — — - - - = 66 2 35

16. Viduranga Landers D.S.Senanayake College @~ — — — — — - - - — 58 2 30

17.-18. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava - — — — — - - - — 538 2 29

17.-18. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy - - - — - - - - = 57 2 29

19.—20. Mona Alizadeh St Paul'sGS - - — — — - - - - 70 1 26

19.—20. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klatovy —— — — — — - - - = 90 1 26

21. Andrew Pun M. Garneau Collegiate Insti- — — — — — - - - = 8 1 23

tute

22. Martin Opat G Ludovita Stira, Trenéin — — — — — - - - =721 21

23.—24. Log Franc Cumberland Valley HS, USA — — — — — - - - =69 1 20

23.—24. Agra Navaratne Nava- D.S.Senanayake College @~ - — — — — - - = = 48 1 20

ratne

25.—26. Aahana Aahana CHIREC International — — — — — - — — = 40 1 19
School

25.—26. Ondrej Sladky G Mikulasské n. 23, Plzen - - — — — - - - = 70 1 19

27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod - — — — — - - - = 81 1 17

27.—28. Konstantin Tripunov- American HS Skopje, Mace- — — — — — - - - = 8 1 17
ski donia

29.-30. Zsolt Beke G H. Selyeho Komdrno - - - - — - - - = 56 1 15

29.—-30. Riley Lofgren Lambert High School, USA — — — — — - - — —100 1 15

31. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum - - — — — - - - - 67 0 12

32.—34. Robert Gemrot G Komenského, Havitov =~ — — — — — - - - =91 0 10

32.-34. Gauri Shankar H Pondicherry University @~ — — — — — - — — — 48 0 10

32.—34. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstena — — — — — - - - — 28 0 10

35.—36. Gauri Shankar H Pondicherry University - - — — — - - - =210 9

35.—36. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice  — — — — — - - - =750 9

37. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica — — — — — - - - - 73 0 8

38. Ddvid Benko G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - - 44 0 7

39.—40. Martina Darikovd Gymnézium Brno-Bystrc - — — — — - - - — 83 0 5

39.—40. Jan Klivan G, Dagice - = - = = - - = = 45 0 5

41. Kian Kyars Harry Ainlay Highschool @ — - — — — - - - = 67 0 4

42.—44. Youssef Abdelmoneim STEM High School, Egypt — — — — — - - - = 50 0 3

42.—44. Philopater Gabra STEM High School, Egypt - - - — — - - - = 50 3

42.—44. Le Vu Neumann G Opatov, Praha = - - - — — - - - =100 0 3

45. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadan - — — — — - - = = 40 0 2

46.—49. Hussein Hassan STEM High School, Egypt — — — — — - - - = 0 0 0

46.—49. Islam Hassan STEM High School, Egypt - — — — — - - - = 0 0 0

46.—49. Andrew Henin STEM High School, Egypt — — — — — - - - = 00 0

46.—49. Ahmed Jaheen STEM High School, Egypt - — — — — - - - = 0 0 0
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Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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