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Serial: Viny

Vlny jsou jevem, pri kterém vicero oscilatort rozmisténych v prostoru osciluje dohromady tak,
ze vytvari urcitou predvidatelnou dynamiku. Fyzika vln mé mnoho spole¢ného s fyzikou oscila-
ci a vlastné predstavuje pouze rozsireni nasich predchozich poznatki z diskrétnich systémi do
kontinuélnich systémi. Obdobné jako jsme pro oscildtory vzdy museli odvodit dynamické rov-
nice pohybu, musime pro vlny odvodit tzv. vlnovou rovnici. To si predvedeme na jednoduchém
prikladu napnuté struny, kde odvodime nékteré zakladni pojmy, o které musime nase chépani
oscilaci rozsirit, abychom pak dokazali popsat vlnéni.

Napnuta struna

Uvazujme strunu, kterd se nachdzi podél osy z tak, Ze jeden jeji konec je v pocatku a druhy
v bodé [. Na strunu pusobi napétif T a to vzdy v teném sméru. Délkovd hmotnost struny je A,
celkem tedy vazi m = Al

Daéle predpokladejme, ze struna kmité pouze kolmo na osu x. Vychylku z rovnovazné polohy
oznadéime jako u(z,t), jelikoz se mize ménit jednak s polohou x a zdroven s ¢asem t.

Uvédomme si, Ze toto je velmi silny predpoklad. Muzeme si jej ale odivodnit jednoduchou
tvahou — uvazujeme pouze velmi malé vychylky, takze tecny smér na strunu je vsude priblizné
rovnobézny s osou . To znamend, ze napéti ve sméru x je témeér rovno T podél celé délky struny.
Protoze na kazdy jeji iisek pusobi z obou stran stejné, zddny z nich nemé divod pohybovat se
ve sméru osy .

N4s tkol zni nésledovné — pfi ur¢itém profilu vychylek u(x,t) uréit, jaké jsou sily pusobici
na jednotlivé ¢asti struny a jak jednotlivé uiseky struny zrychluji. Zrejmé nas zajimé pouze sila
ve sméru vychylky. Ukazeme si, jak spocitat jeji zménu podél x.

Zastavme na chvili ¢as a predpoklddejme v = u(zx). Usek se stiedem v bodé z piisobi na své
sousedy silou T" v tecném sméru k funkci u. Oznacime-li sklon te¢ny od vodorovného sméru ¢,
bude platit u’ = tg v ~ @, protoZe, jak jsme jiz fekli diive, struna je skoro vodorovna a thel ¢
je velmi maly.H Zde v’ znaéi derivaci funkce u podle prostorové soufadnice. Svisla slozka této
znamena to, Ze jeho pravy okraj bude mit souradnici z + dx/2. V tomto bodé na néj ve svislém
sméru pusobi napéti T, (x + da/2). Obdobné pro levy okraj. Zménu sily mizeme spoéitat jako
rozdil mezi pravym a levym okrajem, neboli

(o) 1o ) o (o ) o))

!'Napétim zde myslime napétovou silu, nikoliv napétovou silu na jednotku plochy, jak se nékdy napéti
definuje.

2Prvnf rovnost jednoduse plati, staéf si uvédomit, Ze jak funkce tg ©, tak v’ odpovidaji sklonu te¢ny k funk-
ci u(z) v daném bodé (pro maly element dz a odpovidajici zménu du plati du = tg ¢ dx).

30pravdu, nakreslete si funkce y = tgx a y = x vedle sebe a zjistite, #e pro malé vychylky je jejich rozdil
zanedbatelny. To je princip linedrni aproximace v néjakém bodé (nahrazeni funkei pfimkou, kterd ma v daném
bodé stejny sklon jako ptivodni funkce).
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Funkci () sice nezndme, ale pro velmi malé a ji muzeme lok4lné ap]roximovatE jeji tecnou
olx+a)~=p)+¢ (@) at....

Za a dosadime +dz/2, bude tedy dokonce libovolné malé. Dosazenim dostdvame

dz dz
P~ T (o) +¢'@) G ) = (¢0) - @) 5 ) ) = T (@) do

Méme vysledekE

dF , ” 8%u

— =Ty =Tu =T—.

dx s b ox?
Zduraznéme, 7Ze jsme pracovali pouze s funkci u = u(x) pfi zastaveném cCase. Zajimé-li nds
Casovy vyvoj systému, musime piejit k pavodni funkci u = u(z,t) a k parcidlnim derivacim.
Zrychleni spocitame z druhého Newtonova zdkona. Usek o délce dx vazi dm = Adx, pro silu
plati dF = dmii, kde tecka tentokrat znamena casovou derivaci. Vyslednad vinova rovnice ma
tvar

Fu_ T
otz X oz’

u(a:—i— %z)

Obr. 1: Usek struny o délce dz, na ktery piisobi sily od sousednich tseki. Ty jsou zndzornény
v rozlozeni do horizontalniho a vertikalniho sméru.

V tomto pifpadé budeme konstantni hodnotu T/ oznadovat jako v?. Rozmérovou analjzou
Ize urdit, ze v mé jednotku rychlosti, a ukazuje se, ze v skute¢né odpovida tzv. fazové rychlosti
vin.

Vlnové rovnice plni stejnou roli jako rovnice pro zrychleni pfi zkouméni oscilaci jednoho
oscilatoru. Muzeme také nalézt obdobu prirozené frekvence pro jeden oscilator, ale nejprve si
ukdzeme nékteré moznosti feseni vlnové rovnice.

4Opét pouzivame linearni aproximaci. Pro obecnou aproximaci bychom pouzili Taylorovu fadu, kterou si
v pripadé zdjmu muzete vyhledat. Zde ndm staci jen jeji prvni dva ¢leny, protoze dalsi uz by byly pro malé dz
zanedbatelné.

5U funkce u(z, t) nahrazujeme obycejné derivace, napr. 3—:, derivacemi parcidlnimi, napft. %, coz je bézné
pro funkce, které zavisi na vice proménnych. Rozdil je v podstaté v tom, ze u obycejné derivace bychom jesté
museli uvazovat, jak jednotlivé parametry funkce u (tedy z a t) zavisi na sob& navzdjem, u parcidlni nemusime.



FYKOS Seridl XXXIV.V Viny

Rovinné viny

Jelikoz vInéni se vlastné skladd z jednotlivych oscilatorii, mizeme zkusit zjistit, zda jednoduché
oscilace mohou byt feSenim vlnové rovnice. Pfredpoklddejme tedy, ze feseni vinové rovnice bude
ve tvaru

a(z,t) = U(z)e ",
kde U(z) je funkce urcujici amplitudu oscilaci v zdvislosti na pozici. Opét, FeSen{ vlnové rovnice
musi byt redlné, ale zavedenim komplexniho feSeni @(z,t) si zjednodusime algebru. Redlné
feSeni pak ziskdme jako u(z,t) = Red(z,t). Dosazenim do vlnové rovnice dostdvime

2 —iwt 2
de™™ 2 —iwt AU

U(x) —qE T Ve Tz
i _iwe d?U
2 iwt 2 iwt
U(m)( w)e =ve s,
d?U w?
prei iGN

Tuto rovnici zndme, pouze jsme misto proménné pozice pouzivali ¢as — jednd se o rovnici
jednoduchych harmonickych kmiti. Reseni tedy muzeme psat jako

U(z) = Ae'*® |

kde A je (potencidlné komplexni) konstanta, a k je redlné éislo. VétSinou nazyvame k vinové
¢islo. Dosazenim do predchozi rovnice pak dostavame vztah

—k?AeT = —:j—jU(m) = W=k
Tato rovnice se nazyva disperzni vztah — urcuje, jak se frekvence viny méni s vlnovym cislem
prislusicim dané viné. Konec¢né, komplexni feseni vlnové rovnice je
a(z,t) = Agllhz=wt)
Redlné feseni je u(x,t) = |A|cos (kx — wt + ¢), kde
A=]A|Y
uddvéa amplitudu |A]| i fdzovy posun .

Podobné jako u oscilaci, vlnova rovnice je linedrni rovnice, a tim padem muzeme jeji feseni
tvorit linedrnimi kombinacemi znamych reseni. Napriklad kombinace

ﬁ'(ac,t) _ Aei(szwt) + Bei(fktaffwt)

je také resenim vlnové rovnice.
Rovinné vlny lze také popsat jako translaci (posouvédni) profilu U(x) s ubihajicim ¢asem ¢.
Abychom toto chovani 1épe vidéli, piseme

(z,t) = Aotk —wt) _ Aeik(z—%t) _ Aeik(z—vt)7

kde jsme vyuzili disperzni vztah (a pfedpoklddali, ze w i k jsou kladné). Vidime, Ze vlna se
v tomto pripadé posouvad doprava (smérem k rostoucimu z). Na druhou stranu, v piipadé, ze
mame Teseni
ﬁ(l‘ t) :Aei(—kz—wt) :Ae—ik(z+vt)
7 b

vlna se posouvd doleva (ke klesajicimu x).
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Fourierovska substituce

Obdobneé jako pfi oscilacich, diferencidlni vlnovou rovnici mizeme nahradit algebraickou rovnici.
Pro feSeni rovnic pomoci rovinnych vln (pohybujicich se doprava) pouzijeme

ge—iw — — ik
ot ’ Ox ’
2 2 2 2
= - — k%,
a2 Y are

Aplikaci této substituce muzeme odvodit disperzni vztah pfimo z vlnové rovnice.

Okrajové podminky

Jelikoz vlny nevyplnuji cely prostor, konkrétni tvar feseni je okrajem oblasti, ve které existuji,
omezen pomoci tzv. okrajovych podminek. Napfiklad pokud mame strunu napnutou mezi dvé-
ma body, pak se v bodech, kde je uchycend, nehybe. Naopak pokud bychom méli lano uchycené
v jednom bodé a v druhém by bylo volné, pak by se v jednom bodé nehybalo a v druhém by
byla sila, kterd lano vraci do rovnovazné polohy, nulova. To odpovidd podmince

ou

or
v daném bodé. Tyto body efektivné predstavuji rozhrani, od kterych se viny mohou odrazet.
V obecném pripadé by viny mohly také pronikat za rozhrani, ale ve vyse uvedenych pripadech
vlny nemohou existovat za rozhranim a proto dochéazi pouze k odrazu. Ten lze vyjadrit tak, ze
predpoklddame formu feseni, které je superpozici dvou rovinnych vin pohybujicich se opa¢nym
smérem, potencidlné s rozdilnou amplitudou a fazovym posunem. Ptiklad takového feseni si
ukézeme nize.

Stojaté vinéni

Méjme strunu, kterd je napnutd mezi dvéma body, na kterych se nehybe. Vychylka struny
z napnuté polohy w spliiuje vlnovou rovnici

Du T 0%u

ot2 A 0x?’
Mezi body je celkova vzdalenost L. Nasim tkolem bude urcit stabilni dynamiku struny, tj. urcit
u(zx,t), které vede pouze k opakovani stejného cyklu. Okrajové podminky muzeme urcit po
zavedeni souradnicové soustavy. Zvolme ji tak, ze jeden z bodu je v po¢atku souradnic, a druhy
tedy podél osy x ve vzdalenosti L. Pak plati

u(0,t) =0 =u(L,t) .

Predpokladejme nyni, Ze hledané teseni se skldda ze dvou rovinnych vin — jedné, kterd se
pohybuje doprava, a jedné, kterd se pohybuje doleva. Pak pro komplexni vychylku plati

ﬁ(l’,t) _ Aei<kl—7Wt> + Bei(szfwt) )
7 vlnové rovnice lze odvodit disperzni vztah

2 2,2
w'=vk7,
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kde v = \/? Neznamé jsou tedy A, B a k, jelikoz w je uréend jako w = vk (pfedpokladame,
ze k je kladné — zdporné k je obsazené ve viné pohybujici se druhym smérem). Prvni okrajova
podminka vede na

0=10(0,t) = Ae ™'+ Be ™" = A=-B,

druhd implikuje
0=a(L,t) = _Bel(kL—wt) 4 pe—i(kLtwt)
0=08B (e—ikL _ eikL) )

S pouzitim e = cosx + isin x miZeme psét

0 = B (cos(kL) — isin(kL) — cos(kL) — isin(kL)) ,
0 = —2iBsin(kL) .

Vidime, ze bud méame trividlni feseni B = 0, kdy se struna nevlni, nebo plati
kL =nm,
kde n je celé (dle predpokladu kladné) ¢&islo, coz vede k tomu, Ze sin(kL) = 0. Neurcené
konstanty jsou tedy pouze absolutni hodnota a faze B, coz odpovidd amplitudé a globélni fazi
vinéni. Vychylka struny spliiuje (dosazenim zndmgych veli¢in)
i T nn .nmn snmn —i T nn . .
a(z,t) = Be_l\ﬁ Lt (eﬂfz - e‘Tz) = Be \K L (—2i) s1n(%m) .
S pouzitim B = |B|e'¥ a —i = e”'3 mame

: ) —j T nry |
i(z,t) = 2\B|el(¢7§)e \/TL tsm<mx> .

Reélna vychylka je
u(z,t) = Red(z,t) = 2|B]cos Iﬂtf +I sin(ﬁm) =
v " XL YT L)~
. T nn . [(nn
=-2 B|s1n<1 / Xft — go) sm(Tx) .

Pokud bychom chtéli uréit |B| ¢ ¢ (a popfipadé n), museli bychom znét vychylku v celém
rozsahu struny v urcity c¢as. Napiiklad bychom mohli védét, ze v ¢ase t = 0 plati

. (T
u(z,0) = Csm(zx) ,
kde C' je zndma realna konstanta. Potom bychom méli

Csin(%x) = —2|B]sin(—¢) sin(%m) .
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T

2

c . Tr T\ . /T Tr . (T
u(w,t)-—Z;sm ”Xft_i mn(zav)—Ccos “Xft mn(zav).

V tomto vyrazu uz neni zadnéd nezndma, tudiz jsme zvladli popsat dynamiku struny. V§imnéme
si, ze k tomu bylo zapotfebi pouzit superpozici dvou feseni — jedné vlny pohybujici se doprava
a jedné doleva. Toto je typické pro stojaté vinéni, jednd se o reprezentaci odrazeni vinéni od
okraju systému, jak bylo uvedeno v predchozi sekci.

Ziejmé by tedy muselo platit n =1, p = Z a |B| = % Obecny vyvoj by byl

Tlumeni

Tlumeni, tj. ztrdta energie vinéni, muze byt pfitomno ve vlnové rovnici skrze ¢leny obsahujici
derivace prvniho stupné. Tyto derivace mohou byt budto vzhledem k poloze x nebo vzhledem
k casu t. Probereme pouze ptiklad s derivaci vzhledem k casu, ale priklad s derivaci vzhledem
k poloze je velmi podobny.
Uvazujme rovnici

8%*u ou 2 0%

a2 Vo T e
kde 7 je sila tlumeni. Pro komplexni vychylku miizeme provést fourierovskou substituci

24 . 2 2
—w 't — iywt = —k"v°0
a disperzni vztah bude
2, - 2,2
w” +iyw = kK v”.
Maéame pred sebou netrivialni kol — je potfeba vyfesit komplexni kvadratickou rovnici. Chybam
se nejlépe vyhneme pomoci doplnéni na c¢tverec

2 2 2 2
w2+ivw—’yz+%:<w+i%> +Vz:k2v2,
2
N2 2.2 7
1) =k - L
<w+12) v 1

2
Nyni mame dvé moznosti. Bud je tlumeni relativné slabé a plati k*v? > -, pak

T 1/22_f — 22_l2
w—i—l2 +4/k2v 7 = w 12:|: k2v 1

Pro silné tlumen{ plati k%v? — % < 0 a vysledek 1ze psat jako

_ 0 -/lz_ 2,2
w= 12:|:1 1 k202,

V prvnim piipadeé se frekvence stala komplexnim ¢islem, v druhém dokonce imaginarnim ¢islem
pro dané reilné k. Jak méame takovou hodnotu interpretovat? Dosadme hodnotu pro slabé
tlumeni do oscilujici ¢asti rovinné viny

2
. —i| =i/ k2022 |t S o 2
e—lwt —e ( 2 4 — e—%te¥1 k2'v2—% )
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Vidime, Ze redlna ¢as frekvence stile odpovidé oscilacim, ale imaginarni ¢ast predstavuje expo-
nencidlni pokles amplitudy vjchylky s ubfhajicim casem, pficemz konstanta poklesu je 7. Jinak
feceno, ¢im silnéjsi tlumeni, tim rychleji se amplituda oscilaci v daném bodé snizi na nulu.

Obdobné bychom mohli fesit ¢leny s prvni derivaci v poloze. Dostali bychom opét kom-
plexni kvadratickou rovnici, ale tentokrat pro vinové ¢islo, které by se stalo komplexnim. Jesté
jedna pozndmka zbyvd — pokud je tlumeni silné, frekvence/vinové ¢islo jsou Cisté imagindrni.
To znamend, Ze systém neosciluje, ale mé pouze profil exponencidlniho poklesu v case nebo
Vv prostoru.

Linearizace

VlInéni je pfitomno v mnoha spojitych fyzikalnich systémech. Duvod k tomu je podobny, jako
diivod pro pfitomnost harmonickych oscilaci v diskrétnich systémech. V blizkosti stabilniho
stavu lze totiz systém casto aproximovat jako vinici se systém.

Postup této tzv. linearizace systému je nasledovny. Nejprve vybereme veli¢iny, u kterych
oCekdvame vinéni. Déle tyto veli¢iny v dynamické rovnici aproximujeme jako malé oscilace
okolo rovnovazného stavu. Napiiklad, obecnou veli¢inu wu(z,t) bychom mohli approximovat
jako u(z,t) = ug + ui(z,t), kde up je hodnota v zdkladnim stavu a u1(z,t) je mald vychylka
z tohoto stavu ve vSech bodech v jakémkoli ¢ase. Konkrétni definice toho, co znamen4, ze je
vychylka mald, uz zalezi na systému. U horizontdlné napnuté struny by to napiiklad znamenalo,
ze vychylka je kdykoli mnohem mensi nez délka struny. Tuto aproximaci dosadime do nasi
dynamické rovnice a ponechame pouze ¢leny do prvniho fddu v ui. Vysledkem bude rovnice,
kterd je linedrni, a velmi ¢asto se bude jednat pravé o vlnovou rovnici v ui1. Uvedeny postup
miize pusobit velmi abstraktné, ilustrujeme si ho proto na piikladu vln inspirovanych Bose-
Einsteinovym kondenzatem.

Bose-Einsteintv kondenzat je zvlastni stav hmoty, kterého mohou dosahnout pouze soubory
bosonil (ur¢ity typ ¢astic) pfi velmi nizkych teplotdch. Nyni nds nebude zajimat konkrétni
povaha tohoto stavu, pouze to, ze mu lze pfipsat vinovou funkci ¥ (z, t), kterd splituje tzv. Gross-
Pitajevskiho rovnici

Y 2 L O0P
o912 +/8|w| ¢*1h57

kde o a f jsou kladné redlné konstanty, i je redlnd konstanta (tzv. redukovani Planckova
konstanta) a v je obecné komplexni. Nebudeme se zde pokouset o plné kvantové feseni a prove-
deme tedy nékolik (pomérné drastickych) aproximaci. Pfedpoklddejme, Ze existuje staciondrni
feSeni vo, které je funkci pouze x a které je redlné. Potom plati
o
or2

Nyni aproximujme vlnovou funkci jako

’1/1(99775) = ¢0(39) +w1(‘r7t) ;

—Q

B ol o .

kde 91 (z,t) < 1. Pak mame

0o 0%

@ Ox? ox?

+ B (Yo + 1) (o + ¥7) (Yo + ¢1) = ik

)

o1
ot
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kde jsme pouzili |1/)|2 = 1*9. Do prvniho Fddu v 1 plati
P 91
ox? ox?

Prvni dva ¢leny se odectou, jelikoz se jedna o definici stacionarniho feseni. Pro zbylé cleny
provedeme fourierovskou substituci, coz vede na

ak* Py + BUGYT + 28Y5un = hwipr .
Rovnice komplexné sdruzena k této rovnici je
ak*P1 + BYGys + 28Y5YT = huyi .
Sectenim téchto dvou rovnic dostavame
ak® (Y1 +97) + 38¢0 (Y1 + 91) = hw (Y1 + 7)) -
Vydélenim 1 + 7 = 2Re )1 vyjde

+ B lol* ¢o — a En

+ B (VouT + 201v0)

ak® + 383 = hw.

Tento vztah je odlisny od redlného vztahu pro viny v Bose-Einsteinové kondenzatu, ale blizi se
ke spravnému vztahu v limité ak? > 38v2. V této limité je disperzni zédkon kvadraticky,

coz je napiiklad velmi odli$né od vztahu pro vlny na struné, kdy jsme méli w = v |k|. Obdobnym
zpusobem lze urcit disperzni vztahy pro velké mnozstvi systémi, pro které zndme dynamické
rovnice.

A co dal?

Nékteré z téchto zakladnich poznatki o vinich si budete moci procviéit na tlohach seridlu. Cim
se tedy budeme zabyvat ddle? Bude nés ¢ekat obdoba normélnich moda pro vilny — budeme
resit ideu polarizace a polarizac¢nich vektort. Také se pokusime podivat na trochu modernéjsi
priklady vinéni. Ale to az v pristim dilu.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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