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Serial: Symetrie a Linearni Algebra

V minulém dile jsme rozsitili n4§ matematicky aparat, coz ndm umoznilo nahlédnout a popsat
nékteré slozitéjsi systémy. Vidéli jsme, ze pokud osciluje vice ¢astic, nebo se castice pohybuje
ve vice rozmérech, objevuje se vice typu moznych oscilaci. Pro kazdy rozmér, pfipadné kazdou
dalsi Castici, existuje pfislusny pocet rovnic, které ndm umozni najit feseni. Obecné tento pocet
rozméru problému nazyvame pocet stupnu volnosti problému. Vidéli jsme také, jak u oscilaci
muzeme urcit relativni fazovy rozdil a pomér amplitud.

Nyni tyto poznatky prevedeme do jesté silnéjsi formy — misto toho, abychom fesili jednotlivé
rovnice oscilaci, budeme fesit vSechny rovnice zdroven, s vyuzitim formalismu linedrni algebry.
Tento formalismus si tedy musime nejprve predstavit.

Linearni algebra

Ukolem linedrni algebry je obecné popis chovani linedrnich transformaci vektorti. Rozeberme
tedy jednotlivé pojmy v této vété.

Vektory jsou kolekce ¢isel, pro které definujeme nékteré zakladni operace. Vétsinou znacime
vektory pomoci Sipky ¢i tlustého fontu, zde budeme pouzivat v. Komponenty vektoru znac¢ime
pomoci znaku pro vektor spolu s dolnim indexem oznacujicim dany komponent, tedy prvni
komponent vektoru u by byl oznacen jako ui. Nékdy je vhodné pouzit pro index komponentu
znak pouzivany k oznaceni uré¢ité osy souradnic, tedy v kartézské soustavé souradnic muzeme
mluvit o z-komponentu vektoru t, ktery znac¢ime jako t;. V nasem pripadé budou vektory
sdruzovat polohy jednotlivych castic ve vSech moznych rozmérech pohybu, tj. pokud budeme
zkoumat systém tri ¢astic, z nichz dvé se pohybuji v roviné a jedna v celém prostoru, bude mit
nés vektor 7 komponentu.

Pro vektory definujeme vektorovy soucet, ktery lze v jednotlivych komponentech zapsat
jako

t=u+v < Yn:t, =un+vn,

kde n vybirame z moznych indext u, které jsou shodné s moznymi indexy v a t. Dale definujeme
néasobeni skaldrem
v=au < VYn:v, = aun.

Vektorové odcitani je pak interpretovatelné jako kombinace nasobeni skaldremm a sc¢itani
u—v=u+(-1)v.

Posledni dulezitou operaci, kterou pro vektory zde definujeme, je skaldrni soué¢in. Pomoci ného
prevedeme dva vektory na jeden skalar. Pro vektory u a v je definovan jako

s=u-v= E UnVn ,
n

kde opét n jde pres vSechny indexy u a v. Pokud je skalarni soucin dvou vektoru roven 0, pak
rikame, ze vektory jsou navzajem kolmé.
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Miuzeme si vS§imnout, ze provadéni vektorovych souctu bude v nasem pripadé odpovidat
superpozici dvou pohybt. Vidime tedy, ze zavedeni vektorl piimo replikuje vlastnosti, které
ocekavame od reseni linedrnich diferencidlnich rovnic, o nichz vime, ze predstavuji nas oscilujici
systém.

Baze vektoru

Pokud si predstavime vektor jako pozici v kartézskych soutradnicich, je zfejmé, ze ho muzeme
rozlozit na soucet jinych vektoru, pricemz tyto vektory mohou byt navzajem kolmé. Takovémuto
rozkladu vektoru se fikd bazovy rozklad. V nasem algebraickém pojeti vektoru bychom mohli

napiiklad napsat
3 1 0
u= <5> =3 <O> +5 <1> = 3e1 + be2,

kde jsme definovali bazové vektory e; a e2. Kolmost bazovych vektori muzeme ovérit skaldrnim
soucinem, jelikoz plati
e les < e;-ex=0.

Vybér baze ovSéem neni jedinecny - naptiklad, mohli bychom zvolit bazi

() ()

kterd stdle obsahuje dva navzajem kolmé vektory a plati
u=-e; +4es.
Obecné je vhodné pouzivat pro baze vektory, které maji jednotkovou délku, tj. které splnuji
Vn:e,-e, =1,

coz tfeba predchozi priklad nespliuje.

Algebraicky 1ze rozklad do tzv. ortonormalni béze (tj. baze sklddajici se z navzajem kolmych
jednotkovych vektori) realizovat pomoci skaldrnich soucinti, které uddvaji slozku jednoho vek-
toru ve sméru druhého vektoru. Pti takovém vybéru baze lze psat

u=(u-ej)e;+(u-e2)ez.

Vsimnéme si, ze takovy rozklad do bédze mizeme provést pro libovolné mnozstvi bazovych
vektoru. Nemusime se tedy omezovat maximélné na 3 dimenze, jak jsme mozné zvykli z geo-
metrické interpretace vektoru.

Linearni transformace vektort

Operace jako nasobeni skaldrem ¢i skaldrni soucin jsou linedrni operace, ale zdaleka nevycer-
pavaji vSechny moznosti, kterymi lze vektor linedrné zménit. Naptiklad, co kdybychom chtéli
vytvorit vektor v tak, Ze vi = u2 + u1 a v2 = 0, kde u je jiny vektor? Definujme obecnou
linedrn{ transformaci T' vektoru u jako novy vektor v = T'(u), pro ktery plati

T(au+bv) =aT(u) +bT(v) .
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Uvazujme nyni nad tim, jak bychom mohli takovou transformaci rozlozit na co nejmensi dily.
Vime, ze vektory mizeme rozdélit na jednotkové vektory prendsobené komponenty vektoru —
tomuto fikdme bazovy rozklad vektoru. Napriklad,

1 1 0
u= (2> = <O> + 2 <1> = ui1ey + useo .

Poté pro linedrni transformaci 1" plati
v = T(u) = T(e1) w1 + T(ez) Uz .

Jak bychom nasli komponenty nového vektoru v? Musime ziskat komponenty podél bazovych
vektort, tedy

/ U /
V1 =€ V=e¢e ~T(e1)u1 +e1 'T(EQ)’U,Q,
/ U !
va=ey-v=ey -T(e1)u + ey T(e2)us,
pricemz bazové vektory e a € mohou, ale nemusi byt ze stejné baze. Vidime tedy, Ze k uréeni

transformovaného vektoru ndm sta¢i znat komponenty origindlniho vektoru (ui a us) a série
koeficientt, které muzeme oznacit jako

mi1 = e/l . T(e1) , M2 = e1/ . T(eg) , M21 = e'2 . T(e1) , Ma2 = e/g . T(ez) .

Tyto koeficienty jsou nezdvislé na konrétnim vektoru u. Jsou pouze odrazem vlastnosti trans-
formace T a zvolené béze (popiipadé zvolenych bézi). Tyto koeficienty muzeme uskupit do
objektu, kterému fikdme matice.

Maticova algebra

Pokud porovname nase vyrazy pro komponenty matice m;; a rozklad vektoru do béaze, zjistuje-
me, ze matici lze vlastné také vnimat jako vektor skladajici se z dalsich vektort. Transformaci
vektoru u pak mizeme vnimat jako aplikaci skaldrniho soué¢inu mezi vektory obsazenymi v ma-
tici a vektorem u. Tento poznatek, mimo jiné, vedl k definici maticového soucinu, ktery je
zékladni operaci maticové algebry. Abychom maticovému souéinu porozumeéli, predstavme si
nejprve matici jako kolekci vektori
M= (ml) :
ms2

Tato matice muze pusobit na vektor u, ¢imz ziskdme transformovany vektor v

m; mi-u miiul + mi2u2
v=Mu= u= = .
mo mo - u ma1u1 + Ma2u2

Obycejné ovsem piSeme matici jako souhrn jednotlivych komponenti. V takovém pripadé je
potieba psat vektory horizontdlné — vyznam tohoto zdpisu zanedlouho poznadme. Pak tedy

matice M je
mi1  Mi2
M = .
m21  Ma22
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Maticovy soucin pak lze definovat bez reference k vektorim tvorici matici. Komponent i vek-
toru v = Mu totiz muzeme zapsat jako

v = (]\41,1)Z = ZMijuj N
J

kde indexy j jdou pres vsechny indexy vektoru u. Zde muzeme poprvé vidét prvni dulezitou
podminku maticového soucinu — rozmér vektoru u musi byt stejny jako pocet sloupctt matice M.

Tato definice maticového soucinu je velmi lehce zobecnitelnd ze souc¢inu matice a vektoru
na souc¢in dvou matic A = M B jako

Ay = Z M; By -
2

Priklad maticového soucinu je pak

(1 3 2) _21 _12 _(5 —7)
5 —1 3 3 1 20 4

Dalsi dulezitou operaci s maticemi je tzv. transpozice, pti které efektivné prohodime fadky
a sloupce matice. Transponovanou matici M znaéime jako M. Uvidime jednoduchy piiklad

13 9o\ (L 3
5 -1 3) — (3 71
2 3

V komponentech matice toto mizeme zapsat jako

(Mi;)" = (M) .

T 1
(1 2) = (2) .
Spravné bychom tedy puvodni rovnici pro ndsobeni vektoru u matici M méli psat jako
T
Mu = (m%> u.
ms;

Miuzeme si vsimnout, ze skalarni sou¢in dvou vektori lze zapsat jako maticovy soucin, kde
jeden z vektoru je transponovany, tedy

Specidlné pro vektory plati

T
u-v=uv.
Déle, matice lze po komponentech scitat a nasobit skalary, obdobné jako vektory
A=B+ M <— Aij:Bi]'+M¢j,
sA > (sA);; = sAi;.

sobem kombinuji rizné stupné volnosti. Ke kompletnimu feSeni se ndm bude hodit jesté jedna
Cast linedrni algebry, kterou je koncept vlastnich vektora a vlastnich cisel.



FYKOS Seridl XXXIV.IV Symetrie a Linearni Algebra

Vlastni vektory a vlastni Cisla

Pro ¢tvercové matice plati, ze transformuji vektory do novych vektorti, které maji stejny pocet
komponentu. Je tedy mozné, Ze existuje takovy vektor, ktery zustava transformaci nezménény,
az na urcity skaldrni nasobek. Takovému vektoru se ik vlastni vektor dané matice a ptislus-
nému skaldrnimu nésobku fikame vlastni ¢islo matice pro dany vlastni vektor. Tyto veli¢iny
jsou dulezitou vlastnosti matice. Vlastni vektor v matice M mizeme definovat rovnici

Mv = MAv,

kde X je piislusné vlastn{ &slo. Ctvercova matice o rozméru n miZze mit az n riznjch vlastnich
vektorti, kazdy s pfislusnym vlastnim cislem. Jak tyto vlastni vektory odvodit? Bud mtizeme
vlastni vektor uhddnout na zakladé vlastnosti systému, jako je symetrie (viz niZe), nebo lze
vektor spocitat na zakladé rovnice

(M—X)v=0,

kde I je tzv. jednotkovd matice — Ctvercovd matice, u které jsou nenulové pouze diagonalni
prvky, které jsou obsazeny jednickami. Lze se snadno presvédcit, ze jakykoliv validni maticovy
soudin vektoru (nebo Ctvercové matice) s jednotkovou matici nezméni puvodni vektor (nebo
matici). VySe zminénd rovnice ma budto trividlni feseni, kdy vSechny komponenty v jsou rovny
nule, nebo matice M — Al obsahuje ve svych fadcich vektory, které se smichaji dohromady
tak, ze vytvofi nulu v kazdém tadku v. To ale znamen4, ze tyto vektory v fadcich jsou nutné
linedrné zavislé, tj. alespon jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich. Dulezi-
tym vysledkem z teorie linedrnich rovnic je, ze v tomto pripadé se veli¢ina, kterou nazyvame
determinant matice, rovna nule.

Determinant lze urcit pro libovolnou ¢tvercovou matici, my budeme ovsem zejména potie-
bovat chovani pro 2 x 2 matice. Pro ty se determinant spocita nasledovné

M:(a b> = |M|=ad-bc,
c d

kde | M| znadi determinant matice M (nikoli néjakou absolutni hodnotu). Déle nés zajim4 deter-
minant diagonalni matice, ktery je urcen jednoduse soucinem vsech diagonalnich prvka. Pokud
se vétsi matice sklddé z vice navzdjem oddélenych blokt lezicich na diagondle, lze determinant
urcit jako soucin determinanti jednotlivych blokt. Naptiklad

a b 0 0
c d 0 0

M= 00 e 0 = |M|=ef(ad—bc),
00 0 f

pri¢emz determinant matice 1 x 1 je prosté jediny komponent dané matice.
Pojdme si ukazat priklad vypoctu vlastniho vektoru a vlastniho ¢isla. Uvazujte matici

- (3 2).

Abychom nasli vlastni ¢isla, vyfesime rovnici

=1-N)"-4 = (1-)N>=4.

1-x 2
0:|M—)\I|:‘ ) 1A‘
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Vysledkem je A = 1£2, neboli A € {3, —1}. Se znalosti A jiz mizeme vyTesit rovnice pro vlastni
vektor. Zvolme A = —1, potom dostaneme

-0
(33 (=)

Resen{ je v tomto jednoduchém piipadé nasnadé — plati v1 = —wva, a vlastni vektor je napiiklad

()

Rikame napiiklad, protoze vektor mizeme libovolné nasobit skaldry, a bude se pii transformaci
matici M chovat stejné. Dulezity je tedy pomér jednotlivych komponenti vlastnich vektori,
nikoliv jejich absolutni velikost.

Jako poznamka — mohlo by nés zajimat, pro¢ jsme zkratka neresili jednotlivé radky v rovnici
(M — AI) v = 07 Problémem je, Ze v dané soustavé n rovnic mame n+ 1 nezndmych — n kompo-
nentd vektoru v, a vlastni ¢islo A\. Ukaze se, ze kdybychom tyto rovnice tesili, tak v poslednim
kroku vydélime hodnotou nenulového komponentu na obou stranach rovnice, ¢imz budeme
moct ziskat vzajemné poméry vsech komponenti a vlastni ¢islo. Je ale mnohdy snazsi snazit se
ziskat determinant matice, jelikoz z ného rovnou ziskdme vlastni Cislo, které ma samo o sobé
ur¢ity vyznam. Fakt, ze stadle mdme n + 1 neznamych na n rovnic se projevi v tom, ze vlastni
vektory muzeme volné nasobit skalary.

Normalni mody

Dosti bylo obskurni matematiky, pojdme se vénovat fyzice. Na nasledujicich dvou prikladech se
pokusim ilustrovat uziteénost vyse zminénych nastroji — budeme schopni pfesné popsat kmitani
netrividlnich oscilatort. V tomto pifipadé jsem si vybral zaprvé dvé zavazi, kterd jsou navzdjem
spojend pruzinou a kmitaji pouze ve vertikdlnim sméru, za druhé pak dvé castice, které jsou
spojené jednou pruzinou a zaroven je kazdé zvlast uchycena ke sténdam, mezi nimiz je mezera.

Dvé zavaZzi od stropu

Uvazujme nésledujici systém: prvni pruzina s tuhosti k je pfichycend k pevnému stropu na
jednom konci a k zévazi o hmotnosti m na druhém konci. Druh4 pruzina, také o tuhosti k,
je pripevnéna k prvnimu zévazi na jednom konci a k druhému zavazi o stejné hmotnosti m
na druhém konci. Rovnovdznd poloha systému (kdy systém neosciluje) nastane ve chvili, kdy
gravitacni sily vybalancuji napéti v pruzinidch. Touto rovnovaznou polohou se nyni nebudeme
zabyvat, na jeji vypocet stac¢i pouzit zndmé poznatky ze statiky. Uvazujme tedy malé vychylky
z této rovnovazné polohy. Vychylku prvniho zévazi oznacime jako x1, vychylku druhého zavazi
jako x2. Predpokladame, ze obé vychylky osciluji, a 1ze je tedy zapsat jako

z1(t) = Re (Aei‘“t) ,
z2(t) = Re (Bem) .
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Pripadny fazovy rozdil mezi oscilacemi muzeme vyjadrit jako soucdst konstanty B, pro kterou
muzeme psat '
B =|B|e?,
kde ¢ je fazovy rozdil. Tedy '
z2(t) = Re (|B| el(“tﬂp)) .

Obr. 1: Nalevo je znédzornéna geometrie problému a zobrazena definice x1 a x2. Napravo je
znézornén jeden okamzik béhem kmitdni jednoho norméalniho modu. Sipky naznacuji smér
pohybu.

Prvni pruzina je tedy prodlouzend oproti rovnovazné poloze o délku zi, zatimco druhd
pruzina je prodlouzend o x2 — x1. V druhé pruziné je sila
FQ = -k (:Ez — CEl) .
V prvni pruziné je sila
Fy = —kx1 — F»,

jelikoz sila z druhé pruziny se prenasi na prvni pruzinu. Dle druhého Newtonova zdkona v di-
ferencialni formé tedy muzeme psit

d2

Fi=m df; = —kz1+ k(xz2 — 1) ,
d2

F2=m dtx; :—k(xg—xl) .

Provedenim fourierovské substituce dostiavame
2
—mw 1 = —2kx1 + kxe,
2
—mw Te = kx1 — kxo .

Tuto rovnici lze prepsat do maticové rovnice — snazime se najit oscilace v x1 a v x2, které
)
jsou nezavislé, takze je vlastné lze vnimat jako rtzné dimenze oscilaci. Konkrétné, definujme

vektor x jako
x = .
X2

7
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Pak plati
wMx = Kx,

2k —k
(7).
m 0
=5 )

pricemz jsme obé strany obou ptvodnich rovnic vyndsobili —1. NasSe soustava rovnic je tedy
vyjadfena jednou maticovou rovnici

() ()= D E)
(" ) ()= )

(K—w2M)x:O.

kde K je matice

a M je matice

7 toho muzeme odvodit

tedy

Tato rovnice je obdobou té, kterou jsme tesili pfi hledani vlastnich ¢isel matice. Opét, je potieba

zjistit, kdy je determinant matice roven nule, tedy ‘K — w2M| = 0. Determinant této matice
je

‘ 2k — mw? —k

2

—k k—mw

= (2kfmw2) (kfmwQ) —k? = 0,
takze

2k? — 2kmw? — kmw? + mw* — K = 0,

2 4 2 2
mw — 3mkw” +k“ =0.
Vydélenim m? a zavedenim w? = % dostavame
4 2 2 4
w” —3wow” +wy =0.

Vyfesime bikvadratickou rovnici jako kvadratickou rovnici, ale pro w?. Jejim feSenim je

s 3wd + 1/9wh — 4w
N 2

Méme tedy dvé mozné frekvence oscilaci
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Jaky bude pomér amplitud oscilaci, poptipadé fazovy rozdil? K tomu musime najit kromé
vlastnich ¢isel také vlastni vektory matice M. Prvni fddek matice v nasi maticové rovnici
udava

mw2x1 = 2kx1 — kxo .

Nynf{ uz zndme hodnotu w?, kterou mizeme dosadit. Dostdvime tedy

5[ 3 5
d 2 -9 _
mwq 2 + \/; T kx1 — kxs,
3 5
wg 5 + \/; T = 2w§az1 — ngz ,

Miuzeme vydélit wi a zaroven také vydélit faktorem e“*) ktery je obsazen jak v x1, tak v xo,
takze dostaneme

3 5
S1./2)Aa=24-B
2\ 1 ’
1 5
—~4+./2)Aa=-B
2\ 1 )
B_1 5
A 27\1

osciluje systém tak, ze pomér amplitudy druhého zavazi ku prvnimu zévazi je
V5
5 -

Tento pomér je mensi nez nula, coz znamena, ze v kazdy moment oscilace se zavazi pohybuji
opacnym smérem. Nizsi frekvence oscilaci

L3 5[k
VN2 4\ m

odpovida situaci, kdy pomér amplitud je

B 1 5

A 2 + 2
a zavazi osciluji ve stejném sméru. V jazyku fazovych rozdila jsme mohli psit

1= ein
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a tedy usoudit, ze v prvnim pripadé jsou kmity prvniho a druhého zavazi v perfektni antifazi —
vysledek, ke kterému jsme dospéli i bez této tivahy.

Uvédomme si, co jsme vlastné nyni dokédzali. Zjistili jsme, Ze pro systém dvou Castic existuji
dvé specidlni frekvence, pri kterych jsou dynamické rovnice splnény. Tyto frekvence odpovidaji
dvéma riznym typum oscilaci, které jsou charakterizované komponenty A a B urc¢itého vektoru.
Témto typum oscilaci fikdme norméalni mody.

Mohli byste namitnout, zZe sice jsme popsali velmi specificky pripad, kdy obé polohy osciluji,
modu je zde linearita nasich dynamickych rovnic. Zjistujeme totiz, ze pokud najdeme dva
vektory, které splituji dynamické rovnice (jako jsme na$li my), pak i jakdkoliv jejich linedrni
kombinace splniuje dynamické rovnice. Matematicky feceno, jestlize mame A takové, ze

WwMA, = KAy,

a jiné Aq, které splnuje
WMAs = KA,

pak pro libovolné skalary a a b plati
WM (aA; + bAs2) = K (aA; + bA3) ,

a tedy i vektor aA; + bA. je feSenim dynamickych rovnic. Kromé dvou specidlnich pripada
oscilaci jsme tedy odhalili i nekoneéné mnozstvi pohybt systému, které lze interpretovat jako
superpozici pohybu dvou normalnich moda. Pravé kvuli této vlastnosti se linedrni systémy
popisuji tak jednoduse — pro popséani velkého mnozstvi moznych jevii ndm staci uréeni pouze
nékolika zdkladnich parametru.

Elementarni struna

Uvazujme nyni druhy ptiklad. Méjme dvé castice o shodné hmotnosti m. Prvni je ukotvena ke
zdi, kterd prochdzi pocatkem souradnic, pruzinou o tuhosti k. Druhd je pfichycend pruzinou
o stejné tuhosti ke zdi rovnobézné s prvni zdi a prochézejici bodem R, pricemz R je vektor
kolmy na roviny zdi. Nakonec jsou ¢astice navzadjem spojeny jesté jednou pruzinou o tuhosti k.
Céstice se mohou volné pohybovat v roviné kolmé na tyto dvé zdi.

Reseni tohoto pifkladu uvddime pouze zrychlené, abyste si mohli procviéit vipoéet nékte-
rych konkrétnich velicin. Za¢neme nalezenim rovnovazné polohy. Necht je souradnice prvni
Castice ddna vektorem r; a poloha druhé castice necht je dana vektorem ry. Na prvni ¢éstici
pusobi sila

F1 = —k}I‘l —|—k(r2 — 1‘1) .

Na druhou ¢éstici pusobi sila
FQZ*k(szR)+k(I‘171‘2) .

V rovnovaze budou sily nulové, coz vede na

1

ry = gR,
2

Iro = gR

10
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Oznacme tyto pozice jako ri,0 a ro,0. Malé vychylky z téchto pozic oznac¢ime jako x; a x2, takze
platir; = rq0+x1, obdobné pro druhou ¢astici. Zjistime, ze pti téchto malych vychylkach budou
vyslednice sil rovny

Fi1=—kxi+k(x2 — x1)

pro prvni ¢astici a
Fo = —kxo+k (Xl — XQ)

pro druhou ¢astici. Z druhého Newtonova zakona vime

d2r1
Fi=mgz
d2r2
F, = .
2T

Jelikoz r1,0 a ra,0 jsou konstantni vektory, plati

d2X1
F1 =m a2 s

d2X2
F2=m-3p

Opét budeme predpoklddat, ze systém osciluje. Z fourierovské substituce odvodime F; =
= —mw?r1, obdobné pro druhou rovnici. V maticové formé miizeme tyto rovnice zapsat jako

mw? — 2k 0 k 0 Z11 0
0 mw?® — 2k 0 k T2 | _ [0
k 0 mw? — 2k 0 z1 | O]
0 k 0 mw? — 2k Too 0

kde x11 je prvni komponent vektoru x; atd. Determinant této matice nemizeme ihned najit,
jelikoz se nejedné o diagondlni matici. Ale miZeme si vSimnout, Ze se mezi sebou vazou pouze
komponenty s indexem 1, resp. 2. Pokud tyto komponenty ddme dohromady v nasem vektoru,
coz determinant matice nezméni, dostaneme nésledujici rovnici

mw? — 2k Ek 0 0 T11 0
k mw2 — 2k 0 0 21 _ 0
0 0 mw? — 2k k zi2|] o]
0 0 k mw? — 2k T2 0

Tato matice se jiz skladd z dvou matic na diagondle, a umime tedy urcit jeji determinant, tj.

mw? — 2k k 0 0
D— k mw? — 2k 0 0
- 0 0 mw? — 2k k
0 0 k mw? — 2k
mw? — 2k k ? 2 2 2\ 2
D= % ? — ok —((mw - 2k) fk)

11
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Polozime D = 0, a dostavame
K= (mw2 — 2]6)2 ,
k ==+ (mw? - 2k) ,
(2+1)k=mw’.

Zavedeme
k
wo = .
m
coz vede na
w=+v2=xlwg.

Ziskali jsme tedy pouze dvé frekvence, ackoliv poc¢et normélnich modu bude 4. To znamen4, Ze
nékteré mody maji shodné frekvence. Dosazenim do ptuvodni rovnice ziskdme vztah pro vlastni
vektory. Zacnéme s w = wp. Pak

mE — 2k k 0 0 T11 0
k mE — 2k 0 0 za | [0
0 0 mE — 2k k x| |0
0 0 k mE —2k) \z2 0

Opét narazime na fakt, ze dva bloky matice jsou nezdavislé. Takze prvni dva komponenty naseho
vlastniho vektoru viibec nemichaji zbyvajici dva komponenty, a naopak. Lze tedy urcit dva
vlastni vektory z této jedné frekvence (jak jsme ocekévali), které maji hodnoty napiiklad

1 0
1 0
0’11
0 1
Pro w = v/3wp lze poté uréit, ze vlastni vektory budou

0
-1 0
0o)]’'l1

0 -1

Obr. 2: Naznaceny smér pohybu ¢astic pri kmitdni v jednom norméalnim modu.
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Vliv symetrie

Mnoho problémi oscilaci obsahuje urcité symetrie. Napriklad, v pfedchozim problému jsme
mohli bez problému prohodit soufadnice pouzivané pro popis prvni a druhé ¢astice — dostali
bychom pfesné stejnou sadu dynamickych rovnic. Systém byl tedy tzv. symetricky pfi vyméné
Castic.

Takovouto symetrii mizeme definovat i pomoci matice — efektivné hleddme matici S, pro
kterou plati (pro popis druhého piikladu)

T11 21
21 T11

S = ,
T12 T22
T22 T12

coz znazornuje prohozeni oznacCeni Castic. Urceni takovéto matice je pomérné jednoduché —
kazdy komponent nového vektoru uréime jednim komponentem z originalniho vektoru, ktery
musi matice S vybrat. Plati

01 0 0
1 0 0 0
S_OOOI
0 0 1 0

Tusime, ze vysledné mody systému budou tuto symetrii né¢jakym zptisobem respektovat. Uka-
zuje se, ze plati velmi obecné pravidlo. Pokud oscilujici systém spliuje urcitou symetrii, pak
vlastni vektory téchto oscilaci jsou alespon zc¢asti dany vlastnimi vektory matice, kterd popisuje
tuto symetrii. Dikaz tohoto pravidla je pomérné slozity a nebudeme se jim zde piimo zabyvat.
Pro ty zvidavéjsi z vas, symetrii systému lze rigoroznéji definovat jako invarianci Hamiltonidnu
systému pri aplikovani dané symetrie. Muzete se také zamyslet, jaké ma toto tvrzeni dusled-
ky v kontextu teorému Noetherové, pokud ho znate. K feseni problému v tomto seridlu tento
presah vsak neni potfeba.

Co vsak potfeba bude, je schopnost uréit matice aplikujici danou symetrii (zejména permu-
tace ¢astic) a najit pro tyto matice vlastni vektory. Muzeme zkontrolovat, ze vlastni vektory
nalezené v predchozim prikladé skutecné jsou vlastnimi vektory matice S, s vlastnimi ¢isly +1.
Mody jsou tedy symetrické nebo antisymetrické pii vyméné céstic.

Vyhoda hledani vlastnich vektort v maticich symetrie spoc¢iva v tom, Ze tyto matice jsou
zpravidla jednodussi nez dynamickd matice, ktera 7idi oscilace. Poté, co najdeme vlastni vektory
matice symetrie, muzeme ziskat vlastni ¢isla jednoduchym dosazenim vlastniho vektoru do
dynamické rovnice.

Netplné symetrie

Miuze se stét, ze systém mé urcitou symetrii, avSak tato symetrie nedeterminuje celé chovani
systému. Naptiklad, uvazujte micek, ktery se pohybuje tdolim, které by vzniklo protazenim
paraboly lezici v rovniné xy (danou tfeba vzorcem y = w2) do sméru z — rovnice povrchu
by stéle byla y = x°, nezévisld na z. Zfejmé plati symetrie zrcadleni pfes rovinu yz, tedy
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symetrie + — —x. Pokud bychom oscilace charakterizovali tfemi soufadnicemi micku r =
= (:r Y z), operace symetrie by byla

-1 0 0
S={10 1 0
0 0 1

Vsimnéme si, ze blok spodnich dvou fadkid a pravych dvou sloupctt matice predstavuji vliastné
jednotkovou matici v komponentech y a z. To znamen4, Ze symetrie definovand matici S neklade
zadné naroky na komponenty y a z, tyto slozky mohou byt cokoliv (neboli pisobenim S na r
se tyto komponenty nikdy nezmén{). To znamend, Ze tato symetrie by ndm mohla pomoci
zbavit se maximélné jednoho stupné volnosti. Mizeme ji tedy pouzit k nalezeni pouze jednoho
vlastniho vektoru. Nicméné, jelikoz vime, ze vlastni vektory jsou navzijem kolmé, muzeme
zkusit uhadnout ostatni vlastni vektory oscilaci, a sta¢i ndm uz urcit mensi pocet neznamych.

P1i dosazovani vlastnich vektori symetrie do vlastnich vektorti kmitii musime na neiplné
symetrie davat pozor - pokud dany komponent neni symetrii nijak omezen, musime za néj
dosadit obecné cislo. To, ze symetrie dany komponent neomezuje, totiz jesté neznamend, ze
neni omezen dynamikou systému a symetrii samotné dynamiky. Naptiklad, zékon zachovani
hybnosti miize klast naroky na komponent, ktery jinak neni omezen symetrii kvili zdméné
castic.

Nekonecno oscilatorti

Uz vime, jak Fesit soustavy obsahujici uréity pocet oscilatori. Co kdyz ale oscilatori bude
efektivné nekonecéno? V takovém pripadé muzeme nékdy prejit k popisu systému pomoci konti-
nualnich veli¢in a zac¢indme popisovat fenomén vinéni. Nékterymi zakladnimi vlastnostmi vin,
jako jsou disperzni vztahy ¢i superpozice, se budeme zabyvat v pristim dile.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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