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Serial: Vic oscilatorti vic vi

Na konci minulého dilu bylo naznaceno, zZe se budeme zabyvat vice navzijem propojenymi os-
cilatory ¢i oscilacemi ve vice dimenzich. Nez se ovSem do takovych tkolt pustime, bude treba
ponékud zformalizovat nékteré matematické kroky, které jsme pii odvozeni chovani jednodu-
chych oscilaci ucinili. Konkrétné se bude jednat o dvé dulezité kapitoly z matematiky — nasim
prvnim cilem budou derivace a diferencidlni rovnice a poté se podivame na nékteré aspekty
komplexnich ¢isel. Doufame, Ze vétsina z témat pro vds bude pouze opakovianim, zatimco jind
prinesou novy pohled na véc. Doporucujeme také prozkoumat ruzné jiné zdroje mimo tento se-
ridl, pokud si vysvétlenim néjaké problematiky nebudete jisti. Jelikoz se jedné o velmi rozsitené
koncepty, zdroji pro studium existuje bezpocet.

Pod mikroskopem jsou vsechny kfivky pFimky

V minulych dilech jsme se zabyvali priblizenim urc¢ité funkce v okoli néjakého bodu. Je to
pravé ukotveni této aproximace v rigoréznéjsim matematickém formalismu, které vede k pojmu
derivace. Proces tohoto ukotveni zacnéme na jednoduchém konkrétnim piipadu — polynomialni
funkci.
Jiz vime, ze pro mald h plati
(14+h)*~1+4ah.

Pti feseni predchozich problému jsme si také ukazovali, Ze pro A > B lze psat

B\* aB

A B”:A“(l 7) zA“(l 7> .

(A+B) + 2 + a1
Vzdy jsme tedy aproximovali funkci ® v okoli néjakého bodu (v prvnim piipadé v okol{ bodu 1,
v pfipadé druhém v okoli bodu A) tim, Ze jsme provedli rozvoj pro uréité malé redlné &islo.
Samotna hodnota funkce v okoli tohoto bodu zavisi na nékolika parametrech — jednak na funkéni
hodnoté pravé v tom bodé, jehoz okoli néds zajima, dale pak na velikosti zvoleného malého ¢isla
a nakonec na néjaké kombinaci parametri odvozenych ze zakladni funkce v daném bodé. Tato
odvozenina, vytvorend z parametru funkce a jeji funkéni hodnoty v prislusném bodé, se prave
nazyvé derivace. Formalné lze psat, ze nase aproximace funguje jako

df
Aﬂc<<mo:f(x0—|—Ax)%f(xo)+a - Az,
o
kde hovorime o derivaci funkce f dle promenné x v bode xz¢. Jako ilustraci si vezméme predchozi
pripad, kdy jsme méli
(1+h)*~1+ah,

pokud tedy definujeme g(z) = =%, mizeme psit

dg) _
dl’li
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Jelikoz ve druhém uvedeném prikladé plati
(A+B)*~ A* +aA"'B,

Ize obdobné psat

Miuzeme zkontrolovat, Ze tento vyraz skutecné funguje pro A = 1. Obecné pak z nasi linedrni
aproximace definujeme derivaci funkce v daném bodé jako

| _ o a0t Ae) — fla)

dzlz, Az—0 Az

Ohledné limity Az — 0 ndm staci védét, ze indikuje, ze Ax < 1 je velmi malé ¢islo. Pfesnou
definici se zde nebudeme zabyvat. Derivace funkce je tedy také funkci, kterda se muze bod od
bodu ménit. Casto pak vynechévime konkrétni oznaceni bodu, ve kterém je derivace vyhodno-
cena, a pouzivame stejné oznaceni jako v origindlni funkci. Nize je ve zkratce uveden seznam
derivaci nékterych béznych funkci

dz*® _ G,:L'ail
de ’
dsinz _ lim sin(z + Az) — sin(z) _
dz Az—0 Ax
. sinzcos Ax + sin Ax cosx — sinx
= lim =
Az—0 Az
. sinz+ Az cosz —sinz
= lim =cosx,
Az—0 Az
dcosz sing
de ’
de® lim e"tAT ot lim e"et” —e® o (1+Az)—1 oF
dz =~ Az—o Ax YN Ax - Ax -
dlnz . In(z+ Az) —Inz . lnm—l—ln(l—i—%)—lnm 1
= lim ——————— = lim = —.
dz Az—0 Ax Az—0 Ax T

Kombinujeme funkce

Jelikoz derivace pocitdme ve fyzice velmi Casto, vyplati se zamyslet nad jejich algebrou. Je
opravdu nezbytné vzdy explicitné pocitat limitu funkci? Nebo lze zjistit hodnoty derivaci z né-
jakého mnozstvi zakladnich blokd? Ukazuje se, ze to mozné je; za pomoci nékolika pravidel.
Prvnim pravidlem, které si ukézeme, je linearita. To znamend, ze pokud mame dvé funk-
ce f(z) a g(z) a definujeme pomoci nich funkci h(z) = af(z) + bg(z), kde a a b jsou néjaké

kontanty, bude platit

dh _ df . dg
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ni (a jak se pozdé&ji ukazuje, naprosto zdsadni vlastnost derivaci) charakterizuje tzv. Leibnizovo
pravidlo, které odpovida na otdzku, jak nalozit se souc¢inem funkci. Plati

dfg _ o fo+ An)gla + Av) — f(@)g(x) _

dzx Az—0 Az
_ (f@) + £LAx) (g(x) + $£AZ) — f(x)g(x) . dg = df
= lim =f-2 49>,
Az—0 Ax dx dx

kde jsme zanedbali druhy fad v Az v ¢itateli.
Poslednim pravidlem, které budeme odvozovat, je pravidlo pro derivaci slozené funkce. De-
finujme funkci f(x) = g(h(z)), kde g(x) i h(x) jsou dalsi funkce. Pak plati

af _ pp, 9+ Az)) —g(h(z) _ 9 (h(z) + $Az) — g(h())
dz ~ arbo Ax T Arso Az ’

Pokud lze predpokladat, ze %Aaj = Ah je stile malé ¢islo, dostaneme

df _ o 90@) + Az - g(h(z) _ dgdh
dz ~ Azso Az " dhdz’

Toto pravidlo se oznacuje jako Tetézové a bude hrat diulezitou roli pfi odvozovani derivaci
nékterych slozitych funkei.

Fyzikalni vyznam derivaci

Ackoli je tento matematicky apardt velmi zajimavy, jeho fyzikdlni vyznam je snad jesté zaji-
maveéjsi. Uz tusime, Ze schopnost charakterizovat chovini néjaké funkce v okoli urc¢itého bodu
pomoci linedrni aproximace je klicovd ke zjednoduseni popisu chovani mnoha systému. Nyni
nam derivace umoznuje popsat, jak rychle se pfislusnd funkce méni v okoli daného bodu — de-
rivace urcuje miru zmény veli¢iny. Efektivné to znamend, Ze pro dostatecné malé okoli bodu
néjaké funkce lze tuto funkci aproximovat jako pfimku, pficemz smérnice této primky je ddna
pravé derivaci v tomto bodé.

Popis miry zmény veli¢iny je jednim z tstfednich bodu jakéhokoliv fyzikalniho zkouméni.
Napriklad v kinematice casto sledujeme pozici urc¢itého hmotného bodu v zavislosti na ca-
se. Pokud se zaméfime na velmi kratky casovy interval, lze trajektorii bodu popsat primkou,
tj. predpoklddame, Ze se bod v tomto casovém tuseku pohybuje viceméné rovnomérné nebo
je v klidu. Mirou zmény polohy je v tuto chvili zrejmé rychlost. Z toho lze usoudit, ze rych-
lost je derivaci polohy podle ¢asu. Symbolicky zapsdno, pro polohu z jakozto funkci casu ¢
(piseme z = z(t)) mame

_dx
Todt’
kde v je rychlost bodu.

Odvozeni derivaci pro popis dynamiky castic je stfedobodem newtonovské mechaniky. Zkus-
me tedy zformulovat Newtonovy zakony v jazyce derivaci. Prvni zdkon mluvi o tom, ze télesa,
na kterd neptisobi zadna sila, setrvavaji v klidu ¢i v rovhomérném primocarém pohybu. To zna-
mend, ze rychlost télesa se néméni — mira zmény rychlosti télesa je nulova, coz lze s vyuzitim
prechoziho zapsat jako

dv

E:
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Druhy zédkon dava do souvislosti zrychleni a sily pusobici na téleso. Dulezitym zobecnénim je,
ze pokud ponechame volnost pro zménu hmotnosti s ¢asem, piSeme
d(mv) dp

dt At

F=

Treti zakon nehovori o zménach ¢ili zustava v origindlnim znéni.
Pokud se hmotnost télesa s ¢asem neméni, mizeme psat (coz lze jednoduse odvodit z vySe
uvedenych pravidel)

dv d?z
F=m— =m—
Tar T M
kde ‘(11275 znadci druhou derivaci polohy podle ¢asu, kterou identifikujeme jako zrychleni. Jelikoz

ve vétsiné pripadi jsou vnéjsi sily zavislé pouze na poloze, rychlosti ¢i casu, jsme schopni druhy
Newtonuv zdkon vyjadrit ¢isté pomoci ¢asu, polohy a derivace polohy.

Kmity ve formalismu derivaci

Pro zévazi na pruziné plati Hooktv zakon
F=—kx,

kde x =l — lp oznacuje prodlouzeni pruzinky vzhledem k rovnovazné poloze. Aplikaci druhého
Newtonova zakona dostdvame
d%z

Rovnici, kterd obsahuje funkce a jejich derivace, se rika diferencidlni rovnice. Abychom tuto
rovnici vyfesili, potfebujeme najit polohu jako funkci ¢éasu z(¢) takovou, ze druhd derivace
této funkce bude az na nésobici konstantu stejnd jako ptivodni funkce. Pokud se podivame na
definice derivaci zédkladnich funkci, mizeme si vSimnout, ze

= —COS Zz.

d*cosz d (dcosz) __d(—sinz)
dz2 T dz dz - dz

Vidime, ze tato funkce se n4m muze hodit, ovSsem musime do ni dosadit bezrozmérnou veli¢inu z,
zatimco v puvodni rovnici hledame zavislost na case. Jelikoz vime, ze se jedna o kmity, ma smysl
vyzkouset jako bezrozmérny parametr z = wot a pokusit se derivovat vzhledem k casu misto
parametru z. Dostavame

= —wj cos(wot) .

- dwot  di dt

d? cos(wot) d [ dcos(wot) dwot \ _ Cw d sin(wot)
ez dt -

Nyni uz jen staci, aby tato funkce méla rozmér vzdalenosti. K tomu ji staci vynasobit konstantni
amplitudou kmitt A, ¢imz dostaneme z(t) = A cos(wot). Odtud plyne

d? A cos(wot)
Mm——am = —kA cos(wot) ,
—muw( A cos(wot) = —kA cos(wot) ,
2k
wo = —,
m
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coz neni nic jiného nez klasicky vzorec pro prirozenou frekvenci kmitu.

Na tomto prikladé vidime silu formalismu derivaci. Za cenu rozvoje matematického apa-
ratu jsme se mohli zcela vyhnout diskuzi o fazovém prostoru, analytické geometrii kruznice
fyzikéalnich problému. Samoziejmé, mize se zdat, ze jsme si pri vyse uvedeném postupu museli
ndhodné tipnout funkci ¢asu s vhodnymi vlastnostmi. Neni tomu tak — pro feseni diferencisl-
problémy jsou derivace nepostradatelnym néstrojem uz jen proto, ze napriiklad odpovidajici
trajektorie ve fazovém prostoru nemaji analyticky popsatelny tvar.

Princip superpozice

Tento princip vyraznym zptsobem zmensuje pocet vSech moznych feseni, ktera musime hledat
pro danou linedrni diferencidlni rovnici. Jak vypadé linedrni diferencidlni rovnice? Opét plati
standardni definice linearity, tj. pokud mame funkce f(z) a g(x), které jsou obé samostatné
feSenim diferencidlni rovnice, tak i af(x)+bg(z), kde a, b jsou konstanty, je FeSenim dané rovnice.
Podivejme se napfiklad na druhy Newtoniv zdkon pro zévaz{ na pruziné. Pro polohu z(¢) jako
funkci casu plati
s
dt?
Pokud definujeme g¢(t) = az(t), dostaneme

d’> (g g
2 (9) = kY.
mdt2 (a) a

Jelikoz je derivace linedrni, miuzeme psat

= —kx

md’9 _ g

a dt? a’
d2g

Mg = k9

a tedy i g(t) je validnim FeSenim této diferencialn{ rovnice. Podobné lze ukazat, ze pokud méme
jesté néjaké h(t) = g(t) + x(¢), pak sectenim rovnic dostaneme
d%g d%x

m@—i—m@:—kg—kw:—k(g—&—w)

a z linearity derivace vyplyva

d? (g + =) B d2h

Rikdme, ze h je linedrni kombinaci neboli superpozici funkef g a x. Vyznamem principu su-
perpozice je fakt, ze z nékolika riznych reseni dokazeme sestrojit vsechna ostatni, kterd se
typicky lisi jen v pocatecnich a okrajovych podminkach ilohy. Téchto feseni mtze byt obecné
nekonecné mnoho.
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Faze a komplexni Cisla
Komplexni ¢isla rozsiruji obor redlnych c¢isel zavedenim imaginarni jednotky i. Ta ma unikatni
vlastnost, kterou nema zadné reilné cislo, totiz
i?=-1.

Jinak se imagindrni jednotka chova jako realné cislo, tj. lze ji scitat, odcitat, ndsobit, mocnit
atd. Témito operacemi vznikaji ¢isla, kterd jsou zCasti redlnd a zc¢asti imagindrni — fikdme jim
komplexni. Kazdé komplexni ¢islo z lze vyjadrit v tzv. algebraickém tvaru

z=x+1iy,
kde = a y jsou realna cisla. Pak hovotfime o redlné ¢asti Rez = x komplexniho ¢isla a o jeho
imaginarni ¢asti Im z = y.

Jelikoz realna cisla mizeme vnimat jako ciselnou osu, mizeme pridani imaginarni jednot-
ky i vnimat jako pridani nové dimenze. Komplexni ¢isla, kterd jsou kombinaci ¢isté redlnych
a Cisté imagindrnich ¢&isel, 1ze pak vnimat jako vektory v (tzv. Gaussové) roviné, viz obrézek [If.
Definujme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla jako velikost tohoto vektoru

2| = Vx2 +y%.

Uhel, ktery prislusné vektory sviraji s redlnou osou, bude

Y
t = =.
gy o

Uvédomme si vsak, ze thel ¢ je 2n-periodicky, zatimco funkce arctg je jen n-periodickd. Pro
vypocet ¢ tak musime pouzit jiny vzorec, napriklad

p = atan2(y,z),

kde funkce atan2 je definovina pravé jako prostredek pro vypocet tthlu v roviné. Jednd se
v podstaté o funkei arctg(y/z), u niz se ale méni znaménko podle kvadranti.

Im

Obr. 1: Komplexni ¢islo jako vektor v komplexni roviné. Horizontalni osa predstavuje redlna
¢isla a vertikalni osa je osou imagindrni.

Algebra komplexnich ¢isel je velmi bohatd a v tomto seridlu neni dost prostoru, abychom ji

rovnici, kterd definuje komplexni exponencidlu jako

e =cosy+isiny,



FYKOS Serial XXXIV.III Vic oscilatora vic vi

kde y je redlné ¢islo. Exponencidlu z obecného komplexniho ¢isla x + iy uz spocitdme snadno
diky rovnosti
"t = e"eV = e” (cosy +isiny) .

K ¢emu je ndm tento vztah uziteCny? Umoznuje ndm prevést algebru goniometrickych funkei
na algebru exponencial. Ty maji z hlediska derivaci velmi vyhodné vlastnosti.

Ve fyzikalnich systémech se ¢asto komplexni ¢isla zavadéji ve chvili, kdy je potfeba pracovat
s fazi kmitani. Tu lze totiz reprezentovat thlem komplexniho ¢isla v Gaussové roviné. Kmity
samotné potom predstavuje rotujici vektor v této roviné. Zde by méla byt jasna analogie s fa-
zovym prostorem — v ném obihal bod reprezentujici stav systému po kruznici. V komplexni
roviné bude takovy bod obihat taktéz po kruznici.

Kruznice je mnozina vSech bodu se stejnou vzadlenosti od stfedu, proto ji budeme repre-
zentovat jako mnozinu vSech komplexnich ¢isel se stejnou absolutni hodnotou A. Pro thel ¢
definujeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla jako

z=A(cosp+ising) .

Fyzikalnim vyznamem A je amplituda kmiti, zatimco thel ¢ = wt predstavuje fazi. Ve fizo-
vém prostoru byla poloha reprezentovana jednim z rozméra prostoru, v komplexni roviné bude
polohu predstavovat redlna c¢ast

z=Rez= Acoswt.

Nyni vyuzijeme komplexni exponencidlu a zapis zjednodusime na
y = Aeiwt ,
x = Re (Aeiwt) .

V tomto formalismu lze také velmi snadno fesit fazové posuny. Pokud je fazovy posun bodu
roven g, pak bod v komplexni roviné bude dan jako

ot o ot A ot
2 = Ael@iteo) — pglveivt — felwt

Nyni je tedy faze zcela obsazena v nasobici konstanté, ze které jsme udélali komplexni ¢islo.
Jeji absolutni hodnota ma vsak stdle vyznam amplitudy, protoze plati A = |A|

Derivace komplexnich funkci a fourierovska substituce

V tomto seridlu se budeme zabyvat pouze derivacemi funkci, které maji redlny argument (tj. defi-
niéni obor lezi zcela na redlné ose), ale komplexni hodnoty. Typickym piikladem je exponencidla
reprezentujici kmity

f(t) =e".
Pravidla pro derivace, ktera jsme odvodili pro Cisté realnd ¢isla, plati i pro funkce s komplexnimi
hodnotami. Toto je vlastné dusledkem linearity derivace, protoze

ﬂ_d(Ref+iImf)_dRef+,dImf
at at T~ Ta Tar

V tomto vyrazu uz figuruji pouze derivace redlnych funkci.
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Vratme se zpét ke komplexni exponencidle. Vime, ze
df dei“t d (1wt) jwt . .
= = . =" iw=iwf.
i dGwl) !
Déle 1ze obdobnym zpisobem ukéazat, ze plati

&Pf o0 2

P TR I,
coz je vlastné primo rovnice harmonickych kmita. V pripadé, ze f(t) je funkce popisujici kmi-
tani, dostavame jednoduchy predpis, jak nahrazovat derivace v rovnicich, a to ve tvaru

i—>iw

dt ’
d? 5
Er

a obdobné pro vyssi mocniny. Tato substituce nema odborny nazev, ve zkratce ji zde budeme
oznacovat jako fourierovskou substituci.

Jednoducha molekula

Uvazujme nyni jednoduchy fyzikalni systém, na némz si prakticky ukézeme nékteré postupy,
které jsme odvodili vyse. Méjme dvé Castice o stejné hmotnosti m, jez jsou spojeny pruzinou
s tuhost{ k a s nulovou klidovou délkou. Céstice se mohou pohybovat pouze v jednom rozméru,
jejich pozice budeme proto udavat jako body 1, 2 na soutadnici x.

Sily pusobici na ¢astice maji stejnou velikost, ale opacny smér. Necht je prvni ¢astice pred
druhou ¢ili je splnéna podminka x1 < x2. Potom pro silu pusobici na prvni, resp. druhou ¢éastici
plati

Flzk(wz—wl),
FQI—k(IQ—Il) .

Druhy Newtontv zdkon pouzijeme na kazdou ¢éstici zv1ast s vysledky

d21'1

m dt2 :F1 :k(ZEz—ZEl) )
d21'2

m dt2 :FQ :k(xl—xz) .

Lze predpoklddat, Ze tento systém bude néjakym zptisobem oscilovat, tj. ze Feseni pohybovych
rovnic bude ve formé

z1 = Re (flei“’t) ,
z2 = Re (Eei“t) ,
kde Aa B jsou (potencidlné komplexni) konstanty a w je nezndm4 frekvence oscilaci. Do druhého
Newtonova zakona dosadime fourierovskou substituci
—mw’zy = kza — k1,

2
—mw’xe = kx1 — kxo .
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Rovnice vydélime m a zavedeme konstantu
k
wo = —
m

2 2 2
((A.)Ofw )mlszxQ,

¢imz je prevedeme do tvaru

2 2 2
(WQ—(U )[L‘QZUJOml.
Jednoduchymi algebraickymi tipravami dostaneme

2
(w6 — )
Ty = ——p—T1.
Wo
Odtud je vidét, Ze mame dvé mozna fefeni — jak w = 0, tak w = v/2wp. Existence dvou FeSeni
je pro podobné problémy typicka, nebot dvé oscilujici ¢astice znamenaji dva stupné volnosti
systému. Mirné atypickd je pritomnost feseni w = 0, které ma vyznam neoscilujictho reseni.
V tomto ptipadé plati 1 = x2, coz odpovida rovnomérnému primocarému pohybu obou ¢astic
tak, ze pruzina mezi nimi neni vibec natazena.
Pro druhy pfipad (napfiklad dosazenim do prvni rovnice) dostdvame

2
(w =)
Ty = ——5——T1 = —T1,
Wo
coz je mozné Cist tak, ze Castice osciluji v protifazi. Dosadime si z komplexniho vyjadieni
Re (Bei“t) = —Re (Aeiwt) ,
Re BRee™! — Im BIme™® = —Re ARee™! + Im AIme'“".

Tato rovnice musf platit pro vSechny Casy ¢, konkrétné i pro¢ =0 a t = 5-. V nich pfechdzi do
tvaru

ReB=—-Red ,
—ImB= ImA ,
takZe muzeme psat B = —A. Tento vysledek bychom mohli interpretovat také pomoci fazového

posunu jako B = e'™ A, coz znamené presnou protifazi, jak ndm jiz vyslo vyse.

<o

Obr. 2: Naznaceny pohyb ¢astic pri oscilujicim feSeni.

Ovérme princip superpozice. Ukazali jsme, Ze rovnomérny primocary pohyb v ptripadé, kdy
jsou castice na stejné pozici, je jednim z moznych feseni. ZapisSme jej ve tvaru

r=vt+ 2o,
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kde v je rychlost rovnomérného pohybu a zo je pocateéni souradnice. Zaroven mame oscilujici
feseni
it
z1 = Re (Ae“" ) ,
ot
T2 = — Re (Aem ) .

Mélo by platit, ze pokud seéteme = + z1 = z} a = + x2 = x5, ziskdme také validni feseni pro
nas systém. Dosadime-li napiiklad do prvni rovnice, dostaneme

d*zy _d?
M T M

vt + 70 + Re (Ae'“?)) = m— (v + Re (iwAe™?)) =
A iwt jt ¢

= mRe (iQwQ/Alem) = —mw?® Re (Aew) .
Pro pravou stranu téze rovnice plati
k (xg — x’l) =k (z2 —x1) = —2kRe (Aei‘”t) .
Jelikoz w? = %, nové reseni stale vyhovuje ptivodni rovnici.
VWhled na pristé — vse je linearni

V tomto dile jsme si ukazali, jak linearita harmonickych oscilaci umoziiuje relativné jednoduse
resit i zdanlivé slozité systémy. Stac¢i nam vzdy nalézt pouze nékolik specidlnich FeSeni nasich
pohybovych rovnic a ostatni mozné pohyby muzeme vyjadrit jako superpozici téchto reseni.
Odborné se jim rikd normdalni mody a budeme se jimi zabyvat i v pfistim dile seridlu, kde si
predstavime dalsi velmi uzite¢ny matematicky formalismus — linedrni algebru.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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