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Serial: Kmity a vinéni

Uvod

Jeden z nejrozsitenéjsich a nejlépe popsanych fenoméni v piirodé je kmitani. Od kytarovych
strun, kyvadel, vln na mofi ¢i elektrickych obvodi, v mnoha systémech muzeme pozorovat
néjaky druh vinéni ¢i kmitdni. Jak toto kmitdni vznikd? Jak systémy reaguji na vnéjsi sily?
Které velic¢iny hraji pfi kmitani roli, a které ho naopak neovliviiuji? Toto jsou otazky, na které
se budeme snazit nalézt odpovéd v letosnim serialu.

Zpét k pruzindm
zéakladni slozku kazdého problému zahrnujicitho oscilace — jednoduché kmity. Za¢neme tedy
na nejjednodussim piikladé — zavazi na pruziné. Tento systém je snad az nechvalné prosluly
ve fyzikdlnim svété, kde ho velmi casto potkdvame jako zdkladni systém. Vy jste ho taktéz
jisté uz potkali, nebo zanedlouho potkéate v hodinach fyziky. Snad pravé cetnost jeho pouzivani
pri vyuce je odrazem skutec¢nosti, Ze tento nendpadny systém v sobé skryva zasadni vlastnosti
spolecné pro vSechny oscilujici systémy.

Ukazuje se totiz, ze vSechny kmitajici systémy spliuji urcité vlastnosti nezéavisle na tom,
zda se jedna o pruzinu, kyvadlo ¢i jiny systém. Postupné rozklicujeme, o které vlastnosti se
jedna.

Obr. 1: Zavazi na pruziné pred natazenim, pfi natazeni a po pusténi.

Uvazujme nyni tedy dokonalou pruzinu (viz obréazek ﬂ), kterd se vyznacuje tim, ze pri
prodlouzeni z klidové délky o urcitou délku Ad vznikd sila o velikosti F' = kAd, kde k je
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tzv. tuhost pruziny, kterd se snazi vratit pruzinu do puvodni délky. Pokud tedy na pruzinu
zavésime zavazi o hmotnosti m, které je v klidu, musi se tato sila pruziny vybalancovat s tihou
zévazi, a plati tedy

mg = kAd.

Rychlost zavazi je v klidu nulova, a tedy i kinetickd energie zavazi je v tomto stavu nulova.
Potencialni energie systému se skldda z energie natazeni pruziny a z gravita¢ni potencidlni
energie zavazi v tfhovém poli. Nulovou hladinu potencidlni energie muzeme zvolit jako stav,
kdy je prodlouzeni pruziny Ad, a tim padem je i potencidlni energie zdvazi nulov.

Co se stane, pokud zdvazi vychylime tak, ze bude prodlouzeni pruziny Ad + xo? Stéle
predpoklddame, ze zavazi je v klidu - drzime ho v urcité konstantni vychylce x¢. Zméni se tedy
sila, kterou pruzina na zavazi pusobi, a potencidlni energie systému. Zména potencidlni energie
m3 velikost 1

E, = gkx?),

jak muzeme ovérit z grafu sily v zavislosti na vychylce. Sila, ktera na zavazi pusobi, je
F = —kwo 5

kde znaménko minus znaci, ze sila ptsobi ve sméru opacném ke sméru vychylky xq. Tady
narazime na prvni dva obecné znaky kmitavych systému. Zaprvé, sily v kmitajicich systé-
mech pusobi opacnym smérem, nez je smér vychylky. Zadruhé, potencidlni energie
harmonickych kmitajicich systémi roste jako ¢tverec vychylky.

Nyni tedy zavazi nechdme rozkmitat - ve vychylené poloze ho pustime. Sila bude zdvazi
urychlovat zpét smérem k vychylce x(to) = 0, kterou dosdhne zdvaz{ v case to. Béhem toho-
to pohybu vykona sila presné praci %km%, a tedy kinetickd energie zdvazi bude v momentu,
kdy z(to) = 0, rovna

By = %mv2(to) = %kx%
Ziejmé se tedy energie v systému nikam neztraci, a muzeme ocekavat, ze zavazi prolétne rov-
novéznou polohou z(t9) = 0 rychlosti o velikosti v(to) = xo \/g , a nasledné zacne zpomalovat,
kdyz se sila pusobici na zévazi obrati. Zavazi pak dosdhne vychylky —zo a proces se bude
opakovat obracené, dokud nedosdhne pivodniho stavu (viz obréazek [If).

Smérovani k obecnosti — fazovy prostor

Nyni se pokusime odvodit dynamiku tohoto jednoduchého oscilatoru, tj. pribéh riznych veli¢in
rozliSeny v ¢ase. Volime k tomuto postup bez pouziti algebry diferencidlniho poctu, ktery moznd
nékterym z vas, co s derivacemi pracovat umite, pripada lehce krkolomny, ale vérime, ze se
jednd o zpusob zajimavy. Pouzivame totiz ideu fdzového prostoru. Nicméné, jakémusi proto-
diferencialnimu poctu se nevyhneme.

Fazovy prostor je prostor slozeny z dvou typu veli¢in - z veli¢in, které odpovidaji pozi-
cim/vychylkdm v systému, a z veli¢in odpovidajicich hybnostem v systému. V nasem piipadé
mé fazovy prostor pouze dva rozméry - jeden rozmér odpovidajici vychylce x a druhy rozmér
odpovidajici hybnosti p = mu.

Pro pohyb oscildtoru plati zdkon zachovani energie. Rikdme, Ze energie je integralem pohybu.
Miuzeme tedy psat

1 1 1
E= EmUZ + gkxz = Ek:xg
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Tuto energii miuzeme vyjadrit jako podminku na hybnost a vychylku ve fizovém prostoru ve
tvaru

2
p 1, 2 1, 5
— 4+ —kax” = —kxg.
om T 2" T gt
Vynasobenim % dostavame
2
p 2 _ 2
Tm +z° =x.

Pokud si vzpomenete na hodiny analytické geometrie, zajisté poznéte, ze tato podminka pred-
stavuje podminku pro body na kruznici o poloméru z ve fdzovém prostoru, kde na svislou osu

vynasime \/57’ viz obrazek P. To tedy znamend, Zze nas oscilator mizeme v kazdém okamziku
m

popsat jako bod na kruznici ve fizovém prostoru. Abychom ziskali dynamiku oscildtoru, musi-
me zjistit, jak se oscilator po této trajektorii pohybuje. Kvalitativné jsme alespon primo schopni
urcit, Ze se oscilator pohybuje po kruznici v zdporném sméru, tj. po sméru hodinovych rucicek.
Toto je dusledek druhého Newtonova zakona a orientace sily — pro kladné vychylky « musi sila
pusobit v zdporném sméru a tedy i hybnost rist v zdporném sméru.

A

)
3

i

km

Obr. 2: Trajektorie harmonického oscilatoru ve fadzovém prostoru.

Pro popis pohybu po kruznici se nabiz{ klasickd veli¢ina — tthlova rychlost. Obecné se tato
rychlost muZze ménit s ¢asem, proto budeme jeji velikost oznacovat jako w. Uhlova rychlost
v Case t je dédna uhlem o velikosti Ay, ktery bod ve fazovém prostoru urazi mezi ¢asem ¢
a t + At, kde At je néjaky maly casovy interval. Z definice thlu vyplyva

_ Al

A@ - )
Zo
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kde Al se blizi k délce oblouku urazeného po kruznici za ¢as At pro dostatecné malé At. Tuto
délku urc¢ime pomoci Pythagorovy véty

kde ze zdkona zachovani energie plati

Ap = \/km (:cg —(x — A:r)z) — v km (23 — x2),

kde Az je velikost zmény soufadnice z za ¢as At. Pro malé Az mlzeme provést rozvoj (viz
nize)

\/km (z — Azx) ) \/k‘m 2 —x? +2zAzx) =

PR 1+ 21:Ax /7_962 <1+ )

x2
Ty — X
/ x2 x2

Tim padem ziskdvame tihel

A tedy

coz nas vede k

Al 1
Ap=—=A
LA v x2 — z?
a thlovou rychlost
A(p Ax 1
At At —x2’

Zde pomér Azx/At muzeme rozpoznat jako rychlost zévaii, pro kterou plati

AT m TV m@® )

a plati tedy zdsadni rovnost

kde si zejména vS§imnéme, ze thlova rychlost ve fazovém prostoru je nezavisla na cCase, tj. nas
oscilator se pohybuje ve fazovém prostoru po kruznicové trajektorii s konstantni tthlovou rych-
losti.

Tento objev prindsi konecné vhled do dynamiky kmitani - kmitani odpovida projekci sou-
radnice bodu na kruznici do sméru souradnice z. Tu lze urcit jako

x = g cos(p) = xo cos(wt)
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v nasem puvodnim zadani, kde ¢ je aktudlni tihel ve fazovém prostoru, brany v zdporném sméru
(viz obrézek P). Obdobné, v nasem piipadé lze uréit

- sin(wt)

Vkm

pomoci projekce do druhého sméru. Tim padem plati

p = —zoVkmsin(wt),

[k . .
v= w0y sin(wt) = —zow sin(wt) .

Konecéné, z druhého Newtonova pohybového zadkona mizeme odvodit, Ze zrychleni zavazi je

F kx 2
a=—=—— = —gow cos(wt).
m m
Tim padem jsme ziskali kompletni dynamiku naseho oscildtoru.

Jaké obecné poznatky si z tohoto piikladu muzeme odnést? Zaprvé, kmitani ve fazovém
prostoru vypadd jako rovnomérny pohyb bodu po kruzmici (pfi pouziti vhodnych jednotek).
Zadruhé, frekvenci tohoto pohybu lze urcit z druhého Newtonova zdkona a ze vztahu mezi
zrychlenim a vychylkou

a=-ws.

Harmonicky aproxilator

Zminili jsme, ze dulezitou vlastnosti harmonickych kmitajicich systémi je parabolicky profil
potencidlni energie — potencidlni energie roste jako ¢tverec vychylky. Ukazuje se, ze pokud se
systém nachézi ve stabilni poloze (tedy v néjakém minimu potencidlni energie), pak lze vzdy
pro dostatecné malé vychylky povazovat profil potencidlni energie za parabolicky. Tim padem
Ize Tict, Ze ve stabilnich systémech pro malé vychylky vzdy vznikaji sily, které ptisobi v opacném
sméru k vychylce a jejich velikost roste linearné s vychylkou.

Lineédrni zavislost sil na vychylce je nutné, pokud ma byt energeticka zavislost parabolicka,
a zaporné znaménko odpovidd tomu, ze se systém snazi minimalizovat potencidlni energii,
tj. snazi se vratit k minimu.

Aby se jednalo skutecéné o harmonické kmity, je jesté zapotiebi, aby kinetickd energie, kterou
systém ziskd pusobenim sily, byla imérna ¢tverci hybnosti. Pokud je pritomnéd néjaka jind
zéavislost, nevytvori se ve fazovém prostoru kruh a nejednéd se o harmonické oscilace. Nékteré
takové oscilace budeme zkoumat v pristim dile seridlu, ale pouze ve zjednodusené formé.

Nejdulezitéjsi charakteristikou kmitu je jejich frekvence. Tu lze zcela obecné urdit analo-
gickym zptisobem jako pro pfipad zavazi na pruziné — urcime silu, kterd na systém piisobi pii
malé vychylce ze stabilni polohy. Z této sily pak pomoci Newtonova druhého zikona vyjadiime
zrychleni a dostaneme rovnici ve tvaru a = —wix, kde z je vychylka a wo je hledané frekvence
kmiti. Problém urceni frekvence kmiti se tedy zjednodusSuje na problém aproximace sily puso-
bici na systém pro malé vychylky. Pravé jednoduchost a obecnost tohoto postupu vede k tomu,
ze se mnoho stabilnich systémi modeluje pro malé vychylky jako harmonické oscilatory.

Abychom mohli postupovat iéinné, je potieba pfipomenout si/vysvétlit si nékterd priblizeni
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ze méme malé ¢islo = (tedy ¢islo, pro které plati |x| < 1), a snazime se urcit pfibliznou hodnotu
vyrazu

(I+a)",

kde n je prirozené ¢islo. Ziejmé, pokud x je malé ¢islo, pak ’x2’ < |.CU3| < |m2’ atd. Tim
padem, miizeme hovorit o urcité presnosti naseho priblizeni podle toho, do kolikatého radu x
budeme vysledek zpresnovat. Tedy, napriklad polynom druhého stupné miuzeme aproximovat
do prvniho fadu jako

(A+z)=14+204+2"~1+2z

a polynom ¢tvrtého stupné do druhého radu jako
(1+2)" =144+ 62° +42° + 2" =~ 1 4 4z + 62°.

Pro tcely urcovani frekvenci harmonickych kmitti ndm budou vétSinou postacovat priblizeni do
prvniho raddu, tedy priblizeni typu

(1+z)"=1+czx,

kde c¢ je né&jaka konstanta. Z binomického rozvoje ¢lenu (1 + z)" vyplyva, ze vzdy plati ¢ = n.
Pro ty zvidavéjsi z vas, muzete zkusit dikaz matematickou indukci, nebo pokud si pamatujete
dikaz binomické véty, pak je dukaz tohoto tvrzeni triviadlni.

Ovsem, u prirozenych cisel uzitecnost tohoto rozvoje nekonci — ukazuje se, ze pro obecné
redlné ¢islo a 1ze provést aproximaci do prvniho radu

1+2)*~1+azx,
tedy lze napriklad psat
1
(1+2)"

~1—rnx.

Polynomy ovSem nejsou jediné funkce, se kterymi se budeme setkdvat. Casto se setkdvame
s goniometrickymi funkcemi. Kde je muzeme jak priblizit? Za¢néme funkeci sinus v okoli bo-
du 0. Hodnotu sinu si muzeme predstavit jako pomér hodnoty protilehlé odvésny vuci preponé
v pravothlém trojihelniku. Predstavme si nyni Thaletovu kruznici (viz obrézek H), kde jed-
na z odvésen je velmi kratka. Sinus nejmensiho thlu je zfejmé také velmi malé éislo a délka
nejmensi odvésny b se blizi k délce kruznicového oblouku [, ktery vytycuje tento nejmensi dhel.
Lze tedy fict b ~ [, a tedy

. l
sing = -~ -.
c c

Zéaroven si muzeme vSimnout, ze stfedovy thel, ktery prislusi stejnému oblouku, méa velikost 2¢,
a plati tedy (z definice tihlu)

COZ znamena, ze

a tim padem
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N[}

Obr. 3: Thaletova kruznice pro priblizeni goniometrickych funkci.

Podobnym argument vede k tomu, ze plati
tgp~op.

Zajimava vlastnost cosinu je, ze do prvniho stupné ho lze aproximovat v okoli nuly jako
konstantu (coz souvisi s tim, ze cosinus ma v nule maximum). Do druhého stupné pak lze psat

S02

cospr~1l—
4 5
coz odpovida aproximaci cosinu pomoci paraboly.

Posledni tFida funkci, jejichz priblizenimi se budeme zabyvat, jsou exponencidly a logaritmy.
Exponencialni funkci budeme aproximovat v blizkosti bodu = = 0. Jak mozna vite, Eulerovu
konstantu lze definovat jako

1 n
e= lim (1 + 7> .
n— oo n

Pak muzeme nahlédnout, s vyuzitim nasich pfiblizen{ polynomi (ale méli bychom rozumét, ze
toto rozhodné neni kompletni matematicky dikaz)

1 nT
e’ = lim (1+7) S R
n—o00 n n
Pokud hleddme pribliZzeni mocniny o jiném zdkladu, mizeme pouzit vztahy pro logaritmy
21 _ (eln2)z _ ezln2 ~1 +$11’12
a obdobné pro jiné zaklady.
Samotny logaritmus nemda smysl rozvijet v okoli nuly, protoze zde se zprava blizi k —oco.

Miuzeme ho vsak rozvijet v okoli jednicky, coz je vlastné inverze rozvoje exponencialy. Hleddme
tedy rozvoj In(1 + x). Inverzi naseho pfedchoziho argumentu mizeme nahlédnout

In(l1+z)~In(e")==x.
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Nakonec, pro logaritmy o odlisnych zakladech pouzijeme vztahy pro zmény zdkladu logaritmu
logs (1 + z) = loggz(e) In(1 + z) ~ zlogy e

a obdobné pro jiné zaklady.

Priklad priblizeni - kyvadlo

Abychom si ukazali, jak postupovat s odvozenymi priblizenimi, uvazujme klasické kyvadlo —
hmotny bod o hmotnosti m na v jednom bodé upevnéné lehké nedeformovatelné tycce o délce [
v gravitaénim zrychlen{ g (viz obrézek). Tento systém m4 stabilni polohu — ve chvili, kdy je
hmotny bod v klidu pfimo pod zadvésnym bodem. Pti malé vychylce z této pozice muzeme
tihovou silu, kterd ptisobi na hmotny bod, rozlozit do sméru rovnobézného k tycce a do sméru
kolmého k tycce.

lcosp

Obr. 4: Geometrie kyvadla pfi malé vychylce.

7 geometrie problému vidime, ze sila kolm4a na tycku ma velikost
Fi =mgsinyp,
kde ¢ je mald thlova vychylka tycky z rovnovazné polohy. Moment této sily je
M = —IlF| = —mglsinp
a moment setrvacnosti hmotného bodu kolem osy prochazejici zavésem je
J =ml?,
a tedy thlové zrychleni je podle druhé impulsové véty rovno

_M_ mglsinap_ g .
a= = T = lsmcp.

Pro malé ¢ dostavame standardni rovnici harmonickych kmita

9
az_?%%
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akorat misto primého zrychleni a malého posunuti mame thlové zrychleni a malé pootoceni,
coz ale na podstaté problému nic neméni. Stale dostaneme harmonické kmity okolo rovnovazné

pozice s frekvenci
w=1/?
i

Zduraznéme, ze kyvadlo se nepohybuje s konstantni thlovou rychlosti ve ¢, tj. nevykonava rov-
nomérnou rotaci ve ¢ - w znadi frekvenci samotnych oscilaci v thlech, nikoliv ithlovou rychlost.

Jesté by nds mohlo zajimat, zda méa potencidlni energie opravdu pozadovany kvadraticky
profil (vime, Ze kinetickd energie rotaci mé kvadraticky profil v momentu hybnosti). Nulovou
hladinu potencialni energie mtizeme zvolit ve vysce, v niz se nachdzi hmotny bod v rovnovazné
poloze. Pak plati

2
E, =mg (I —lcosp) ~ mgl (1— ( - g)) = %mgl(pQ,

a tedy i potencidlni energie mé pozadovany kvadraticky profil pro malé vychylky.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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