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Uloha VL.P ... vesmir ve 4D 10 bodu; (chybi statistiky)

Pravdépodobné uz jste slyseli, ze planety i libovolna jina télesa se v centralnim gravitac¢nim poli
pohybuji po kuzeloseckdch (v pripadé Slunecni soustavy jsou to elipsy s malou vystrednosti).
Prozkoumejte, jak by vypadaly trajektorie planet ve vesmiru, kde by gravitacni sila zavisela na
prevracené treti mocniné vzdalenosti misto na druhé.

Ndpovéda Miize se vam hodit Binetiiv vzorec. Matéj rad vyssi dimenze.

Najprv sa zamyslime, ako by sa teleso pod vplyvom centrélnej sily pohybovalo v 4D vesmire.
Vzhladom na to, ze sila pésobi do centra, pésobi na planétu zrychlenim od centra a teleso pri
pohybe ostéva v 2D rovine danej vektorom okamzitej rychlosti telesa a polohovym vektorom.
Na popis ndm teda stacdia dve suradnice, vzdialenost od stredu r a jedna uhlovéd siradnica 6,
popisujice pohyb v tejto rovine.

Vo vesmire s o jedna vysSsou dimenziou by bola gravitacné sila posobiaca ako inverzna tretia
mocnina vzdialenosti prirodzens. Délezité je totiz, ze by spliiiala Gaussov zakont Teda napriklad
by suc¢in 3D plochy pre body s r = konst (tj. hypergulové plochy) a gravitacného zrychlenia
okolo bodového zdroja nezavisel na polomere. V nasom 3D vesmire je vSak aj prave kvoli tomu
problém néjst silu, ktord by posobila ako F o< r~3.

Uz bez vypoctov vieme vdaka Bertrandovmu teorémuE povedat, ze dostaneme aspon neja-
ké viazané rieSenie (teda také, Ze castica neunikne do nekoneéna), ktoré ale vSeobecne nemusi
tvorit uzavretd trajektéria. Uzavreté trajektérie pre vSetky viazané orbity dava totiz len Newt-
novsky /Coloumbovsky potencial a radidlny harmonicky oscilator, teda F oc 72 a F o 1.

Pohyb telesa v centralnom poli, presnejsie jeho trajektoriu, popisuje Binetov vzorecE
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kde w = 1/r, m je hmotnost hmotného bodu, ktorého pohyb vySetrujeme, a h = L/m je

$pecificky moment hybnosti, teda moment hybnosti na 1kg hmotnosti telesa. Moment hybnosti
je konstantny, protoze na teleso posobi sila iba v radidlnom smere. Ak dosadime za silu

dostavame po tprave findlnu rovnicu pre trajektériu telesa
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Konstanta K urcuje velkost pritazlivej sily, teda zodpovedd hmote hypotetického centrélneho

telesa v 4D vesmire. Riesenim tejto rovnice su tzv. Cotesove $piraly* a trividlne pripady kruznica
a priamka cez pociatok (alebo jej cast).

Oznac¢me 1 — mlfﬂ = p?, kde parameter p méze byt vieobecne komplexné &slo. Potom vyssie
uvedeny vztah prejde do tvaru
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o je linedrna diferencilna rovnica 2. rddu. Jej rieSenia maju rozny tvar v zavislosti na velkosti
parametra p2.

thttps://en.wikipedia.org/wiki/Gauss's_law_for_gravity
2 nttps://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand's_theoren
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Binet_equation
4https://en.wikipedia.org/wiki/Cotes's_spiral
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o Pre p? > 0 dostdvame u = Asin (pf) + B cos (pf) = C cos (pd + ¢), ¢o je epispirila.

o Pre p? = 0 dostdvame u = Af + B = C (0 + ¢), teda hyperbolicki $pirdlu.

e Pre p*> < 0 dostévame u = Asinh (p'0) 4+ Bcosh (p'0), kde p' = ip, Gomu sa hovorf
Poinsotove spirdly. V zavislosti na velkosti A, B sa d& vztah upravit na jednu z troch
moznosti

u = (C'sinh (p'9 + 5) ,
u = C cosh (p/é? + 5) ,
u = Cexp (p'G) .

Konstanty A, B, C, ¢ sa uréia z pociatoénych podmienok. Konstanta C' skédluje velkost, kon-
Stanta € meni natocenie v rovine obehu.

Zostéva vysetrit, ako sa jednotlivé funkcie spravaji. Pre u = 0 je objekt v nekonecne, pre u =
= 00 je v centrdlnom bode. Epispirdla teda prichddza z nekonecéna do vzdialenosti r = 1/C
a vracia sa naspat, pricom v uhlovej suradici opiSe uhol ¢ = 1/p. Poinsotove $pirdly maji cha-
rakter Spiraly, odvijaji sa okolo pociatku. Pre nas podstatnym rozdielom je, Ze sinusova ide do
nekonecna takmer priamo, exponencidlna sa aj vo velkej vzdialenosti stdle otaCa a kosinusova
ide len k hodnote r = 1/C, kde sa za¢ne opéit navijat a padat spit do stredu. Hyperbolicka
Spirala sa podobéa sinusove;j.

Pozrime sa na $pecidlne pripady. Pre tizku epiSpirdlu (pre velké p? > 1) prebieha pohyb
limitne po polpriamke z nekone¢na smerom k pociatku a naspét. To zodpovedd zadpornej hod-
note A, ¢ize odpudivej sile.

Pripad s p = 1 popisuje situdciu s nulovou silou, a preto vyjde pohyb po priamke.

Pre Poinsotove §piraly a velkd zdpornd hodnotu p? <« —1 (¢o zodpovedd velkej pritazlivej
sile) dostaneme nasledujtice limitné pripady. Pre kosinovii Poinsotovu $pirdlu ide o pohyb po
usecke priamo do centralneho telesa, pre sinusovii o pohyb po polpriamke medzi nekonecnom
a stredom. Exponencidlny pripad je sebepodobny.

Specidlnym pripadom moznosti, ktora viedla k hyperbolickej $piréle, je pre A = 0 kruznicové
trajektoria. Mozeme teda zhodnotit, Zze kruznice si jediné uzavreté trajektorie, a navyse st
nestabilné (pri malej vychylke poéiatoénych podmienok prejdi na jednu zo Spirdl). Ostatné
trajektorie vedit bud z centra alebo nekonecna, resp. opa¢nym smerom.

Zaverom mobzeme konstatovat, ze keby mal vesmir Styri rozmery a fundamentélne fyzikdlne
sily by zaviseli na r~2, nemohol by vzniknit Zivot v takej podobe, ako ho pozndme. Kvéli
neexistencii stabilnych uzavretych trajektorii by nebol mozny vznik ekvivalentu slnec¢nej sustavy,
protoze vsetko by bud do seba navzidjom spadlo alebo by odletelo do nekone¢na. Vyvstéva
otazka, ¢i by bolo mozné, aby sa v 4D svete sformovali atémy. Avsak pre odpoved by sme uz
museli pouzit kvantovii mechaniku.
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Obr. 1: Schéma trajektérii pre vybrané hodnoty p.
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