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Uloha IL.5 ... kolecko s pruzinkou 8 bodii; priamér 4,31; Fesilo 54 student

Mame tenky dokonale tuhy homogenni disk o poloméru R a hmotnosti m, ke kterému je pripo-
Jjena gumicka. Jednim koncem je upevnéna ve vzdalenosti 2R od okraje disku a druhym koncem
na jeho okraji. Gumicka funguje jako dokonald tenka pruzina o tuhosti k, klidové délce 2R a za-
nedbatelné hmotnosti. Disk je upevnény ve svém stredu tak, Ze se miize v jedné roviné volné
otacet kolem tohoto bodu, ale nemiize se posouvat ¢i ménit rotacni rovinu. Urcete zavislost
velikosti momentu sily, kterou bude gumicka urychlovat ¢i zpomalovat rotaci disku v zavislosti
na thlové vychylce ¢, a sestavte pohybovou rovnici disku.

Bonus Urdcete periodu malych kmita soustavy. Karlovi se tocila hlava.

Zvolme pocatek soustavy souradné ve stredu disku tak, aby souradnice bodu upevnéni gumicky
k disku byla

= Rsing,
y=Rcosp.

Délku gumicky potom urcime jako

l=1/22+(3R—y)’ = \/stin2np+9R2 —6R2cosp + R%2cos? p = \/10 —6cospR.
Obecné pro velikost sily, kterou gumicka pusobi na bod upevnéni, plati
F = kAL,

kde Al je prodlouzeni gumicky, neboli Al =1—1[yp =1 —2R. V nasem piipadé je tato vzdalenost
vzdy nezapornd, ¢ili velikost sily bude kladn4.

Velikost momentu sily M, ktery roztaci disk, je soucinem sily a kolmé vzdalenosti sily F od
stfedu, kterou oznacime r. Uvazujme trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou body upevnéni gumicky
a stied disku. Uhel u vrcholu daného bodem upevnéni gumicky mimo disk oznaéme «, potom
plati

r=3Rsina.

Ze sinové véty vyplyva

sina = —singp,
takZe pro r dostdvame )
sin ¢
=3R
" 10 — 6cos
Velikost momentu sily bude
2 2 .
M=Fr=3kR" |1 - ———— | singp.
10 — 6cosp

Poslednim 1ikolem bylo sestavit pohybovou rovnici. Pro rota¢ni pohyb plati Je = M, kde €
je thlové zrychleni, neboli ¢. Celkové pak dostavame

1 2
“mR*p =3kR® [ ———— — 1] singp,
2 v/10 — 6cos ¢

"*% N — 1) sin
SD_m /10 — 6cos v
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7 této rovnice vidime, Ze tthlové zrychleni nezévisi na poloméru disku, pokud je disk homogenni,
ale na jeho hmotnosti a na tuhosti gumicky. Rovnici bychom mohli pak dale fesit, ale obecné
analytické reseni zapsané pomoci konec¢ného poctu zakladnich funkei témér jisté neexistuje.

Bonus

Dalo by se vyjit z pohybové rovnice, ale pouzijeme jiny postup. Zacneme s tim, Ze urcime
potencidlni energii pruznosti

1 1 2
E, = imf = 5kR2 (\/10 —6cosp — 2) :
Provedeme Taylortuv rozvoj potencidlni energie pro ¢o = 0 a to az do 4. rddu, protoze prvni
tii ¢leny vychdazi nulové. To ukazuje, ze okoli rovnovazné polohy je docela metastabilni, pro-
toze obvykle pro kmitani dostdvame nenulovy ¢len uz ve druhém fadu. Pro malé kmity staci
aproximovat potencidlni energii pouze prvnim nenulovym clenem
9 2 4
E, ~ —kR .

P~y ¥

Periodu kmitt uréime pomoci zdkona zachovani celkové mechanické energie

9,024 19 9 04 1 o0 9 o 4
Ep+Ek—32kR<p +2J<p —32kRg0 +4mR¢ —32k:R Om

kde pm je hel maximdlni vychylky. Dostavame diferencidlni rovnici
2
9kR*o* + 8mR? (i—f) = 9kR*pt |

kterou resime separaci proménnych
\/87” / o dy / "
% Jo gk — ot 0

T =

Upravou dostéavame

4 /sﬂ/wn‘ dep
‘p?n 9k 0 /17(ﬁ)4

kde pouzijeme substituci

£ =sinv,
¥Pm

dp = pm cospdy .

ot /8m/g dy
om \ 9k Jg \/1+sin21/).

Pro periodu tak plati
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Integral nemd analytické feseni, ale to nevadi. Jednd se jen o ¢iselnou konstantu, takZe ho
miizeme Tesit numericky, coz vychéazi

=1,311.

n/2 i)
/o v/1+sin? ¢
Vysledny vztah pro periodu malych kmitu je
SRR TN

T .
om V k
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