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Uloha 1.5 ... obecné relativisticka 9 bodt; pramér 7,30; fesilo 69 studentt

Starman se pred odletem do kosmu na cestu k Marsu ve svém voze Tesla Roadster domluvil
s Muskem, 7e jakmile bude ve vzdalenosti r = 5,0 - 106 km od hmotného stiedu Zemé, tak na
néj Musk zasviti vykonnym zelenym laserem. VInova délka laseru se vlivem gravitacniho pole
Zemé zveétsi. Porovnejte tuto zménu vinové délky s vlivem elektromagnetického Dopplerova
jevu, vzdaluje-li se Starman od Muska rychlosti v = 4,0km-s~'. UvaZujte, e oba jevy ptisobi
zvlast. Vasek by rdd vylet se Starmanem.

Césti tlohy je vyfesit gravitaéni posuv vinové délky v centralnim gravita¢nim poli. Tento efekt
je dan cisté relativistickymi jevy, které fesi obecnd relativita. My se vsak pokusime problém
vyresit nejdiive intuitivné uzitim klasické fyziky. Poté si ukdzeme reSeni, které vychdazi z jednoho
ze zakladnich principti obecné teorie relativity, principu ekvivalence.

Klasicky pristup ke gravitacnimu posuvu vinové délky

Uvazujme pouze vliv gravitacniho pole Zemé. Pro vyfeseni této dlohy vyuzijeme zdkon za-
chovani energie pro fotony vyzarené laserem. Nas foton se pohybuje v centrdlnim gravita¢nim
poli Zemé, a proto pii jejim opousténi se jeho gravitacni potencidlni energie zvysi z hodno-
ty Ep,0 na hodnotu E,. Zménu gravitacni potencidlni energie vzhledem k ostatnim télesim
(jako napf. Slunci) zanedbdvdme. Zména této energie se projevi zménou frekvence fotonu. P¥i
vystupu z laseru na povrchu Zemé bude mit foton frekvenci fo a u Starmana frekvenci f.
Celkové ze zédkona zachovani energie dostdviame rovnost

hfo+ Epo="hf+ Ep, (1)
kde h je Planckova konstanta. Dale musime najit vztah pro potencialni energii. Prirtistek po-
tencidlni energie gravitacniho pole je rovna

dE, = —F, -dr, (2)
kde dr je infinitezimdlni prirtstek polohového vektoru r a F, je gravitacni sila, pro kterou
v nasem ptipadé podle Newtonova gravitacniho zdkona plati

mM

r,

F,=-G 2
kde G je gravitacni kostanta, m je hmotnost fotonu, M je hmotnost Zemé, r je vzdalenost
od hmotného stfedu Zemé a r je jednotkovy vektor ve sméru polohového vektoru r. Sila Fy
mé stejny smér a opacnou orientaci jako polohovy vektor r. Proto rovnice (J) pro piirtstek
potencidlni energie prejde do tvaru

dE, = Fydr = g™

r2

dr, (3)

kde Fy je velikost sily F,. Integrovanim levé a pravé strany rovnice (E) dostaneme

Ep:fcﬂjtc,

kde C' je integra¢ni konstanta, kterd se obvykle voli jako C = 0, aby byla nulovd hladina
potencidln{ energie v nekoneénu. Tuto potencidlni energii dosadime do rovnice (Jl)),

M

hfo — gt

:hffGM.
To T
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Otéazkou je, co mame dosadit za hmotnost fotonu. VyuZijeme Einsteinova vztahu ekvivalence
energie a hmotnosti £ = mc? a za hmotnost dosadime m = hf/c?. Po dosazen{ rovnici vydélime
Planckovou konstantou h,

oM M
fo-afl —jef¥
roc rc
Z této rovnice vyjadiime pomér frekvenci f/ fo,
aM
/ ~ noc?

A GM *
Jo 11—

Pro pomér vilnovych délek A\/Xo plati reciproky vztah

aM
A_-T=
= GM °
Ao 1- roc?
Uvédomme si, ze v nasem piipadé je ¢len TC;JYQ velmi maly (tj. % < 1), popt. ¢len ZAf,

a proto mizeme pouzit aproximaci 1-%96 ~ 1 — x, jedna se o prvni dva ¢leny Tayolorova rozvoje
okolo bodu z = 0. Ke tvaru této aproximace mizeme také rychle dospét rozsitenim zlomku H—%

vyrazem 1—x. Jmenovatel tak nabyde tvaru 1 —z2. Vzhledem k tomu, e provadime aproximaci
do #4du x, mizeme ¢len x* ve jmenovateli zanedbat. Pouzitim aproximace dostdvime

A GM GM GM GM
— (1 — ) (1 + ) ~1—
Ao rc?

Relativni rozdil pak je

roc? rc2 roc?

=—-1=

To - )\0 Ao 82

AN A—Xo A GM(l 1). @

To r

Dosadime-li ¢iselné hodnoty M = 6 - 10** kg, 7o = 6 - 10° m a dalsi, zjistime, ze rozdil vlnové
délky svétla, které Starman pozoruje a které Musk ze Zemé vyzaii, je fadové jen 1079 \o.

Elektromagneticky Doppleriiv jev

Nyni budeme samostatné uvazovat elektromagneticky (relativisticky) Dopplertv jev. V piipadé,
ze se zdroj a prijemce vzéjemné vzdaluji ve sméru $ifeni signédlu rychlosti v, plati pro néj vztah

ole

=1/

1—
1+

ale

kde c je rychlost svétla ve vakuu. Jednoduchym prepoc¢tem podle vztahu ¢ = Af dostaneme pro
vinové délky vztah

1+
1—

ol

A= Xo

ol

Rychlost v, kterou se Starman vzdaluje od Zemé je v porovnani s rychlosti svétla ¢ velmi maléd
(nerelativistickd). Muzeme tak vyuzit pfiblizeni v/1+ 2 ~ 1 4 1/2z pro mald z (tj. z < 1),
jednd se o prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje okolo bodu x = 0. Po aproximaci dostavame
A1+
Do 1-Z°
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Pouzijeme-li jesté aproximaci % ~ 1 — z, kterou jsme jiz jednou pouzili vyse, dostaneme

Tr
2

A (1+£> ~14 2.

C

)\70 ~ 2c
Relativni rozdil vlnovych délek je pak
AN A—Xo A v
— = =——-1=-. 5
)\0 )\0 /\o (& ( )

Dosazenim c¢iselnych hodnot dostaneme, ze rozdil vinovych délek zptisobeny elektromagnetic-
kym Dopplerovym jevem je pfiblizné 1075)\g. Z vypoétenych hodnot mizeme usoudit, ze vliv
Dopplerova jevu je v nasem problému asi o 4 fady vétsi nez vliv gravitacniho pole Zemé.

Obecné relativisticky pFistup ke gravitacnimu posuvu vinové délky

Jednim ze zékladnich principti, na nichz je vybudovana obecnd teorie relativity, je princip ekvi-
valence. Nazorné je tento princip predstaven v myslenkovém experimentu s tzv. Einsteinovym
vytahem. Podle principu ekvivalence nemuze osoba nachézejici se v uzavieném vytahu zadnym
experimentem zjistit, zda se vytah nachézi v homogennim gravita¢nim poli, anebo zrychlu-
je s konstantnim zrychlenim. V prvnim pripadé na osobu ptsobi gravitacni sila a v druhém
pripadé setrvacnd sila. Jedna se tedy o princip ekvivalence gravitacni a setrvacné hmotnosti.

Pro tplnost dodejme, ze druhym krajnim piipadem je situace, kdy neni schopna osoba
uvnitt uzavieného vytahu rozlisit, zda se nachazi ve volné padajicim vytahu v homogennim
gravitacnim poli, anebo jako volny objekt ve vakuu.

Einsteinovym vytahem vyfesime i nasi tlohu. Foton v gravitacnim poli umistime do mysle-
ného Einsteinova vytahu o malé vysce Ah (jedn4 se o klidovou vysku), ktery se vzhledem k Zemi
nepohybuje. Foton poleti od podlahy ke stropu. U podlahy ma vlnovou délku A, a u stropu As.
Vlivem gravitacniho pole bude vlnova délka A, vétsi nez A,. Kvantitativni vysledek tohoto ex-
perimentu nezname. Vime vsak, ze bude stejny jako v druhé situaci. V té se vytah nachazi ve
vakuu a zrychluje se zrychlenim a, které ma stejnou velikost a opac¢nou orientaci jako intenzita
gravitacniho pole K v prvni situaci.

Na obé situace budeme nahlizet z pohledu pozorovatele uvniti vytahu. Z prvni situace vime,
ze doba letu fotonu vytahem je rovna

N
c
Vzhledem k tomu, Ze se nachazime v relativité, upfesnujeme, ze se jedné o Cas, ktery by naméril
onen pozorovatel ve vytahu. Ten samy ¢as naméti v druhé situaci. V druhé situaci vsak za tento

cas zrychli vytah o rychlost
Av = aAt = alh .
c
To znamend, ze rozdil rychlosti pri vyzareni fotonu u podlahy vytahu, kde mél vlnovou dél-
ku Ap, a pii detekci fotonu u stropu vytahu, kde mél vlnovou délku A, je pravé Av. Osoba ve
vytahu v této situaci by tedy spocitala zménu vinové délky fotonu podle elektromagnetického
Dopplerova jevu, ktery uz umime popsat kvantitativneé.

Vyuzijeme uz diive ziskané aproximace, tj. rovnice (a), podle které v nasem piipadé plati

As =X AN Av _ aAh
NN e
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Vzhledem k tomu, Ze v nasem problému se Starmanem se foton pohybuje v nehomogennim
gravitacnim poli, musime pfejit k infinitezimalnim zménam,

d\ _ Kdh

A 2

Zde piseme uz rovnost, nebot pri prechodu k infinitezimalnim piirtistkiim vsSechny cleny, kte-
ré jsme zanedbali, vymizi. Zaroven jsme za zrychleni dosadili velikost intenzity gravitac¢niho
pole K, pro kterou plati

_ GM
r2 -
Dosazenim dostaneme rovnici
d\  GM
et

Zde je infinitezim&lni prirustek vzdalenosti dh = dr. Integrovanim levé a pravé strany posledni
rovnice dostaneme

1

mi_,GM(l,i)
)\0 - 62 ’

Nyni pouzijeme aproximace Inz =~ x — 1 v okoli bodu = = 1. Vime totiz, ze vlnova délka se
prilis nezméni. Dostavame tedy

T To

A 17AA~GM(1 1)

1= ="~ 3 - _ =
)\0 )\0 C To T

To je stejny vysledek jako v piipadé klasického pFistupu (rovnice (H)) Uvédomme si vSak, Ze
v pripadé klasického pristupu jsme postupovali spiSe tak, ze jsme jen pouzili nékolik, na prvni
pohled vhodnych, zndmych vzorecki. Pouziti nékterych vzorecku jsme ani porddné neoduvodni-
li, coz ale nelze, protoze gravitacni posuv vlnové délky je Cisté obecné relativisticky jev. Spravny
postup reseni prikladu je tedy pouze skrze obecnou teorii relativity. V pripadé, ze bychom chtéli
uvazovat jak gravitacni posuv vlnové délky, tak elektromagneticky Doppleriv jev zaroven, se
uz bez nastroju obecné teorie relativity neobejdeme.

Viaclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz
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