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FYKOS, XXXII. roénik

Predmluva

Mil4 ¢tenédrko, mily Ctendri!

Do rukou se Ti dostala publikace, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho ko-
responden¢niho seminare Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v jeho
XXXII. roéniku, ktery probihal ve $kolnim roce 2018/19.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni souteé-
71 pro zéky stiednich §kol v Ceské republice. Je organizovan studenty predevsim
Matematicko-fyzikalni fakulty UK, ale i jinych $kol v Ceské republice i zahraniéf,
a podporovan zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty UK. Snazi se oslovit stu-
denty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkrétka svét kolem nds. Nasim
cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysSleni, protoze vérime, ze ¢loveék, ktery se umi
zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikdlnimi problémy) a citi touhu dobrat se feSent,
se v zivoté vzdy velmi dobte uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z fesitelt obdrzi celkem sedm brozur, v nichz nalez-
ne Sest sérif po osmi tlohdch. Dvé z nich jsou ,,jednoduché® (zaméfené predevsim
na prvni dva ro¢niky stfednich $kol), jedna problémova vyzadujici hlubsi tvahu,
jedna experimentdlni a jedna tzv. seridlova. Zbylé tri tlohy se tykaji libovolného
fyzikalniho tématu a tvori jadro série. Zadévané tlohy vSak nejsou prilis podobné
tém, které studenti znaji z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud hlubsi tvahu,
trochu davtipu nebo néco z vyssi matematiky. Neziidka je treba zapatrat na in-
ternetu nebo v odborné literatuie. Ucastnici si mohou vybrat, které tlohy nakonec
vypracuji a poSlou ndm k opraveni (poStou nebo pres internet). Opravujici pak
jejich feseni okomentuji a vysvétli pripadné chyby. To vse poSleme zpét FeSitelum,
vcetné vysledkovych listin, kde se kazdy muze podivat, jak obstal v konkurenci
svych vrstevnikiu. Na konci roéniku jsou nejlepsi fesitelé nélezité odménéni.

Mimo samotnou korespondenc¢ni soutéz pro feSitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustiedéni v nékterém z malebnych
koutii Ceské zemé. Jejich tcastnici si uziji bohaty program plny odbornych pied-
néaskek z oblasti matematiky, fyziky nebo jinych prirodnich véd, ale i her ¢i jinych
aktivit v prirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikalni experimenty a vylety na zaji-
mava mista. Tento akademicky rok se podzimni soustfedéni konalo v Karlovicich,
okres Bruntéal, a jarni soustifedéni v Domasové nad Bystrici.

Dalsi FYKOSI akci je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji
jednotlivé katedry MFF, ale i pracoviité Akademie véd CR, resp. Ustav jaderné-
ho vyzkumu v ReZi. Nagim Fegitelim tak umoziujeme navstivit velmi zajimava
vyzkumné pracovisté v Praze a okoli, kde probih4 aktualni fyzikalni vyzkum.

Nepravidelné organizujeme akci Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF). Predsta-
vuje tyden straveny prohlidkami védeckych center, muzei a ruznych firem zameést-
névajicich fyziky v Ceské republice i v zahraniéi. Letos se, bohuzel, TSAF nekonal.
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Tradi¢ni FYKOS] Fyziklani, letos s novym jménem Fyziklani 2019, je tithodi-
nova soutéz az péticlennych tymu v reseni fyzikdlnich dloh. Soutéz vyhrava tym
s nejvétsim bodovym ziskem, pficemz rozhoduje jak spravnost, tak i rychlost. V le-
tosnim 13. ro¢niku se téastnilo 145 druzstev z CR a Slovenska, ale také 6 tymi
ze Spanélska, Srbska, Bosny a Hercegoviny, Spojeného kralovstvi a Lotysska. Cel-
kové 724 soutézicich je pro nés skvélym dukazem, zZe se fyzika a prirodni védy
obecné mezi stredoskolskymi studenty stale tési popularité. Fyziklani se stalo akci
zahrnujici nejen samotnou soutéz, ale také doprovodny vikendovy program.

FYKOSim Fyzikldnim je inspirovand internetova soutéz Fyziklani online (v za-
hraniéni verzi Online Physics Brawl). V listopadu 2018 probéhl jeji osmy ro¢nik
a opét zaznamenala velky tUspéch. Soutéz byla své elektronické formé oteviena
vSem zdjemcum, nejenom stiedoskoldktim, pro které je vytvorena predevsim. To-
hoto ro¢niku se ztucastnilo 249 stiedoskolskych a 48 jinych tymu celkové z 34 zemi.
To svédci o narustajici popularité soutéze, ktera se jiz fadi mezi tradicni FYKOS{
akce.

Kromé toho FYKOS organizuje i dalsi mensi akce, o nichz se dozvite déle v této
publikaci nebo na nasich webovych strankach.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i fesSeni jednotlivych tloh XXXII. roc-
niku FYKOSu. Zadan{ jsou zdmérné oddélena od reseni, abychom podnitili ctenatre
k samostatnému zamysleni nad moznym fesenim problému. Piiklady jsou navic pro
snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentdlni. Dalsi ¢asti knihy je se-
ridl o teoretické mechanice, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci publikace
se nachazi kratké ohlédnuti za letosnimi soustfedénimi a jinymi akcemi a seznam
nejlepsich fesitela ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujal natolik, ze by ses chtél stat Tesitelem ¢i organizatorem
nebo se pouze na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky, ¢i studia na MFF, nevihej
a napis nam.

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXXII. ro¢nik o¢ima statistiki? FYKOS fesilo 136 studenti
ze 104 stfednich skol z celého svéta. Prehled skol podle tuspésnosti jejich studen-
ti uvadime nize. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze organizatori opravili celkem
1794 doslych feseni a udélili 8 744 bodi.


http://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
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Zadani teoretickych tloh

Uloha I.1 ... balénky 3 body
Kolik balénti s objemem V = 101 naplnénych heliem s hustotou gu. = 0,179 kg-m >
je potieba, aby se Filip s hmotnosti mr = 80 kg vznasel ve vzduchu s hustotou g, =
=1,205kg-m™3? A kolik by jich bylo potieba, aby se vzniela Danka s hmotnos-

ti mp = 50kg? Hmotnost prazdného balénu zanedbejte. (Tesend str. )

Uloha 1.2 ... ohilostroj 3 body

Jachym odpaloval ohnostroj, ktery si muzeme predstavit jako svétlici, ktera je
v urcity ¢as vystrelena rychlosti v smérem svisle nahoru, a poté za néjaky cas vy-
buchne. Jachym stal ve vzdalenosti « od mista odpalu, kdyz uslysel zvuk vysttelu.
Za Cas t1 uvidél vybuch a za Cas t2 po zpozorovani vybuchu ho i uslysel. Spocitejte
rychlost v. (Tesend str. |14)

Uloha 1.3 ... nestabilni 7 bodu

Méjme osm bodovych ndboju (kazdy o velikosti ¢) umisténych ve vrcholech krychle.
Urcete velikost bodového néboje qo, ktery musime umistit do stfedu krychle, ab
byly vSechny body v rovnovaze. Bude rovnovaha stabilni? (Tesent str. @3)’

Uloha 1.4 ... pad z okna 7 bodt

Kdyz James Bond pustil agenta 006 Aleca Treveljana z konstrukce radioteleskopu
Arecibo ve findlni scéné filmu Golden Eye, ten zacal kiicet s frekvenci f. Spocitejte
zavislost frekvence, kterou slysi 007, na ¢ase. Odpor vzduchu neuvazujte.

Ndpovéda Pro radu jdéte k panu Dopplerovi. (tesend str. |19)

Uloha 1.5 ... zpropadeny obvod 8 bodu

a) Urcete odpor nekonecné odporové sité na obrazku mezi body A a B. Bod A je
pfimo spojen s dvéma rezistory s odpory R, a Rp. Kazdy z téchto rezistoru je
spojen s dal$imi dvéma odpory R, a Ry a tak déle.
b) Na obrazku si misto rezistori predstavte kondenzatory s kapacitami C, a Cp.
Jaka bude celkova kapacita obvodu?

(Tesent str. @)

Uloha L.P ... stra$ni zima 10 bod#

Nékteré mlhoviny tvorené plynem z hvézd, napr. Bumerang, maji nizsi teplotu nez
reliktni zareni, tedy vlastné jsou chladnéjsi nez vesmir. Jak je to mozné? Pokuste
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Obr. 1: Schéma nekone¢né odporové sité.

se stanovit podminku na to, aby se plyn vyvrhovany horkou hvézdou ochladil na
teplotu nizsi, nez je reliktni z&feni. (tesend str. |21)

Uloha II.1 ... moonmen 3 body

Vase vaha by byla pii Mésici v zenitu mensi nez pri Mésici v nadiru. O kolik?
(tesend str. |29)

Uloha I1.2 ... finské sauna 3 body

Predstavte si, Ze by Dano mél finskou saunu o rozmérech 2,5m krat 3m krat 4 m
s relativn{ vlhkost{ uvnit 20 % pti teploté 90 °C. Kolik vody by musel vypafit, aby
uvniti sauny byla relativni vlhkost 35 %? Vodu vypafuje uvniti na kamnech tak,
zZe se teplota mistnosti nezméni. (tesend str. |2)

Uloha IL.3 ... fyzikalni trofej 6 bodit

Danka vyhrala zdvod v derivovani a za odménu dostala sosku vyrobenou z pri-
hledného materidlu ve tvaru hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a = 5 c¢m
a vysce h < a. At se diva, jak se diva, celni sténou nikdy nevidi pies boc¢ni stény
skrze trofej, vzdy vidi pouze odrazené paprsky. Jaky miize mit materidl trofeje
index lomu? Hranol je umistén ve vzduchu. (Tesend str. |24)

Uloha I1.4 ... lunar lander 7 bodt

Jak m4 r{dic{ elektronika pristdvaciho modulu Apolla ddvkovat tah T" motoru (a te-
dy regulovat spotfebu paliva) sméfujici smérem doli, aby se lod sndSela na povrch
Meésice rovnomérnym primocarym pohybem? Efektivni rychlost spalin motoru je u.
Lod jiz zbrzdila sviij pohyb po orbité a sestupuje piimo doli v homogennim gra-
vita¢nim poli se zrychlenim g. Pocate¢ni hmotnost modulu je myo.
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Bonus Jak mé elektronika davkovat tah pfi pristani z vysky h a pocatecni rych-
losti vo, aby pristani bylo tzv. padem z nulové vysky a minimalizovala se spotfeba
paliva? Maximdln{ tah motoru je Timax- (resend str. |279)

Uloha IL.5 ... kladka a ptak 9 bodit

Ke stropu je zavésend pevnd kladka a je na ni navleceno lano tak, aby jeho levy
i pravy konec byly ve stejné hloubce. Na jednom konci visi ptak Fykosdk a na
druhém konci zavazi, které ma stejnou hmotnost jako ptak. V pocateénim stavu
jsou ptak i zavazi nehybné. Popiste, co se bude se soustavou dit, zacne-li ptak
Fykosak 1ézt vzhiru (po svém vlastnim lanu) s pouzitim konstantni sily. Nejprve
predpokladejte, ze lano je nehmotné a kladka je idedlni. Poté pocitejte s délkovou
hmotnosti lana A, jeho délkou I, momentem setrvacnosti kladky J a jejim polomé-
rem r. Predpokladejte, Ze lano na kladce neprokluzuje. (tesend str. |29)

Uloha ILP ... podasi na Matfyzu 10 bodi

Vytvorte co nejpresnéjsi predpovéd pocasi pro adresu V Holesovickach 2, Praha 8,
pro stfedu nasledujici po uzavérce série od 12:00 do 15:00. Jak se bude ménit pocasi
v prubéhu celého dne? Smite vyuzit data o pocasi nejpozdéji do soboty (vcetné)
predchézejici uzaveérce. Soucasti feseni je nutné svoji predpoveéd zduvodnit, ocitovat
zdroje a idedln{ je vyuzit co nejvice dat i zdroju. (tesend str. |31)

Uloha IIL.1 ... zlevnéné baniny 3 body

Mikulas v obchodé vlozil nékolik banani do igelitového sacku. Pred jejich zvazenim
ho napadlo, ze kdyby pytlik naplnil misto vzduchu heliem, budou banany stat o né-
co méné. Helium Mikulds koupil ve slevé za jednu korunu na litr pfi standardnim
tlaku. Jakd musi byt cena bananii, aby se mu tento ,, podvod“ vyplatil?

Bonus Naleznéte plyn, u kterého se vyplati plnit jim sdcek pfi cené bandna 30 ko-
run na kilogram. Nezapomerte citovat zdroje ceny daného plynu.

(Tesend str. @)

Uloha IIL.2 ... efektivni kafe 3 body

Jsou dvé hodiny v noci a Jachym si jde uvarit kafe. Na plotynku, kterou tvori liti-
novy vélec o poloméru r a vysce h, polozi konvici s tepelnou kapacitou Cy. Konvice
obsahuje vodu o objemu V', kterd ma pocatecni teplotu 7. Zbytek soustavy méa
podatedni teplotu T;. Jaka je celkova Géinnost (tj. pomér energie pfijaté vodou ku
dodané energii) ohtfevu vody z jeji pocatedni teploty na teplotu 7' = 100 °C? Ne-
znamé hodnoty si dohledejte v tabulkach, nebo je odhadnéte. Predpokladejte, ze
déj probéhne tak rychle, ze vsechny tepelné ztraty mizeme zanedbat. Pro tplnost
zadéni necht Ts, T, < T. (Tesend str. @)
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Uloha IIL.3 ... teplicko v Dysonové sféie 6 bodt

Jaky polomér by musela mit Dysonova sféra, aby obklopila hvézdu se zarivym
vykonem Slunce tak, Ze na vnéj$im povrchu této sféry by byla teplota ¢t = 25 °C?
Neuvazujte pritomnost atmosféry v Dysonové sfére. Dysonova sféra by méla byt
relativné tenkd dutd struktura kulového tvaru obklopujici danou hvézdu.

(Tesend str. @)

Uloha IIL.4 ... destrukce smycky 8 bodu

Predstavme si médénou smycku o poloméru r, kterd je urCena rovinou, na niz
je kolmé magnetické pole s magnetickou indukci B. Maximélni povolené tahové
napéti ve smycce je o,. Nyni zacneme ménit magneticky tok ve smycce z ptivodni
hodnoty ®¢ podle vzahu ®(t) = ®¢ + at, kde a je kladnd konstanta. Urcete, za
jak dlouho dosdhneme ve smycce maximélniho tahového napéti.

Ndpovéda Napétovou silu ve smycce mizeme spocitat jako T' = |BIr|.

(resend str. )

Uloha IIL.5 ... bodova 8 bodit

Uvazujme hmotny bod umistény v jednodimenzionalnim prostoru. Jeho pocatecni
pozice i rychlost je nulova. Bod se dokaze pohybovat s libovolnym zrychlenim
z intervalu [—a, a]. Nazvéme M (t) mnozinu vSech moznych stavi (z,v) takovych,
ze bod se v Case t mize nachazet na pozici « s rychlosti v. Sestrojme graf zavislosti v
na z v ¢ase t. Mnozina M (t) v tomto grafu vytvori plochu S(t). Analyticky popiSte
ktivky ohranic¢ujici S(t).

Bonus Najdéte funkéni zavislost obsahu S(t). (Tesend str. @)

Uloha IIL.P ... osobni powerbanka 10 bodi

Posledni procenta baterky v mobilu dochézi, powerbanku mate vybitou nebo jste
si ji pro jistotu nechali doma a 230 také neni nikde v dohledu. Nebylo by skvélé
mit neustale pfi sobé vlastni zdroj elektrické energie?
o Navrhnéte nékolik ruznych zafizeni, kterd by dokédzala vyrabét elektrickou
energii pouze ze zdroju vaseho téla.
¢ Diskutujte jejich maximalni vykon a téinnost. Co vSechno byste s jejich po-
moci dokazali zdsobovat elektrinou?
o Diskutujte jejich dopad na vase zdravi a fyzickou kondici. Které organy by
vam v dusledku jejich pretézovani selhaly nejdrive?
Jako jedno z moznych zafizeni uvazujte soustavu drobnych turbin umisténych
v krevnim fecisti. VSechny argumenty podpofte co nejpresnéjsimi vypocty.

(Tesend str. @)

Uloha IV.1 ... kostka se vzduchem 3 body

Méjme dutou kostku s hranou délky a = 20cm naplnénou vzduchem s teplo-
tou to = 20 °C, coz je zdrovei teplota okoli kostky. Vzduch uvnitt kostky ochladime
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na t1 = 5 °C. Jak4 sila bude piisobit na kazdou sténu kostky? Kostka pfi ochlazen{
vzduchu v ni neméni svij objem. Tlak v okoli kostky je po = 101,3 kPa.
(Tesend str. @)

Uloha IV.2 ... utrhne se 3 body

Méme (nehmotny) provazek délky [ a na jeho konci kulicku (hmotny bod) s hmot-
nosti m. Vime, ze maximalni tiha, co unese, je sila F' = mg, kde g je mistni tthové
zrychleni, ale uz nic vic. Provdzek upevnime a kulicku budeme drzet ve stejné
vysce, jako je misto upevnéni, ve vzdalenosti délky provazku od druhého konce
provéazku, ale tak, abychom ho nenapinali. Kulicku uvolnime a ta se zac¢ne vlivem
tthového zrychleni pohybovat. Pod jakym thlem provizku vuci svislé roviné se
provézek pretrhne? (resend str. p{q)

Uloha IV.3 ... levitujici 6 bodit

Matéj ma rad levitujici véci, a tak si potidil nekone¢nou nevodivou nabitou vodo-
rovnou rovinu s plo$nou ndbojovou hustotou o. Poté nad ni umistil mi¢ek o hmot-
nosti m nabity ndbojem gq. Vypocitejte, pro jaké hodnoty o miize mic¢ek viibec nad
deskou levitovat. V jaké vysce h se pak muze vznaset? Uvazujte konstantni tihové
zrychleni g. (reSend str. p1)

Uloha IV.4 ... trampolina 7 bodu

Dva hmotné body skékaly na trampoliné do vysky ho = 2m. Ve chvili, kdy oba
byly v nejniz$im mozném misté trajektorie (vychylka y = 160cm), jeden z nich
zdhadné zmizel. Do jaké nejvyssi vysky byl druhy vymrstén? Kruhova trampolina
mé obvod o = 10m a pruzi diky N = 42 pruZindm s tuhost{ k = 1720 N-m~*.
Trampolinu modelujme N pruzinami rozmisténymi rovnomérné a spojenymi_ve
stfedu. Hmotnost zmizelého hmotného bodu je M = 400kg. (Tesent str. 59)

Uloha IV.5 ... frisbee 9 bodit

Tenky homogenni disk obihd na vodorovné podlozce po kruznici s polomérem R.
smérem. Treni mezi diskem a podlozkou je dostatecné. Polomér disku je radové
mensi nez R. (Tesent str. |60)

Uloha IV.P ... V-1 ve vesmiru 10 bodu

Mezihvézdny prostor neni prazdny, nybrz obsahuje nepatrné mnozstvi hmoty. Uva-
zujte jen vodik, potfebnou hustotu si vyhledejte. Mohla by existovat kosmické lod,
jez by ,nasédvala“ vodik pred sebou a vyuzivala energii z né&j? Jak rychld a velkd
by musela byt, aby udrzela termojadernou fizi jen z prijatého vodiku? Jaké jiné
prekazky realizace je rozumné uvazovat? (Tesent str. |61)

10
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Uloha V.1 ... prochézka u silnice 3 body

Matéj jde podél silnice konstantni rychlosti a kazdych 7 minut potké tramvaj, ktera
jede proti nému. Jednou za 10 minut ho mine tramvaj jedouci opa¢nym smérem.
Tramvaje jezdi v obou smérech se stejnou frekvenci. S jakou? (tesend str. |69)

Uloha V.2 ... hloubka vniku do koule 3 body

Predstavte si, ze mate podchlazenou plnou kovovou homogenni kouli, kterou vy-
tahnete z mrazaku, ktery mate nastaveny na opravdu nizkou teplotu. Zajimalo by
vas, jak rychle se bude zvysovat jeji teplota, kdyz ji umistite do zahtaté mistnosti.
Protoze by to jinak byl vysokoskolsky problém, tak jsme pro vas tlohu zjednodu-
sili. Ptdme se na odhad hloubky vniku (v metrech) ,teplé oblasti“ do koule, ktery
miizete ziskat rozmérovou analyzou. Zname relevantni parametry koule, konkrétné
hustotu [g] = kg-m ™3, mérnou tepelnou kapacitu [¢] = J-kg™' - K™" a jeji soucinitel
tepelné vodivosti [\] = W-m™"K™! a zajima nds zévislost na case [t] = s.

(resend str. )

Uloha V.3 ... prepazka 6 bodi

Predstavme si akvarium tvaru krychle o strané a = 1m, které je vertikalni pre-
péazkou kolmou na stény akvaria rozdéleno na dvé ¢asti. Dale uvazujme, ze se tato
prepazka muze volné pohybovat ve sméru kolmém na rovinu prepdzky, ale ve zby-
Iych dvou smérech se pohybovat nemtze. Také nemiize rotovat. Do jedné casti
akvéria nalijeme Vi = 2001 vody o hustoté o, = 1000kg-m~2 a do druhé &4sti
nalijeme V2 = 2301 oleje o hustoté go = 900kg-m~3. Jaks bude rovnovazna po-
zice prepazky? Jaké budou vysky hladin kapalin v jednotlivych ¢astech akvaria
v rovnovazném stavu?

Bonus Najdéte frekvenci malych kmit kolem rovnovazné polohy. Predpokladejte,
ze prepazka ma hmotnost m = 100z a Ze presun vody probiha bez jakéhokoli tfeni
a odporu. (Tesent str. |64)

Uloha V.4 ... rozstiik 8 bodi

Uvazujte volnou kapku vody s polomérem R, kterou pomalu nabfijite elektrickym
nabojem. Najdéte velikost nidboje ) potfebného na to, aby sa kapka rozstiikla.
(tresend str. |679)

Uloha V.5 ... odskakujici hopik 9 bodit

Tuhou kouli ve vzduchu roztoc¢ime dostatecné velkou tihlovou rychlosti w rovno-
béznou se zemi. Poté hopik pustime z vysky ho na vodorovnou podlozku. Od ni
se odrazi do vysky hi a dopadne nedaleko ptivodniho mista dopadu. Uréete vzda-
lenost téchto dvou boda dopadu, jestlize je tieci koeficient mezi kouli a zemi

dostateéné maly. (tesend str. [10)
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FYKOS, XXXII. roénik

Uloha V.P ... problémy 1 sekundy 9 bodi

Navrhnéte zptusoby, jak zpomalit zemékouli tak, abychom k nékterym roktm ne-
museli pridavat prestupnou sekundu. Spocitejte, kolik by to stélo.

(Tesend str. )

Uloha VI.1 ... sebeosviceni 3 body

Svitime na zrcadlo pod thlem o = 15° vuéi kolmici.
Chceme, aby se ndm paprsek vracel zpatky do zdroje.
n Mame sklenény hranol s indexem lomu n = 1,8. Jaky
musi byt ldmavy dhel n v zavislosti na a a n, pokud
situace vypadéa jako obrazku? Predpokladejte, ze okolni
prostiedi tvori vzduch s indexem lomu ng.

Napovéda

sin (z + y) = sinx cosy + cosrsiny,

cos (z +y) = coszcosy —sinzsiny,

sinz + siny = 2sin (w;—y) cos (w;y) ,

cosx + cosy = 2cos (%) cos (m;y .
73)

(tresend str.

Uloha VI.2 ... knihomol 3 body

Vitek travil ¢as v knihovné. Kvuli jeho neobratnosti jed-
na kniha spadla z regédlu a on ji rychlym pohybem ruky
stacil primacknout ke sténé. Na knihu pusobi silou F'
pod uhlem «, viz obrazek. Kniha ma hmotnost M a sou-

7 ¢initel smykového tfeni mezi knihou a zdi je . Nalezné-

te podminku pro silu, pti které kniha ztistane nehybn4,

AN a urcete hrani¢ni thel ao, po jehoz prekroceni jiz neni
/. mozné knihu udrzet. (Tesent str. [I7)

Uloha VL3 ... dost¥ik 6 bodit

Hladina 98% kyseliny sirové v lahvi sahd do vysky h. V urc¢itém misté kolmo na
sténu nadoby vyvrtdme velmi maly otvor a kapalina zacne vytékat ven. Do jaké
maximalni vzdédlenosti od lahve muze kyselina dostfiknout ze vSech moznych poloh
diry? Nédoba stoji na vodorovné roviné. (Fesent str. [18)

Uloha V1.4 ... lano 7 bodu

Pies bfevno fotbalové branky (vodorovnou vélcovou ty¢) prehodime dlouhé lano.
Kdyz bude jeden konec lana pravé tiikrat delsi nez druhy (pfi¢emz oba budou
viset volné ve vzduchu), lano samovolné sklouzne. Nyni lano kolem bfevna jednou

12
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obtocime (¢ili bude ,,ohnuté* o thel 540°). Kolikrat ted mize byt jeden konec delsi

nez druhy, aby lano nesklouzlo? (Tesent str. )
Uloha VL5 ... gumova houpacka 9 bodi

Matéje zacaly nudit klasické houpacky, které jsou na détskych hfistich a lze se na
nich houpat pouze dopredu a dozadu. Proto vymyslel vlastni atrakci, na které se
bude houpat nahoru a doli. Mezi dva stejné vysoké body ve vzdalenosti [ natdhne
gumu s klidovou délkou [. Nésledné se pomalu posadi presné doprostied gumy,
pricemz se jeji stted vychyli dold o vzdalenost h. Nyni se velmi lehce odstréi smérem
nahoru a zacne se houpat. Urcete periodu malych kmitu. (Tesent str. |80)

Uloha VL.P ... dalni¢né-bezpeénostni problém 10 bodu

o Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i dalnici, aby byla silnice
pod auty suché, pokud prsi?
o Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i dalnici, aby na silnici
nebyl Zadny snih a led, pokud snézi? Teplota dopadajiciho snéhu je konstantni
a srovnatelna s okolim, nékolik médlo K pod 0 °C.
Uvazujte, ze prsi nebo snézi néjaky konstantni objem vody na jednotku plochy za
jednotku casu. (tesend str. 189)
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Resen teoretickych tiloh

Uloha I.1 ... balénky

Kolik balénii s objemem V = 101 naplnénych heliem s hustotou pg. = 0,179 kg-m >
je potreba, aby se Filip s hmotnosti mr = 80 kg vznasel ve vzduchu s hustotou g, =
=1,205kg-m3? A kolik by jich bylo potieba, aby se vzndsela Danka s hmotnos-
ti mp = 50kg? Hmotnost prazdného balénu zanedbejte.

Aby sa Filip vo vzduchu vznasal, musi sa tiazova sila posobiaca nanho a na hélium
v balénoch vyrovnat vztlakovej sile posobiacej na balény vo vzduchu. Hmotnost
hélia v jednom baldéne je mue = Voue. Vztlakova sila posobiaca na jeden balén
je Fyzo = Voyg. Ak hladany pocet balénov oznac¢ime n, potom z rovnosti sil méme

mrg + nmueg = Fy = Fy, = nFyy0,

mrg +neneVg =nVoug,

mg .
n=_—-———-—="7797.
V(ov — one)
Teda Filip bude na vznédsanie sa potrebovat ng = 7797 balénov. Ak do vzorca
dosadime namiesto hmotnosti Filipa hmotnost Danky, bude Danka na vznasanie
sa potrebovat np = 4873 balénov. Spravne by sme mali uvazovat aj vztlakovi
silu pésobiacu priamo na Filipa, ale vzhladom na takyto pocet balénov je Filipov
objem zanedbatelny. A navySe by sme uz museli uvazovat hmotnost prazdnych
balénov.

Uloha 1.2 ... ohfiostroj

Jachym odpaloval ohriostroj, ktery si miizeme predstavit jako svétlici, kterd je
v urcity cas vystrelena rychlosti v smérem svisle nahoru, a poté za néjaky cas vy-
buchne. Jachym stal ve vzdalenosti x od mista odpalu, kdyz uslysel zvuk vystrelu.
Za cas t1 uvidél vybuch a za ¢as ta po zpozorovani vybuchu ho i uslysel. Spocitejte
rychlost v.

Nazvéme y vysku, kam svétlice vystoupa, a 7 Cas, jak dlouho ji tento vystup
bude trvat. Vystrel svétlice je svisly vrh vzhuru. Potom z rovnice rovnomérné
zpomaleného pohybu dostdvame
1 5
=ouT — =g7" .
Y 29
Oznacime-li rychlost zvuku ¢, zvuk vystfelu k Jachymovi putuje cas

t=—.
c
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Dale muzeme predpokladat, ze rychlost svétla je vici rychlosti zvuku libovolné
velkd, Jachym proto uvidi vybuch presné v okamziku, kdy nastane. Svétlice nahoru
doleti v case t1 od doby, kdy ji Jachym uslysi, pficemz byla vystielena dfive,
v Case t. Z toho plyne

Tehtt=t+ .

Pokud si predstavime pravouhly trojihelnik s odvésnami z a y a s preponou z,
plati
2z =cto.

Z Pythagorovy véty mame

y:\/22,$2:¢02t%,x2_

Tim jsme pomoci zadanych veli¢in vyjadrili jak y, tak 7, a proto muzeme dosadit
do prvni rovnice

1 c g
—gT = 2¢2 — 22 4+ = (ct .
+2g7' cti1 +x “ltama +20(01+x)

Uloha 1.3 ... nestabiln{

Méjme osm bodovych ndboji (kazdy o velikosti q) umisténych ve vrcholech krychle.
Urcete velikost bodového naboje qo, ktery musime umistit do stredu krychle, aby
byly vsechny body v rovnovaze. Bude rovnovaha stabilni?

Na kazdy bod s ndbojem ¢ ptisobi ostatni body ve vrcholech krychle odpudivou
silou a jeden bod ve stfedu pusobi silou pritazlivou. Rovnovdha nastane, pokud
tyto sily budou mit stejnou velikost a opacny smér, takze se navzajem vyrusi. Ze
symetrie problému je jasné, ze staci fesit tlohu jen pro jeden z vrchold krychle
a rovnovaha pak bude splnéna i pro vsechny zbylé body véetné toho prostredniho.

Déle si uvédomme, ze staci fesit silovou rovnovahu na pfimce spojujici stred
a dany vrchol (tedy na télesové thlopticee). VSechny ostatni slozky sil se totiz
diky symetrii navzdjem vyrusi. Nejprve spocitame, jakou celkovou silou je bod
odpuzovan a posléze vyjadiime, jak velky ndboj musime doprostied umistit.

Maéame celkem sedm néboju, které na bod pusobi. Rozdélime se je do tri kate-
gorii. Prvni jsou tfi ndboje, které s nasim bodem sdileji spolecnou hranu krychle.
Dalsi t¥i jsou ty, které s nim sdileji sténovou thlopfi¢ku (neboli pravé jednu sténu).
Posledni jeden naboj je presné v opacném vrcholu krychle. Pro vypocet slozky sily
pusobici ve sméru télesové thlopricky jsou klicové vidy dvé veli¢iny — vzdélenost
bodi r a sklon jejich spojnice viiéi télesové thlopticee ¢ (pokud body lezi na téleso-
vé uhlopficce, je sklon ¢ = 0, pokud je spojnice kolm4 na uhlopficku, je ¢ = 90°).
Celkovou silu ndm udava Coulombuv zdkon
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Pro vypocet slozky sily rovnobézné s télesovou thloptickou staci velikost sily vy-
nésobit ¢lenem cos p. Dostdvame tak

_ ¢ cosp
T dne 12

Prvni zlomek je pro vSechny body stejny. Uhly a vzdélenosti lze zjistit jednoduchou
geometrii, vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce. Délka hrany krychle je a.

kategorie | pocet naboju r cosp  5F
1 3 a > !

3 V3a?
2 1

2 3 \/ia \/; V/6a2

3 1 Va1

Celkova sila tedy je

2 2
3.1 673 +3v6 + 2
1 \/§+\/g+ _ & 6V3+43V6+2

= 4nea? 3 4rea? 6

Néboj, ktery umistime doprostied, musi kompenzovat tuto silu. Vzdédlenost stredu
od vrcholu je v/3a/2. Plati tedy

_ 1 4990
4re 3a?

Z podminky rovnosti sil dostavame

¢ 6vV3+3V6+2 1 4qq
4nea? 6 " Ane 3a2

q(6v3+3v6 +2) = 8qo,

_3V6+6V3+2
- 8

qo q = 2,468q .

Vsimnéme si, ze vysledek nezavisi na rozméru krychle ani na permitivité prostredi
(pfedpokladali jsme homogenni prostiedi). Zbyva vyfesit otdzku, zda bude rovno-
véha stabilni, labilni, ¢i volna. Stabilni rovnovaha nastava, kdyz se soustava po
malé vychylce z rovnovazné polohy samovolné vrati zpét do rovnovazné polohy.
Tedy pokud malinko vychylime néktery z bodti, vyslednice sil ho bude tlacit zpét.
Jak to ale zjistime? Mohli bychom si rozepsat zavislost sil na obecné poloze bodu
nebo piimo vypocitat potencidl v okoli daného bodu.

Zkusme na to jit jednoduchou tivahou. Predstavme si, ze vychylime prostfedni
bod o malinkou vzdalenost ze stfedu smérem k jednomu z vrchol. Na prostredni
bod ptivodné ptisobily pouze ptitazlivé sily od ostatnich vrchold. Nyni se rozhodné
zvysi pritazliva sila smérem k bodu, ke kterému byl stfedovy nédboj priblizen, zaro-
ven se ale snizi pritazliva sila k vrcholu na opac¢né strané. Na vychyleny prostredni
naboj nyni proto bude pusobit sila, kterda ho bude vychylovat dédle od stfedu. To
znamenad, ze rovnovaha je nestabilni, ba dokonce labilni.

16



Resend teoretickych tloh

Pokud bychom vsem vrcholovym bodim udélili stejnou vychylku smérem od
stfedu, stabilita by zustala zachovana, protoze nezalezi na délce strany krychle.
V tomto sméru je tedy rovnovaha voln4.

Tento problém mutzeme samoziejmé Tesit i trikem. Z Gaussova zakona elek-
trostatiky 1ze dokézat, ze jakdkoli soustava bodovych naboju nemuze byt nikdy ve
stabilni rovnovdzné poloze bez piisobeni dalsich sil (napf. gravitacn{). Dokazme to
sporem — predpokladejme, ze existuje bod, ve kterém ma elektrostaticky potenci-
4l lokdln{ minimum a nenachézi se zde zddny ndboj (tedy kdybychom do tohoto
mista umistili libovolné maly kladny bodovy nédboj, byl by ve stabilni rovnovéze).
Kolem tohoto mista udélame dostatecné malou Gaussovu plochu tak, aby se uvnitt
nenachézel zddny naboj. Jelikoz je to stabilni poloha, lze kouli udélat tak malou,
aby vektor intenzity elektrického pole vSude na povrchu koule sméfoval dovnitt
(aby se pfi malé vychylce kladny ndboj vracel zpét). Nyni po integraci

j{E-dS

S

dostaneme zaporny vysledek, coz znamenad, ze uprostied koule se nachazi zaporny
naboj, ale to je ve sporu s nasim predpokladem.

Uloha 1.4 ... pad z okna

Kdyz James Bond pustil agenta 006 Aleca Treveljana z konstrukce radioteleskopu
Arecibo ve findlni scéné filmu Golden Eye, ten zacal kricet s frekvenci f. Spocitejte
zavislost frekvence, kterou slysi 007, na case. Odpor vzduchu neuvazujte.
Ndpovéda Pro radu jdéte k panu Dopplerovi.

Na casovou zavislost frekvence, kterou 007 uslysi, bude mit vliv nékolik faktort.

Roli bude hrat Doppleruv jev, protoze Alec se chova jako pohybujici se zdroj
zvuku, dale bude zélezet na vzdalenosti obou agenti, kterd se s ¢asem zvysuje,
a také musime brat v tvahu fakt, ze rychlost zvuku je kone¢nd. Rychlost zvuku
ozna¢me c a vzdélenost obou agentu y. Jelikoz se jednd o volny pad z klidové
polohy, je zavislost vzdédlenosti na ¢ase dana vztahem

y(t) = %972,

kde g je tithové zrychleni a 7 je ¢as od okamziku upusténi.
Frekvence f’, kterou by slysel pozorovatel nachéazejici se v klidu hned nad 006
padajicim rychlosti v, je podle Dopplerova jevu

;o c
f - fC + v I
po dosazeni v = g7 dostavame casovou zavislost
, c
T) = .
o =f
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Problém je v tom, Ze frekvenci f' James neuslysi v éase 7, ale v dase

2
MRS G0 NS L
c 2c
protoZe n&jaky Cas trvd, neZ se k nému zvuk dostane. Hleddme tak zavislost f'(t).

7 ptedchozi rovnice si mizeme vyjadrit

Ziejmé nas zajima pouze kladny cas, proto pred odmocninou pouzijeme znaménko
plus. Dosazenim do rovnice pro frekvenci dostavame
c !
Fo=f 2 - L.
c+g(*§+ ;—2+2“) Vit =o

g

Samoziejmé jsme neuvazovali odraz zvuku od obriho teleskopu, na ktery 006 tvrdé
dopadne.

Uloha I.5 ... zpropadeny obvod

a) Urcete odpor nekonecné odporové sité na obrdzku mezi body A a B. Bod A je
primo spojen s dvéma rezistory s odpory R, a Ry,. Kazdy z téchto rezistori je
spojen s dalsimi dvéma odpory R, a Ry a tak dale.

b) Na obrazku si misto rezistori predstavte kondenzdtory s kapacitami Cq a Cy.
Jaka bude celkova kapacita obvodu?

Obr. 2: Schéma nekonecéné odporové sité.

V nekoneénych sitich se obecné vyuziva toho faktu, ze pokud by sit byla opravdu
dokonald a nekonec¢nd a pokud je zaroven pravidelnd, daji se v ni nalézt jednotlivé
subdésti, které maji stejny odpor (¢i stejnou kapacitu) jako celkovd sit. Pokud je
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totiz obvod nekonecny, nezalezi na tom, jestli jesté pridate nebo uberete jeden
opakujici se ¢lanek, stéale jich bude nekoneéno. Néco mélo o takovychto obvodech
naleznete napiiklad v knihovnicce Fyzikdlni olympiddy v textu Elektrické obvody
(stejnosmérny proud) - &ast 2.9 Retézovy obvodt

Nejprve se budeme vénovat bodu a), tedy rezistorové siti. Tu si mizeme pred-
stavit bud jako celou sit s odporem R, anebo jako obvod se ¢tyimi rezistory,
z nichz maji dva odpor R, tieti R, a ¢tvrty Ry, viz obrazek .

Ra [ R
e e AH{ :
R,

Ros

Obr. 3: Alternativni schémata problému, pomoci nichz vypocitdme odpor celé
sité.

V druhém priipadé mame tedy dvé dvojice rezistoru zapojenych sériové, tyto
dvojice jsou pak zapojené paralelné. Muzeme jednoduse napsat vztah mezi témito
dvéma obvody pomoci rovnice, kterd po tpraviach vede na kvadratickou rovnicit
kterou snadno vytesime.

e ()|
> R.+ Roo Rp+ Ro ’
(Ra + Roo) (Ry + Roo)
Ry + Roo + Ro + R’
Roo (Ra + Ry + 2Roc) = RaRy + Roo (Ra + Ry) + R%,

R2. =RsRy = Roo=+VRu.Rs.

Ry =

Celkovy odpor rezistorové sité je tedy Reo = VRaRp. Zaporny koren jsme
,zahodili“, protoze zdporny odpor pro nasi ilohu nemé fyzikalni vyznam. S¢itame
totiz samé kladné idedlni rezistory. Zaporny odpor by mohl mit vyznam, pokud
bychom zapojili néjaké nelinedrni ¢i exotické soucastky do naseho obvodu. Vice si
o zaporném odporu muzete precist napiiklad na Wikipediit

Stejnym zpisobem muzeme uréit i celkovou kapacitu v bodé b). Jediny rozdil
je v tom, ze u rezistoru s¢itdme sérioveé zapojené odpory, kdezto u kapacity scitdme

Thttp://fyzikalniolympiada.cz/texty/elobvody.pdf

2Nekoneéné & Fetézové obvody ve vétsing uloh, se kterymi se muzete v soutézich setkat,
vedou pravé na kvadratickou rovnici.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Negative_resistance
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paralelné zapojené kondenzatory.

nm (&) +(ara)
7 \C. ' Cw Cy,  Cw)
CoCox CyCoo
U= Gt TGt on
Co (Cr+Cx) 4+ Ch (Co + Coo)
(CatCx)(Cy+Cx)
CouCh + Coo (Co + Cp) + C2% = 2C,Ch 4 Coo (Co + C)

C2 =CiCy = Co =+vCoCh.

[

Vyslo nam, ze celkova kapacita obvodu je Css = v/CyCh, tedy shodou okolnos-
ti jsme ziskali zcela stejny tvar feSeni jako u rezistoru. Kromé zdporného reseni
jsme jesté ,zahodili“ moznost, ze by kapacita celkového obvodu byla nulova. Doslo
k tomu v kroku mezi druhym a tfetim radkem, kdy jsme obé strany vydélili C.
Pro¢ necekame, ze by kapacita byla nulovad? Intuitivné by se dalo ¢ekat, ze po-
kud by byla kapacita nekone¢ného obvodu nulova, bude odpor slozeny z rezistoru
stejnym zpusobem nekonecny. Pokud tento argument nestaci, muzeme se podivat
na to, jaké budou kapacity pro konec¢né obvody, které budeme postupné konstru-
ovat pridavanim dalsich a dalsich sad kondenzatortu. Je to alternativni metoda,
potiebna znalost konvergence. Pokud si zjednodusime pro rozhodnuti potvrzeni ¢i
zamitnuti nulové hodnoty celkové kapacity na situaci C, = Cp, = C, dostavame
postupné celkové kapacity obvodu 2C, 4C/3, 8C/7, 16C/15, 32C'/31 ... Intuitiv-
né vidime, ze tato rada konverguje k C', coz odpovida Cs = VC,Ch, = C, nikoliv
nulovému feseni, které jsme zahodili opravnéné.

Celkovy odpor ¢i celkova kapacita takto posklddaného obvodu z nekonec¢ného
mnozstvi souc¢astek o dvou odporech ¢i kapacitach je tedy geometrickym priamérem
jejich hodnot.

Jesté mizeme zcela na zavér poznamenat, ze jsme od zacatku predpokladali,
ze odpory spojovacich vodi¢a jsou nulové, coz je standardni dle obvyklych konven-
ci. Pokud bychom museli uvazovat odpory i téchto vodici, pak by se nam tloha
zkomplikovala. Nicméné v pripadé rezistoru je rozumné zahrnout odpor vodice
vedouciho k rezistoru k tomu prislusnému rezistoru. Vysledek by byl pak stejny,
pokud by tyto odpory vodi¢u byly vSude stejné. Samoziejmé, Ze u redlné nekoneéné
sité by byl nejspise problém v nestejné délce vodici, pokud tedy pomineme fakt, ze
nekonecné sité stejné nelze dosdhnout. V pripadé kondenzatori by mohlo jit o tro-
chu vétsi problém, protoze kromé kapacity bychom museli uvazovat i rezistivitu
vodi¢i. Navic i mezi jakymikoliv sou¢dstkami muze vznikat parazitni kapacita (¢i
induktance), kterd bude nejspiSe mald, ale v pfipadé nekone¢ného obvodu je pak
netrivialn{ ji zanedbat. Ulohu jsme nezamysleli aZ takto t&zkou, a proto tvahy nad
témito jevy by mohly ziskat bonusové body. Dilezité je korektni ,snadné* feseni
idealizovanych obvodi.
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Uloha I.P ... strasna zima

Nékteré mlhoviny tvorené plynem z hvézd, napr. Bumerang, maji nizsi teplotu nez
reliktni zareni, tedy vlastné jsou chladnéjsi nez vesmir. Jak je to mozné? Pokuste
se stanovit podminku na to, aby se plyn vyvrhovany horkou hvézdou ochladil na
teplotu nizsi, nez je reliktni zareni.

Reliktné zZiarenie je elektromagnetické Ziarenie prichddzajice zo vsetkych smerov,
ktoré vzniklo kratko po velkom tresku. V dnesnej dobe mé charakter ziarenia ab-
solitne Cierneho telesa s teplotou T, = 2,73 K. Preto by sa dalo predpokladat, ze
vSetky objekty vo vesmire budii mat vyssiu teplotu. V pripade rovnovahy by mali
vsetky objekty rovnaku teplotu 7;, no vo vesmire sa nachadzaji zdroje energie
(napr. hviezdy), ktoré spésobuju, Ze v istych oblastiach vesmiru je podstatne tep-
lejsie. Zdroj ,,chladu“ vsak neexistuje, preto nas zaujimaji nerovnovazne procesy,
pri ktorych dochadza k ochladzovaniu.

Hmlovina uvedend ako priklad v zadani je planetarna hmlovina tvorena obalkou
plynu s teplotou priblizne t = 2K rozpinajiica sa rychlostou okolo v = 150 km-s ™.
Pri vzdialenosti okolo 15001y je jej rozmer asi 0,51y a je teda stard asi 1000 rokov*
Fakt, ze je chladnejsia ako reliktné Ziarenie, bol objaveny vdaka absorbcii foténov
reliktného ziarenia molekulami oxidu uholnatého v hmlovine, ktoré by v opa¢nom
pripade sami vyzarovalit

Tato nizka teplota sa d& vysvetlit prave velmi rychlou expanziou plynu, ktory
nestiha prijimat teplo od materskej hviezdy (s vykonom L. = 300Le a povr-
chovou teplotou T, = 6000K a polomerom priblizne R. = 16Ry) ani reliktného
Zziarenia. Preco ale takychto velmi chladnych hmlovin nepozorujeme viac? Cim je
prave Bumerang taky vynimoc¢ny? V pripade tejto hmloviny je rychlost unikajicich
castic o rad vyssia ako obycajne. Tento rozdiel je pravdepodobne sposobeny inym
mechanizmom vzniku - tesnou interakciou ¢erveného obra a inej hviezdy v spo-
lo¢nej obalke. Pritom vznikal disk materidlu obalujici hviezdy a tymto procesom
pohanany vytrisk hmoty v smere normdly na obeznd rovinu. Na konci procesu
priblizovania sa po Spirdle sa obe hviezdy pravdepodobne zrazilit

Zakladnym problémom tejto tlohy je, ze procesy, o ktorych uvazujeme, nie s
rovnovazne. Preto nastévaju problémy napr. s definiciou teploty ¢i inych stavovych
veli¢in, a vztahy ako Planckov zdkon, 1. veta termodynamické, ¢i stavova rovnica
maju len obmedzené pouzitie v zavislosti na extrémnosti podmienok. Napriek tomu
sa vsak pokisme vytvorit aspon priblizny model situdcie pouzitim tychto vztahov.

Oblak materialu, ktory hviezda vyvrhla, idealizujme ako dokonale tepelne vo-
divt gulu, ktorej polomer r sa meni priamotimerne so vzdialenostou R od hviezdy.
Neunikaji z neho castice, rychlost pohybu oblaku v je konstantnd v smere od
hviezdy. Oblak prijima teplo Q1 od hviezdy, teplo @, od reliktného Ziarenia a vy-
zaruje teplo @, do okolia podla Stephan-Boltzmanovho zdkona.

“http://adsabs.harvard.edu/abs/1997ApJ . . .487L. 1558
5 http://adsabs.harvard.edu/abs/2017MNRAS.466.1412E
Shttps://arxiv.org/pdf/1703.06929.pdf
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Pre polomer oblaku teda plati » = aR = avt. Pre jeho objem

V= %nr:” = %n (awt)

3

7 prvej vety termodynamickej mame
dU =6Qr + 6Qr — 6Q, — W =46QL + 6Qr — 6Q, — pdV .
Pre vntitornd energiu plynu plati U = $nRnT, o po zdiferencovani a dosadeni
déva
%andT =06Q1 +6Qx — 6Q, — pdV = 5QL + 0Q, — 6Q, — 4dnp (aw)® tdt .
Pre teplo vyziarené oblakom za cas dt mame
6Q, = Pdt = 4nr’oT*dt = 4n (aw)? o T dt .

Teplo prijaté plynom od hviezdy vieme urcit zo svietivosti hviezdy L, vzdia-
lenosti oblaku od hviezdy R a jeho prierezu S ako ¢ast povrchu sféry so stredom
v hviezde a polomerom R obsahujicu oblak (hviezda vyzaruje rovnomerne do ce-
1ého priestoru)

L L

Sdt =

0Qu = Pdt = s Sdt = s

wridt = £ondt,
4
teplo prijaté z reliktného ziarenia ako
8Q, = Arr®oTidt = 4 (aw)? o T 2 dt .

A pre tlak plynu mame
anT _ 3anT
Vv 4z (aut)®

Ked vsetko dosadime, dostdavame

3InRnT

L
%andT = Zant + 47 (aw)? o T2 At — A (ow)? o T2 dt — dt.
Po tprave dostavame vzfah pre casovi derivaciu teploty
dT _ Lo? 87 (aw)? T2 87 (aw)? T2 6T
dt =~ 2snRm snRm snRm st

Tato rovnica nemé analytické riesenie, d4 sa vsSak riesit numericky.

Pozrime sa ale na podmienku ochladenia pod teplotu T;. Aby sa plyn pod tito
teplotu ochladil, musi byt v case t,, ked tito teplotu dosiahne, derivacia teploty
podla casu zaporna

dT  Lo*>  6T:
dt = 2snRm s tr
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To bude dosiahnuté pre mélo svietivi hviezdu vyvrhujicu velké mnozstvo hmoty
do malej oblasti priestoru, ak teplota oblaku dosiahne teplotu reliktného ziarenia
dost skoro, teda hmota bude vyvrhovanad dostato¢nou rychlostou.

N&s model mé vsak niekolko chyb. Vyvrhnuty materidl modeluje ako idealny
plyn, no v skutocnosti ide o najprv elektricky nabity materidl, z ktorého casti
sa stane neutralny plyn (¢i uz atomicky, alebo neskdr molekuldrny) a zo zvysku
kondenzuji prachové cCiastocky. Nas model povazuje oblacik za dokonale tepelne
vodivy, ¢o pravdepodobne neplati, kedze sa oblak prudko rozpina. Rozpinajtci
sa oblak prijima energiu ziarenia. Tu je vS8ak podstatné, ¢i je opticky husty (ne-
priehladny) ako na pociatku expanzie a energiu prijima svojim povrchom (teda
jeho okraj je zna¢ne prehriaty oproti stredu), alebo priehladny ako riedky plyn
na konci expanzie a energiu prijimaju castice v celom objeme. Rovnako nas mo-
del rozpinania oblaku nie je idedlny. Oblak nebude homogénny - bude mat husty
stred a okraje, ktoré sa rozplyvaji do priestoru. Celkovo sme neuvazovali dalsie
interakcie: gravitaciu materskej hviezdy, jej magnetické pole a lokdlne pole galaxie,
ktoré moézu ¢i uz na zaciatku usmernovat nabité castice alebo zrnka prachu pozdii
siloc¢iar, Podobne sme zanedbali interakcie s hviezdnym a medzihviezdnym vetrom
a ziarenim okolitych hviezd.

Celkovo teda mozeme konstatovat, ze na ochladenie pod teplotu reliktného Zia-
renia je nutné, aby bol materidl vyvrhnuty vo velkom mnozZstve vysokou rychlostou
a centralna hviezda mala nizku svietivost. Kvantifikovat podmienky presne je vel-
mi ndro¢ny, ak nie nemozny problém. Na ich splnenie vSak pravdepodobne nestaci
jedna hviezda. M4élo svietiva hviezda totiz nedokaze vyvrhnit material dostatocne
prudko. Preto sa zd4, Ze jedinou moznostou je interakcia cerveného obra s inou
hviezdou, ktord materidl obalky cerveného obra vymrsti do priestoru.

Uloha Il.1 ... moonmen
Vase vaha by byla pri Mésici v zenitu mensi nez pri Mésici v nadiru. O kolik?

Nejprve si ujasnime, ze nase hmotnost nezdvisi viibec na poloze mésice ani na tom,
na jaké planeté se nachdzime. Viha je vsak veli¢ina, kterou ukazuji vahy, kdyz se
na né postavime. Vahy méti pouze silu, tu pak prepocitavaji na hmotnost, pricemz
pouzivaji standardni hodnotu tihového zrychleni g = 9,81 m-s~2.

Proto nas bude zajimat pouze rozdil sil v pripadé, kdyz je Mésic v zenitu
a kdyz je v nadiru. Nasi hmotnost ozna¢me m. Hmotnost Mésice budeme zna-
&it M = 7,35 - 10?2 kg, jeho vzdélenost od stiedu Zemé R = 384000 km a polomér
Zemé r = 6 378 km. Pti vypoctu sily, kterou na nas pusobi Mésic, vyjdeme z New-
tonova gravitacniho zdkona

mM

(R—r)’
kde G je Newtonova gravitacni konstanta. Protoze vzdalenost Mésice od Zemé
je o dva tady vétsi nez polomér Zemé, mizeme r zanedbat a pocitat pouze se
vzdalenosti R. Kdyz se Mésic nachdz{ v nadiru (podnozniku), ptisobi na nés silou F'

F=a
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smérem od Zemé. Kdyz se nachézi v zenitu (nadhlavniku), pfitahuje nés silou F
k Zemi. Celkovy rozdil je tedy 2F. Tomu odpovidd zména vahy

_2F _ 2GmM

A
" gR?

7 pouzitych veli¢in nezndme nasi hmotnost m, proto odhadneme primérnou hmot-
nost fykosaka na m = 70kg. Po dosazeni mdme Am = 0,47 g. Budete-li se vazit
presné pod Mésicem, budete vazit priblizné o polovinu gramu méné nez v druhém
pripadé.

Skryty bonus

Gravitacni sila vsak neni jednou silou, kterd na nas ptisobi. Jesté je tu odstrediva
sila, kterd vznika tak, ze se otacime kolem tezisté soustavy Zemé-Meésic.
Uhlova rychlost otaceni této soustavy bud w, hmotnost Zemé necht je My =

M
— R
Mz + M
od stfedu Zemé smérem k Meésici, coz je pod zemskym povrchem. Velikost odstie-

divé sily v okamziku, kdy mame Mésic presné pod nohama, je

2 M )
F1 = mw (T+Mz+MR .

Kdyz je Mésic v opa¢né pozici, pro odstredivou silu plati
M
P> = muw? ( - 73) .
S R Vg v

Abychom doséhli pozadované presnosti, nemizeme pii vypoctu sily F' zanedbat
zemsky polomér. Pocitejme tedy se silou F, pro mésic v podnozniku a Fy, pro
mésic v nadhlavniku. Vysledny rozdil sil bude

GmM GmM 2mw?MR
AF=(F,—F)—(-F, — F) = + - -
( DR ) = G T T Mar M

1 1 2
et (G Gy )

kde jsme za w dosadili z tfettho Keplerova zakona

2 _ G(MZ+M)
w B —
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Dale muzeme vzorec pro zménu sily upravit na

AF—GmM<R2_(RjT)2 RQ—(R;r)Q),
(R+7‘) R2 (R—T) R2
- Gm L 2R —1r 2R —r
AF = GmM 4 ((R+T)2 + (R_r)2> ,
AF = GmM-L (<—2R—r><R—r>2+<2R—T><R+r>2> |
7 (R+7)*(R—r)°
612

Pro rozdil vah po dosazeni ag = GTA;IZ (zde zanedbdvame odstfedivou silu zpiisobe-
nou rotaci Zemé, ale chyba zptsobend timto zanedbanim je vici vysledné hodnoté
velmi mald, protoze sa jedna o multiplikativni konstantu a ne o rozdil blizkych
¢isel jako vyse) dostédvdme

6Mrt
Mz R4

Am=x~m =0,39mg,
coz je vyrazné méné nez v predchozim pripadé. Stoji za pozornost, ze takové sily
zpusobuji mimo jiné i ptiliv a odliv.

Uloha 1.2 ... finsk4 sauna

Predstavte si, Ze by Dano mél finskou saunu o rozmérech 2,5m krat 3m krat 4 m
s relativni vlhkosti uvniti 20 % pii teploté 90 °C. Kolik vody by musel vyparit, aby
uvnitt sauny byla relativni vlhkost 35%? Vodu vypafuje uvnitr na kamnech tak,
Ze se teplota mistnosti nezmeéni.

Pomérné dobry vysledek ziskame, pokud vypocitdme mnozstvi vodni pary v sauné
na zacatku a na konci. Nejdrive si ujasnime, co ndm udava velicina absolutni vlh-
kost vzduchu ®. Ta ndm zaddva hmotnost m vodni pary ve vzduchu o objemu V'
neboli hustotu vodni pary obsazené ve vzduchu. Matematicky ji mizeme vyjadrit
jako ® = m/V. Relativn{ vlhkosti vzduchu ¢ pak rozumime pomér absolutn{ vlh-
kosti vzduchu ® pfi dané teploté a absolutni vlhkosti vzduchu ®,,, pti které je za
této teploty vodni para ve vzduchu sytou parou.

Nyni uz je vypocet jednoduchy. Hmotnost vody, kterou musi Dano nechat vy-
pafit, je rovna

Am: ((132 —(131)‘/,

kde V je objem sauny, ®; a P2 jsou absolutni vlhkosti vzduchu na zacatku a na
konci. Déle potiebujeme vyuzit nasi znalosti relativni vlhkosti o1 = 20% a @2 =
= 35 % na zacatku a na konci. Pro hmotnost vody Am dostaneme

Am = (g2 — 1) PV,
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kde ®,, = 0,42kg-m™* je hustota syté vodni pary pfi teploté 90 °C, jejiz ¢iselnou
hodnotu najdeme v tabulkach® Dano by ale radsi znal potifebny objem vody AV,
a proto mu ho jesté dopocteme,

Ay _Am (e @V
[ o
kde ¢ = 1000kg-m™? je hustota studené vody (asi 10 °C), kterou do sauny napustil
z vnéjsku. Po ciselném dosazeni dostdvame, ze Dano musi nechat vyparit 1,91
vody. Nezapominejme, Ze se nejednd o presny vysledek, protoze jsme neuvazovali
napiiklad anik vzduchu s vodni parou ze sauny v prubéhu vyparovani.

Uloha I1.3 ... fyzikalni trofej

Danka vyhrala zavod v derivovani a za odménu dostala sosku vyrobenou z prii-
hledného materidlu ve tvaru hranolu se ¢tvercovou podstavou o hrané a = 5 cm
a vysce h < a. At se divd, jak se diva, celni sténou nikdy nevidi pres bocni stény
skrze trofej, vzdy vidi pouze odrazené paprsky. Jaky miize mit material trofeje
index lomu? Hranol je umistén ve vzduchu.

Nejdrive se zamysleme nad tim, co se ndm zadani snazi fict. Na bocnich sténdch
vidime jenom odraz, tudiz jsme schopni vidét jen paprsky prichazejici z protilehlé
stény (at uz primo nebo odrazem).

To nutné implikuje, ze paprsek se musi na bo¢ni sténé absolutné odrazit. Oznacime-
li thel dopadu na prvni rozhrani (ve sméru od pozorovatele) jako a a Ghel lomu
jako B, pak na prvnim rozhrani piseme Snelltv zdkon

nosina =nsin g,

kde no je index lomu vzduchu a n index lomu hranolu. Z toho pro absolutni odraz
na boc¢ni sténé dostaneme

nsin(g—ﬁ):ncosBZI. (1)

Nyni naleznéme nejvétsi mozny thel 8. V rovnici vySe nastdva rovnost pravé pro
nejvétsi thel B, oznaéme ho By. Tomuto hlu odpovida i nejvétsi thel ap a to
v pripadé pripadé, kdyz jsou paprsky téméf rovnobézné s povrchem hranolu, tak-
7e ap = 1t/2. Na prvnim, resp. na druhém rozhrani plati

. . T
nsin Bo = nosin 5 =1,

. T
ncos,@oznosm§ =1,

kde jsme pfi apravach polozili index lomu vzduchu roven 1. Sinus a kosinus uhlu g

se rovnaji a tedy
T
Po=7-
V poslednim kroku dosadime do (m) maximalni B, z ¢ehoz pro index lomu hranolu

dostaneme n > /2.

7 https://www.tzb-info.cz/tabulky-a-vypocty/9-vlastnosti-syte-vodni-pary-pri-danem-tlaku
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n>+?2 n <2

Obr. 4: Pohled shora na hranol.

Uloha I1.4 ... lunar lander

Jak m4 ridici elektronika pristavacitho modulu Apolla ddvkovat tah T motoru (a te-
dy regulovat spotfebu paliva) smérujici smérem dolt, aby se lod sndsela na povrch
Meésice rovnomérnym primocarym pohybem? Efektivni rychlost spalin motoru je u.
Lod jiz zbrzdila sviij pohyb po orbité a sestupuje primo doli v homogennim gra-
vitacnim poli se zrychlenim g. Pocatecni hmotnost modulu je myg.

Bonus Jak ma elektronika davkovat tah pri pristani z vysky h a pocatecni rych-
losti vo, aby pristani bylo tzv. pddem z nulové vysky a minimalizovala se spotreba
paliva? Maximalni tah motoru je Tmax-

Pri rieseni tejto tlohy je dolezité uvedomit si, ze sa jednad o siistavu s premennou
hmotnostou. Pohybovi rovnicu systému ur¢ime z prvého Newtonovho zdkona

dp
F=—.

dit
Nech je v nejakom ¢ase t hybnost sustavy p(t) = m(t)v(t), pricom hybnost p aj
rychlost v si kladné smerom nahor. Kedze je rychlost modulu v konstantné, za
Cas At sa hybnost zmeni na

p(t+ At) = (m(t) + Am)v — Am (v —u) ,
kde Am (v —u) je prdve hybnost paliva vyvrhnutého smerom nadol z motorov
modulu. Pre nekoneéne malt zmenu ¢asu prejdeme od At k diferencidlu d¢, odkial
dp _ p(t+dt) —p(t) _dm

dt dt Codt
Na pristavaci modul posobi jedin4 sila, sila gravitatnd F' = —F; = —m(t)g. Po
dosadeni do prvého Newtonovho zakonu dostavame
dm(t)
—m(t)g = =-T
m(t)g = —g U
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Riesime teda diferencidlnu rovnicu
dm
et
ktorej rieSsenim je
m(t) = mo exp (—%t) ,
kde mo je hmotnost landeru v ¢ase t = 0s. Spotrebu paliva mame jednoducho ako

dm  mog g )
2 —Z2¢
dt U exp( U

a pre velkost tahu motora pozadujeme

T(t) = mog exp (—%t) ,

aby modul klesal rovnomerne priamociaro.

Bonus

V tomto pripade médme pohybovi rovnicu
mg = —1mu — ma,
kde kladny smer stiradnice  smeruje nahor, z ¢oho po tprave mame
g+r=——u.
m

Po integrécii podla ¢asu po ¢as dopadu tq mame

gta + [#]g = —u[ln (m)]g* (2)
7gtd—vo :ln(mo) )
u med

kde sme pouzili v(ta) = 0. Vidime teda, ze pre minimdalnu spotrebu paliva musime
pristat co najrychlejsie. RieSenim by bolo tesne pred dosadnutim prudko spomalit,
to vSak nie je technicky mozné. Najlepsie je teda volne padat a nasledne vo vhod-
nom case spustit motory na plny tah tak, aby modul dosadol s nulovou rychlostou.
Ak v case tp = 0s zacneme brzdit konstantnym fahom, pre hmotnost landeru
mame
t) =mo — Tmsx,
m( 0 ” .
To po dosadeni do rovnice (E) pre medze s indexom 0 pre Cas zacatia brzdenia
a bez indexu v Case t pocas brzdenia a dprave dava

v(t) =vo — gt —uln (1—ht> .
umo
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Ak tento vztah znovu preintegrujeme a dosadime medzu pre zaciatok brzdenia,
dostaneme

x(t):h0+v0t_%gt2_u<<t_ umo>ln(1_ht) _t) ’

max umo

kde ho je vyska landeru nad povrchom v case zacatia brzdenia. Par poznamok
k vysledku. Pre T" = 0, teda bez tahu motorov, dostavame vztahy pre volny pad
(odportacame pouzit Taylorov rozvoj na logaritmus). Vztah v argumente logaritmu
je podiel aktualnej hmotnosti lode a jej hmotnosti v pociatocnom case, teda je
kladny, pokym lodi ned6jde palivo a pohybova rovnica prestane platit.

Ako mé teda elektronika lode rozhodovat? V kazdom okamihu volného padu
vieme zo vztahu pre rychlost polozenim v = 0m-s~! uréit ¢as t (napriklad nume-
ricky), v ktorom bude mat lander nulovii rychlost. Tento ¢as dosadime do vztahu
pre vysku nad povrchom z(t). Brzdit je potrebné zacat v okamihu, ked sa tak-
to urcend vyska rovna aktudlnej vyske landeru nad povrchom. V praxi sa casto
prestane brzdit tesne nad povrchom a lander sa necha dopadnit volnym padom
z malej vysky, aby motory zbytoc¢ne nevirili prach na povrchu.

Uloha 1.5 ... kladka a ptak

Ke stropu je zavésena pevna kladka a je na ni navleceno lano tak, aby jeho levy
i pravy konec byly ve stejné hloubce. Na jednom konci visi ptak Fykosdk a na
druhém konci zavazi, které ma stejnou hmotnost jako ptédk. V pocdtecnim stavu
jsou ptak i zdvazi nehybné. Popiste, co se bude se soustavou dit, zacne-li ptak
Fykosdk 1ézt vzhiru (po svém vlastnim lanu) s pouZitim konstantni sily. Nejprve
predpokladejte, Ze lano je nehmotné a kladka je idedlni. Poté pocitejte s délko-
vou hmotnosti lana A, jeho délkou l, momentem setrvacnosti kladky J a jejim
polomérem r. Predpokladejte, ze lano na kladce neprokluzuje.

Ulohu budeme fedit pomoci rozboru sil. Ptak Fykosik stahuje lano dola silou F.
Tato sila musi byt ziejmé vétsi nez jeho tiha, jinak by se na lané neudrzel. Sila
se pomoci lana prenese na druhé téleso, na které tak budou pusobit dvé sily —
tihovd sila Fy smérem doli (kterd je podle zadani stejnd jako Fykosdkova) a sila F'
smérem nahoru. Ozna¢me nyni hmotnost Fykosdka a zavazi m, potom muzeme
urcit velikost zrychleni, s jakym se zavazi zacne pohybovat smérem nahoru

F-F, F
4@ = — = —
m m

Na ptaka Fykosdka pusobi také sila F' smérem nahoru a tihova sila Fj; smérem
doli, takze i on se bude pohybovat se zrychlenim a smérem nahoru.

Neni to ale v rozporu se zakonem zachovani energie? Pokud by ptak Fykosdk
splhal napiiklad po zZebiiku, pfi ptisobeni stejné sily F' by se zfejmé pohyboval se
stejnym zrychlenim a. V tomto pripadé se tak zavazi zvedd ,zdarma“. Nebo snad
ne?

Rozpor je samoziejmé pouze zdanlivy. Fykosdk pusobi silou na lano, tedy pfti
vypoctu prace musime silu integrovat podle délky lana. To se pohybuje dolt stejnou
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rychlosti, jakou se Fykosdk pohybuje nahoru. Sila tedy ptisobi na dvakrat delsi
draze nez v pripadé, ze by Fykosédk lezl po zebriku.

Ve druhé ¢asti tlohy uvazujeme hmotné lano a kladku s nenulovym momentem
setrvacnosti. Kladka déli lano na dvé ¢asti. Oznac¢me délku té s ptakem Fykosdkem
jako x. Na tuto ¢ést lana pusobi smérem dolu sila F' + Axg, zatimco na druhou
¢4st lana pusobi smérem dolt sila (m + (I — z)) g. V tomto pripadé jsme zanedbali
rozméry kladky vii¢i délce lana. Déle necht je zrychleni zdvazi a’. Potom vyslednici
téchto sil je vyraz

(m + Al + 12) a
r
kde prvni ¢len predstavuje zrychleni zavazi, druhy zrychleni lana a treti zrychleni
kladky. Mame tak rovnici
(m—&—)\l—i—%) ad=F+Xg—(m+A(I—=x)g,

r
odkud si mtzeme vyjadrit

o — F+2\xg — Alg —mg

N m—+ M+ Jr—2 '

Dostali jsme diferencidlni rovnici typu & = b + cx. ReSenim homogenni rovnice je
¢ /et
zn = CreV + Che Ve

Partikularnim feSenim je zfejmé

oo

Irp = —

tedy pro celkové feseni plati

_ b

T =2xH + xP :Cle‘/gt—&—Cge Vet _ 2

c

Z pocateénich podminek z(0) = /2 a ©(0) = 0 dostdvame dosazenim do této
rovnice soustavu

b 1
Cl+02—g—§,
Ci1ve—Ca/ec=0,

jejimz fesenim je

l b Il F—-XNg—mg F-—mg
B R i g g
Tim jsme nasli funkci z(t). Jejim dosazenim do rovnic vySe snadno spoéitdme
napiiklad zrychleni zévazi a’. Jak jiz ur¢ité tusite, pohyb ptaka Fykosika nebude
zdaleka tak slozity. Ve skutecnosti bude zcela stejny jako v prvni ¢asti ulohy — sily,
co na néj pusobi, se nezménily, takze i jeho pohyb se nezméni. Pro jeho zrychleni

tak plati
F

a=——g.
m
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Uloha Il.P ... pocasi na Matfyzu

Vytvorte co nejpresnéjsi predpovéd pocasi pro adresu V Holesovickach 2, Praha 8,
pro stredu nésledujici po uzavérce série od 12:00 do 15:00. Jak se bude ménit pocasi
v prubéhu celého dne? Smite vyuZit data o pocasi nejpozdéji do soboty (viéetné)
predchazejici uzavérce. Soucasti reseni je nutné svoji predpoved zdivodnit, ocitovat
zdroje a idedlni je vyuZzit co nejvice dat i zdroju.

Teorie

Pocasim obvykle nazyvame stav nejspodnéjsi hranice atmosféry nazyvané tropo-
sféra, kterd sahd v nasich zemépisnych sitkadch vysky priblizné 11 km. Ackoliv je
predpovéd pocasi hojné vyuzivanym fyzikdlnim modelem, doslo k jejimu vyraz-
néjsimu zpresnéni az v poslednich nékolika letech diky zvyseni vykonu vypocetni
techniky. Presto je predpovéd pocasi na dlouhou dobu stéle velmi nepresné a pied-
povidat pocasi na déle nez tyden dopfedu z aktudlni situace je témér nemozné.
K témto dlouhodobym vyhlediim se pouzivd predevsim statistika z let minulych.
N3&s kol vytvorit predpovéd pocasi na 4 dny dopredu tedy patii jiz k ndrocnéjsim
tkolim a ani profesionalnim meteorologim se obvykle nepodafi predpovédét vic
nez obecny charakter pocasit

Cykléna a anticykléna

Konkrétni predpovéd pocasi se urcuje podle pohybt mas vzduchu v atmosfére a je-
ho vlastnosti jako tlak, teplota ¢i vlhkost. Charakter pocasi silné ovliviiuji rozsahlé
utvary tlakovych nizi, vysi a front, které je oddéluji. Tlakova nize neboli cyklo-
na je oblast, kde ma vzduch nizsi tlak nez v okoli. Proudéni zde mé vzestupny
charakter, ktery vede k ochlazovani vzduchu a vzniku srazek. Cyklona obvykle
prinasi obla¢nost a srdzky spolu s vyraznym ochlazenim, v zimé vSak muze zname-
nat konec teplotni inverze¥ Na severni polokouli se cyklona vlivem Coriolisovy sily
pohybuje proti sméru hodinovych ruci¢ek™= Pohyb a vyvoj cyklony je velmi téz-
ko predvidatelny, stejné jako presna poloha srazek v tomto tutvaru. Tlakova vyse
neboli anticykléna je oblast, kde ma vzduch vyssi tlak nez v okoli. Proudéni zde
ma sestupny charakter, ktery vede k oteplovani vzduchu a rozpousténi oblacnosti.
Béhem tlakové vyse je tedy témér jasno, v 1été obvykle teplo, v zimé naopak miizou
diky vyjasnéni byt silné mraﬁ. Vlivem Coriolisovy sily se anticykléona pohybuje
po sméru hodinovych rucicek™ Anticykléna je obvykle velmi stabilni, a tak neni
problém provadét tydenni vyhledy.

Fronty

Oblasti vysokého a nizkého tlaku vzduchu byvaji obvykle oddéleny takzvanym
frontdlnim rozhranim. Prvnim typem frontalniho rozhrani je tepla fronta, kterd

8http://meteo-aktuality.blog.cz/1411/zasady-predpovidani-pocasi

%http://meteo-aktuality.blog.cz/en/1511/tlakove-utvary-a-pocasi-v-nich
Ohttps://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Cyklonakoldid=16963194
Hhttps://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Anticyklona%oldid=16682272
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‘ CIRKULACE V TLAKOVE NiZ1 ‘ CIRKULACE V TLAKOVE VY$I ‘

=l - o gl —

% A vyjvoj oblaks, vanik srazek

Sestupné pohyby Oteplovani vzduchu
Vzestupné pohyby Ochlazovéani vzduchu
Rozpad oblakd

Obr. 5: Cirkulace vzduchu v cykloné a anticykloné.

znamend prichod teplého vzduchu a ustupovani studeného vzduchu. Na synoptic-
kych mapéach® se obvykle znaci ¢ervenou carou s pulkruhy. Teplé fronty se na
nasem uzemi vyskytuji castéji v zimé nez v 1été a znamenaji vytrvalejsi srazky.
Druhy typ je studend fronta, kterd znamend ptichod chladného vzduchu misto
ustupujiciho teplého. Na synoptické mapé se znac¢i modrou Carou s trojihelnicky.
Studend fronta se objevuje néhle, obvykle znamend velmi rychlé ochlazeni spoje-
né s nadhlymi a tézko predvidatelnymi srdzkami, ve kterych se neziidka objevuji
i bourky. Spojenim teplé a studené fronty vznikd okluzni fronta, a to diky tomu, ze
studena fronta se pohybuje rychleji, a tak teplou obvykle dohoni. Okluzni fronta
miize mit charakter studené nebo teplé fronty*

Evropské podminky

Nad Evropskym prostorem se stabilné vyskytuji 4 dominantni itvary, a to tlakové
vise nad Azorskymi ostrovy a nad Ruskem a nize nad Reckem a nad Islandem.
Ceské republika lezi pFiblizné uprostied mezi témito dtvary v mirném pésu v ob-
lasti zdpadniho proudéni takzvané Ferrelovy bunky™= Pocasi je zde silné ovlivnéno
lokalnimi vlivy, zejména pak Golfskym proudem, diky ¢emuz se zde velmi cCasto
méni s pfechodem front smérem od zapadu s pfiblizné tydenni periodou.

2http://portal.chmi.cz/predpovedi/predpovedi-pocasi/evropa/synopticka-situace

3http://meteo-aktuality.blog.cz/en/1511/frontalni-vliny-a-jejich-vliv-na-pocasii

Mhttps://cs. wikipedia.org/w/index.php?title=Globalni_cirkulace_atmosfery&oldid=
16383481
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mednoduéené schéma: Studena fronta |
Letni obdobi
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i i i
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Ustupujici:

- 10km
Ac Teply vzduch
L 6km Nastupujici:
Studeny vzduch
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«@m Cas (8h 1. dne aZ 2h 2.dne)

Obr. 6: Studend fronta — schéma vyvoje pocasi. Cas jde zprava doleva. Napft. v 16
hodin se ve vysce od 2 do 14km vyskytuje mrak typu cumulonimbus (Cb),
charakteristicky tvarem kovadliny. Nad nim se mohou vyskytovat oblaka typu
cirrostratus (Cs). Vitr bude jihozdpadni (fouks z JZ) o rychlosti 15m-s™" (,,8{p“
se tFemi ¢arkami). Bude obla¢no a dést (tmavé velké a malé kolecko). Podrobny
popis symboli lze najit na
http://meteo-aktuality.blog.cz/1512/meteorologicke-znacky.

Model atmosféry

Abychom mohli atmosféru néjakym zptisobem popsat a predpovédét tak jeji cho-
vani, musime si vytvorit zjednoduseny model. Je tomu tak proto, Ze nemuzeme
sledovat jednotlivé molekuly a pak pomoci zdkonii kvantové mechaniky predpovi-
dat jejich chovani, protoze by bylo jednak nemozné zmétit presnd vstupni data,
jednak nemame dostateény vypocetni vykon k tak rozsdhlé simulaci.

Tlak

Tlak vzduchu je zpusoben tihovou silou vzduchu nad nédmi, ¢ili je intuitivni, ze
s rostouci nadmotskou vyskou tlak vzduchu klesa™ Na to, jakym zptisobem tlak
vzduchu klesd, existuji dva modely, a to izotermickd atmosféra, kde predpokladéame
teplotu vzduchu nezévislou na vysce a adiabatickd atmosféra, kde predpokladame

5 Proto se tlak uvddény v synoptickych mapach vzdy prepocitavéa na hladinu more.
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Zjednodusené schéma: Tepla fronta

Zimni obdobi
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Obr. 7: Tepld fronta, vyznam symbolu viz Obr.E

nulovy vertikalni tepelny tok. My si zde ukaze ten druhy, ktery je presnéjsi. Atmos-
fericky tlak je podobné jako hydrostaticky tlak urcen tihou vzduchu nad danym
bodem, ale na rozdil od kapalin se zde hustota méni, vztah pro hydrostaticky tlak
tedy muzeme psat pouze v diferencidlnim tvaru pro zménu tlaku dp za vyskovy
rozdil dh, kterd je rovna tize vzduchu v této vrstvé, tedy

dp = —o(h)gdh.

Nyni dosadime vyjadreni hustoty ze stavové rovnice idedlniho plynu v podobé pV =
= 37 RT a dostaneme u
p

dp = "7 gdh. (3)
Kdyz si pfedstavime vzduchovou bublinu, kterd stoupa od zemé vzhiru, tak v mo-
delu adiabatické atmosféry ji neni dodévana zadnd energie a ani zddnou energii
neztraci, ¢ili vzduch v ni se rozpind adiabaticky. Proto pouzijeme vztah pro adi-
abaticky déj pV" = konst, ktery prepiSeme, aby v ném figurovala teplota a tlak.
Toho docilime vyjaddfenim objemu ze stavové rovnice V' = nRT/p a dosazenim do
vztahu pro adiabaticky déj

p <ﬂ> =konst = p' "T" =konst. (4)
p
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Nyni rovnici (E) zderivujeme a vyjddiime z ni dp, které dosadime do rovnice (E)
(1—r)p "TFdp+ kp" "T" "dT =0,

K Pap—dqp— _MP
R_leT—dp— Rngh,
k—1M
—gqgdh.
Rg

Dostali jsme diferencidlni rovnici zavislosti teploty na vysce, kterou vyresime
kK—1M

Odtud jiz pomoci vztahu (H) dostaneme zavislost tlaku na vysce

dT’ = —

T=-—

1—kmpk 1—Kkmk
p T = Po T07

()
P =Dpo T )

TO T—r
P=Po\ 71w o .
To — “ -+ Fgh

Takovéto rozdéleni podle vysky mé tlak v rovnovazném pripadé za predpokladu
adiabatické atmosféry a zanedbatelnych rychlosti proudéni. Jakékoliv odchylky od
tohoto stavu zpusobi vertikalni proudéni vzduchu.

Vitr
Vitr je pohyb mas vzduchu, ktery je zplisobeny rozdilnym tlakem. Vzduch proudi

proti sméru gradientu tlaku‘~ tedy z oblasti vyssiho tlaku do nizsiho. Silu pusobici
na jednotku hmotnosti (neboli zrychleni) pak vyjadiime jako

1
a= _7vpa
1

kde ¢ znaci hustotu Vzdu(:huéE Kdyby pusobila pouze tato sila, tlak vzduchu by
se rychle vyrovnal, coz ale v praxi nepozorujeme. Na vzduch totiz pusobi jesté
Coriolisova sila, coz je zdanliva sila zpusobend rotaci Zemé, jejiz velikost je imérné
rychlosti ¢astice. Tato sila ptisobi na vSechna pohybujici se télesa kolmo ke sméru
rychlosti, a to tak, Ze na severni polokouli je sta¢i doprava a na jizni doleva. Kvili
této sile se cyklony a anticyklony otaceji opacnym smérem. Jelikoz se masa vzduchu
nepohybuje po primce, ptisobi na ni jesté odstrediva sila rovnéz kolmo ke sméru
pohybu. Rychlost tohoto proudéni pak zpomaluje tieci sila, diky niz neni vitr tak
silny. Ve vysledku se tedy vzduchova ¢éstice pohybuje po spirdle dovnitf nebo ven
z tlakové nize ¢i vyse a rychlost vétru je imérna velikosti tlakového gradientu®

16Gradient je vektorovy operator, ktery aplikujeme na skaldrni pole a dostaneme vektor ve
sméru nejvyssiho rustu. Jeho slozky se spoéitaji jako parcidlni derivace skaldrniho pole (v nasem
pripadé tlaku vzduchu) podle jednotlivych souradnic.

17t1t1:1:>://slovnik.crnes.cz/heslo/.?»"fﬂC

18Mikova T., Zarybnicka A., Karas P., Zdk M. Kdyz se blyskd na casy, CPress Brno 2018,
s.23
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Teplota

Vzduch se ohfiva diky slune¢nimu zafeni i diky zpétnému vyzarovani od povrchu
Zemeé ¢i vodni hladiny. Teplota v daném misté pak kromé tohoto ohfevu zavisi i na
proudéni vzduchu, které prinasi teplejsi ¢i chladnéjsi vzduch. Slunce dodava Zemi
staly tepelny vykon o velikosti takzvané solarni konstantytd Ps = 1366 W-m~2.
Jelikoz ale paprsky dopadaji na zemsky povrch pod nenulovym thlem, musime
tuto hodnotu jesté vynéasobit kosinem thlu dopadu, ktery se béhem roku i béhem
dne méni. Vykon dopadajici na jednotkovou plochu Zemé je tedy

P = Pscosp.

Velikost thlu ¢ vycteme v tabulkéch, nebo ji spocitdme z polohy slunce na obloze.
Pri vypoctu dopadajictho vykonu nesmime zapomenout ani na odraz slunecniho
zareni od oblaki, tedy presny vypocet se stava obtiznym, nehledé na ohrev vzduchu
od pozemskych objekti.

ViIhkost

Posledni z parametru je vlhkost vzduchu, kterd mimo tvorby oblaki a jejich kon-
denzace rovnéz ovliviiuje pocitovou teplotu. Definujeme dvé veli¢iny, prvni je tak-
zvana absolutni vlhkost, coz je hmotnost vodni pary v daném objemu, a druhd je
relativni vlhkost, coz je pomér absolutni vlhkosti a jeji maximélni mozné hodno-
ty za dané teploty a tlaku, nazyvané téz hustota sytych par= Relativni vlhkost
vyjadrime jako

kde ® je absolutni vlhkost a ®, je hustota nasycenych par. S vlhkosti souvisi
taktéz rosny bod, coz je teplota, pii které dosahuje relativni vlhkost 100 %. Pokud
tedy teplota klesne pod rosny bod a ve vzduchu jsou pritomna kondenzacni jadra,
dochézi ke kondenzaci. Kdyz teply vlhky vzduch stoupd a ochlazuje se, v jednu
chvili doséhne jeho teplota rosného bodu a voda zacne kondenzovat, ¢imz dochézi
ke vzniku mraki. Zaroven pri prilis vysoké vlhkosti vzduchu pocifujeme nepiijemné
dusno a miize se ndm hure dychatt

Tvorba modelu

Jak si muzeme vsimnout, vlivia, které je potieba do modelu zaradit, je velmi mno-
ho. K vytvoreni rozumné predpovédi na 3 dny by ndm nestacilo uvazovat model
pro Prahu ani pro Ceskou republiku, ale museli bychom do né&j zahrnout celou
Evropu. Néco takového je daleko za moznostmi naseho textu, protoze to vyzaduje
presnéjsi modely a spoustu dat, kterd bychom ani nebyli schopni s béZnym vypocet-
nim vykonem zpracovat. Proto opustime metody modelovani atmosferické situace
a v dalsi ¢asti ulohy se pokusime predpovédét pocasi na zédkladé jiz existujicich
modeld a statistik z minulych let.

Ohttps://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Slunecni_konstanta&oldid=15403051
20https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=V1hkost_vzduchu&oldid=17116343
2Lhttps://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Rosny_bod&oldid=1613762€
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Predpovéd pocasi

Protoze vzorové FeSeni tvofime az se zpozdénim (za které se jménem Daniela Du-
pkaly velmi omlouvdme), miizeme nasi predpovéd porovnat se skuteénym pocasim
v den, na ktery se mélo predpovidat. Toto porovnani uvedeme, ackoliv z logickych
divodu nemohlo byt soucasti vasich feseni.

Predpovéd na 14. 11. 2018

K této predpovédi vyuzivame data o teploté ze serveru www.in-pocasi.cz a data
o tlaku z némeckého serveru http://www.wetterzentrale.de, které maji moznosti
vyhledavani v archivu, a tak tu mizeme najit pocasi z 9. 11. a 10. 11., coz je patek
a sobota pred deadlinem.

V dané dny u nés prevladal vyssi tlak, ktery meél za nasledek suché pocasi
s teplotami mezi 6 °C a 15°C. V pdtek foukal vychodni vitr, ktery se v sobotu
zménil na jizni. Nad zédpadni polovinou tzemi se nachédzelo frontélni rozhrani,
které prinaselo oblac¢nost, coz koresponduje s teplotni mapou, ze které muzeme
vidét, ze na vychodé naseho tizemi byly vyssi rozdily dennich a nocnich teplot,
tedy pravdépodobné jasno, zatimco ve zbytku republiky bylo zatazeno.

Aty can i 0 UTC ¥ 08 ov 018 |

Geostrophic wind scale
in kt for 4.0 hPa intervals

10257 . R
Obr. 8: Synoptickd mapa, patek 9.11.

v~

Vzhledem k nasouvajici se oblasti vyssiho tlaku vzduchu z jihu predpoklada-
me, Ze bude prevlddat jasné pocasi bez vyraznéjsich srazek s postupné klesajicim
tlakem az do pfechodu studené fronty. Kdy tento prechod nastane, nemtzeme ur-
¢it, muzeme ale predpokladat, ze to do stfedy 14. 11. nebude, ¢ili ve stfedu bude
tlak priblizné 1005 hPa a velké rozdily teplot. K urceni presnéjsich hodnot zkusi-
me porovnat nasi pfedpovéd s dlouhodobym primérem z meteorologické stanice
Praha-Kbely, ktera je adrese V Holesovickach nejblize. Tato stanice ma pro 14. 11.
dlouhodoby primér nejvyssich dennich teplot 7°C, coz je tdaj, ktery nds bude
v odpolednich hodindch zajimat. Protoze predpoklddame jasné pocasi odpovida-
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Geostrophic wind scale
in kt for 4.0 hPa intervals
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Obr. 9: Synoptickd mapa, sobota 10.11.

jici tlakové vysi, mize byt teplota o néco vyssi. Nase predpovéd tedy bude znit
jasno, beze srdzek, tlak 1010 hPa, teplota 10 °C.

Skutecné pocasi 14. 11. 2018

Ve stredu 14. 11. skutecné pocasi odpovidalo tlakové vysi. Namérena teplota v Pra-
ze na Karlové na Katedre fyziky atmosféry byla 10,8 °C, coz se bliz{ nasemu predpo-
kladu, tlak vSak byl vyrazné vyssi, a to 1 031 hPa. Oblacnost byla asi 60%, relativn{
vlhkost 5%, rychlost vétru 3m-s~! a dle naseho predpokladu byl den beze srazek.

Zavér

Pres mnoho zjednodusujicich predpokladu i fakt, ze jsme neméli zddny model,
se nam povedlo zhruba odhadnout charakter pocasi, i kdyz predpovéd oblacnosti
i tlaku vzduchu neodpovidala skute¢né situaci.
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Obr. 10: Teplotni mapa, patek 9.11. 7:00.
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Obr. 11: Teplotni mapa, patek 9.11. 15:00.
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Obr. 12: Teplotni mapa, sobota 10.11. 7:00.
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Obr. 13: Teplotni mapa, sobota 10.11. 15:00.
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Uloha Ill.1 ... zlevnéné banany

Mikulas v obchodé vlozil nékolik bananu do igelitového sacku. Pred jejich zvazenim
ho napadlo, zZe kdyby pytlik naplnil misto vzduchu heliem, budou banéany stat o né-
co méné. Helium Mikulds koupil ve slevé za jednu korunu na litr pri standardnim
tlaku. Jaka musi byt cena banani, aby se mu tento ,podvod“ vyplatil?

Bonus Naleznéte plyn, u kterého se vyplati plnit jim sdcek pri cené banani 30 ko-
run na kilogram. Nezapomerite citovat zdroje ceny daného plynu.

Ked vrectusko s bandnmi naplnime héliom, bude nan posobit vztlakova sila, ktora
je podla Archimedovho zdkona rovnd F,, = Vg, pricom sa pocita s hustotou
tekutiny o, v ktorej je objekt ponoreny, a objemom ponorenej casti objektu V.
Zaroven posobi tiazova sila na hélium samotné, ktora ho ,tahd dole“, preto plati

A7774Bg - (szd - QHe) Vg7

kde Amp je zmena vahy bandnov, gv,4 a gne si hustoty vzduchu a hélia a V je
objem vo vrectusku, ktory sme vyplnili héliom. Tento objem vieme vypocitat ako
podiel hmotnosti pouzitého hélia a hustoty hélia
V= MHe ,
OHe

¢ize po vykrateni g a dosadeni V' mame vztah

AmB = (QVZd — 1) MHe -
OHe
Kedze Mikuléds chce, aby sa mu podvod oplatil, cena pouzitého hélia musi byt

minimalne rovna usetrenej cene bananov

myueCue < AmpCg,

kde Cue, Cp st ceny za kilogram hélia, resp. bandnov. Po dosadeni za Amp do-
stdvame vztah pre cenu bananov

CB > CHC

— Qvzd __ 1 :
@He

Cenu hélia v jednotkich CZK-kg™! vypoéitame z hustoty hélia a zadanej ceny
hélia cxe v jednotkdch CZK-£~' ako

CHe =

OHe
Dosadime do findlneho vztahu pre cenu bandnov a dostaneme
CHe
Ovzd — OHe

Cs >

=900 CZK kg .

Hrani¢né cena bandnov, pri ktorej sa Mikuldgovi tento podvod vyplati je 900 CZK kg~ *.
TAto hranica je nezavisld na mnozstve pouzitého hélia, ¢ize ak by sme pouzili viac
hélia ako mame, vrectsko by sa zacalo vznéasat. Zbytocne by sme mrhali héliom

a pani predavacke by sa to mohlo zdat podozrivé.
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Bonus

7 predchédajicich vypoctov vieme, ze musi platit

% (.szd _1> Z 17

Cp \ or
pricom Cp je cena plynu za kilogram a gp je hustota plynu. Potrebujeme néjst
takyﬁlyn, pre ktory sa podvod oplati pri cene bandnov 30 CZK-kg™*. Najdeme si
ceny=? a hustoty=? réznych technickych plynov a zistime, ¢i je niektory z nich vyho-
vujlci. Samozrejme, zaujimaji nas len plyny s nizSou hustotou ako vzduch gv,qa =
= 1,2759kg-m ™3, ktoré su bezpeéné na pouzitie v danej situdcii. Ziskané tdaje,
z ktorych sme prepocitali cenu na jeden kilogram v CZK-kg™' a potom dosadili
do vyssie uvedenych vzfahov, umiestnime do prehladnej tabulky [I|.

Tab. 1: Tabulka plynov

op Cr OB [ 0us
plyn kgm® CZKkg 1 ©Cr (% 1)
vodik 0,08895 6428 0,06
hélium 0,1762 5100 0,04
zemny plyn 0,7 8 3,2
acetylén 1,147 560 0,006
dusik 1,234 334 0,003

Plyn, pri ktorom sa to oplati, je — podla nami néjdenych tdajov o cenach
plynov — zemny plyn, hlavne kvoli jeho nizkej cene.

Uloha 111.2 ... efektivni kafe

Jsou dvé hodiny v noci a Jachym si jde uvarit kafe. Na plotynku, kterou tvori liti-
novy valec o poloméru r a vysce h, polozi konvici s tepelnou kapacitou Cy. Konvice
obsahuje vodu o objemu V', kterd ma pocatecni teplotu T. Zbytek soustavy méa
pocatecni teplotu Ts. Jakd je celkovd tcinnost (tj. pomér energie prijaté vodou ku
dodané energii) ohfevu vody z jeji pocdtecni teploty na teplotu T = 100°C? Ne-
znamé hodnoty si dohledejte v tabulkdach, nebo je odhadnéte. Predpokladejte, ze
déj probéhne tak rychle, Ze vsechny tepelné ztraty miiZzeme zanedbat. Pro tiplnost
zadani necht Ts, T, < T.

Necht je hustota litiny o1, jeji mérné tepelné kapacita je c;. Celkova kapacita sou-
stavy tak je
Cs = Cx + nr*hoiar .

22Ceny plynii pievzaty z https://www.kurzy.cz/plyn/srovnani-cer a https://www.messer.sk/
cennik

23Hustoty prevzaty z http://www.converter.cz/tabulky/hustota-plynu.htm
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P1i ohfivani vody musime nutné ohiat i plotynku s konvici, k ¢emuz jim musime
dodat teplo
Qs =C (T —T2) = (Cx + mr’haic) (T — T .

Obdobné pro vodu mame g, a ¢, a musime ji dodat teplo
Qv=Voeo (T - Ty).

Uc¢innosti rozumime pomér energie, kterd se vyuzije na ohfev vody, a celkové
dodané energie, tedy

_ QV _ VQVCV(T - Tv)
T Qv+ Qs Voveo(T —Ty) + (Cx + nr2hoa) (T — Ty)

n

Nyni uz jen zbyva dosadit realistické hodnoty. Nase plotynka ma polomér » = 10 cm
a vysku h = 2 cm. Konvice vazi 500 g a je z oceli, jeji tepelnd kapacita tedy je Ck =
= 230J-K~!. Na kafe potfebujeme V = 250ml vody. Mizeme piedpoklidat, ze
zacdtku mé vse véetné vody teplotu T, = Ty = 20 °C. Mérnou tepelnou kapacitu
vody ¢, = 4180J-K™! a litiny ¢ = 545J- K1, stejné tak jejich hustoty o, =
= 1000kg-m™* a g = 7200kg-m~? jsme nasli v tabulkach.

Dosazenim hodnot do vzorce vysSe dostavame odhad pro tc¢innost ohfevu vo-
dy n = 0,28. Tato nadocCekdvani vysoka hodnota je zpusobena velkou tepelnou
kapacitou vody v porovnani s kovy.

Uloha 111.3 ... teplitko v Dysonové sfére

Jaky polomér by musela mit Dysonova sféra, aby obklopila hvézdu se zarivym
vykonem Slunce tak, Ze na vnéjsim povrchu této sféry by byla teplota t = 25°C?
Neuvazujte pritomnost atmosféry v Dysonové stére. Dysonova sféra by méla byt
relativné tenka dutd struktura kulového tvaru obklopujici danou hvézdu.

Ze zadéni plyne, ze teplota Dysonovy sféry se ustalila na konstantni teploté ¢ =
= 25°C. K vyfeseni tilohy ndm tedy stac¢i analyzovat tok energie Dysonovou sférou.
Predpokladdme, ze Dysonova sféra je schopnd pohltit veskerou energii prichéazejici
ze Slunce. Tato energie je prendsena v podobé elektromagnetického zateni. Ze
zadan{ vime, Ze dand hvézda mé zafivy vykon Slunce®d L = 3,83 - 10*® W. Tento
vykon je rovnomeérné vyzaren do vsech smért. Mnozstvi energie, které dopadne za
jednotku ¢asu na jednotkovou plochu Dysonovy sféry je

L L

S T dm2’

kde S je plocha Dysonovy sféry a r je jeji polomér. Rozdil vnitiniho a vnéjsiho
poloméru zanedbévame. Dysonova sféra se navenek jevi jako absolutné cerné té-
leso, protoze veskerou energii z hvézdy pohlti a navenek vyzaruje pouze tepelné

24Viz napf. https://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/sunfact.html.
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zafeni. Podle Stefanova-Boltzmannova zakona je celkova intenzita M tepelného za-
feni ¢erného télesa, coz je celkova energie vyzarena za jednotku casu jednotkovou
plochou zdroje zafeni, rovna

M =oT*,
kde 0 = 5,67-1078 W-m~2.K~* je Stefanova-Boltzmannova konstanta a T' = 298 K
je termodynamicka teplota Dysonovy sféry.

Zarivy vykon hvézdy a vykon tepelného zareni Dysonovy sféry jsou jediné zdro-
je zareni, které musime zapocitat. Prestoze princip fungovini Dysonovy sféry je
schovan v pomyslné cerné skiince, sta¢i nam védét, ze Dysonova sféra je schopna
pohltit veskerou energii ze Slunce. Na druhou stranu, aby byl nas vypocet korektni,
musi tepelné zareni vnéjsi plochy Dysonovy sféry navzdy opustit tuto soustavu, coz
jsme mlcky predpokladali. Nas predpoklad byl v porddku, nebot koule je konvexni
téleso a energie vyzarovani malou ploskou AS na jejim povrchu, sfére, unikd do
préazdného poloprostoru. To ndm zarucuje, ze Dysonova sféra neozaruje sama sebe
vnéjsim povrchem.

Nyni kone¢né dejme do rovnosti energii z hvézdy, kterd dopadne za jednot-
ku casu na jednotkovou plochu Dysonovy sféry, a intenzitu M tepelného zafeni
Dysonovy sféry,

L
4mr?

Odtud ziskdme hledany polomér r Dysonovy sféry,

=oT".

1 L

"Tor\ we
Po ciselném dosazeni dostavame, ze hledany polomér Dysonovy sféry pro zadané
podminky je r = 2,61- 10 m = 1,74 au.

Uloha I11.4 ... destrukce smy&ky

Predstavme si médénou smycku o poloméru r, ktera je urcena rovinou, na niz
je kolmé magnetické pole s magnetickou indukci B. Maximalni povolené tahové
napéti ve smycce je op. Nyni zacneme ménit magneticky tok ve smycce z ptivodni
hodnoty ®¢ podle vzahu ®(t) = ®o + at, kde a je kladnd konstanta. Urcete, za
jak dlouho dosahneme ve smycce maximalniho tahového napéti.

Ndpovéda Napétovou silu ve smycce miizeme spocitat jako T = |BIr|.

Zamysleme se nad tim, co se v uloze déje. V okamziku, kdy za¢neme ménit mag-
neticky tok prochézejici smyckou, se v ni za¢ne indukovat napéti a tedy i proud.
Tuto skutecnost ndm popisuje Lenztv zédkon, ktery iiké, ze indukovany elektricky
proud v uzavieném obvodu ma takovy smér, ze svym magnetickym polem pusobi
proti zméné magnetického indukéniho toku, ktera je jeho pfi¢inou. Systém se snazi
jakoby vratit do puvodniho stavu, a proto mé Lenzovskd indukce smér opaény
pivodnimu B. Reéf matematiky
do(t)

E=——2=—o.

dt
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Indukovany proud ve smycce pak ur¢cime snadno pomoci Ohmova zakona. Oznacime-
li odpor smycky jako R, pak

I le]  aA
R o2nr’
kde A je prutez smycky a g rezistivita materidlu. Je zifejmé, ze T zévisi na B, a to
zavisi na case. Pro moment ¢, kdy dosdhneme maximéalniho tahového napéti, musi
platit néasledujici podminka

T(to) B(to)IT B(to)a

=Y A 201
Déle musime uréit B(to), z definiceBd ziskéme

q)(to) . Dy + ato
w2 '

B(to) = nr2

Nyni sta¢i dosadit za B(to) do vztahu pro tahové napéti, to pak prejde na

(‘I’o + ato)a
20m2r2

D =
Cilem tlohy bylo zjistit, za jaky Cas se toto stane. Proto ze vztahu vyse vyjadii-
me to, findlni vyraz pak je

on? gr2ap [oX
to = - 5 _

@ @
V feSeni jsme mlcky zanedbali vlastni magnetické pole indukovaného proudu.
Z prurezu A bychom si mohli dopoditat vlastni polomér vodice a odhadnout ve-
likost intenzity vlastniho magnetické pole, nicméné typickd smycka ma vlastni
polomér mnohem mensi nez polomér R a tudiz mizeme tuto skutecnost zanedbat.
Pri feseni jsme taktéz zanedbali vlastni zménu rozméra smycky.

Pro zdjemce

Tyto fadky jsou vénované fesitelim, ktefi by radi védeéli, jak si odvodit ndpovédu
v zadéni. Jak jiz vime z textu vysSe, v uzaviené smycce se zacne indukovat proud.
Proto zacne na vodi¢ pisobit sila ve sméru do stfedu smycky (viz. obrdzek) podle
Ampérova zikona sila dédna jako

dF = IdI x B,

kde d/ je maly element smycky. Ten si muzeme vyjadrit pomoci malého tseku d©
jako rd®. Protoze jsou na sebe vektory v rovnici kolmé, tak se vztah zjednodusi
na

dF = IBrdO.

25Magneticky indukéni tok vytvafeny magnetickou indukei B na libovolné orientované plose

S je definovén jako ® = fS B - dS. Pro homogenni pole a rovinou plochu plati ® = BS cos«

(dhel « svird normdlovy vektor plochy s vektorem magnetické indukce). V nasem piipadé jsou
na sebe vektory kolmé.
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Z obrazku nyni muzeme vyjadrit tahovou silu ve smycce v zéavislosti na malém
dhlu dO©. Horizontalni slozky se vyrusi (jsou rovny T cosd®/2) a vyslednd sila
dovnitf smycky (pusobici proti dF') je ddna souc¢tem dvou vertikdlnich slozek, zis-
kame tedy

dT = 2Tsin? ~TdO,

kde jsme pouzili aproximaci pro malé hodnoty argumentu funkce sinus. Z podminky
rovnovahy pak mame

IBrd® =TdO = T =1DBr.

A méme dokézdno. Tento princip je ve fyzice velmi casty a doporucuji ho radné
prostudovatt

dF /&N T

d®/ Tsind©/2

Obr. 14: Obréazek k napoveéde.

Uloha lIl.5 ... bodova

Uvazujme hmotny bod umistény v jednodimenziondlnim prostoru. Jeho pocatecni
pozice i rychlost je nulova. Bod se dokaze pohybovat s libovolnym zrychlenim
z intervalu [—a, a]. Nazvéme M (t) mnozinu vSech moznych stavii (x,v) takovych,
Ze bod se v ¢ase t miize nachazet na pozici x s rychlosti v. Sestrojme graf zavislosti v
na x v ¢ase t. Mnozina M (t) v tomto grafu vytvori plochu S(t). Analyticky popiste
krivky ohranic¢ujici S(t).

Bonus Najdéte funkcni zdvislost obsahu S(t).

Nejdiive podotknéme, ze pokud je mozné néjakého bodu (z,v) dosdhnout v case t,
ziejmé je mozné ho dosdhnout i v jakémkoli vétsim case tim, ze se pred zacat-
kem pohybu budeme odpovidajici ¢asovy rozdil pohybovat s nulovym zrychlenim.
7 toho vyplyva, ze mnozina M se v Case pouze zvétSuje.

Zvolme néjaky konkrétni cas ¢. Nyni si predstavme, ze se po celou dobu od
pocatku do cCasu t pohybujeme pouze se zrychlenim a. Neni tézké spocitat, ze
dosdhneme rychlosti vmax = at a polohy

2

Tmax = —at” .

2

26Dalsim typickym prikladem na néj je napf. capstan equation.
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Toto je zfejmé nejvetsi rychlost a zaroven nejvétsi vzdalenost, které mizeme v da-
ném case dosdhnout, takze musi byt soucasti okraje mnoziny. Obréicené, nejdéle
v zéporném sméru se muzeme dostat do bodu ve vzdélenosti Zmin = —ZTmax S rych-
losti Vmin = —Vmax-

Déle zkusme najit, jakou nejvétsi rychlost muzeme mit na soutradnici x. Pro
kazdy bod od Zmin do Tmax tak najdeme horni hranici mnoziny pro rychlost bodu.
Situace je zfejmé symetrickd vici soucasné zméné znaménka u rychlosti a polo-
hy, takze dolni hranici rychlosti najdeme pouhym bodovym zrcadlenim vysledku
vzhledem k pocétku.

Abychom pri pohybu z klidu dosahli néjaké rychlosti, musime zrychlovat a pri
tom nutné urazime néjakou vzdalenost. Muzeme si rozmyslet, zZe pokud bychom
se pohybovali s mensim nez maximalnim zrychlenim, jakékoli rychlosti bychom
dosahli na vétsi vzdalenosti nez v pripadé pohybu s maximélnim zrychlenim. Ji-
nak feceno, chceme-li na co nejkratsi vzdéalenosti dosdhnout co nejvétsi rychlosti,
musime se pohybovat s maximélnim zrychlenim.

Snadno spocitdme, ze pro zrychleni z nuly na v musime urazit vzdalenost

2
v

2a
Jakou maximalni rychlost tak mizeme mit naptiklad v poc¢atku, tedy v bodé z = 07
Jednoduse musime nejdrive zrychlovat na opac¢nou stranu, ¢imz se dostaneme do
zapornych hodnot osy x. Potom muzeme zacit zrychlovat v kladném sméru, ¢imz
se postupné vratime zpét do pocatku, tentokrat uz s kladnou rychlosti v.

Nyni zase vyvstava otazka, jak se v co nejkratsim case dostat co nejdale od
pocatku, abychom se pak mohli vratit s co nejvétsi rychlosti? Odpovéd je stej-
né prostd, jako cely zbytek tlohy — pohybem nejdfive s maximalnim zdpornym
zrychlenim a hned poté s maximélnim kladnym zrychlenim.

Pojdme konecné tivahy vyse prepsat do rovnic. Pro dany cas ¢ si zvolime bod x
a maximaélni rychlost, kterou v ném muzeme mit, oznac¢ime v. Po ¢as t1 budeme mit
zrychleni —a a po dal§f ¢as t; zrychleni a. Tim dosdhneme bodu (y,0). Odtud se
budeme pohybovat se zrychlenim a po dobu ¢2 a koneéné dorazime do bodu (z,v).
Dostavame rovnice

Ax

1 1
Y= —§at? + (—at? + Qat%) = —at},

1
mfy:fatg,

2
v = ata,
t=2t1 +t2.

Znéme a, t a x, neznime v, t1, t2 a y. Ctyfi rovnice pro étyfi nezndme jsou presné
tolik co potfebujeme, abychom si z nich vyjadrili v. Nicméné zjistime, Ze se neo-
bejdeme bez odmocnin. Nam ale staci najit vztah pro hrani¢ni body v case t, teda
zbavit sa pomocnych nezndmych ¢1, t2 a y. Dostat mizeme naptiklad rovnici

T = ﬁ (1)2 + 2vat — a2t2) .
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Coz je samozfejmé parabola. Jeji osa je rovnobézna s osou z, kterou parabola

protind v bodé (z1,0), kde

1
T = —Zat2 ,

coz je nejvzdalenéjsi bod v zdporném sméru, kam se mizeme dostat s nulovou
koneénou rychlosti. Odtud vede hranice az do bodu (Zmax, Vmax), ktery jsme uréili
difve. Parabola samoziejmé pokracuje i déal, tam vSak nemd fyzikaln{ smysl (pfi-
slusny cas t1 by vySel zadporny). Nicméné stéle jesté jsme nenalezli druhou hranici
mnoziny od bodu (Zmax, Vmax) Zp&t na osu x.

Pokud se budeme pohybovat polovinu ¢asu ¢ se zrychlenim a a druhou polovinu
se zrychlenim —a, skon¢ime opét na ose z, tedy s nulovou rychlosti, na souradnici

1 /t\?2 1 o 1 /t\2 1 5
T2 =50 (5) Tz et (5) =g
Bod (z2,0) tak zfejmé predstavuje nejvétsi vzdélenost, kam se mizeme od pocatku
na ose = dostat. Hranice mnoziny musi vést z bodu (Zmax, Umax) do bodu (z2,0).

Nyni stojime pfed podobnym problémem jako v prvni Casti feseni — snazime
se najit nejmensi rychlost, kterou mazeme mit pro dané x mezi 2 a Tmax. Jedno-
dussi vsak bude opacny postup — zkusme pro danou rychlost mezi 0 & vmax najit
nejvétsi x, do kterého se mizeme v Case t dostat.

Jisté je pravda, ze maximalniho x dosdhneme tehdy, pokud se v kazdém bodé
trajektorie budeme pohybovat s nejvétsi rychlosti, s jakou to bude pravé mozné.
Zacnéme tedy zrychlovat se zrychlenim a, a to az do casu 7. V Case 7 naopak
zacnéme brzdit se zrychlenim —a, takze v case ¢t budeme mit rychlost v. Prvni
¢ast drahy se pohybujeme s maximélnim zrychlenim a tedy i maximalni moZznou
rychlosti. Naopak ve druhé ¢asti brzdime nejvice jak to jde, a tedy kdybychom
méli jesté o néco vétsi rychlost, uz bychom to do ¢asu t nedokédzali ubrzdit na
rychlost v.

Jednoduchou tvahou jsme ukéazali, ze tento zpisob pohybu ndm pro danou
koncovou rychlost v zajisti nejvétsi moznou urazenou vzdalenost. Opét dostavame
sadu rovnic

$:%GT2+(aT(t*T)*éa(th)2> ,
v=ar—at—7)=a(2r—1).

Nyni médme jen dvé neznamé, a sice x a 7. Mlzeme si tak vyjadrit

x:ﬁ( 2t2+2vat7v2).

Pokud nédm tento vysledek prijde povédomy, tak zcela opravnéné. Jednd se o pa-
rabolu, kterd ndm vysla jiz v prvni ¢asti, bodové prevracenou podle poc¢atku. Jak
jsme zminili vySe, ze symetrie situace vyplyva, Ze tato parabola tvoti dolni hranici
mnoziny od bodu Zmin do bodu z2, zatimco prvni parabola vytvaii dolni hranici
od bodu Tmin do bodu z1.
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Abychom shrnuli predchozi tivahy, mnozina vsech bod, ve kterych se miuzeme
v Case t nachdzet, je ohrani¢end dvéma parabolami, bodové symetrickymi vuci
pocéatku. Jejich analyticky predpis je

T = ﬁ (v2 + 2vat — a2t2) s
i ( 2% 4+ 2vat — v2) .

Pro tplnost dodejme, ze pro kazdy bod uvniti ohrani¢eného prostoru muzeme
najit takovy Cas 7, ze 7 < t a zaroven dany bod lezi na jedné z hrani¢nich parabol
pro c¢as 7. To je podle viubec prvni poznamky tohoto reseni dikazem, ze celd plocha
nemé zadné vnit¥ni hranice kolem oblasti, které by do hledané mnoziny nepattily,
ale zéroven by byly uvniti vnéjsich hranic.

A

Umin

Obr. 15: Hranice vysledné mnoziny M v néjakém case t.

Bonus
Pokud jste to docetli az sem, tak jisté tusite, ze bonus je jiz jen trividlni zalezitosti.
Staci vhodné zvolit podle ¢eho integrovat, abychom si zbytec¢né neptidélavali praci.
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Definujme prvni parabolu jako z = f1(v) a druhou jako z = f2(v). Potom pro obsah
plochy S zfejmé plati

S= 2/ (fa(v) — fr(v))dv = 1 / (a2 — 0?) dv =
0 0

a
37 Ymax
= 1 2o — L = gCLQt?’.
a 3 3
0
Uloha III.P ... osobni powerbanka

Posledni procenta baterky v mobilu dochazi, powerbanku mate vybitou nebo jste
si ji pro jistotu nechali doma a 230 také neni nikde v dohledu. Nebylo by skvélé
mit neustdle pri sobé vlastni zdroj elektrické energie?
e Navrhnéte nékolik riznych zarizeni, ktera by dokazala vyrabét elektrickou
energii pouze ze zdroji vaseho téla.
o Diskutujte jejich maximalni vykon a dcinnost. Co vSechno byste s jejich po-
moci dokézali zasobovat elektrinou?
e Diskutujte jejich dopad na vase zdravi a fyzickou kondici. Které organy by
vam v dusledku jejich pretézovani selhaly nejdrive?
Jako jedno z moznych zarizeni uvazujte soustavu drobnych turbin umisténych
v krevnim recisti. Vsechny argumenty podporte co nejpresnéjsimi vypocty.

Lidské télo ziskava energii z premény chemickych latek v potravinich na jiné. Tuto
energii opét uchoviavd ve formé chemickych vazeb. Nejvétsi ¢dst energie (kolem
80 %) se nakonec pfeméni na teplo a zbytek se spotifebuje pfi vypafovani vody*
Stélo by za to toto teplo vyuzit a preménit ho na elektrickou energii. Déle se nabizi
pouzit vhodné umisténé turbinky (napiiklad v krevnim fecisti nebo v dychaci
trubici). Energii muzeme ziskat i spalenim methanu a vodiku, produkovanych ve
stfevech. Jednu metodu jiz dlouhou dobu vyuzivime a tou je mechanicka energie
neboli prace svalu — urcité jste si jiz nékdy tocili klikou nabijejici svitilnu. Nékteré
z téchto napadu si detailnéji rozebereme.

Nejdrive se podivejme na néktera zatizeni, kterd bychom chtéli napajet. Pro vy-
pocet energie ulozené v akumuldtoru mobilniho telefonu zvolme kapacitu K = 2 Ah
anapéti U = 4,5V. Potom pro uloZenou energii plati £ = KU = 32,4kJ. Kapacity
baterii chytrych hodinek se pohybuji kolem K = 300mAh s napétim U = 3,8V,
takze uchovavaji energii £ = 4,1kJ. Nakonec se podivejme na velmi prakticky
pristroj, ktery se jiz védci snazi napdjet lidskym télem — kardiostimulator, jehoz
prumérny prikon je 30 uW&

Turbinka v krevnim recisti

Abychom mohli ziskdvat energii z krevniho obéhu, potiebujeme do néj nainstalovat
néjaky systém turbin. Z praxe vime, Ze s rozmeéry turbiny roste i jeji i¢innost. Proto

vvvvv

2Thttps://opentextbc.ca/anatomyandphysiology/chapter/24-6-energy-and-heat-balance/
28https://1link.springer.com/chapter/10.1007%2F978-3-642-50209-5_11
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je z jaké strany. Jestli do mista, kde krev ze srdce proudi (aorta a vystup plicniho
obéhu), ¢i naopak tam, odkud krev proudi do srdce (horn{ a doln{ dut4 Zila, vstup
plicniho obéhu). K této otézce se vratime pozdéji.

Prace W, potiebnd na protlaceni objemu V', je souc¢inem sily a drdahy, na které
dan3 sila pusobi. Je-li na poc¢atku této drahy tlak v kapaliné p; a na konci tlak po,
vysledna sila bude

F=5 (pl - p2) )

kde S je obsah plochy prufezu trubice. Proudi-li kapalina rychlosti v, pro vykon
bude platit
P=Fv=Q(p1—p2),

kde @Q je objemovy priitok kapaliny v trubici. U zdravého ¢lovéka zhruba odpovida
hodnoté?d Q = 0,071-tep™! = 0,0841-s7 1.

Tlak na zacatku turbiny p: bude pfiblizné roven diastolickému tlaku, ktery
pro zdravého ¢lovéka uvazujme 90 mmHg. Pokud budeme tok krve takto brzdit,
bude se srdce pravdépodobné snazit tuto ztratu dohnat tim, ze zvysi svij vykon.
Problémem je, zZe tato zména je velmi individudlni (v zdvislosti na zdravi daného
¢lovéka) a nelze ji prili§ dobfe predpovidat. Navic by tim dochdzelo k nadmérnému
zatézovani srdce. Pokud bychom vsak pocitali pouze malé rozdily tlakt (pfi ma-
lém odporu turbinky), mohli bychom tuto skutecnost zanedbat. Pro vétsi rozdily
vSak muzeme vzdy udélat dolni odhad predpokladem p; = konst. Tlak p2 umime
nastavit zménou odporu turbinky. Hleddme tedy co nejmensi diastolicky tlak, kdy
jesté nedochazi k zddnym dalsim zdravotnim potizim.

Takto zpusobend porucha se odborné nazyva ,Isolated diastolic hypotension“E
a nastava pri poklesu tlaku pod 60 mmHg, kdy ¢lovék zacne pocitovat tnavu a mtze
mit zavraté. Ty jsou zpusobeny Spatnym prokrvenim mozku, ¢emuz lze predejit
tim, ze ddme turbinku na mista vtoku krve do srdce. Jediné nebezpeci tedy spociva
v nadmérném zatézovani srdce a v problémech s tim spojenych, jako je naptiklad
zvysené opotiebovavani srdce. Ty se u lidi postizenych touto vadou projevuji az
ve vyssim véku.

Jaké bude ucinnost takové turbinky? Nami uvazované zily maji prumér kolem
1 az 2 cm, coz jsou pro vyrobu prijatelné rozmeéry. Ucinnost viak pri takovych
rozmérech bude hral velkou roli, jelikoz s klesajicimi rozméry a vykonem vyrazné
klesa. Pozorovanim zavislosti ii¢innosti malych turbin na jejich vykonu™ muzeme
optimisticky odhadnout téinnost vodn{ turbiny danych rozmért na 10 %. Jelikoz
mé krev pfiblizné stejnou hustotu jako voda (1060 kg-m %), nemusime tento odhad
z divodu pouzit{ jiné kapaliny ménit.

Dosazenim hodnot do vztahu vyse dostavame

P =nQ (pso — peo) = 0,02W.

Némi stanovenou baterii telefonu bychom timto zptisobem nabili za asi tfi tydny.

2%https://hypertextbook.com/facts/2001/VitaliyShchupak.shtml

30https://www.uab.edu/mix/stories/diastolic-blood-pressure-how-low-is-too-1low

31 https://ac.els-cdn.com/S187661021735124X/1-s2.0-5187661021735124X-main.pdf?_tid=
0471dfab-178d-4e57-92ee-a334313celc4&acdnat=1534083170_d5a9d5ddb0cd4230c8e48af14375ae92
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Pokud bychom postupné zvySovali odpor turbinky (tfeba v rdmci mésici az
let), mohlo by si srdce na vyssi potfebny tlak zvyknout a posilit se. Kazdopadné
by tak dochézelo k jeho rychlejsimu opotfebeni.

Néktera zdravotni rizika jiz byla zminéna. Co jsme vSsak doposud nezminili je
problém s nizkou téinnosti turbiny. Zbylych 90 % (Géinnosti jsme uvazovali jako
10 %) se totiz ve vysledku pfeméni na teplo. Toto teplo je vSak velmi rychle odvadé-
no krvi a pokud by nevznikalo tésné u stén zil, které by mohlo poskozovat, nemélo
by byt nebezpecné. V posledni fadé je tfeba zminit moznou poruchu turbin, pfi
které by mohlo dojit k ucpéani Zil a nésledné vysoce pravdépodobné smrti. Dalsim
velmi vysokym rizikem je vznik trombu kvuli turbulencim, jez vedou ke krevnim
srazenindm a nasledné srdecni zastavé. V praxi bylo dosazeno 800 uW elektiiny
pomoci podobného konceptut? coz je fddové mensi hodnota nez nami vypocitana.
To muze byt zptisobeno Spatnym odhadem tc¢innosti nebo tim, ze jsme vykon tur-
biny tlacili az na samotnou hranici dlouhodobé prezitelnosti ¢lovéka. Tu vsak lze
redukovat snizenim odporu turbinky, ¢imz nastavime nizsi tlak, ktery pro srdce
nebude prilisSnou zatézi.

Mnohem slibnéjsi koncept nez turbiny vyuziva nanotrubiéek@ a v budoucnu
by jim bylo mozné napdajet rtuzné senzory uvniti krevniho fecisté, napiiklad pro
diabetiky nebo nanoboty.

Sila fuku

Na podobném konceptu by mohla fungovat turbinka umisténd v hrtanu, kde vsak
neproudi krev, ale vzduch. Potom mutzeme pouzit vySe zminény vzorec, upraveny
pro danou situaci. Tedy vykon foukaci turbinky bude

P = 77@ (pfuk - patm) .

Uéinnost turbinky 7 bude sniZena diky tomu, 7e ji proudi vzduch misto krve. Na
druhou stranu bude zvySena tim, ze bude moct byt vétsi. Vzhledem k tomu, jak
hrubé odhady zde déldme, muzeme ji povazovat za stejnou jako v pripadé kr-
ve. Objem vydechovaného vzduchu a prislusny cas, ktery vydech trva, 1ze snadno
dohledat®= Pro normélni nddech muZzeme odhadnout V' = 0,51. Jelikoz se nade-
chujeme pfiblizné Sestnictkrat za minutu, turbinkou protékd Q@ = 0,13dm3.s7!
vzduchu. Pri dychani nase plice obvykle vytvareji pretlak 2 — 3 kPa vuci okolnimu
prostiedi. Maxim&lni dosazitelny pretlak je pfiblizné®d 15 kPa. Odhadnéme, ze pre-
tlak 3 kPa oproti standardnim 2 — 3kPa by nebyl prilis obtizny na udychani. Pak
dostavame vykon P = 40 mW. Pro maximalni pouzitelny pretlak 12kPa (tedy na-
vic oproti normalnimu pfetlaku, nutnému k dychdn{), mdme P = 160 mW. Pomoc{
systému potrubi a klapek bychom mohli doséhnout toho, Ze by vzduch turbinou
proudil stale stejnym smérem. Tim bychom docilili dvakrat vétsitho vykonu.

32nttp://blop;s.discovermagazine.(:om/80bea1:s/2011/05/17/1:iny-turbine-inside-arteries-could-
power-pacemakers-and-cause-blood-clots
33https://newsroom.wilev,com/press—release/angewandte—chemie—international—edition/
now-draw-electricity-bloodstream-one-dimension
34https://www.mada.org.il/en/about/engineer/challenge/respiratory-systen
35http://flutopedia.com/refs_bpress.htm
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Pro nizsi pretlak uvedme pro srovnani, ze nabit{ mobilnitho telefonu by trvalo
témér 230h, chytré hodinky bychom nabili za 30h. Spotiebu kardiostimulatoru
pokryvame priblizné tisickrat.

Odpadni teplo
Teplo, jez vyzaruji nase téla, ma z velké casti formu infracerveného zareni. Pro ge-
nerovani elektrické energie uvnitt fotovoltaickych ¢lanku je vsak nutné dosdhnout
urcité minimélni energie dopadajictho zafeni. Typickd soldrni kfemikova bunka
vyzaduje alespon 1,1eV, takze funkcnost je shora omezena vinovou délkou dopa-
dajictho zafeni priblizné 1200 nm*= Zdola je pak omezena™ hodnotou 300 nm, viz
graf [LG.

Uvazujme absolutné ¢erného ¢lovéka, jehoz teplota je 37 °C. Celkova intenzita

zareni bude
1200 nm
I=rx / dI(xn),
3

00 nm

kde dI () je spektrélni intenzita zafeni, kterou mizeme spoéitat z Planckova vyza-
fovaciho zakona. Nas vsak zajima elektricky vykon na jednotku plochy, ¢ili musime
zapocitat jesté ucinnost solarnich panelt. Potom dostaneme

PS:/ nmn(/\)dI()\).

00 nm

Nu%rickou integrac{ ndm vyslo Ps = 45mW-m~ 2. Stanovme plochu lidského
télaB¥ na 2m?. Vykon ziskany pomoci fotovoltaickjch &lankt z lidského téla tedy
¢ini P = 90 mW, ¢imz muzeme nas telefon nabit za dobu pfiblizné 4 dni. Prakticky
by bylo mozné ¢lanky implementovat do obleceni, ¢imz bychom ziskali mnohem
vice energie ze slunecniho zafeni nez z clovéka samotného. Dalsim nedostatkem
fotovoltaickych paneli, jez nebyl zminén, je, ze pti malych tocich energie nemusi
vibec dojit k sepnuti nabijeci ¢asti a ziskana energie je tak nulova.

Vétrny pohon
Obecné se udévé, ze ¢lovék za den vyprodukuje okolo 1,4dm® plynu v podobé
vétras jejichz slozeni je

o Dusik: 20 — 90 %

o Vodik: 0 — 50 %

¢ Oxid uhli¢ity: 10 — 30 %

e Kyslik: 0 - 10%

e Methan: 0 - 10%

36https://sciencing.com/effect-wavelength-photovoltaic-cells-6957.html

37https://www.researchg‘ate.net/fig‘ure/Relative—quantum—efficiency—versus—wavelength—at—several—
discrete-temperatures-for-a_figl 283165648

38https://www.calculator.net/body-surface—area—calculator.html?csex=m&bodyweight=85&
bodyweightunit=kilogram&bodyheightfeet=&4bodyheightinch=&bodyheight=180&x=96&y=23

39https://www.telegraph.co.uk/men/the—filter/qi/10305094/QI—gas—facts—how—much—gas—does—the—
average-human-produce.html

40https://www.thoughtco.com/chemical—composition—of—farts—608409
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Obr. 16: U¢innost fotovoltaickych élanki v zavislosti na vlnové délce
dopadajiciho zareni.

Z toho jsou horlavé vodik a methan. Produkce methanu neni v lidském téle
nijak velikd, avSak spalenim i jen malého mnozstvi mtzeme ziskat hodné energiet
presnéji 810kJ-mol~!. Co se vodiku tyké, jeho spalenim lze ziskat az 120kJ-g~!
neboli 240kJ-mol~!. Ten by také bylo mozné pouzit v palivovém ¢lanku, coz je
velmi perspektivni technologie s vyssi Géinnosti nez obycejné spalovani.

Za normélnich podminek je moldrni objem 22,4 dm?®-mol~!. Za den tak doké-
zeme vyrobit energii maximalné

W, = 12,6kJ.

Na vyuziti této energie bychom potifebovali néjaky druh spalovactho motoru, jejichz
ac¢innost se vétsinou pohybuje v intervalu 10 — 50 %*4 Uvazme tedy n = 10%,
jelikoz i pfi velmi dobrém konceptu spalovaciho motoru nesmime zapominat na to,
7e spalujeme pouze malé mnozstvi plynu. Uéinnost spalovacich motort totiz roste
se zvysujici se teplotou. Takto by bylo mozné ziskat energii priblizné W = 1,3kJ.
To stac¢i na nabit{ priblizné 4 % baterie ndmi uvazovaného telefonu.

Seebeckiiv efekt
K tomuto jevu@ dochézi pri spojeni dvou kovi ¢i polovodi¢t s riznymi hodnotami
Seebeckova koeficientu®™ a s rozdilnou teplotou. Mezi obéma ¢astmi vznikne napéti

“https://www.wou.edu/las/physci/GS361/Energy_From_Fossil_Fuels.htn
4Zhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Spalovaci_motor
43http://vlab.anrita.edu/?sub=3¢brch=194&sim=351&cnt=1
44https://www.electronics-cooling.com/2006/11/the-seebeck-coefficient/
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a tedy i elektricky proud. Napéti 1ze jednoduse spocitat jako
U = AaAT,

kde Aa je rozdil Seebeckovych koeficientti pouzitych materidla a AT je rozdil
teplot.

Chceme vybrat dva materidly s co nejvétsim rozdilem Seebeckova koeficien-
tu. V pripadé polovodicu je nejvétsi rozdil mezi selenem a Pb,5Ges;Sesg, jez Ci-
ni Aa, = 2890uV-K 1. Pii pokojové teploté 21 °C je teplotni rozdil vici teploté
lidského téla AT = 16K, coz odpovidd napéti priblizné U = 46 mV. Jak je vy-
svétleno v ¢lanku™= o seebeckové koeficientu, nelze z polovodica sestavit fungujici
dratovy systém a proto se pouzivaji spise pro opacny Peltieruv ¢lanek™ Pro See-
beckiv je nutné pouzit kovy. Zvolme antimon a bismut, kde Aa = 119 uV-Kfl,
tedy U = 1,9mV.

Podivejme se na néjaké redlné koncepty. Naptiklad v roce 2014 byl publikovan
&lanektd podle kterého bylo dosazeno vykonu na plochu pfiblizné 1,5 mW-m™2.
Jednim metrem ctvereénim bychom pokryli zhruba polovinu lidského téla. V ivodu
bylo zminéno, Ze na nabiti mobilniho telefonu potiebujeme 32,4 kJ energie, coz by
v tomto pripadé trvalo zhruba 250 dni. Pro napajeni kardiostimulatoru by nam
stacila plocha 200 cm?.

Tato metoda je velmi bezpecnda. Co se tyce zatizeni organizmu, lidské télo je
v zimé pripraveno zvysit svilj tepelny vykon z priblizné 100 W na zhruba 150 W
a ochlazovani v fadech miliwatt, dokonce ani watti, mu nezptsobi zadné obtize,
takze omrzlin se bat nemusime. Problém by samoziejmé nastal uz pfi trochu vétsi
zimé, jelikoz kovové desky nelze povazovat za prilis dobre izolujici obleceni.

Pro napéjeni soucasnych mobilnich telefontu se vSechny tyto koncepty ukéazaly
velmi nepraktické. Pokud vsak uvazime podobnou elektroniku s mensim prikonem,
napriklad energie ziskana z vétrného pohonu ¢i krevni turbinky by pokryla polovinu
elektrické spotieby chytrych hodinek. Navic vsechny tyto moznosti byly dostatecné
na napéajeni kardiostimulatoru, coz je v dnesni dobé asi hlavni divod zkoumani
téchto pristroju. Jako nejpraktic¢téjsi se jevi vyuziti Seebeckova efektu ¢i vétrného
pohonu, jelikoz tato zarizeni by bylo mozné kdykoli sundat. Navic nemaji vedlejsi
efekty, jako je napriklad mozné smrt v pripadé turbinky v krevnim fecisti.

Uloha IV.1 ... kostka se vzduchem

Meéjme dutou kostku s hranou délky a = 20cm naplnénou vzduchem s teplo-
tou to = 20 °C, coz je zdroveri teplota okolf kostky. Vzduch uvnitf kostky ochladime
na t1 = 5°C. Jakd sila bude piisobit na kazdou sténu kostky? Kostka pri ochlazeni
vzduchu v ni neméni sviij objem. Tlak v okoli kostky je po = 101,3 kPa.

45 https://www.sciencedirect.com/topics/chemistry/peltier-effect
46http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0964-1726/23/10/105002
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Vzduch v kocke moézeme povazovat za idedlny plyn, teda pren plati stavova rov-
nica. KedZe sa nemeni objem vzduchu v kocke, ide o izochoricky dej. Nech T je
termodynamicka teplota plynu, potom stavova rovnica plati v tvare

po _ p1
To T
Odtial vyjadrime tlak plynu po ochladeni

o L
P1=Ppo Ty
Sila F' pbsobiaca na stenu kocky je tlakova sila vyvolana rozdielom tlakov vnutri
a mimo kocky Ap. Plati
F=SAp,

kde S = a? je plocha steny. Teda

F=d" (po —p1) ,

F =d’po (17 %) = 207N.
0

KedZe je tlak vnutri kocky nizsi ako tlak okolia, sila pésobi v smere do kocky.

Uloha IV.2 ... utrhne se

Maéame (nehmotny) provazek délky | a na jeho konci kulicku (hmotny bod) s hmot-
nosti m. Vime, ze maximalni tiha, co unese, je sila ' = mg, kde g je mistni tihové
zrychleni, ale uz nic vic. Provazek upevnime a kulicku budeme drzet ve stejné
vysce, jako je misto upevnéni, ve vzdalenosti délky provazku od druhého konce
provazku, ale tak, abychom ho nenapinali. Kulicku uvolnime a ta se zacne vlivem
tihového zrychleni pohybovat. Pod jakym iihlem provazku viici svislé roviné se
provazek pretrhne?

Ked sa gulicka nachadza v hibke h pod vodorovnou rovinou, z ktorej bola vypus-
tend, zo zakona zachovania mechanickej energie mame

1
mgh = §m112 .

Pohyb gulicky ale chceme popisovat pomocou uhlu «, ktory zviera povrazok so
zvislym smerom. Pre hlbku h teda mame

h=lcosa,

¢o po dosadeni a vyjadreni rychlosti dava

v =14/2¢glcosa.
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Na gulicku posobi tiazova sila smerom nadol a sila povrazku v smere k zavesu.
Vyslednica tychto sil spésobuje, ze sa gulicka pohybuje po kruznicovej trajektérii
s polomerom [, preto plati bilancia zloziek sil v smere povrazku

mu?
l

Povréazok je teda napinany silou

=F, —Fycosa.

F, =2mgcosa+ mgcosa = 3mgcosa.

Pretrhne sa prave vtedy, ked tato sila prevysi mg, teda ked pre uhol odtrhnutia ag
plati

FP:mg7
cosazg,
a="70,5°%,

teda ked povrazok zviera so zvislym smerom uhol asi 70,5 °.

Uloha IV.3 ... levitujici

Matéj ma rad levitujici véci, a tak si poridil nekonecnou nevodivou nabitou vodo-
rovnou rovinu s plosnou nabojovou hustotou o. Poté nad ni umistil micek o hmot-
nosti m nabity nabojem q. Vypocitejte, pro jaké hodnoty o miize micek viibec nad
deskou levitovat. V jaké vysce h se pak mize vznaset? Uvazujte konstantni tihové
zrychleni g.

Nejtézsi ¢asti této tlohy je asi vypocet velikosti odpudivé sily, kterou deska pusobi
na micek. Na to je potieba vypocist elektrickou intenzitu ve vysce h nad deskou.
Na to lze jit nékolika zpusoby.

Nejjednodussi je najit si v tabulkach vzorecek pro elektrickou intenzitu E ne-
konec¢né nabité roviny. Ta je vSsude nad deskou stejnéd a jeji velikost je z tabulek
E=.

Druhé moznost je aplikovani Gaussova zdkona, ktery fiké, jak je tok elektrické
intenzity libovolnou uzavienou plochou zavisly na naboji uvnit¥, neboli

?{E-dS:Q.
€

S

Vypadé to komplikované, ale zvolime-li sprdvnou plochu, nemusime ani integro-
vat. Ze symetrie predpoklddame, ze vsechny elektrické siloc¢ary jsou kolmé na des-
ku, protoze zde nemuze byt zaddny jiny preferovany smér. Predstavme si libovolny
Gaussiv vélec (to je takovy vélec, jehoz podstavy jsou rovnobézné s deskou a deska
prochézi jeho stfedem). Jeho plastém tedy nebude prochézet zddny tok elektrické
intenzity. Zaroven mé intenzita na obou podstavdch stejnou (konstantn{) hodno-
tu, protoze jsou od desky stejné daleko, takze integral muzeme vypustit. Také
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vime, ze vektor intenzity je vzdy kolmy na podstavu, ¢ili skalarni soucin ptejde ve
standardni sou¢in. M4a-li podstava plochu S, integrél prejde do tvaru
2ES = Q .

€
Nyni staci jen dosadit ndboj uvnitt ) = ¢S a dostaneme stejny vzorecek jako
predtim.

Treti moznosti (pro ty, co neznaji Gaussuv zdkon ani tabulky, ale zato radi
integruji) je vypocet pfimo z Coulombova zdkona. Celou rovinu si rozdélime na
malinké ¢tverecky a dvakrat integrujeme

- L h dzrd
dne x2+y +h? /22 ¢ y2 + b2 Y

kde 22 +y? + h? je vzdélenost od mic¢ku a zlomek ﬁ zarucuje, ze scitame
zE+y <+

pouze kolmou slozku. Samoziejmé nemusime integrovat v kartézskych souradni-
cich. Mohli jsme si celou rovinu také rozsekat na soustredné kruznice a integrovat
v polarnich souradnicich. Tyto integra¢ni metody vsak ponechdme jen labuznikiim
a integraly se nebudeme jiz dale zabyvat, kdyZz muzeme pouzit naptiklad Gaussuv
zakon.

Méme tedy E = 5-. Pfedpoklddame-li, ze Mat&j provadi experiment ve vzdu-
chu, jehoz permitivita je velmi blizka permitivité vakua, mizeme psat £ = %.

Nyni stac¢i vyjit z rovnosti tihové a elektrické sily

F.=F,,
Eq=mg,
T i=m
2€0q_ g7
2
o= mgao.
q

Vsimnéme si, ze elektrickd sila viibec nezdvisi na vysce h nad deskou. Stejné
tak pro konstantni tthové zrychleni tthova sila nezavisi na vysce. Proto je mozné
docilit levitace pouze pri nabojové hustoté vypoctené vyse. Micek ale zase bude
levitovat v libovolném misté. Kdyby byla ndbojova hustota vétsi, micek by odletél
do nekonecéna a kdyby byla mensi, micek by spadnul.

Pokud bychom uvazovali presnéjsi model s tithovym zrychlenim klesajicim s dru-
hou mocninou vzdéalenosti, byla by levitace nestabilni (tzn. pfi vychylce nahoru by
prevlddla odpudiva elektricka sila a pri vychylce dolu by byla vétsi tithova pritazliva
sila).
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Uloha IV.4 ... trampolina

Dva hmotné body skakaly na trampoliné do vysky ho = 2m. Ve chvili, kdy oba
byly v nejniz$im mozném misté trajektorie (vychylka y = 160cm), jeden z nich
zahadné zmizel. Do jaké nejvyssi vysky byl druhy vymrstén? Kruhova trampolina
mé obvod 0o = 10m a pruzi diky N = 42 pruzindm s tuhosti k = 1720 N-m™".
Trampolinu modelujme N pruzinami rozmisténymi rovnomérné a spojenymi ve
stredu. Hmotnost zmizelého hmotného bodu je M = 400 kg.

K feseni tlohy pouzijeme zdkon zachovani energie. Nejdrive zjistime, jak velké
mnozstvi energie bylo ulozeno v pruzinach v okamziku, kdy se nachazely oba body
pruznosti trampoliny na rozdil v potencialni energii vystieleného hmotného bodu,
z ¢ehoz nakonec ur¢ime maximalni dosazenou vysku h.

Potencidlni energie pruznosti E, zavisi na velikosti deformace neboli na nata-
zeni pruzin dz, a parametru pruznosti, ktery je v nasem pripadé charakterizovin
tuhosti &k

E, = %Nkéaf ,

kde N je pocet natazenych pruzin trampoliny. Prodlouzeni pruzin dx uré¢ime po-
moci Pythagorovy véty dosazenim maximéalni vychylky y a poloméru vypoc¢teného
z obvodu kruhu r = o/2x, tedy

P4 = (r+02)* .

Resenim této kvadratické rovnice je

ox =+/r24+y? —r.

Déle potfebujeme zjistit hmotnost vystreleného bodu m, kterou vypocteme
pomoci rovnosti potencidlni energie obou hmotnych bodu pri vyskoku a energie
pruznosti Ey

1
§Nk6x2 =(M+m)g(y+ho) .
Vyjadfenim m z posledni rovnice dostdvame

o Nkéz? _
" 29 (y+ ho)

A nakonec maximéln{ dosazenou vysku h vystreleného hmotného bodu ziskdme
fesenim rovnice
Ey=mg(y+h) .

Vysledkem je

E

h = =L Y,

mg
kde uz jen zbyva dosadit za nezndmé veli¢iny z rovnic vyse. Prostym dosazenim
¢iselnych hodnot pak dostavame, ze hmotny bod vystoupal do vysky h = 29,38 m.
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Jesté zdiraznéme, ze jsme mohli pouzit tyto jednoduché prepocty na zakladé ZZE,
kde byla veskerd energie z vyskoku ulozena v natazenych pruzinach a hmotné body
nemély zadnou kinetickou energii.

Uloha IV.5 ... frisbee

Tenky homogenni disk obiha na vodorovné podlozce po kruznici s polomérem R.
smérem. Treni mezi diskem a podlozkou je dostatecné. Polomér disku je radove
mensi nez R.

Hmotnost disku a jeho polomér ozna¢me m a r, potom pro jeho moment setrvac-
nosti kolem osy kolmé na rovinu disku plati

1 o

J=-mr".

2
Disk kolem této osy rotuje s tthlovou rychlosti w. Jeho moment hybnosti vzhledem
k této ose je L = Jw. Disk se stéle dotyka podlozky, takze pro jeho rychlost pohybu
mame

v=wr=0R,

kde Q je uhlova rychlost obéhu disku po kruznici. Za Cas dt se disk (presnéji
prumét disku do podlozky) otoéi o dhel dp = Qdt. Vodorovna slozka momentu
hybnosti L, = Lcosa se pii tom zméni o dL, = Lsdyp, svisla slozka zistane
stejné.

Na stfed disku piisobi tihova sila Fy = mg. Ta je vyrovnavana tlakovou si-
lou roviny, po které se disk pohybuje. To zpusobuje moment sily vzhledem k ose
prochézejici stfedem disku

My = Fyrsina.

Zaroven na disk pusobi tfeci sila podlozky, kterd je dostfedivou silou, pro kterou
plati Fy = mQ2R. Ta zplsobuje moment

My = —Fyrcosa.
Celkovy moment sil se rovnd derivaci momentu hybnosti podle ¢asu. V tomto
ptipadé z geometrie situace vyplyva

dL,
My + My = =L.0.
1+ Mo a&

Postupnym dosazovanim za vsechny neznamé dostaneme

tga— 3V
& " 2Rg’

Muzeme psat vysledek o = arctg SZ’,g'
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Uloha IV.P ... V-1 ve vesmiru

Mezihvézdny prostor neni prazdny, nybrz obsahuje nepatrné mnozstvi hmoty. Uva-
Zujte jen vodik, potrebnou hustotu si vyhledejte. Mohla by existovat kosmicka lod,
jez by ,nasavala“ vodik pred sebou a vyuzivala energii z néj? Jak rychla a velkd
by musela byt, aby udrzela termojadernou fiizi jen z prijatého vodiku? Jaké jiné
prekazky realizace je rozumné uvazovat?

Dosazeni termojaderné fuze se lidstvu jiz dafi, bohuzel se vSak zatim nedarfi ji
realizovat kontrolované tak, aby vyprodukovala vice energie, nez kolik se spotiebuje
na ohfev plazmatu. Proto je dulezité umét tuto reakci nastartovat tak, aby nase lod
neskoncila rozptylena po mezihvézdném prostoru. Tato ¢dst problému jesté neni pro
nase ucely dostatecné dobre zvladnutéa, ac se predpoklada, ze ITER, jehoz spusténi
je planovano na rok 2025, by mél vytvorit vice energie, nez kolik spotrebuje na svij
provoz.

Problém je, ze v ITERu pouzivaji reakci deuteria a tritia, kdezto v mezihvézd-
ném prostoru se vyskytuje témér jen lehky vodik. To je nemilé, protoze slucovani
dvou protonti na jadro deuteria je sice exotermicka reakce, ale protoze je zpro-
stfedkovana slabou interakcf probihd (dokonce i ve hvézdéch) jen velice pomalu
a pfi srazkach dominuje kratkodobé spojeni na diproton, ktery se témér okamzité
rozpada zpét na dva protony. Toto se v pozemskych podminkich nedari preko-
nat a proto se o lehkém vodiku jako o palivu pro termojadernou fizi zatim ani
neuvazuje.

Pokud chceme urychlit chemické reakce, jedna z obvyklych metod je pridani
katalyzatoru. To je latka, ktera se v reakci nespotiebovava, ale vstupuje do ni a tim
usnadniuje (a tedy i urychluje) jeji prabéh. V nékterych jadernych reakcich lze
dosédhnout podobného efektu pridanim néjakého specifického izotopu. Napriklad
pro slu¢ovani protonu na jadro helia existuje CNO cyklus, kde v nejjednodussi
varianté®= probihaji postupné pfemény mezi témito jddry (nepiSeme pfiddvané
protony, odchézejici pozitrony z 87 rozpadu a fotony)

12 13 13 14 1 1 12 4
205 BN S B NS B0 o PN = ¥C 4+ 5He.

Vyhoda tohoto postupu je, ze sluéovani protont na jadro deuteria nahrazujeme 8+
rozpadem, ktery neni vazany na pocet srazek v plazmatu. Nevyhodou vsak je,
ze kvuli vétsimu néboji zacastnénych jader musime prekonat vyssi coulombickou
bariéru a tedy proces probihé az pti vyssich teplotach®

Termojadernd ftze je sice exotermickd reakce, ale k jejimu nastartovani musime
prekonat energetickou bariéru, kterd ¢ini fadoveé 0,1 MeV. K tomu je tfeba dosah-
nout teploty pfes 100 - 10° °C. V klasickych tokamacich se plazma ohiivé nékolika
zpusoby. Jednak pomoci urychleného svazku ¢éstic, pricemz urychleni probiha po-
dobné jako na klasickém urychlovaci ¢astic. Déle se ohfiva indukci vifivych proudi,

47 Jak je nutné vzdy, kdyz se v reakci preménuje proton na neutron nebo naopak.

48 Existuji i jiné varianty probihajici pii jesté vyssich teplotich. Vice se d4 zjistit kupiikladu
na sn.wikipedia.org/wiki/CNO_cycle.

49Ve Slunci predstavuje asi 1,7 % vyroby *He, dominuje aZ u hvézd 1,3 krat hmotnéjsich, nez
Slunce.
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podobné jako na indukéni varné desce. V nasi lodi bychom misto toho mohli ener-
getickou bariéru prekondvat kinetickou energii dopadajicich protonu. K tomu je
tfeba, aby energie dopadajicich protont byla zhruba 0,1 MeV. Coz, pokud kine-
tickou energii protoni prepocitdme na rychlost® odpovidd zhruba 1,5%c, tedy
cca 4400m-s*. NaSe lod by musela letét miniméalné touto rychlosti, pokud jsou
protony v prostoru ,,témér nehybné*.

Uvazujme, kolik energie by vlastné takovd kosmickd lod vyzadovala. Ackoliv
vesmirna télesa létaji ohromnou rychlosti, musime si uvédomit, ze kosmické pro-
stredi klade télesim zanedbatelny odpor, takze je tfeba raketé dodavat jen energii
na zrychlovini, zpomalovani a zménu sméru letu. Z ¢ehoz lze usoudit, ze vétsina
energie se spotfebuje pri startu a pak je viceméné potieba energie jen na provoz
samotné lodi. Mezindrodni vesmirnd stanice (ISS) spotfebuje na sviij provoz néco
pod 100 kW ptikonu, coz pouzijeme jako fddovy odhad spotreby. Kdyz uvazime, ze
ze CtyT protonu ziskdme maximélné priblizné 25 MeV energie®= 1ze spocitat, ze ISS
by za sekundu spotiebovala pfiblizné 10'7 protont pii idedlni G&innosti fiizniho
reaktoru. To by znamenalo, Ze pri typickych hustotich castic v nasi galaxii®d o =
= 2-5-10° m~? a sbérnou plochou nékde kolemPd S = 1-100 m? bychom se museli pii
neuvazeni specidlni teorie relativity pohybovat rychlosti fadoveed 10%-10' m-s~1,
takze po zapocitani relativistické kontrakce dostaneme rychlost téméf rovnou rych-
losti svétla. Z toho mtzeme usoudit, Ze posbirat dost vodiku na rozumny provoz
lodi je obtizné az nemozné, minimalné s technologii blizké budoucnosti.

Nakonec odhadnéme, kolik vodiku by se ve vysledku na lodi spotfebovalo. Hod-
nota 107 &astic se sice zd4 jako hodné velké &islo, ale po prepocteni na gramy
zjistime, Zze na jednu sekundu provozu spotfebujeme zhruba 170ng vodiku. To
znamend, ze 1kg vodiku by pfi idedlni Gc¢innosti stacilo na 200 let provozu. Proto
se zd4 rozumnéjsi vzit si palivo s sebou. To by ndm navic umoznilo pouzit deuterio-
tritiovou reakci®? kterd se zda byt daleko snadnéji realizovatelnou. Navic bychom
nemuseli Tesit zbytecné technické problémy se zachytavanim vodiku.

Pokud bychom preci jen chtéli k pohonu vyuzit ,néco, co posbirdme cestou*,
nabizi se jedna velice zajimava moznost, a to pouzit miony z kosmického zateni.
Mion je elementarni ¢astice podobnd elektronu, kterd ale ma 200x vyssi hmotnost.
Pokud nahradime v molekule vodiku elektrony miony, kvili vétsi hmotnosti budou
blize jadru a proto se zdsadné zmensi délka vazby v molekule Hs. Diky tomu se

s

jadra dokazi dostat velmi blizko a splynout pfi relativné nizké teploté — pro deute-

50 . A P P _ 2 1 _

Vztah pro relativistickou kinetickou energii je Ey = mgc (\/TW 1).

51Celkova energie reakce je 26,73 MeV, ale Gast energie odchézi ve formé kinetické energie
neutrin, které s latkou témér neinteraguji.

52Hustota je silné variabilni, obecné klesd smérem od stredu galaxie, toto je rozumnd hodnota
ve velké Césti galaxie podle en.wikipedia.org/wiki/Interstellar_medium. Slunce se ale nachézi
v cca 300 ly velké bubliné, vzniklé po ddvném vybuchu supernovy, kde je hustota cca desetkrat
mensi.

53 Jedna se jen o fddovy odhad toho, co je rozumné zkonstruovatelné.

54 Pouzivame vztah N = Sopv, s relativisticou kontrakcf by tento vztah byl spravné N =

= Soy——>~L
e Vi1—v2/c2
55Samoziejmé bychom museli Fesit to, Ze tritium se pribézné rozpada s polodasem piiblizné
12 let.
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rium a tritium k fazi dochézi jiz za pokojové teploty! V pozemskych podminkach
toto bohuzel neni pouzitelné, protoze na vytvoreni jednoho mionu spotiebujeme
o mnoho fadu vic energie, nez kolik se pak uvolni fizi. Pokud bychom ale méli mi-
ony ,zadarmo“ z kosmického zareni™ byli bychom ve vykonu reaktoru limitovani
jen jejich poctem. Bohuzel kvalifikovany odhad mnozstvi ziskanych mionu a tedy
i vykonu sahd za rdmec tohoto textu®

Uloha V.1 ... prochazka u silnice

Matéj jde podél silnice konstantni rychlosti a kazdych 7 minut potka tramvaj, kterd
jede proti nému. Jednou za 10 minut ho mine tramvaj jedouci opacnym smérem.
Tramvaje jezdi v obou smeérech se stejnou frekvenci. S jakou?

Uvazujme, ze tramvaje jezdi konstantni rychlosti v s konstantnimi drdhovymi ro-
zestupy s. Jejich perioda tedy je

=2
v

Matéjovu rychlost oznac¢ime u. Perioda tramvaji jedoucich proti nému bude

S

T = .
! v+ U

A pro periodu tramvaji jedoucich stejnym smérem, jako Matéj jde, plati

S

T = . 7
2= — (7)
Z (E) si vyjaddiime Matéjovu rychlost
w= S — T1U
==
kterou dosadime do (H) a dostédvame
s
Ty = ,
2 v — 54;€iu
s
Ty (20— =) =
: ( ’ Tl) >
T
2vT2:s(1+?i) R
r=5= 20 _ 2D g0,

’U_1—|—%_T1+T2

Frekvence tramvajf je tedy f = & = 0,121min~" = 2-107%s™". Z vysledného
vztahu také vyplyvd, Ze f je aritmetickym primeérem obou naméfenych frekvenci.

56Miony se sice v kosmickém zafeni nevyskytuji, protoze maji polocas rozpadu v fadu mikro-
sekund, ale vznikaji ndrazem jinych energetickych castic do hustého prostiredi.

5773jemctim o hlubsi pochopeni pro zadatek doporucujeme k prostudovéni en.wikipedia.org/
wiki/Muon-catalyzed_fusion
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Uloha V.2 ... hloubka vniku do koule

Predstavte si, ze mate podchlazenou plnou kovovou homogenni kouli, kterou vy-
tahnete z mrazaku, ktery mate nastaveny na opravdu nizkou teplotu. Zajimalo by
vas, jak rychle se bude zvysovat jeji teplota, kdyz ji umistite do zahraté mistnosti.
Protoze by to jinak byl vysokoskolsky problém, tak jsme pro vas tlohu zjednodu-
sili. Ptdme se na odhad hloubky vniku (v metrech) ,teplé oblasti do koule, ktery
muzete ziskat rozmérovou analyzou. Zname relevantni parametry koule, konkrétné
hustotu [g] = kg-m™3, mérnou tepelnou kapacitu [c] = J-kg™ 'K~ a jeji soucinitel
tepelné vodivosti [\] = W-m™ "K' a zajim4 nds zavislost na case [t] = s.

Zadani je zjednodusenim ulohy z jedné madarské soutéieiE Na odkaze uvedeném
v poznamce pod carou naleznete i ndznak komplikovanéjsiho feseni.

Nejdrive poznamename néco k rozmérové analyze. Jde o metodu, diky které
miuzeme nékdy z pouhé znalosti jednotek relevantnich veli¢in urcit néjakou dal-
§i veli¢inu se znamou jednotkou. Bohuzel pomoci této metody nezjistime pfesny
vztah, protoze nam zustane néjaka bezrozmérna multiplika¢ni konstanta, kterou
musime ur¢it bud méfenim, nebo poctivym fyzikdlnim odvozenim. Také se tato
metoda muze hodit v néjakych tlohach FYKOSu.

Pro zajimavost - ve fyzice se pouzivaji také tzv. podobnostni ¢isla. Zejména
v mechanice a dynamice tekutin je zndmé napriklad Reynoldsovo ¢islo ¢i Weberovo
¢islo. Jde o bezrozmérné velic¢iny, které nam fikaji néco o tom, jestli je proudéni
turbulentni, jak se ndm budou formovat bubliny atd. K urceni téchto ¢isel muzeme
také pouzit rozmérovou analyzu s tim, ze hledand velicina ma byt bezrozmérna.

Nyni k feseni samotné tlohy. Dle pfedpokladu mé pro hloubku vniku z platit

= Co®’\¢°.
Rovnici muzeme prepsat do tvaru

m = (kgm )" (Tkg T K1) (Wem LK) s =

= (kg~m73)a . (m2~572-K71)ﬁ . (kg-m-sfS-Kfl)w 80
Vyuzili jsme vztahy pro prepis jednotek energie a vykonu na zdkladni jednotky SI
J= kgm?s 2 a W = kg-m2-573). Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi platit i pro
rovnosti jednotlivych jednotek, rozepiSeme si ji do soustavy ¢tyr rovnic pro Ctyfi
nezndmé exponenty («, 8,7,d). V pofadi pro jednotky kg, m, s a K to jsou
0=a+7y,
1=-3a+28+7,
0=-28—-3y+4,
0=—-8B—"~.

58 Peter Vankéd: Edtvis Competition - a small competition with great influence, subkapitola
3.2. Dostupné z http://eik.bme.hu/~vanko/wfphc/Eotvos_comp_Vanko_paper.pdf.
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Kdyz soustavu vytesime, dostaneme o = 8 = —1/2 a v = § = 1/2, tedy vyslednd
rovnice pro hloubku vniku je
At
z=Cy/—.
co
Tim jsme dostali pozadovany vztah a v rdmci toho, Ze jde o jednoduchou tlohu na
rozmérovou analyzu, déle hodnotu konstanty C nefesime.

Uloha V.3 ... prepazka

Predstavme si akvarium tvaru krychle o strané a = 1m, které je vertikalni pre-
pazkou kolmou na stény akvaria rozdéleno na dvé ¢asti. Dale uvazujme, Ze se tato
prepazka miize volné pohybovat ve sméru kolmém na rovinu prepazky, ale ve zby-
Iych dvou smérech se pohybovat nemiize. Také nemiize rotovat. Do jedné cCasti
akvdria nalijeme Vi = 2001 vody o hustoté o, = 1000kg-m~2 a do druhé cdsti
nalijeme Vo = 2301 oleje o hustoté g, = 900kg-m™3. Jakd bude rovnovazna po-
zice prepazky? Jaké budou vysky hladin kapalin v jednotlivych c¢astech akvaria
v rovnovazném stavu?

Bonus Najdéte frekvenci malych kmiti kolem rovnovazné polohy. Predpokladejte,
Ze prepazka ma hmotnost m = 100z a ze presun vody probiha bez jakéhokoli trenf
a odporu.

Oznacme vzdalenost prepazky od okraje prvni ¢dsti z. Potom voda saha do vysky

— Vl
ax

Y1

a olej saha do vysky
Vs

y2:a(a—1:)'

Silu, kterou kapalina ptsobi na prepdzku, spocitdme jako soucin tlaku v kapaliné
a plochy prepazky, v které tento tlak pusobi. Tlak v kapaliné se s hloubkou méni
podle vzorce p = hpg, coz vede na integral. Tomu se vSak muzeme vyhnout, kdyz si
uvédomime, Ze nizsi tlak v horni poloviné prepazky kompenzuje vyssi tlak v dolni
poloviné®® Miuzeme tak uvazovat, ze na celou prepazku pusobi stejny prumeérny
tlak. Pro silu zptisobenou tlakem vody dostdvame

V12Qvg

1
Fl =~y 00 =
17 ghevgan 2ax?

)

zatimco pro silu zptisobenou tlakem oleje plati

1 Vs 009
Fy = = ays = ——2
2 2?-12909 Y2 % (a x)g

59Exaktni vypocet by se provedl tak, ze dF = p(y)ady, odkud vidime, ze se integruje linedrni
funkce, tedy vznikne faktor 1/2.
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Z podminky rovnovéhy vyplyvéa rovnost sil, tedy Fi(zo) = F2(x0). Odtud do-
stavame kvadratickou rovnici

Vi 0o
(VTQLQJV — 1) x3+2axg —a? =0,

jejimz fesenim je

V

om0 (i te [e)

Vs 0o -1 i Ov
V1 Ov

Fyzikalni smysl ma zirejmé koten s +. Vysledkem tlohy tak je, ze prepazka se ustali

ve vzdélenosti

—1 —1
‘/22Qo Vs Oo Va Qo .
To=a -1 — ] — 1] =a|=,/—+1 =48 cm
0 (V12Qv 1% Ov Vi Ov

od stény prvni ¢asti akvaria. Vysky kapalin obou ¢astech akvaria ziskdme dosaze-
nim za z do prvnich dvou rovnic

Y1 = & =42cm,
axo

y2:7V2 =44cm.
a(a — xo)

Bonus

Spocitejme potencidlni energii soustavy s prepazkou na souradnici z. Opét miuzeme
pouzit stredni hodnotu vysky, ve které se kapaliny nachazi. Dostdvame tak

Y2 _ 9 (VIZQV + V229c>> )

2 2a

V = VleQg + VQQog
2 T a—x

Pro frekvenci malych kmiti kolem rovnovazné polohy x plati

B L V”(IEo)
f= owmy m

Pokud vam tento vzorec prijde cizi, zde je jeho odvozeni. Potencial, ktery ndm
vysel, je v okoli rovnovazné polohy zfejmé spojitd a nekonecné diferenciovatelnd
funkce, takze ji muzeme zapsat pomoci Taylorova polynomu

V// T V/// T
V(z) = V(zo) + V'(z0) (x — z0) + % (x —x0)® + %
Zvolime-li V(o) jako nulovou hladinu, bude platit V(zo) = 0. Dale, V'(x0) = 0
z definice rovnovazného bodu. Dalsi ¢leny jsou postupné ¢im dal tim mensi (pro
dostatedéné blizkd o), takze s jistou ddvkou aproximace muzeme psit

3

(x—xo) 4+ ...

Viz) ~ %V”(xo) (z — x0)2

66



Resend teoretickych tloh

Tento vzorec je vSak velmi podobny vztahu pro potencial harmonického oscilatoru

1
V(z) = ik (z — x0)?
Z toho uz vidime, Ze ¢len V" (zo) hraje roli tuhosti oscildtoru k a miizeme ho
dosadit do znamého vzorce
1 |k
IV

Nyni se vratme k pivodnimu ptikladu. Prvni derivace potencialu je

dv _g(Vf’gv+ V3 00 )

dr ~ 2a x? (a—x)?

dalsi derivaci dostavame

dz? a

d’v -9 (Vlzgv + Vs 0o ) )

- 3 (a _ 27)3

Ted uz jen staci dosadit do vzorce vySe a mame vysledek f = 25 Hz.

Uloha V.4 ... rozstik

Uvazujte volnou kapku vody s polomérem R, kterou pomalu nabijite elektrickym
nabojem. Najdéte velikost ndboje Q potfebného na to, aby sa kapka rozstrikla.

Uvazujme nejdrive elektricky neutralni vodni kapku nachéazejici se ve vzduchu.
Povrchové napéti 1ze chéapat jako plosnou hustotu povrchové energie, tedy energii
povrchové vrstvy kapaliny vztazenou na jednotkovou plochu. To zptuisobi, ze kapka
bude mit tendenci zaujmout tvar s nejmensim povrchem, tedy kouli s polomérem R.
Na kapku pusobi kapildrni tlak px zptsobeny povrchovym napétim mezi vodou
a vzduchem a tlak vzduchu odpovidajici atmosférickému tlaku p,. Oba tyto tlal%
se uvniti kapky sectou na vysledny tlak px + pa. Z Youngovy-Laplaceovy rovnice
primo plyne vztah pro kapilarni tlak uvniti sférické kapky
20

Px = R’
kde o je povrchové napéti mezi vodou a vzduchem.

Nyni nabijeme kapku nabojem @ tak pomalu, Ze ji mizeme povazovat za vodi-
vou, takze se naneseny naboj prakticky ihned rovnomérné rozlozi po jejim povrchu.
N&aboj na povrchu kapky vytvori vné kapky elektrické pole, které bude silové ptiso-
bit na libovolnou malou plosku AS povrchu kapky a vytvori tak tlak elektrického
pole pE.

Pokusme se urcit velikost tlaku pg. Ozna¢me 7 plosnou hustotu naboje na
povrchu kapky, ktera je rovna 0

T inR?

60Vice se o ni mizete docist na https://en.wikipedia.org/wiki/Young-Laplace_equation.

n
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Vyuzijeme faktu, ze elektrické pole sféricky symetricky rozlozeného néboje je vné
koule stejné jako elektrické pole bodového naboje @ umisténého ve stfedu koule.
Naopak uvniti kapky je elektrické pole nulové, protoze se jednd o vodic. Vnéjsi
elektrické pole je tedy radidlni a pro jeho velikost plati

1 Q

4meg 72’

(8)

kde r > R je vzdalenost od stfedu kapky a €o je permitivita vakua. Pro vypocet
tlaku pg potfebujeme zjistit, jakou silou pusobi elektrické pole na malou plosku AS
s nabojovou hustotou 7. Komplikace je v tom, ze do vysledného elektrického pole
prispiva i ndboj na malé plosce AS, jehoz prispévek musime odecist. Zajima nas
totiz, jakou silou pusobi na ndboj na malé plosce AS elektrické pole od zbytku
koule.

Vyuzijeme principu superpozice. Ozna¢me FEag velikost elektrické intenzity
zpusobené ndbojem na malé plosce AS v blizkosti této plosky. Vektor elektrické
intenzity je zfejmé kolmy na rovinu plosky a mifi smérem od povrchu této plosky
(uvnitf koule sméfuje do stfedu a vné koule sméfuje od stfedu koule). Dulezité
je, ze toto pole je v obou pripadech stejné velké. Elektrické pole ndboju na zbylé
Easti koule uvazujeme v blizkosti plosky konstantni s velikost{ E’. Uvnitf i vné
ma& stejnou velikost a sméruje od stredu koule. Ted vyuzijeme toho, Ze vysledné
elektrickd intenzita uvnitt koule je nulova,

E' —EAxs=0.

Velikost vysledného pole nad ploskou je potom E’ 4+ Eag = 2Eag = 2E’. Srovné-
nim s rovnici (f) dostavame
1 Q
2F = =
4Tt6o R2 ’
odkud jednoduchou tpravou ziskdme explicitni vztah pro vypocet velikosti elek-
trického pole od zbytku koule v oblasti plosky AS,

/ 1 Q
E = —.
8nep R2

Tlak elektrického pole jiz spoditdme snadno jako podil velikosti sily ptsobici na
naboj na malé plosce a velikosti dané plosky
_EmAS 1@
PE=" g = 32n2e9 RY

Uvédomme si, ze pg ma opacny smér nez kapilarni tlak, nebot se souhlasné naboje
v kapce zrejmé odpuzuji. Podminka rozstriku kapky je

PE = Pk + Pa,

1 @ 2
32m20 RE . R P
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Odtud si uz snadno vyjadiime velikost potfebného naboje

20
E + Pa -

Jesté dodejme, ze v zadani nebylo piimo feceno, abychom ulohu fesili v zemské
atmosféfe za normélnich podminek. Proto pripoustime feSeni nabité kapky ve va-
kuu, které je o néco jednodussi. Regeni tlohy ve vakuu dostaneme tak, Ze polozime
atmosféricky tlak roven nule, neboli dostavame rovnost

|Q| = 8ny/ceoR3,

Ulohu lze také Tesit vysokoskolskym pi{stupem za pouziti Gaussova zékona pro
tok elektrického pole uzavienou plochou ve tvaru

j{E-ndSzQ7
s €o

kde n je jednotkovy vnéjsi normalovy vektor k néjaké uzaviené plose a Q je cel-
kovy nédboj uvnitt této plochy. Aplikaci Gaussova zdkona na povrch nabité kapky
dostavame rovnost Q

4nR’E = =,
€0

odkud pro velikost vysledného elektrického pole plyne

_ 1 @Q

o 4T58() R2 ’
coz je ve shodé s rovnici (E) pro r = R. Abychom mohli odeéist od vysledného
elektrického pole prispévek od ndboje na malé plosce AS, potfebujeme urcit jeho
velikost. Opét vyjdeme z Gaussova zdkona. Uvazujme maly valecek obklopujici
na povrchu kapky préavé plosku AS tak, ze je jeho osa rovnobéznd s norméalovym
vektorem na plosce AS (mif{ v rddidlnim sméru). Z Gaussova zdkona plyne, Ze
tok intenzity elektrického pole povrchem vélecku je roven celkovému ndboji uvnitr
valecku vydélenému konstantou eo. Tok plastém je zanedbatelny, protoze vysku
valecku muzeme uvazovat libovolné malou. Zbyva tedy tok podstavami, pro ktery
plati

|Q| = 4nR*\/2¢

2ASEss = 125
€o
Jednoduchou tpravou ziskdme rovnici
n Q
Fas=—=—"—.
AS 250 8Tl:€o]'?d2
Velikost elektrického pole E’ v okoli plosky vypoéteme podobné jako v prvni éasti
1 Q
E' =FE—FEaxs = =
As 87‘[50 R2

Velikosti elektrickych poli, které jsme spocitali pomoci Gaussova zdkona, se shoduji
s jiz drive ziskanymi vysledky. K feseni dlohy bychom déle dosli stejnymi ivahami
jako v prvni Césti.
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Uloha V.5 ... odskakujici hopik

Tuhou kouli ve vzduchu roztoc¢ime dostatecné velkou tithlovou rychlosti w rovno-
béznou se zemi. Poté hopik pustime z vysky ho na vodorovnou podlozku. Od ni
se odrazi do vysky hi a dopadne nedaleko ptuivodniho mista dopadu. Urcete vzda-
lenost téchto dvou bodi dopadu, jestlize je treci koeficient mezi kouli a zemi f
dostatecné maly.

7 rovnic pro volny pad h = %gt2 a v = gt dostaneme rychlost vy, kterou koule
dopadne na zem
Vo = Qho g.

Koule dopadéa piimo svisle, ale po odrazu bude mit jak svislou slozku rychlosti vy,
tak vodorovnou slozku v, diky tfeni. Velikost v, je takova, aby koule vyskocila do
vysky hi, tedy

vy = 4/ 2h1g,

Predpokladejme, ze srdzka trva velmi maly ¢as At = t1 — to. Hybnost ve svislém
sméru se béhem narazu zméni o

Apy = m(vo + vy) .

Protoze zména hybnosti je rovna impulzu sily, mizeme fict, Ze pro svislou silu Fy
pusobici na kouli v prubéhu narazu plati

t1

Apy :/Fydt7

to

kde sila mtze byt obecné zavisla na pribéhu srazky, tedy na casu t. Horizontalni
treci sila, ktera pisobi mezi kouli a deskou, je v kazdém okamziku F, = fF,. Ze
zadani vyplyvd, Zze muzeme predpoklddat, ze tieci sila je tak mald, Ze nezastavi
rychlou rotaci koule a ta tak béhem celé srazky neustédle prokluzuje. Z toho si
vyjadiime zménu hybnosti ve vodorovném sméru

ty ty

ty
Aps :/det:/nydt:f/Fydt:pry.
to to

to

Vsimnéme si, ze jsme se nyni kompletné zbavili zavislosti sily F, na Case a také
casu At, ktery jiz ani neni potieba limitné zmensovat k nule. V tomto triku spoci-
vala veskerd zéludnost této tlohy. Déle vyjadiime rychlost ve vodorovném sméru
v okamziku po odrazu

= f(vo +vy).

Uz

_ Apy _ fApy
m m

70



Resend teoretickych tloh

Diky znalosti vysky hi jsme snadno schopni dopoéitat, ze cely skok koule (od
prvniho do druhého dopadu) trval ¢as

t=2, /2
g

Kombinaci s v, ziskdme doskocenou vzdalenost

S = Ut = Qf(vo —l—’l)y)w / 27}“ = 2f (\/ 2hog + 2h1g> “ 27}7/1 = 4f(h1 + hohl) .

Je pozoruhodné, ze vysledek nezavisi na momentu hybnosti koule, na gravitacnim
zrychleni a dokonce ani na pocdteéni thlové rychlosti w (pokud je dostatecné vel-
kd). Samozfejmé jen za docela silného predpokladu, ze t¥eci koeficient je tak maly,
ze koule béhem dopadu prokluzuje.

Uloha V.P ... problémy 1 sekundy

Navrhnéte zpiisoby, jak zpomalit zemékouli tak, abychom k nékterym rokiim ne-
museli pridavat prestupnou sekundu. Spocitejte, kolik by to stélo.

Najskor sa pozrime na to, preco vobec pridavame prestupné sekundy k niektorym
rokom. Pridévanie prestupnych sekiind ma iny dévod ako pridavanie prestupnych
dni, ktoré je zapri¢inené tym, Ze jedna rok trva o nieco dlhsie ako 365 dni. Od-
chylka, ktord zaujima nés, je sposobend hlavne poésobenim slapovych sil medzi
Mesiacom a Zemou, ktoré spésobujui priliv a odliv. Ale rotacia Zeme vdaka treniu
postva priliv a odliv pred poziciu, kde by normélne bol. Tato masa vody sposobuje
vychylenie gravitac¢nej sily od spojnice stredov Zeme a Mesiaca, ¢o mé za dosledok
nenulovy moment sily, ktoa’ Elrychfuje Mesiac (vdaka égmu sa vzdaluje od Zeme)
a spomaluje rotaciu Zeme™ Dalsie pric¢iny fluktudcie dlzky dna st napriklad vy-
mena momentu hybnosti s atmosférou vdaka vyparovaniu vody a treniu, zmena
momentu zotrvac¢nosti kvoli roztépﬁiu horskych a pevninskych ladovcov, zmena
rozlozenia hmoty vnutri Zeme a iné*

Aby sme prestupné sekundy nemuseli priddvat, treba nepretrzite urychlovat
rotdciu Zeme, a teda podsobit proti uz spomenutym trecim sildm. Momentalna
odchylka sa pohybuje okolo 0,7ms. = Podla porovnani zaznamenanych astrono-
mickych pozorovani so spétne predpovedanymi, F. R. Ste@henson a L. V. Morrison
urcili priemernt zmenu dlzky dna ako 1,7 ms za storocie*

51Toto je len kvalitativny popis, nakolko popis slapovych sil medzi rotujicimi telesami nie
je podstata tlohy. Zaujemcidévia o kvantitativny popis si ho mézu pozriet napriklad na https:
//en.wikipedia.org/wiki/Tidal_acceleration.

52https://en.wikipedia.org/wiki/Day_length_fluctuations, https://en.wikipedia.org/wiki/
AT.

83T4to hodnota je priblizne priemer, okolo ktorého sa fluktudcie pohybuji. V skutoénosti sa
redlna hodnota meni zo dna na den. Stcasnt hodnotu si moézete pozriet napriklad na http:
//hpiers.obspm.fr/eop-pc/index.phg.

54Stephenson, F.R.; Morrison, L.V. (1995).: Long-term fluctuations in the Earth’s rotation:
700 BC to AD 1990. Philosophical Transactions of the Royal Society of London.

71


https://en.wikipedia.org/wiki/Tidal_acceleration
https://en.wikipedia.org/wiki/Tidal_acceleration
https://en.wikipedia.org/wiki/Day_length_fluctuations
https://en.wikipedia.org/wiki/ΔT
https://en.wikipedia.org/wiki/ΔT
http://hpiers.obspm.fr/eop-pc/index.php
http://hpiers.obspm.fr/eop-pc/index.php

FYKOS, XXXII. roénik

V tomto rieseni si ukdzeme tri spoésoby, ako by sme to mohli dosiahnut. Existuje
ich, samozrejme, ovela viac.

Vyroba ledovcii

Zminili jsme, Ze tani polarnich ledovcu zvétSuje moment setrvacnosti Zemé. Cilem
tohoto postupu je tomu zabranit a idedlné jesté nové ledovce vyrobit. Pro zjed-
noduseni vypoctu predpoklddejme, ze Zemé je koule s polomérem R = 6378 km,
hmotnosti M = 6 - 10%* kg a s momentem setrvaénosti

2
Iy = gMR"’.

Budeme téz predpokléddat, ze vodu pro vyrobu ledu shromézdime rovnomérné z ce-
1ého povrchu Zemé, ¢imz v podstaté odstranime kulovou plochu s momentem se-
trvacnosti

2 2
Iy =-mR~",
73
kde m je hmotnost nového ledu. Pokud jej vytvofime blizko osy rotace (napiiklad
na pélech), pfirtistek momentu setrvacnosti diky ledu bude zanedbatelny. Novy

moment setrvacnosti Zemé potom bude

2 2

I=1I—I= gMRQfngZ.
Ze zakona zachovani hybnosti mame
wl = wOI() )
2n 2
—I==]
T T() 0,

kde Tp a T jsou casy periody rotace Zemé kolem své osy pred a po vytvoreni ledu.
Po vyjadieni m a dosazeni za Iy a I dostavame
3. AT

M

57 Tp °

Po dosazeni &iselnych hodnot Ty = 86400s a AT = 4,7-10~% s nAm vyjde hmotnost
m=—2-10"kg.

Led m4 mérné skupenské teplo tani 334 000 J-kg ™", teplo potfebné na ochlazeni
na 0°C muzeme zanedbat. Celkové teplo, které budeme muset kazdy den z ledu
odebrat, je

AQ=7-10"17.

Pro vyjaddreni ic¢innosti ¢erpani tepla se zavadi ,coefficient of pelrformance“ﬁE de-
finovany jako podil pfeneseného tepla ku dodané praci. Hodnoty pro ohfivani
a ochlazovani se lisi, protoze v jednom piipadé se pouzitd prace méni na uzitecné

65 Cesky vyraz topny faktor ma smysl pouze pro vytapéni.
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teplo, zatimco v druhém na odpadni teplo. Nejvétsi Gcinnosti dosdhneme pouzitim
obraceného Carnotova cyklu
=i,
2—T

kde Ti je teplota, ze které cerpame, a 15 je teplota kam Cerpame. Ziejmé 17 =
= 0°C. Odpadni teplo ndm stac¢i vypoustét nékde v dostateéné vzdalenosti od
polia, odhadem T» = 20 °C. Dosazenim teplot v kelvinech dostavdme 8 = 14. Lze
predpoklddat, ze v praxi se ndm podari dosdhnout zhruba polovi¢ni G¢innosti. Na
druhou stranu, nejspi$ nepotfebujeme, aby T> byla az tak vysokd. Odhadnéme
proto 8 = 10, ¢ili na 10 W preneseného tepla spotiebujeme 1 W energie.

P#i pramérné cenéfd 1 kWh v Evropé 0,1 € by chlazen{ ledu stélo zhruba 2-10° €
denné.

Tlak slne¢ného Ziarenia

Tento sposob vyuziva to, ze fotény zo Slnka maji svoju hybnost. Pri narazoch na
telesa teda pdsobia tlakom, ktory vieme vyuzit napriklad tak, ze po Zemi rozostavi-
ame zrkadld. Zrkadld budt fotény odrazat a vdaka tomu budi pésobit momentom
sily na Zem. Tlak spésobovany tymito foténmi pri Zemi je

F_ 125 2R
T8 Ste ¢’

kde E/c je hybnost foténov a Ps je slneénd konstanta, ktord ma pri Zemi hodno-

tu Ps = 1367 W-m~2. Na pozadované spomalenie Zeme budeme musiet zmensit

jej moment hybnosti kazdy den o

— ol —wlo —opdo o fo_ 4n 2(i,l)w4j 2 (AT
AL—ono w[()—QTITO 2‘ﬂ'.T— 5MR To T ~5MR T02 5

kde w a T st uhlova rychlost a periéda po spomaleni. Po dosadeni ¢iselnych hodnot
dostaneme
AL =4-10*" Nms.

Budeme predpokladat, ze mézeme zrkadld rozostavit po celom povrchu Zeme a aj
ich pocas dna otacat. Jednym z moznych rozostaveni je také, pri ktorom zrkadla
na strane, na ktorej je prave dopoludnie, odrizaji fotény kolmo naspdt. Tym na
ne posobi dvakrat vacsi tlak, ako keby ich len pohlcovali. Zrkadlad na strane, na
ktorej je v danom case popoludnie, ich odrézaju tak, ze vyslednd zmena hybnosti
smeruje do stredu Zeme. Toto zostavenie nie je najidedlnejsie, ale pokial zvolime
za rameno sily polomer Zeme, tak by sa tieto aproximéacie mali vykompenzovat.
Potom dostaneme priblizne rovnaky moment sily, ako by sme ziskali poc¢itanim

M%pSr:%'nRQ-R,

M ~ TERBPS ,
C

56http://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php/Electricity_price |
statistics
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a po dosadeni ¢iselnych hodnot
M ~3,7-10"" Nm.

Po vydeleni AL tymto momentom, dostaneme ¢as, za ktory sa toto spomalenie
uskutocni AL
t=""~1,1-10°s = 12dni,
M ni

¢o je teda o rad pomalsie, ako potrebujeme.

Povrch Zeme je priblizne 5 - 10" m? a meter Stvorcovy lepsicho zrkadla sto-
ji minimalne 200 €, takze cena vSetkych zrkadiel bude minimélne 10'7 €, z &oho
vyplyva, ze tento spdsob je nie len nepouzitelny, ale aj milién-krat drahsi.

Raketové motory

Predchadzajici spésob trval prilis dlho, takze musime zvac¢sit moment sily, kto-
rym pdsobime na Zem. To vieme dosiahnut viacerymi spdsobmi. Napriklad vy-
menime slaby tlak foténov za o dost silnejsi tah raketového motora. Presnejsie,
pouzijeme najsilnej$i motor na tekuté palivo, aky bol doteraz pouzity: RD-170,
ktory mé pri zemi tah 7,3 MN. Motor sa sklada zo Styroch ,,jednotiek“ so spalo-
vacou komorou a tryskou. Ako palivo pouziva rafinovany petrolej (celkova spo-
treba 4 - 166,25 kg-s™! = 665@1{@571) a ako okyslicovadlo tekuty kyslik (spotreba
4-432kgs ! =1728kg-s )t

Vplyv atmosféry budeme zanedbédvat. Motor kvoli snahe o najvicsie rameno
umiestnime na rovnik, kde bude poésobif momentom sily

M=FR=47-10"N-m,

ktorym ked vydelime AL = 4 -10%! N-m-s z predchadzajiceho sposobu, tak dosta-
neme cas, za ktory Zem spomali

t= % =9.10"s = 1000dni.
To je na prvy pohlad nepouzitelné ako v predchiddzajicom sposobe, ale tento spo-
sob ma vyhodu v tom, ze mozeme pridat viac motorov na zvysenie momentu sily.
Motorov teda potrebujeme asi tisic.

Cena_tekutého kyslika je®8 $0,16 kg~*. Avsak cena rafinovaného petroleja pre
rakety jefd okolo $30kg ™!, &o prevazuje vietky ostatné naklady, a teda celkové cena
potrebného rafinovaného petroleja je okolo $1,7 - 1012 denne. Vypoétom zistime,
7e denne by sme potrebovali 5.7 - 10'° kg petroleja, ¢o po porovnani so svetovou
tazbou ropy 1,8 - 102 kg roéneE vravi jasne - museli by sme tazit asi 10-krat viac
ropy. A kedze petrolej je vysoko rafinovany, na jeho vyrobu treba ropy este viac.

57http://www.lpre.de/energomash/RD-170/index.htm

68www.quora.com/How—much—does—NASA—pay—per—kg—for—hydrogen—and—oxygen—in—rocket—fuel

894ww.dla.mil/Portals/104/Documents/Energy/Standard%20Prices/Aerospace%20Prices/E_
20170ct1AerospaceStandardPrices_170913.pdf?ver=2017-09-13-145335-477

“O4ww.worldenergy.org/data/resources/resource/oil/
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Namiesto petroleja mozeme vsak pouzit tekuty vodik, ktory je 10-krat lacnejsi
ako petrolej a pri danom prietoku paliva dokdze vyvinut vacsi tah'= ale vodiko-
vé motory si podstatne zlozitejsie, co sa prejavi aj na cene. Pokial vSak chceme
usetrif palivo a ndklady (ak uvazujeme, Ze motory budi bezat velmi dlho, a teda
cena za palivo prevysi obstardvacie nédklady motorov), tak vodik je spravna vol-
ba. Cena tekutého vodika je™ $ 3,66 kg™'. Teda celkova cena spolu s kyslikom je
$2,7-10°s71, o ndm déva celkovii cenu paliva $2- 10! denne. To je v porovnani
s prvym sposobom asi desatkrat drahsie. Cena jedného motora sa pohybuje rddovo
v desiatk4ch miliénov eur, takze celkovi cena motorov sa pohybuje na trovni 101°,
¢o je porovnatelné s cenou paliva. Tieto odhady ceny vsak nebert do tvahy vplyv
samotného projektu na cenu komodit. D4 sa predpokladat, ze ceny by vdaka ob-
rovskému dopytu prudko vzrastli.

Nakoniec zalezi na tom, ¢i chceme spomalif rotaciu co najrychlejsie alebo pri
tom chceme Co najviac usetrit. Pokial ndm ide o peniaze, najlepsie bude vytvarat
ladovce. Ale ak nechceme byt na dochodku a mat ohromné ladovce a vysusené velké
oblasti mora, tak si chceme zaobstarat tisic raketovych motorov a vela paliva.

Uloha VI.1 ... sebeosvicen{

Svitime na zrcadlo pod tihlem « = 15° viidi kolmici.
Chceme, aby se nam paprsek vracel zpatky do zdroje.
Mame sklenény hranol s indexem lomu n = 1,8. Jaky n
musi byt lamavy tihel n v zdvislosti na o a n, pokud
situace vypada jako obrazku? Predpokladejte, ze okolni
prostredi tvori vzduch s indexem lomu ny.

Ndpovéda

sin (z + y) = sinz cosy + coszsiny,

cos (z +y) = coszcosy —sinzsiny,
sinx + siny = 2sin (x—;—y) cos (x;y) ,

cosx + cosy = 2cos (x;—y) cos (x;y) .

Klicem k feseni tlohy je uvédomit si, jak miizeme na rozhrani vzduch-sklo vyuzit
Snelliv zdkon lomu. Na obrazku ﬁ je teckovanou ¢arou vyznacena kolmice na

xs

povrch skla. Také tu jsou zakresleny dalsi thly s velikosti . Mlizeme psat

nosin (a +n) = nsinn,

"1Veli¢ina charakterizujica tah motora pri jednotkovom hmotnostnom prietoku paliva sa na-
zyva Specificky impulz. Je rovny efektivnej vytokovej rychlosti spalin. V anglosaskej literattre
sa niekedy udava v s, ¢o vzniklo vydelenim vytokovej rychlosti tiazovym zrychlenim.

72 quora. com/How-much-does-NASA-pay-per-kg-for-hydrogen-and-oxygen-in-rocket-fuel
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kde jsme jesté pro poradek uvedli index lomu vzduchu ng, ktery ale mtzeme vzhle-
dem k presnosti dalsich zadanych veli¢in®™? povazovat za 1,00. Levou stranu rovnice
rozepiseme podle souctového vzorce pro sinus a postupné obecné upravujeme

no (sinacosn + cosasinng) = nsing,

no sinwcosn = (n—nocosoe)sinn7

no sin «
tgn=—"7"—,
n — N COS «
no sin a
n = arctg (| —— | .
n — N CoS «

Pro zadané hodnoty thlu a indexu lomu dostdvdme hledany ldmavy thel 17,2°,
pti kterém se ndm bude svétlo vracet zpét do zdroje.

Jesté poznamenejme, Ze naSe FeSeni plati pro situaci, kde oo +n < 90°, pro-
toze thel dopadu nemuze byt vétsi, nez 90°. Pokud by zadané hodnoty a a n
nespliovaly nerovnost

no sin a

arctg( )§90°—a,

n — N COS

pak nelze najit takovy lamavy thel 1, aby se ndm paprsek vracel zpét. Nicméné
v nasem pripadé tato nerovnost splnéna je.

Vice souctovych vzorctu jsme do napovédy uvedli proto, aby nebylo okamzité
jasné, ktery je nutné pouzit. Déle aby se o nich pripadné dozvédéli i ti, ktefi se
s nimi jesté nesetkali.

Obr. 17: Nékres situace.

"3Index lomu vzduchu na 5 platnych cifer je ng = 1,000 3. Uhel paprsku a index lomu skla
méme zadané pouze na dvé platné cifry, takze zaokrouhleni na 1,00 je korektni.
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Uloha V1.2 ... knihomol

Vitek travil ¢as v knihovné. Kvili jeho neobratnosti jed-
na kniha spadla z regélu a on ji rychlym pohybem ruky
stacil primacknout ke sténé. Na knihu pusobi silou F
pod tthlem «, viz obrazek. Kniha ma hmotnost M a sou-
¢initel smykového treni mezi knihou a zdi je . Nalezné- 7
te podminku pro silu, pri které kniha ziistane nehybna,
a urcete hranic¢ni thel ap, po jehoz prekroceni jiz neni A{' .
mozné knihu udrzet. /

Ulohu za¢neme Fesit tak, Ze si rozmyslime, jaké sily v systému ptisobi. Vedle tihové
sily knihy zde mame Vitkovu externi silu F' a tfeci silu mezi knihou a zdi. V ho-
rizontalnim sméru ndm piisobi horizontalni slozka sily F' a ve vertikdlnim sméru
pak treci sila, tthova sila a vertikalni slozka sily F'.

Nyni diskutujme velikost tfeci sily. Ta je obecné dédna vztahem Fy < Npu, kde N

F

A

F /
Obr. 18: Rozklad sil.

je normélova sila (vzhledem ke sténé). V nasem piipadé je ddna souctem vsech sil
pusobicich v horizontdlnim sméru, tedy pouze horizontalni slozkou sily F. Z ob-
razku [1§ je patrné, ze F'| = F cos a. Maximalni tfeci sila potom bude

Fy = pFcosa.

Chceme, aby kniha ztstala ve vertikalni poloze, proto musi silovd podminka ve

7
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vertikdlnim sméru vypadat nasledovné (kladny smér volime vzhiiru)
Ft—i-FH —Fg ZO,
puFcosa+ Fsina— Mg >0,
> L )
T pcosa + sina
Nalezli jsme hledanou podminku pro silu, tloha se nicméné pta jesté na hrani¢ni
thel. Mtuzeme si v§imnout, ze kdyz posleme jmenovatel zlomku k nule, sila F' pujde
do nekonecna. Je zrejmé, ze nejsme schopni vyvinout nekonec¢nou silu. K nalezeni
hrani¢niho 1hlu tedy stac¢i polozit jmenovatel rovny nule
pcosa+sina =0,
tga = —pu,
oo = arctg (—p) = —arctg .

Mizeme si vS§imnout, Ze hrani¢ni tihel je vzdy zdporny.

Uloha V1.3 ... dost¥ik

Hladina 98% kyseliny sirové v lahvi sahd do vysky h. V urcitém misté kolmo na
sténu nddoby vyvrtame velmi maly otvor a kapalina zacne vytékat ven. Do jaké
maximalni vzdalenosti od lahve miiZe kyselina dostiiknout ze vSech moznych poloh
diry? Nadoba stoji na vodorovné roviné.

Oznac¢me vysku otvoru od dna nadoby jako y. Pro misto, kde je do stény vyvrtana
dira, muzeme psat Bernoulliho rovnici ve tvaru

1
(h—y)og = 59112,

kde p je hustota kapaliny. Potom rychlost vytoku kapaliny z otvoru je

v=1/2(h—-y)g.
Za Cas t od opusténi lahve dopadne kapalina do vzdélenosti x od nadoby. Ziejmé

plati

2
t= /2,

g
z=vt=2y(h—vy).

Nés zajimd maximalni mozné z, tedy maximalni moznd hodnota vyrazu y (h — y).
To je ale parabola, jejiz vrchol, ktory je hladanym maximom, musi lezet uprostied
mezi obéma koreny, kterymi jsou 0 a h, tedy

1
y=—h.
2
Dosazenim do vztahu pro x dostavame, ze maximalni vzdalenost, do které muze

kyselina sirova dostiiknout, je h, tedy vyska hladiny kapaliny v nadobé.
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Uloha V1.4 ... lano

Pres brevno fotbalové branky (vodorovnou védlcovou ty¢) prehodime dlouhé lano.
Kdyz bude jeden konec lana prévé trikrdt del$i nez druhy (pricemz oba budou
viset volné ve vzduchu), lano samovolné sklouzne. Nyni lano kolem brevna jednou
obtocime (¢ili bude ,,ohnuté® o tihel 540° ). Kolikrat ted miiZe byt jeden konec delsi
nez druhy, aby lano nesklouzlo?

Obr. 19: Priblizeni ¢asti namotaného lana.

Nejprve si uvédomime, jak se chova lano namotané na vélci. Predpokldddme-li,
7e na prvnim konci lana ptisobi ur¢itd napétova sila Fi, jaka sila F> bude ptsobit
na druhém konci, je-li lano namotano thlem ?

V kazdé ¢asti dotyku lana a vélce je lano urcitou silou pritlacovano k vélci a te-
dy vzniké staticka treci sila, kterda méni napétovou silu lana. Déle vime, Ze se lano
nachdzi v kritické situaci, tedy pri malém zvyseni sily F; uz sklouzne. To znamen4,
ze veskerd sila statického tfeni pusobi proti sile Fi. Situaci si zjednodusime a uva-
zujeme velmi maly thel dg. Na zac¢dtku (viz obrdzek [L19) bude ptlisobit sila Fi. Na
druhé strané pusobi sila F», kterd je jen o malinko mensi (F> = Fy — dF’). Slozku
sily Fi (resp. F2) kolmou k povrchu vdlce oznac¢ime F,. Pro malé dp plati

de  Fidp  Fhdy

F, = F}sin > 2 5
Lano je tedy pritlacovano silou
Fi + F.
oF, ~ L)oo py
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kde F' je napétova sila na daném tseku lana a pro pozadovanou presnost vypoctu
F, ndm pro dostatecné mald dy staci aproximace Fy ~ F =~ F. Tteci sila potom
bude
Fi =2fF, = fFdy,

kde f znaci koeficient statického tfeni mezi lanem a valcem. Velikost této treci
sily je rovna rozdilu velikosti sil I} a Fb, coz je pravé zména napétové sily mezi
pocéateénim a koncovym bodem daného tseku lana. Odtud dostdvame jednoduchou
rovnici

dF = fFdy,
Rovnici lze Tesit napriklad separaci proménnych
dF
= _—
7 = fde,
In(F) = fe+0C,
F(p) = Ke'?,

kde K = e je integra¢ni konstanta. Dosazenim ¢ = 0 zjistime, ze K ma vyznam
pocatecni napétové sile Fy. Pro napétovou silu po tseku lana s dhlem ¢ potom
plati

F(p) = Fpel®.

Zbytek vypoctu je uz pomérné jednoduchy. Pti prehozeni lana pres bfevno na
jedné strané pusobi sila Fa = F(0) a na druhé strané pusobi sila 3Fy = F(n),
protoze pusobici sily jsou pfimo imérné hmotnosti a tedy i délce volnych koncu
lana. Z téchto rovnic vyplyva

3F = Fae’™,
In3
f=—.
s

Po obtoceni lana o dhel 3t bude na jedné strané opét pusobit sila Fy = F(0),
zatimco na druhé strané bude pusobit nezndmd sila Fg = F(3n). Nyni uz jen
snadno dosadime za f do vzorce pro F(¢) vySe a dostavdme

Fg = F(3n) = Fae®™® = Fre™® = 33, = 27F, .

To znamend, Ze pri jednom obtoceni lana muze byt druhy konec az 27krat delsi
a lano stale samovolné nespadne.

Uloha VI.5 ... gumova houpacka

Matéje zacaly nudit klasické houpacky, které jsou na détskych hristich a Ize se na
nich houpat pouze dopredu a dozadu. Proto vymyslel vilastni atrakci, na které se
bude houpat nahoru a dolii. Mezi dva stejné vysoké body ve vzdalenosti | natahne
gumu s klidovou délkou l. Néasledné se pomalu posadi presné doprostred gumy,
pricemz se jeji stred vychyli dolii o vzdalenost h. Nyni se velmi lehce odstrci smérem
nahoru a zacne se houpat. Urcete periodu malych kmitii.
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VFg

Obr. 20: Schéma gumové houpacky

Vypocet hmotnosti

Abychom mohli sestavit pohybovou rovnici, potfebujeme znat Matéjovu hmotnost.
Tu si mizeme dopocitat z tuhosti gumy k a ze zadanych tudaju, jelikoz vime, jak
hluboko se houpacka prohnula. S pouzitim Pythagorovy véty lze spocitat, ze pokud
se stfed gumy posunul o h dola, zvétsila se jeji celkova délka na +/I? 4+ 4h2 (pfepona
teckovaného trojihelnika na obrazku R(). Guma je napindna silou

F:k(Jmfl). (9)

Tato sila ptisobi ve sméru gumy. V bodé, kde sedi Matéj, se méni jeji smér o urcity
dhel. Sily F' na Mat&je pusobi dvé (jedna z kazdého sméru), pficemz je nadndsen
pouze jejich svislymi slozkami. Jejich souctem je

2h 4hk !
F, =2F = (\/l2+4h271):4hk -,
Y VE+4h? P+ AR? ( VIZ+ 4h2)
(10)

kde ﬁ je kosinus thlu, ktery sviraji obé sily F' se svislici, a za F' jsme
+

dosadili ze vztahu (E) Tuto sflu polozime rovnu tihové sile mg, odkud pro Matéjovu
hmotnost dostavame

Ly P
g Vi2¥an2 )

Viypocet periody

Kdyz se Matéj odrazi o kousek nahoru, sila gumicek bude mensi nez tihova sila
a Matéj zacne zrychlovat zpét k zemi. Po prichodu rovnovdznou polohou se gu-
micky natdhnou vice, ¢imz ho znovu vytdhnou nahoru. Proto bude oscilovat tam
a zpét.
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Hledame zavislost sily Fy, na vychylce z rovnovazné polohy y. Vzdélenost h
v rovnici (L) muZe byt obecné libovolnd a vzorec bude stale platny. Misto zadané
hodnoty h tak muzeme dosadit souradnici h + Ah, ¢imz dostaneme

Fy:4(h+Ah)k(1— ! )
V12 +4(h+ Ah)?

Nyni oznaéme y = —Ah, coz je svisld soutadnice udédvajici Matéjovu vychylku
z rovnovazné polohy

Fy_4(h—y)k<1—l> .
1244 (h—vy)?

Sestavime pohybovou rovnici

mijj = —mg + Fy(y) ,

kde ¢ je Maté&jovo aktudlni zrychleni a tihova sila —mg mé znaménko minus, pro-
toze pusobi smérem dolu proti sile F,. Dosadime za F,(y) a upravime

L 4(h — y)k _ l
j=—9+—0 <1 m). (11)

To je pomérné nehezky vypadajici diferencialni rovnice a proto se ji radsi nebudeme
snazit vyresit presné. Staci si uvédomit, ze nas zajima pouze perioda maljch kmit,
coz znamena, ze vychylka mize byt libovolné mala. Vyraz pro silu tedy rozvineme
pomoci Taylorova rozvoje kolem bodu y = 0 a ¢leny obsahujici vyssi mocniny y
zanedbame, protoze po celou dobu pohybu budou oproti y dostatecné malé

dF,
dy

Fy(y) = Fy(0) + —2(0) (y — 0) + -+ =

I I 4h2l
bk (11— —1 ) 41— +
( N 4h2) ( VETARE (2 1 ap2)3 ) 4

PR (U SR Vi S D UMY R P
m VIZ+4R® (12 4 4p2)3 h (12 + 4h2)3
4hl
h (12 + 4h2)2 — 1 (1% + 4h?)
=—-Ky.

To uz je klasicka rovnice harmonického oscilatoru

g'j+w2y:0.
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Periodu uz snadno vyjadiime z dhlové frekvence jako

Nl=

2
pom_ 2, [hf 4h?l

= +
w VK g (12 + 4h2)% — [ (12 + 4h2)

1
B QK\/E 4h2 +l2 2
g \ 4h2 + 212 + I\/4h2 + 12 ’

Povsimnéme si, ze perioda viibec nezdvisi na tuhosti gumy k. Zato ale zavisi na
rozmérech [ i h, nelze proto uvazovat pouze jejich pomér. To je z toho duvodu, ze
pro pruziny ze stejného materidlu se stejnym prufezem zavisi tuhost na jesté i na
jejich délce.

Uloha VI.P ... dalni¢né-bezpeénostni problém

e Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i dalnici, aby byla silnice
pod auty sucha, pokud prsi?
o Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i dalnici, aby na silnici
nebyl zadny snih a led, pokud snézi? Teplota dopadajiciho snéhu je konstantni
a srovnatelnd s okolim, nékolik mélo K pod 0 °C.
Uvazujte, Ze prsi nebo snézi néjaky konstantni objem vody na jednotku plochy za
jednotku casu.

Nejdrive si zavedme veli¢inu g, udavajici, kolik metri vody naprsi za jednu sekun-
du. Samoziejmé predpoklddame, ze voda pada zcela spojité a rovnomérné. Jisté
mizeme najit takovou hodnotu go, pro kterou se veskerda dopadajici voda ihned
vypari. Velkou roli zde hraje vlhkost a teplota vzduchu a také fakt, ze projizdéjici
auta zpusobuji pohyb vzduchu v okoli vozovky.

Déle musime vytvofit model interakee aut s padajici vodou. Cést padajici vody,
do které narazi predek auta, se odrazi do stran a zbytek se odrazi na stfechu. Néjaka
voda ze stfechy stece na strany auta a zbytek stece za auto.

Necht maji vSechna auta vysku h a délku [, pohybuji se rychlosti u a za sekundu
jich libovolnym bodem silnice projede f. Tuto veli¢inu muzeme oznacit jako frek-
venci projizdéjicich aut, jeji prevracend hodnota pak bude perioda T'. Na vozovku
muze prset maximalné ¢o vody, coz je ale velmi malé mnozstvi vody, takze vétsina
vody musi byt zachycena projizdéjicimi auty. Mazeme si to predstavit tak, Ze nez
libovolna kapka urazi vzdalenost h, projede danym bodem silnice néjaké auto.

K desti se samoziejmé pridava voda, kterd stéka ze stiech aut, jak jsme zminili
vyse. Ta vSak bude padat mnohem mensi rychlosti, nez destové kapky, a proto
musi stejné jako ony vzdy narazit do projizdéjicich aut. Veskera voda, kterd narazi
do aut, se tak bud odrazi na stranu, nebo za auta — ale voda odrazend za opét
narazi do dalsiho auta, kde se cely proces opakuje. Ve vysledku je to stejné, jako
by se veskera voda dopadajici na auta odrazila na stranu.

Pojdme predchozi Gvahy vyjadrit pomoci rovnic. Mezi zadnim koncem jednoho
auta a prednim koncem nésledujiciho auta je vzdalenost

r=ul -1,
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kterou projizdéjici auta urazi za Cas

p=Zop_ L
u u

Padajici dést urazi vzdalenost vysky auta za Cas

T=—.
v

Predpokladejme, ze auta maji takovy vhodny tvar, ze veskera voda, do které svym

predkem narazi, se bud rozsttikne do stran a nebo zac¢ne vlivem proudéni vzduchu

stoupat na stfechu vozu. Z toho vyplyva, Ze za kazdou periodu 7' dopadne na

vozovku ¢ (t — 7) desté. Celkovy dopad vody na vozovku tak je

w=a e (1o (5+9))

Jak jsme odvodili vyse, tato hodnota se musi rovnat maximalnimu pripustnému
dopadu ¢o. V zadani se nés ptaji na frekvenci projizdéjicich aut, jejiz vyjadreni je

uz snadné L
fo 9= ( 1 n ﬁ) .
q u v

VSechny nezndmé samoziejmeé zalezi na situaci, ale obecné by je nemél byt problém
zmérit ¢i odhadnout. Vyjimku predstavuje hodnota qo, ale zde se nedopustime nijak
velké chyby (v porovnéni s nepfesnostmi odhadt ostatnich veli¢in), pokud budeme
predpokladat go =~ 0. Potom uz vysledek zfejmé nebude zaviset na vydatnosti
desté. Dosazenim néjakych rozumnych hodnot (v = 130km-h™, v = 9m-s™', [ =
=3m a h = 1,5m) dostdvame f = 4Hz. Toto ¢islo viibec neodpovidd béznému
provozu, kde je typicka frekvence nékolikrat nizsi. Je vSak pravda, Ze jsme dosadili
horni hranici rychlosti destovych kapek, pri nizsich rychlostech bychom se uz mohli
dostat na frekvence, kterymi se na délnici bézné jezdi.

Déle se muzeme bavit naptiklad o tom, ze proudéni vzduchu zptsobuje, ze ¢ast
vody z bokl automobilt bude sklouzavat na vozovku za né. V tvahu pripadd také
spousta dalsich jevu a nepresnosti naseho modelu. Je vsak rozumné predpokladat,
ze vsechny tyto drobné nedostatky se daji opravit vhodnou volbou konstant.

Co se neda opravit je naptiklad fakt, ze auta rozhodné nejezdi se stalou frek-
venci. Nami spocitana frekvence je nejmensi frekvence, pri které jesté zem ziistane
suchd. Jeji prevracend hodnota predstavuje nejvétsi moznou periodu mezi auty,
pfi které na zem nedopadne ani kapka. Museli bychom tedy zajistit, aby vSechny
Casové rozestupy mezi auty byly mensi. K tomu bychom pottebovali znit rozdéleni
period (Ize ocekédvat, ze to bude normalni rozdélen{), a pfedeviim jeho paramet-
ry. Odtud bychom uz snadno (integrdlem) spocitali zavislost mnozstvi vody, co
dopadne na vozovku, na parametrech daného rozdéleni.
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Snézi

Na vozovce jisté nebude snih, pokud tam ani Zddny nedopadne. Muzeme tak pouzit
vysledky predchozi ¢asti s tim rozdilem, ze snih zfejmé pada vyrazné pomaleji, nez
dést. Pokud tedy najdeme frekvenci, pri které na silnici neprsi, rozhodné pfi ni ani
nebude snézit. Déle, snéhové vlocky, padajici ze stfechy auta, se velmi brzy urychli
na terminalni rychlost a potom budou padat stejné rychle jako nové padajici snih.
Diky tomu ¢ést ze snéhu, ktery dopadne na auta, nezmizi do stran, ale opét zacne
padat na vozovku.

Pocatecni vydatnost snézeni budeme znacit jako u desté ¢. V okoli automobilu
vSak bude vyssi, a sice gs, protoze pri¢itame jesté ¢ast snéhu (oznacme ji k), dopa-
dajiciho na auta. Na vozovku dopadd gy, které jsme odvodili vyse (akordt musime
v rovnici misto ¢ pouzit gs, protoze to je mnozstvi snéhu, padajictho v okoli aut).
Na auta tak dopada

Ga = (gs — Qv,
pricemz plati
Gs = q+ kqa .

Dosazenim prvni rovnice do druhé dostavame

s =q+k(g—qv),
I h
qs:qukqsfkqs(lff(erf)),
u v

wmalo(Ee )

Celkové mnozstvi snéhu, dopadajictho na vozovku, tak je

oo (1o (L)) L)

Dosazenim k£ = 1 dostévéme,E ze ¢v = q, tedy ze veskery snih diive ¢i pozdéji
dopadne na vozovku. Ve skutecnosti bude k samoziejmé mensi nez 1, takze gy
bude o néco nizsi nez q.

Nakonec jesté muzeme spocitat, kolik snéhu se diky projizdéjicim auttim roz-
pusti. Predpokladejme, ze kazdé auto mé stejny vykon Py. Otazkou je, jakd cast
tohoto vykonu se pouzije na taveni snéhu. Toto neni vitbec snadné spocitat (v Gva-
hu pfipadd ohromné mnozstvi vlivii, které bychom museli do vypoctu zahrnout),
proto reknéme, ze kazdé auto k taveni snéhu prispéje vykonem P, jehoZz hodnotu
uz néjak zméiime.

Casové rozestupy mezi auty jsou 7. To znamen, ze kazdy tsek silnice o dél-
ce uT ,wytapi“ jedno auto. Mérné skupenské teplo tani snéhu je Iy = 334kJ-kg™!

7 Coz by odpovidalo situaci, ve které by veskery snih, dopadajici na auta, casem opét zacal
padat na vozovku za auty. Jinak feceno, zadny snih by nepadal do stran.
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a protoze uz mame obsazené pismenko T', které bézné patii termodynamické tep-
loté, predpokladejme Ze teplota snéhu je presné 0°C. Potom jedno auto za Cas t
roztavi hmotnost snéhu P

m=—.
Iy

Nyni si definujme &fiku jednoho auta s. Z hustoty snéhu ¢ = 200 kg-m ™2 spoéitame,

ze hmotnost m odpovidd mnozstvi snéhu

m P Pf

4o = uTsto  uTsoly  wusoly
Projizdéjici auta tedy roztavi qo dopadajiciho snéhu. Pro vykon bézného au-
ta P = 100 kW o Sifce s = 2m a frekvenci f = 1 Hz odhadneme ¢o ~ 210 °ms™! =
=T7cm-h™h
Pokud bychom chtéli potirebnou frekvenci spocitat, dosazenim qo = ¢, dosta-
vame
pf _ 1-f(E+%)
usele ~ 1=k (54 4)

coz je vlastné kvadratickd rovnice

k]

l h l h
Pk <7 + —) - (P—&-qusglt (f + *)) f+qusols =0.
u v u v

vy

Mohlo by se zdat, ze kofen s + predstavuje nejvyssi frekvenci, pii které jesté stihne
roztat vSechno, co nasnézi a ze tedy pro vyssi frekvence se uz na silnici za¢ne opét
hromadit snih. Tyto frekvence vSak nemaji fyzikdlni vyznam, protoze jsou vyssi,
nez maximalni mozné frekvence aut na silnici. Tu mtzeme urcit z délky a rychlosti

aut jako
U

fmax:7~

Rychlost padajictho snéhu bude zfejmé mensi nez rychlost vodnich kapek v desti,
uvazujme tedy v = 1m-s~'. Necht snézi vydatné ¢ = 3em-h™!, potom vychazi
priblizné f = 0,4 Hz, coz je pordd trochu moc. Snizime-li ale vydatnost snézeni na
lem-h™!, dostaneme se k hodnotdm frekvence 0,12 Hz, coz uz vypadé realisticky.
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Zadani experimentalnich dloh

Uloha L.E ... hodinova 12 bodit
Zmérte délku jednoho dne. Jedno souvislé méfeni vSak nemiize trvat déle nez jednu
hodinu (pro statistickou presnost vSak méreni opakujte). (tesend str. |89)
Uloha ILE ... listopad 12 bodit

Zmérte prumérnou vertikdlni rychlost padajiciho listi. Pouzijte listy z nékolika
ruznych stromu a diskutujte, jaky vliv mé tvar listu na rychlost padu. Jak by mél
vypadat idedlni list, pokud bychom chtéli, aby padal co nejpomaleji?

(Tesent str. )

Uloha IILE ... indexovany kondenzitor 12 bodt

Postou vam prisel elektrolyticky kondenzator a rezistor. Zmérte kapacitu konden-
zatoru a odpor rezistoru, nemérte je vSak primo. Soucin kapacity kondenzétoru
a odporu rezistoru je ptiblizné RC = 20s.

Varovdni Elektrolyticky kondenzitor mé kladnou a zapornou elektrodu, pri
zapojeni opacné ho muzete znic¢it. Maximalni dovolené napéti je 10 V.

(Tesent str. @)

Uloha IV.E ... papirova izolaéni 12 bodt

Zmérte, jak moc dokaze papir stinit zvuk. K méreni staci pouzit napf. mobilni
telefon jako generator zvuku a mikrofon v pocitaci jako detektor (Audacity). Po-

uzijte papiry ruznych druht a tvaru. (Tesend str. )
Uloha V.E ... tf¥iceticentimetrovy tén 12 bodu

Kazdy nékdy z nudy zkusil brnkat na dlouhé pravitko vystréené pres okraj la-
vice. Zvolte vhodny model zavislosti frekvence na délce vysunuti za okraj lavice
a experimentalné jej ovérte. Popiste i dalsi parametry pravitka.

Pozndmka Pravitko ke stolu pritlacte tak, aby kmitala jen jeho vysunutéd ¢éast.

(Tesent str. )

Uloha VLE ... kluzka 12 bodt

Najdéte dvé rovné plochy ze stejného materidlu a zmérte, jaky je mezi nimi koefi-
cient tfeni. Nasledné zjistéte, jak se tento koeficient zméni, kdyz mezi plochy date
néjakou sypkou nebo kapalnou latku. Muzete pouzit vse od vody a oleje, pres med
a roztavenou cCokolddu az po mouku a pisek. Méfte pro alesponn 4 ruzné latky.
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Hodné pozornosti vénujte diskuzi vysledkt a pfedevsim toho, které vlastnosti po-
uzitych ldtek mély na vysledek nejvétsi vliv. (Tesent str. )
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*// 7 Reseni experimentalnich dloh

Uloha I.E ... hodinova

Zmeérte délku jednoho dne. Jedno souvislé méreni vsak nemiize trvat déle nez jednu
hodinu (pro statistickou presnost vsak méreni opakujte).

Uvod

Rozvoj fyziky i vedy ako takej bol spojeny s kazdodennym Zivotom nasich predkov.
Prave potreba poznania striedania sa dna a noci, ro¢nych obdobi ¢i ro¢ného cyklu
printtili Tudi merat ¢as a zostavit kalendar. Vdaka jeho jednoduchému urceniu
sa stal zakladnou casovou jednotkou den. Novy den sa zacinal s vychodom, alebo
zépadom Slnka. Pohyb Slnka po oblohe sme pouzili na uréenie dizky diia aj my.
Merali sme v podstate uhlovi rychlost Slnka na oblohe, z ¢oho sme nésledne ur¢ili,
kolko trva jeho jeden cely obeh (resp. jedno otodenie Zeme okolo osi).

Postup merania
Zékladom experimentu bolo meranie uhlu, o ktory sa posunul (tj. otocil) tien
Spajdle za dany cas. K meraniu sme pouzili papier ako podlozku, na ktort sme
znacili polohu tiena, a vhodne dlhu Spajdlu, ktord sme zabodli do zeme, aby sa
jej poloha (tj. vrchol uhla) nemenila a ziroven bola kolmé k podlozke. Podlozku
sme umiestnili vodorovne. Pouzitd spajdla mala po zapichnuti do zeme vysku [ =
= (25,80 £ 0,05) cm (medznd chyba merania je dand pouzitym pravitkom ako
polovica najmensieho dieliku) od miesta prieniku s papierovou podlozkou (péty).
Samotné meranie prebiehalo tak, Ze sme na papierovi podlozku zakreslovali
polohu tiena s$pajdle a ku kazdému meraniu sme si poznacili presny cas. Z toho
sme potom urcili, o aky uhol sa tien posunul za dany casovy tsek.

Namerané data

Je viacero spdsobov, ako mozeme k zberu dat pristipit. Jedna moznost je zmerat,
o aky uhol sa posunie tien $pajdle za 1 hodinu. Pre ziskanie presného vysledku vsak
budeme musiet meranie opakovat. Vdaka statistickému spracovaniu potom dosta-
neme dostato¢ne presni hodnotu vysledku. Druhou variantou je spravit niekolko
merani polohy tiena v kratkych intervaloch pocas jednej hodiny.

My sme zvolili druhtt moznost. Od 14:50 do 16:15 sme spravili 13 merani v ¢a-
sovych intervaloch 5 az 9 mindt (vid. tabulka Q). Z tohto siboru dat sme vybrali
ten hodinovy usek, ktorého data boli najlepsie namerané (tj. neovplyvnené napri-
klad silnym vetrom). Islo konkrétne o ddta namerané v ¢ase od 15:09 do 16:09 (vid
tabulka é)
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Spracovanie merania

Uhol posunu tiena sme pre vi¢siu presnost merali trigonometricky. Na zakreslenych
tieioch $pajdle ako priamkéch sme vyznadili body, ktoré sa od pity Spajdle (tj.
vrcholu uhla) nachédzali v rovnakej vzdialenosti, v nasom pripade to bolo a =
= (45,24 0,2) cm (medznd chyba je vacsia kvdli pouzitiu nepresnejsieho pravitka
a motuziku). Uhol a, o ktory sa tien posunul, sme tak uréili ako

X
t == 12
ga=—, (12)

kde x je vzdialenost vyznacenych bodov na tseckach dvoch susediacich poloh tiena
Spajdle. Nakolko posunutie bolo vzdy mensie ako 3 °, mohli sme pouzit aproxima-
ciu a = tg a. Chybu uréenia uhlu o sme odhladli na 10 %. Té4to chyba je vyrazne
vacsia ako Statistickd chyba merania a k jej hodnote sme dospeli uvdzenim ne-
presnosti pri zakreslovani polohy tiena (papier bol na zemi mierne nerovny, pri
zakreslovan{ fikal vietor, ktory mierne kyval Spajdlou i podlozkou).
Vybrany stbor dat (tabulka ) sme spracovali do grafu R1|, ktory zobrazuje, ako
s velkostou casového intervalu narastd odklon tiena $pajdle od pociatocnej polohy.
Tento narast m& jasni linedrnu tendenciu. Graf sme preto nafitovali linedrnou
funkciou
a=At+ B, (13)

pri¢om nés zaujima predovsetkym parameter A. Ten hovori o zévislosti pootocenia
tiena na case. Parameter B méa predovsSetkym korekény charakter. Fitovanim sme
urcili ich hodnoty ako

A=(0,2310+0,0017) °min~",
B = (0,126 & 0,045) °.

Z hodnoty parametru A je zrejmé, Ze tieti Slnka sa na papieri posunie 0 0,231 ° za
minitu. Z toho jednoducho uréime, Ze otocenie o celych 360 °, tj. jeden (synodicky)
den bude trvat ,2313+1;in*1 = 1558,44 minut, co je 25,97 hodin.

Tato hodnota vsak este nie je konecna. Uhol a, ktory sme merali, totiz vyjadruje
otocenie okolo paty Spajdle, a nie jej vrcholu. Preto musime hodnotu « prepocitat
vzhladom na otocenie okolo vrcholu $pajdle. Pre zjednodusenie sme uvazovali, ze
vyska Slnka nad obzorom je nemenné.

Vrchol spajdle sme si oznadili V a jej patu P. Vrchol $pajdle V sa premietol na
papier ako koniec tiena, oznacili sme ho A, reps. B na zaciatku a konci ¢asového
intervalu jedného merania. V takomto znaceni sme teda chceli prepocitat uhol o =
= |ZAPB| na uhol § = |ZAVB|.

V pripade konstantnej vysky Slnka nad obzorom je tSecka |AB| kolm4 na rovinu
APV. Potom z trigonometrie plati « = |AB|/|AP| a § = |AB|/|AV| (nakolko ide
o malé uhly, aproximovali sme tga &~ «, resp. tgd =~ §). Uhol § sme vyjadrili

pomocou uhlu « ako
AP
5= aﬁ . (14)
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Do vztahu (@) tak uz len dosadime namerané hodnoty. Vzdialenost |AP| =
= (57,4+0,3) cm (vyjadruje dizku tiefia Spajdle) sme priamo namerali. Vzdia-
lenost |AV| = (62,9 £ 0,4) cm sme vypodéitali pomocou Pytagorovej vety z diz-
ky Spajdle I a z dizky jej tiefia. Z toho pokial za uhol o dosadime uhlovy po-

sun Slnka za jednu minttu (tj. hodnotu parameteru A z rovnice (

), dostaneme

uhol § = (0,2108 4+ 0,0021)° vyjadrujici hodnotu uhlového posunu Slnla korigo-
vanud k vrcholu spajdle. Nami namerand vysledna hodnota dlzky dna tak vychadza

(28,5 % 2,8) hodin.

Tab. 2: Namerané hodnoty otocenia tiena Spajdle « za zvolené Casové intervaly t.

Meranie L %
min
1 7 1,774
2 5 1,141
3 7 1,774
4 5 1,267
5 9 2,027
6 8 2,027
7 7 1,521
8 7 1,647
9 5 1,267
10 7 1,394
11 6 1,394
12 6 1,267
13 6 1,141

Tab. 3: Otocenie tiena $pajdle o od pociatocnej polohy v priebehu 1 hodiny.

Meranie L %
min
1 5 1,27
2 14 3,29
3 22 5,32
4 29 6,84
5 36 8,49
6 41 9,76
7 48 11,15
8 54 12,55
9 60 13,81
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Obr. 21: Zavislost otodenia tiefia Spajdle na dizke ¢asového intervalu.

Diskusia

Je zrejmé, Ze vyslednd hodnota sa vyrazne 1i$i od redlneho synodického dna (tj.
24 hodin). Tuto diskrepanciu pravdepodobne sposobuje hrubd systematickd chy-
ba. Ako hned prvii musime zohladnit chybu, ktort spésobila tvaha, ze Slnko sa
pohybuje pocas celého merania v rovnakej vyske nad obzorom.

Dalsiu velkd nepresnost spdsobila nestabilne umiestnens podlozka. Vzhladom
na to, ze podlozka tvorenad tvrdym vykresom bola polozena na travnatej ploche,
nerovnosti sposobovali problém pri spravnom zakresleni tiena spajdle. Problémy
tiez sposoboval vietor, ktory jednak rozkyval spajdlu a mohol mierne zmenit jej
smer vzhladom na podlozku, zaroven tiez rozvlnil upevneni podlozku, ¢im opéf
sposoboval nepresnosti v zakresleni tiena. Chybu do vysledku urcite zaniesla aj nie
presne kolma poloha sSpajdle.

Navyse, tien spajdle bol hruby, ¢o sposobilo dalsiu nepresnost so zakreslenim.
Snazili sme sa znacit stred tiena, ¢o sa ndm vSak nie vzdy mohlo rovnako podarit.
Cas sme merali na celé minity, pretoze zakreslovanie trvalo niekolko sektind (pre-
dovSetkym kvoli nedostatoéne pevnej zemi pod podlozkou), no meranie sme vzdy
vykondvali okolo celej mintty, teda chyba v merani ¢asu sa nekumulovala.

Presnost nasho vypoctu by sme mohli zvysif, keby sme pre kazdé meranie
zaznamenali dizku tietia $pajdle, z ¢oho by bolo mozné ur¢it vysku Slnka nad
obzorom pre kazdé meranie. ISlo by vSak len o priblizné urcenie, tien konca Spajdle
bol totiz zle ohraniceny. Pretoze sme vSak pouzili relativne dlht Spajdlu, ani pri
pouziti dvoch vykresov sme sa nevyhli tomu, Ze koniec tiena sa premietol mimo
podlozku urcent na jeho zakreslenie.
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Presnost ndsho merania by sme mohli zvysit vac¢sim stiborom dat. Aby sme
vsak neprekrocili podmienku merania maximélne jednej hodiny, moznosti by boli
dve. Jednou moznostou je spravift meranie, ktoré sme popisali vyssie, niekolko
krat po sebe a jeho vysledky statisticky spracovat. Druhou moznostou je nescitat
jednotlivé niekolko mintitové tseky merania spolu, ale spriemerovat velky sibor
merani o dizke niekolko mintt. Teoreticky, pri velkej snahe, mézeme tiseky merat
aj celi hodinu a potom priemerovat tieto merania. V oboch pripadoch by sme
sa nedopustili porusenia podmienky, pokial nepouzijeme Casovy interval dlhsi ako

ako 1 hodina.

Alterantivne spésoby uréenia dizky dria

Pri uréovani dizky diia sme mohli taktieZ pouzit tieft nejakej budovy alebo vicsieho
objektu. Meranie by vSak mohlo byt viac nepresné. Taktiez sme mohli zvolit iné
geometrické usporiadanie objektu, ktory vrha tien, a tienidla. Bezne sa pri slnec-
nych hodindch pouziva vodorovné podlozka a oska sklonend v smere zemskej osi.
Na vypocty najjednoduchsie je tien osky rovnobeznej so zemskou osou premietat
na stosu valcovi plochu, v tomto pripade netreba previadzat ziadne korekcie a tien
by sa po povrchu valca mal pohybovat rovnomerne rychlostou 15°-h™*.

Dalsou metédou je sledovanie pohybu hviezd. Princip je podobny ako v na-
mi zvolenom postupe so sledovanim Slnka. V tomto pripade by sme vsak merali
priamo posun hviezd na oblohe. Sp6sobov na to je viacero, napriklad merat cas
medzi hornymi kulminaciami dvoch hviezd o zndmych rektascenziach. Tu sa ale
ako problém ukazuje nezavisle zmerat uhlové vzdialenosti na oblohe, daja sa vsak
najst vo hviezdnych mapéch.

Na zaver spomenieme metédu vyuzivajicu Foucaultovo kyvadlo. Jeho kon-
strukcia vSak nie je dplne jednoduché a lahko sa mézeme dopustit velkej chyby
merania. Foucaultovo kyvadlo poukazuje na roticiu Zeme, ktorej dosledkom je
Coriolisova sila. T4 bude zdanlivo stdc¢at rovinu kmitov kyvadla, ¢o mézeme name-
rat. Velkost tohto stdcania vSak zavisi na zemepisnej sirke, na rovniku sa rovina
kmitov vobec nestdca. V nasich zemepisnych sirkach je posun dostatocne velky
uz pri hodinovom merani. Meranie by sme vsak i tak museli opakovat pre ziska-
nie dostatoc¢ne velkého statistického stboru dat a pre presné urcenie chyby nésho
merania.

Poznidmka na zaver

Autor tohto riesenia je presvedCeny o tom, ze keby mal den naozaj 28 hodin,
konecne by stihal aspon polovicu zo svojich planov.
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Uloha II.E ... listopad

Zmérte prumérnou vertikalni rychlost padajiciho listi. Pouzijte listy z nékolika
riuznych stromi a diskutujte, jaky vliv m4 tvar listu na rychlost padu. Jak by mél
vypadat idedlni list, pokud bychom chtéli, aby padal co nejpomaleji?

Tedria
Ak padé teleso v homogénnom gravitacnom poli, ktoré sa nachddza pri povrchu
Zeme, zvycajne uvazujeme volny pad. Aby boli splnené predpoklady volné padu,
musi byt odporova sila vzduchu, ktord pésobi na padajice teleso, zanedbatelne
malé oproti tiazovej sile. V pripade padajiceho listu vSak toto neplati.

List mé& prilis velkd plochu v pomere k svojej hmotnosti. Pri analyze padu listu
teda nemozeme zanedbat odporovi silu. Pre turbulentné pridenie vzduchu okolo
listu plati vzorec pre odporovu silu

F, = %C@S’v2 ,

kde C je ¢initel odporu, ktory zohladnuje tvar a kvalitu povrchu telesa, o je hustota
vzduchu, S je plocha priecneho prierezu telesa kolmé na smer pohybu a v je rychlost
pohybu telesa.

Ak by mal list vhodny tvar, aby sa netocil pocas padu, v istom okamihu by
sa tiazova sila vyrovnala odporovej a list by padal rovnomerne priamociaro. Avsak
kedze listy maju rozne zvlastne tvary, ktoré nie st ani zdaleka idedlne na nastolenie
dynamickej rovnovahy sil, list sa pocas padu otdca, meni svoju rychlost a pohybuje
sa po velmi zlozitej trajektorii.

Rychlost padu tiez zavisi od toho, ako velmi je list suchy, ¢i je skriteny a ¢i
mobze bez poskodenia menit svoj tvar pri pade. Trajektéria padu, otacanie listu
a teda aj priemernd rychlost bude pre konkrétny list zdvisiet na jeho pociatocnom
natoceni, spésobe vypustenia, pripadnych zdchvevoch vzduchu a dalsich faktoroch,
ktoré nemozeme spolahlivo ovplyvnit. Budeme sa teda spoliehat na to, ze meranie
pre kazdy list bude dostato¢ne pocetné, aby sme ziskali rozumnu statistiku, z ktorej
dostaneme priemerni rychlost s primeranou odchylkou.

Postup pri experimente
Natrhali sme si listy zo stromov, pripade nazbierali uz opadané, ale zachované.
Vyberali sme listy z 8 stromov a krikov, pricom sme sa snazili o diverzitu velkosti.

Potom sme listy odvazili na laboratérnych vahach, vysledky st v tabulke
Zdokumentovali sme ich rozmery pomocou obrézku R2.

Jednotlivé listy si oznacené pismenami, pricom pismenom im priradzujeme
druh podla legendy v tabulke @

Nésledne sme si pripravili bod na stene vo vyske h = 1,95m nad podlozkou
a nahravaciu aparatiru s kamerou. Z vysky urcenej znaCkou na stene sme volne
pustali list (snazili sme sa neudelit listu ziadnu poéiatoéni rychlost) a cely pad
nahrivali. Potom sme postup opakovali, priblizne desat krat pre kazdy list.
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Obr. 22: Listy aj s meradlom dizky.

Tab. 5: Hmotnosti pouzitych listov.
Tab. 4: Legenda oznacenia stromov.

— list

oznaceni strom g
A javor Al 0,89
B buk A2 0,31
C dub B1 0,29
D gfpka Cl1 0,31
E viba D1 0,07
F topol E1 0,18
G pagastan F1 0,79
H pajasen Gl 0,53
I buk (suchy) HI 2,00

1 0,28

Nahravky padov listov sme spracovali pomocou programu Tracker. Jeho pou-
zitim sme zistili pocet snimkov n, na ktorych bol list v stave padu. Zo znalosti
snimkovacej frekvencie kamery f  sme vypocitali dobu trvania jedného snimku 7'
podla vztahu T = f~!. Pomocou nej sme dopoéitali celkovy ¢as padu ako t = nT.
Zo znalosti vysky h, z ktorej list padal, sme podla vztahu

h h _ hf

t nlT  n
vypocitali rychlost padu.

Priemernid rychlost padu kazdého listu sme vypocitali rovnakym spdsobom,
akurit sme namiesto n dosadzovali priemerny pocet snimkov m. Zkuste si roz-
mysliet, pre¢o sme dostali mierne odlisné (ale presnejsie) vysledky, ako kebyze
vypocitame aritmeticky priemer rychlosti.

1Poéet snimok za sekundu. Hodnoty pouzité pre kazdé meranie si uvedené v tabulke E
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Tab. 6: Pouzité frekvencie merania.

. !

list i
Al 29,7
A2 29,7
Bl 298
Cl 29,7
D1 29,6
El 29,7
F1 29,8
Gl 29,7
H1 29,8

I1 29,7

Vysledky merania

V tabulke H st uvedené namerané pocty snimkov, cez ktoré padali jednotlivé listy.
Rovno sme z nich vypocitali aritmeticky priemer a Standardnii odchylku podla
vztahu

N
— 1 . =\2
UnA = N(N—l)z_;(nl Tl) )

kde N oznacuje pocet meranych paddov daného listu. Celkova neistota merania sa
vypocita zo Statistickej odchylky w,, a systematickej odchylky wn, sposobenej
nepresnostou meracich pristorojov, pripadne Tudskym faktorom ako

— 2 2
Un = UnA+unB~

Neistota urcenia presnej snimky, na ktorej bol list vypusteny a na ktorej dopa-
dol na podlozku, vyustila v nepresnost urcenia poctu snimok zachytavajicich pad
na un,g = 3.

Naés vsak zaujima, ako sa tato chyba prejavila v chybe merania rychlosti. Podla
zékona sirenia neistot mame

v (o) + () =y () + ()
v on " on ") n h/)
kde neistota merania vysky vypustenia nad podlozkou bola u;, = 2 cm.

Vypocitané priemerné hodnoty rychlosti padu jednotlivych listov a celkové ne-
istoty merania rychlosti st uvedené v tabulke g.

Diskusia
Relativna odchylka merania rychlosti sa pohybuje v rozmedz{ od 5 do 11 %, ¢o po-

.....
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Tab. 7: Namerané pocty snimkov pre pady jednotlivych listov a ich priemery

a smerodajné odchylky priemerov.

list | n n Un A
Al | 61 74 63 57 55 56 69 63 51 66 | 61,5 2,2
A2 |74 71 62 59 70 59 47 55 54 65| 61,6 2,7
Bl |62 65 58 66 60 60 61 62 59 61,4 0,9
Cl | 50 43 48 51 53 48 43 46 47,8 1,3
D1 |32 36 41 33 36 41 32 33 38 38| 36,0 1,1
El1 |47 44 40 34 40 33 38 42 34 37| 389 1,5
F1 | 41 43 46 46 37 41 37 45 45 45 | 42,6 1,1
Gl | 58 51 54 57 59 54 58 51 41 48 | 53,1 1,8
H1 | 38 42 50 46 40 41 42 40 36 37 | 41,2 1,3
I1 71 61 63 61 67 61 65 67 58 61| 63,5 1,2

Tab. 8: Priemerné rychlosti padu a ich neistoty.

list — o

' m-s—! ms?
Al 0,94 0,06
A2 094 0,06
B1 0,95 0,05
C1 1,21 0,08
D1 1,60 0,14
El 1,49 0,13
F1 1,36 0,10
G1 1,09 0,07
H1 1,41 0,11
11 0,91 0,05
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chyba merania. Aby bola mensia, museli by sme napriklad zabezpecit vypuistanie
listu zo stéle rovnakej vysky. Najvac¢si problém bolo vSak urcenie presnej snimky,
na ktorej bol list vypusteny, resp. na ktorej uz dopadol. V pociatocénych fazach
padu sa totiz list hybe velmi pomaly a je tazké rozoznat zmenu jeho polohy na
jednotlivych snimkach. Taktiez na konci pohybu je naro¢né presne urcit, kedy sa
uz list nehybe. Ako riesenie tohto problému vidime sledovat len fizu paddu mimo
jeho zaciatok a koniec. V praxi to znamend vyznacit si polohu par centimetrov
pod vyskou vypustenia a par nad podlozkou a do ivahy brat len pad medzi nimi.
V tomto pripade mozeme narazit na problém, Ze list sa bude hybat prili§ rychlo,
aby sme zachytili presne jeho prechod vyznacenou polohou. Vtedy by pomohla
len vysokorychlostnd kamera. Otézkou by ale ostalo rozhodnut, ktorta cast listu
vlastne chceme meraf.

Ak sa pozrieme na velkost relativnej odchylky rychlosti v zavislosti na samotnej
rychlosti, vidime, Ze vo vac¢Sine pripadov s rasticou rychlostou rastie aj jej rela-
tivna odchylka. Pri¢inou je mensi pocet snimkov zachycujicich pohyb, ¢o zvysuje
relativnu odchylku n.

Ked porovndme priemerné rychlosti padu jednotlivych listov, dospejeme k za-
veru, ze najmensiu rychlost ma list I1. Tento list je ako jediny z pouzitych listov uz
vysuseny. Zaujimavé je porovnanie s listom B1, ktory je toho istého druhu, velmi
podobnej velkosti a mé zhruba rovnakd hmotnost. Pravdepodobne sa vSak pocas
padu ohybal menej, ¢o mohlo spdsobit vacsi odpor vzduchu.

Najvéacsiu rychlost ma list H1, ktory mal tiez najvac¢siu hmotnost, no zaroven aj
plochu. Pravdepodobne jeho hmotnost a tiez poddajnost tvaru pri pade sposobili,
7e padal najrychlejsie. Len o nieCo pomalsie padal list F1, ktory je ale podstatne
mens{ a Tahsi. S listom H1 ma spolo¢nt velkd ochotu sa ohybat. Budi to v nés
dojem, ze tento faktor do znacnej miery ovplyvnuje rychlost padu. Je ale pravda,
ze listie padajice zo stromov samovolne je zvacsa uz vyschnuté, a teda tvar pocas
padu meni len minimélne.

Ked porovname rychlosti padu listov Al a A2, ktoré sa lisia vo velkosti a hmot-
nosti, mozeme vidiet, ze rozdiel rychlosti je vramci odchylky naozaj takmer zane-
dbatelny. Je logické uvazovat, Ze ich hustota bude zrejme podobnda. Vedie nas to
k zaveru, ze velkost listu vramci toho istého druhu zadsadne neovplyviiuje priemernt
rychlost padu.

Z pozorovania padu jednotlivych listov by bolo vhodné este poznamenat, ze
najmenej sa pocas padu tocil list G1. To je spésobené pravdepodobne jeho Spe-
cifickym tvarom, ktory umoznuje obtekanie vzduchu aj pomedzi jeho ¢lanky, ¢o
zrejme stabilizuje jeho pad.

Vo vysledku z hladiska najpomalsieho padu vyhravaju listy A a B z javora
a buku. Vzhladom na to, ze tvar tychto listov sa vyrazne lisi, zrejme neexistuje
nie¢o ako idedlny tvar listu pre najpomalsi pad. Avsak asi je mozné optimalizo-
vat parametre listu - zmensit jeho hmotnost, zvacsit plochu, zabezpecit vntutorné
obtekanie ako stabilizdciu pri pade. A hlavne nechat list prirodzene vyschnit na
znemoznenie zmeny tvaru pocas padu.
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Zaver

Namerané rychlosti paddu jednotlivych listov sa v tabulke E

Rychlost pddu zrejme ovplyviuje viacero faktorov nez len samotny tvar listu.
Najmensiu rychlost pddu mal vysuseny bukovy list, teda rychlost je zavislda na
moznosti listu menif tvar pocas padu. Z hladiska druhu stromu mali najmesiu
rychlost javor a buk, teda ich parametre si najidedlnejsie pre nas ucel, najst co
najpomalsie padajuci list.

Idedlny list by mal podla ndSho merania mat ¢o najmensiu hmotnost, najvacsiu
plochu, tvarom zabezpecent stabilizaciu pocas padu a hlavne by mal byt suchy.

Uloha IL.E ... indexovany kondenzator

Postou vam prisel elektrolyticky kondenzator a rezistor. Zmérte kapacitu konden-
zatoru a odpor rezistoru, nemérte je vsak primo. Soucin kapacity kondenzatoru
a odporu rezistoru je priblizné RC = 20s.

Varovdni Elektrolyticky kondenzator ma kladnou a zapornou elektrodu, pri
zapojeni opacné ho miizete znicit. Maximalni dovolené napéti je 10 V.

Odpor rezistoru

Najskor si zistime odpor rezistoru. Mame ale zakdzané merat ho priamo, nezostava
nam teda ni¢ iné, nez pouzit Ohmov zakon. Pripojime rezistor ku zdroju, odmeri-
ame napétie na jeho koncoch a prud, ktory nim pretekd, a dosadime do znameho
vztahu.

Pri napéti treba pripojif multimeter k tym dvom bodom obvodu, medzi ktorymi
chceme vediet napétie, a teda paralelne k rezistoru. Kedze batéria uvadza 4,5V
nastavime na multimetri rozsah 20 V (pretoze 2V by bolo zjavne méalo a ni¢ medzi
tym nemdme k dispozicii).

Pri merani prudu zas treba, aby tento prid multimetrom priamo pretekal,
a teda ho zapojime sériovo. Ak sa bojite, ze prepalite multimetru poistky, tak ho
najprv nastavte na najvacsi rozsah pridu a postupne uberajte (zvysujte presnost),
dokym sa da.

My sme pri merani pouzili vzorku 5 rezistorov, pricom sa dalo ¢akat, ze mozno
medzi nimi budi nejaké drobné rozdiely, ale ukazalo sa, ze pri vsetkych rezistoroch
sme dostali napitie U = 4,84V a prid I = 96uA. Co z toho vyplyva? Statistic-
k& chyba odporov rezistorov vo vyrobe je zanedbatelnd v porovnani s nepresnos-
tou merania. T4 je v pripade ndsho multimetra +(1% + 2digit) pri meran{ pradu
a %(0,5% + 2digit) pri meran{ napatia. Cize AI = 3uA a AU = 0,04 V. Pri delenf
dvoch veli¢in sa scitaja stvorce ich relativnych chyb. Takze odpor rezistoru je

2 2
r=Y |1+ <M> +(AUU) = (50,4 £ 1,6) kQ.

I 1
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Trochu tedrie

Kapacita kondenzitoru C udava pomer medzi ndbojom () v nom uloZenym a na-
patim U na jeho svorkéch, teda C' = Q/U. Podobne, odpor rezistoru R vyjadruje
pomer napitia a pridu, ktory nim pretekd, R = U/I. Co je to prid? Usporiadany
pohyb nabitych castic. Jeho velkost udava, aky nédboj presiel vodicom za jednotku
casu, Cize I = Q/t.

Co sa teda stane, ked spojime konce nabitého kondenzatoru rezistorom? Na
svorkach rezistoru bude rovnaké napétie ako na kondenziatore a teda nim zacne
tiect prud velkosti

uv_ @

R RC’
Tento prad tvoria elektréony beziace zo zaporne nabitej elektrédy kondenzatora na
tt druhid (resp. hypotetické kladné néboje beZiace presne opaénym smerom). Cize
naboj a s nim teda aj napéatie na kondenzatore bude postupne klesat. Tym padom
bude klesat aj prud, ¢ize dostdvame diferencidlnu rovnicu

_dQ_ Q
dt  RC’
kde sme len za prud z predchddzajiceho vztahu dosadili zmenu nédboja za cas.
Minus je tam preto, lebo naboj na kondenzatore tymto procesom klesa.

TAato rovnica sa dé riesit jednoducho separdciou premennych, ktorej vysledkom

je
Q(t) = Q(0)e” 7@ .

Lenze ndboj merat nevieme (minimélne bezne multimeter taki moznost nepon-
dka). Zato vieme merat prid a napétie, ¢ize mame dve moznosti: bud vydelit obe
strany kapacitou, alebo obe strany zderivovat podla casu. Tym dostaneme casovy
vyvoj napédtia na kondenzatore, resp. prudu teciiceho vodicom

U(t) = U(0)e 7 ,
I(t) = I(0)e o | (15)

Vidime, ze oba vztahy st analogické, takze je vlastne jedno, ktory z nich pouzijeme.
Ukézeme si samozrejme oba.

Zostéva_otdzka, ako vlastne zapojit obvod. Schémy zapojenia sa nachadzaji na
obrazkoch RJ a

v ¢
R

Obr. 23: Zapojenie pri merani pridu
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Meranie pridu

V tomto pripade rovno za kondenzator zapojime multimeter. Z predchadzajiceho
merania uz vieme aky prad mame oc¢akavat. Multimeter teda momentalne ukazuje,
ako rychlo sa kondenzator nabija. Tento prad tiez exponencidlne klesd, takze je
dolezité urcit si hodnotu priadu, pri ktorej nabijanie ukoncime. Nie je az tak dolezité
ak1, ale hlavne musi byt pri kazdom merani rovnaka. My sme sa rozhodoli, ze
nabfijanie ukon¢ime pri 3 uA. Takto trvalo nabijanie nieco cez 2 mintty.

U

l_

Obr. 24: Zapojenie pri merani napétia

Ked donabijame, treba spravit sti¢asne dve veci - odpojit baterku (sta¢i jeden
kébel) a spustit stopky. Potom uz len sledujeme stopky a kazdych 5 sekiind po-
zrieme na multimeter a poznacime si hodnotu pridu. Meranie sme vykonali pre
péat kondenzatorov tak, zZe sme tento postup zopakovali pre kazdy z nich, ale ako
vidno z tabulky [, statistickd chyba je opat rozumne mala.

Tab. 9: Namerané casové priebehy pridu

I T
pA uA

5 78 78 80 78 79 78,6
10 65 65 65 64 64 64,6
15 54 53 54 53 54 536
20 44 44 44 44 45 44,2
25 36 37 36 37 37 36,6
30 30 30 30 30 31 30,2
35 25 25 25 25 25 250
40 20 21 21 21 21 208
45 17 17 17 17 17 17,0
50 14 14 14 15 15 144
55 11 12 12 12 12 11,8
60 9 10 10 10 10 98

w |+

Takze sme zmerali vyvoj pradu v ¢ase. Otdzka znie, ako z toho urcit kapaci-
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tu. Najjednoduchsi sposob je pouzit nejaky software, ktory ndm nase data fitne
exponencialou®

80 .

70 b 1

60 . s

50 + N .

w \* 7
30 - R | |
_—

20 + B |
0 | | ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60

t

S

Obr. 25: Zavislost pridu v obvode na ¢ase pri vybijani kondenzatora

Okrem toho, Ze sa modzeme na grafe @ pokochat, ako vsetky body lezia na
danej krivke, sa dozvieme aj to, aky ma tato krivka predpis. V nasom pripade
dostavame f(z) = 94,3 - exp(—0,037 8x). Co ked porovname s (L) zistujeme, ze

t

—% = —070378,
RC =26,5s,
C =525uF .

Zaroverti si mozeme vSimnit, ze 1(0) = 94,3 A, ¢o je o par mikroampérov menej,
nez prad, ktory sme namerali v prvej ¢asti. Ndhoda? Samozrejme, Ze nie. K tejto
skutoc¢nosti sa na zaver vratime.

Ak ale nechceme fitovat namerané data pomocou nejakého ,black boxu*, mo-
Zeme to spravit aj sami pomocou linearizicie. Ked zlogaritmujeme obe strany (L)

dostiavame, ze
t

RC”

Cize ak si nakreslime graf zdvislosti logaritmu pridu (kedze do argumentu logaritmu
by malo {st bezrozmerné ¢&islo, budeme logaritmovat I/1,, kde sme si zvolili I,, =
= 1pA) na &ase, mal by byt linearny, so smernicou — (RC) ™", vid graf @

InI(t) =InI(0)—

2RStudio, gnuplot, ...
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Obr. 26: Linearizovand zavislost

Smernicu uré¢ime z krajnych bodov

L AS)

At

Z toho vyplyva, ze C' = 524 uF, ¢o je vlastne to isté, ako pri pouziti ,black boxu®
Presnejsie by ale bolo vykonat linedrnu regresiu.

Dalej by bolo vhodné uréit chybu. Stvorec relativnej chyby kapacity je siéet
Stvorcov relativnych chyb odporu (td sme uréili v prvej éasti) a relativnej chyby,
s ktorou sme urcili smernicu.

Ked si za oba prudy, ktoré pouzivame na urcenie smernice dosadime I +ur, kde
pod ur myslime absolitnu chybu daného prudu, po chvili hrania sa s logaritmami
a limitami sa da dojst k zaveru, ze absolitna chyba smernice je

1 Urqy Ur,
Uk_ut<f1 * Iz)7
Cize sucet relativnych chyb priudov deleno ¢asovy rozdiel. Ako absolitnu chybu
pradu opét pouzijeme dva krat najmensi dielik plus percento nameranej hodno-
ty a dostdvame, Ze relativna chyba smernice je s = 0,004. To spolu s relativ-
nou chybou odporu dava uc = 0,03. Po vyndsobeni kapacitou, dostaneme C' =
= (520 + 20) uF.

=-0,0379s"".

Meranie napatia

Tentokrat treba zapojif multimeter ku kondenzatoru paralelne. Rozhodli sme sa
nabijat, dokym nebolo napitie 4,83 V, ¢o trvalo asi sekundu.
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Dalo by sa samozrejme postupovat tplne rovnako ako minule a v pevne stano-
venych ¢asoch merat hodnotu napétia. Pre zmenu to ale spravime naopak. A sice,
zmeriame Casovy rozdiel medzi dvoma pevne stanovenymi hodnotami napétia. Tie
sme si stanovili ako Uy = 4V a Uy = 2V. Délezity je hlavne ich pomer. Dosadenim
do (L) zistujeme, Ze ak cas, ktory uplynie medzi tym, kym klesne napétie z Uy
na Uz, ozna¢ime At, mézeme C vyjadrit ako

A
" Rln2’

Spravili sme 5 merani (opéat jedno pre kazdy kondenzator) a urcili priemer
a smerodajnu odchylku At = (16,9 +0,4) s.
Po dosadeni do vztahu vyssie dostdvame C' = (480 £ 20) uF.

Diskusia

Prazky na rezistore maju postupne farby: zelend, hned4, c¢ierna, Cervend, hneda.
Na internete sa d4 najst vela réznych moznosti ako ich dekédovat® Zistujeme, ze
vyrobca udéva, ze rezistor by mal mat odpor R, = (51,0 & 0,5) kQ2. Tento interval
je cely vnutri intervalu, ktory sme urcili nasim meranim, ¢ize hodnotu odporu sme
urc¢ili spravne.

Vysledky kapacity ziskané meranim pridu a meranim napétia sa dost vyrazne
lisia. M6ze nas napadnuft, ¢i to nemoze byt spésobené inou pouzitou metédou. Tak
sme skusili aplikovat metédu merania napétia aj na meranie pradov. Prud klesol na
polovicu (z 80 pA na 40 pA) v priemere za 18,2 s, ¢o zodpovedd kapacite C' = 520 uF
(Cize takej istej ako sme pri merani pridu urcili pévodne), takze je problém niekde
inde.

Hodnota kapacity, ktort udava vyrobca je C = 470 uF. T4 spada do intervalu
chyby pri merani napétia, avSak nie pri merani pradu. To ndm teda dava ndpovedu,
ktoré z merani je vlastne zle.

A kde konkrétne je td chyba? Vratme sa spat k odvodeniu vztahu (@) Tam
sme si povedali, ze R je odpor, ktory stoji medzi svorkami rezistoru. Pri merani
sme predpokladali, Ze tento odpor je R = (50,4 + 1,6) k2, ¢o vSak nebola tak iplne
pravda. Sériovo s nasim rezistorom bol totiz zapojeny multimeter! Bol zapojeny ako
ampérmeter, takze jeho vnutorny odpor bol velmi maly (preto sme namerali skoro
spravnu hodnotu), ale stéle bol dost velky na to, aby nezanedbatelne ovplyvnil
meranie.

Ked sa ale pozrieme na meranie napétia, vidime, ze aj tam mohol multimeter
ovplyvnit meranie. Tentokrat presne opacnym sposobom. Kedze bol zapojeny ako
voltmeter paralelne s nasim rezistorom, skuto¢ny odpor, cez ktory sa kondenzator
vybijal bol mensi, nez sme pocitali, ¢ize by sme mali pre zmenu dostat hodnotu
kapacity nizs§iu ako redlna hodnota. Ale ostatné chyby v tomto pripade prevazili
nad nedokonalosfou voltmetru.

S pouzitim dalsieho multimetru by sme mohli odmerat vnatorny odpor v jed-
notlivych pripadoch a pouzit ho na korekciu vysledkov. Do hry vsak vstupuju aj

Shttps://tinyurl.com/o74£2tK
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prechodové odpory v miestach zapojeni jednotlivych stciastiek, ¢i vntutorny odpor
samotného kondenzatora. Urcit presne kapacitu kondenzatora tymito metédami
je teda pomerne komplikované, najlepsie je totizto pouzit striedavy priad a zme-
rat induktanciu kondenzétora, alebo urcit priamo rezonancénu frekvenciu kmitov
prislusného RC zapojenia.

Zaver

Hodnotu odporu rezistoru sme uréili ako R = (50,4 £ 1,6) k2, ¢o sa zhoduje s hod-
notou zadanou vyrobcom R, = (51,0 &+ 0,5) k2. Meranim vyvoja pridu v ¢ase sme
dostali kapacitu C' = (520 £ 20) uF. Meranim vyvoja napétia v Case sme dostali
kapacitu C' = (480 + 20) uF. Vyrobca uddva C' = 470uF, ¢o znamend, Ze mera-
nim napatia sme dostali spravny vysledok, zatial ¢o meranim priadu sme dostali
vyrazne chybny vysledok, dévodom bol nenulovy vnitorny odpor ampérmetra.

Uloha IV.E ... papirova izolaéni

Zmeérte, jak moc dokaze papir stinit zvuk. K méreni staci pouzit napr. mobilni tele-
fon jako generdtor zvuku a mikrofon v pocitaci jako detektor (Audacity). PouZijte
papiry riznych druhi a tvari.

1 10 100 1000

Obr. 27: Zéavislost rozdilu hlasitosti zvuku vici referenéni hladiné na poctu listu
papiru pro frekvenci 660 Hz. Osa z je logaritmicka.
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Obr. 28: Zavislost rozdilu hlasitosti zvuku vuci referencni hladiné na poctu list
papiru pro frekvenci 8 500 Hz.

Tedria

Dopadé-li zvukova vina na rozhrani dvou materidli (v nasem pripadé vzduchu
a papiru), ¢ast intenzity se odraz{ zpét, zatimco zbytek projde. Nésleduje opacné
rozhrani, pres které opét projde jen Cast intenzity. VInéni, které se odrazi od dru-
hého rozhrani, se ale jesté muze ¢astecné odrazit od prvniho rozhrani a nasledné
se miize znovu pokusit projit druhym rozhranim.

Pomeéry jednotlivych intenzit zavisi na materidlu a na frekvenci vinéni. Napii-
klad kovy ¢i sklo velkou ¢ést energie zvuku odrazi, zatimco pres rozhrani péro-
vitych materidli vétSina energie projde. Zavislost na frekvenci uz tak jednoduché
neni a u ruznych materidli muze byt jina.

Cést energie zvuku je pii prichodu prostfedim pohlcena a pfeménéna na teplo.
Také tento jev zavisi na frekvenci vinéni a na materidlu.

V tomto experimentu jsme pouzili dva druhy papiri — homogenni papir a lepen-
ku, kterd se sklada z papiru a vzduchu. Klasicky papir je i ve vice vrstvach velmi
tenky, proto lze Gtlum zptsobeny prostfedim zanedbat. Jednotlivé listy vsak na
sebe nedoléhaji zcela presné, takze vysledny blok papiri bude obsahovat vnitini
rozhrani, na kterych bude dochazet k odraztm.

Kazdy dalsi papir prida dvé nova rozhrani a kazdé z nich mé néjaky koeficient
propustnosti. Vysledna propustnost bloku se tak s kazdym dalsim papirem znovu
vynasobi néjakym koeficientem. Z toho se dd usuzovat, ze celkova prosla intenzita
bude exponencialné klesat s po¢tem listu papiru.

Lepenka se bude chovat podobné s tim rozdilem, ze jeji tloustka uz nebude
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Obr. 29: Zavislost rozdilu hlasitosti zvuku vuci referencni hladiné na poctu list
papiru pro frekvenci 8 500 Hz bez hodnoty pro 500 listli, prolozend linearni
funkei f(z) = an + b. Koeficienty fitu jsou a = (—0,33 £+ 0,03) dB
ab=(-9,2+1,3)dB.

zanedbatelnd a zrejmeé tak bude dochéazet k pohlcovani energie primo v 'ﬁednotlivych
vrstvach lepenky. Lze ukazat, ze i tento itlum probihd exponencidlnét

Papir ziejmé pohlti pouze tu ¢ast zvuku, kterd by prochézela primo pres néj.
Zvuk je vSak zpusoben vinénim a proto se mlze ohybat okolo prekazek. Ohyb je
vyrazny tehdy, pokud je vinova délka srovnatelnd s rozméry prekizky nebo mensi,
coz je v pripadé tohoto experimentu splnéno. Vzdy tak bude existovat néjaké
minimdalni hladina zvuku, kterou bychom namérili, i kdyby papir vSechen zvuk
odstinil.

Déle si musime uvédomit, ze veliC¢ina, kterou bézné vnimame jako ,hlasitost*,
se ve skutecnosti jmenuje hladina intenzity a je definované vztahem

1
L= 1010g10 (Tg) s

kde Iy = 1-107 2 W-m™? je néjaka minimélni slysitelns intenzita. Zvysen{ hlasitosti
0 10dB tak odpovida desetindsobnému zvyseni intenzity zvuku. Vyse jsme odhadli,
ze zavislost proslé intenzity na poctu papiri bude exponencidlni, neboli

I=Ae ",

“https://en.wikipedia.org/wiki/Acoustic_attenuation
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kde A > 0W-m~2 a a > 0 jsou néjaké konstanty a n je pocet listii papiru. Potom
pro méfenou hlasitost dostavame

L; = 10log,, (éef‘m> = 10log;(e) (ln (é) - an) =B(1-bn),
I() IO
coz je linedrni funkce.

Postup pri experimente

Ako generator zvuku sme pouzili mobilny telefén. Ako detektor zvuku bolo potreb-
né zvolit citlivé zariadenie, preto sme pouzili hlukomer. Hlukomer meria intenzitu
zvuku v decibeloch.

Generator zvuku a hlukomer boli polozené tak, aby vzdialenost medzi nimi
bola konstantna a zaroven nie prilis velka, aby boli vysledky badatelne rozdielne.

Pouzili sme niekolko druhov papiera, pricom sa menila velkost papiera, ma-
teridl, tvar a hrubka. Kazdy papier bol vlozeny medzi generator zvuku — ktory
generoval vzdy rovnaku frekvenciu — a hlukomer. Pre kazdy papier sme previedli
3 merania, ktoré si uvedené v tabulke

V druhé ¢ésti experimentu jsme zvuk opét generovali pomoci mobilniho telefo-
nu, ale mérili jsme ho pomoci mikrofonu a pocitace. Pouzili jsme klasicky kance-
la¥sky papir formatu A4 s plosnou hustotou 80 g-m~2. Z divodu velkého mnozstvi
listth papiru byl experiment uspofdddn vertikdlné (nejnize zdroj, nad nim papiry
a nahote mikrofon). Vzdédlenost mikrofonu a zdroje byla konstantni.

Vysledky merania

Generator zvuku vysielal zvuk s frekvenciou 660 Hz. Vzdialenost medzi generato-
rom zvuku a hlukomerom bola 16 mm. Bez tienenia zvuku papierom, hlukomer na-
meral priemernd intenzitu 90,6 dB so tandardnou odchylkou 0,2 dB. Standardna
odchylka sa vypocita podla vztahu

N
u = ZL[,L— )

kde pre jeden druh papiera N je podet merani, Ly, je tlmen4 hladina intenzity a L
je priemerna hodnota tlmenej hladiny intenzity. Namerané hodnoty su v tabulke E
spolu so standardnou odchylkou.

V druhém méreni byla vzdalenost zdroje a mikrofonu pfiblizné 40 cm. Vzhledem
k tomu, ze nas zajimala zavislost hlasitosti na poctu listi papiru, méfili jsme
pouze rozdil hlasitosti viiéi referenéni hladiné intenzity, kterou jsme zvolili nulovou
pro nula listd papiru. V tabulce jsou vysledky méfeni pro frekvence 660 Hz
a 8500 Hz. Tyto hodnoty jsme déle vynesli do logaritmického grafu a dale do
grafl a R9. V poslednim jmenovaném grafu jsme zobrazili vSechny hodnoty
kromé posledni, abychom je mohli rozumné prolozit linedrni funkci.
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Tab. 10: Tlmenie zvuku réznymi typmi papiera.

papier i S L I Z I u AZ I

mm cm? dB dB dB dB dB

kriedovy papier 0,12 623,7 | 86,9 85,5 86,9 | 86,4 0,5 4,2 0,6

2 kriedové papiere 0,215 623,7 | 85,4 84,8 849 | 85,0 0,2 56 0,3
hladka lepenka 1 0,597 603,8 | 84,9 84,3 84,6 | 84,6 0,2 6,0 0,3
hladké lepenka 2 0,327 621,6 | 85,6 85,1 84,7 | 85,1 0,3 55 04
2 hladké lep. 2 0,589 6216 | 82,5 81,2 81,2 | 81,6 0,4 9,0 0,5
toaletny papier 0,123 107,0 | 89,8 89,5 89,6 | 89,6 0,1 1,0 0,3

2 toaletné papiere 0,197 107,0 | 88,4 89,3 89,4 | 89,0 0,3 1,6 04
3 toaletné papiere 0,28 107,0 | 88,2 88,4 89,0 | 88,5 0,2 2,1 0,3
lepenka 1 0,28 832,5 | 85,7 86,3 86,1 | 86,0 0,2 46 0,3
lepenka 2 0,538 8325 | 81,8 82,3 83,7 | 82,6 0,6 8,0 0,6
hladka lep. 3 2,116 700,8 | 71,0 72,2 68,0 | 70,4 1,2 | 20,2 1,2
hladka lep. 4 0,703 275,1 | 85,9 84,5 853 | 85,2 0,4 54 0,5
vInita lep. 1-vrst. 2,408 307,2 | 85,3 84,7 84,3 | 84,8 0,3 58 04
vinita lep. 2-vrst. 554 310,5 | 83,9 84,3 83,1 | 83,8 04 6,8 0,5

Diskusia

Z merania moézZeme pozorovat, Ze roézne papiere (typ, hrubka, atd.) zvuk tlmili
rozne. Ked porovname tlment intenzitu jednou vrstvou daného materidlu s rov-
nakym materidlom ale dvojvrstvovym, tak dvojvrstvovy materidl tlmil zvuk viac.
7 merani, kde sme menili pocet vrstiev, moézeme povedat, ze ¢im hrubsi materi-
al, tym viac tlmi zvuk. Typ papiera hra tiez velkd rolu, ako sme sa presveddili,
lepenka tieni zvuk inak (lepsie) ako obyc¢ajny papier. Je to preto, ze zvuk je naj-
lepsie pohlcovany pérovitymi materidlmi, obsahujicimi vzduchové vacky (zvuk je
v kontakte s casticami plynu, ktoré méze rozkmitat Tahko a odovzdat im viac ener-
gie ako ¢asticiam pevnej latky). Z nasho experimentu pozorujeme, ze rézny obsah
papiera mé badatelny vplyv na tlmenie zvuku az pri velkych zmenéch obsahu pa-
piera. Odchylky merania boli pri niektorych papieroch vyraznejsie, avsak celkové
pozorovanie neovplyvnili. Chyby merania vznikli kvoli nepresnosti hlukomeru, ne-
presnému umiestneniu papiera, pouzitiu vSesmerového mikrofénu (Cize zachytaval
zvuk zo vSetkych strdn), vSesmerovému zdroju zvuku a Sumu okolia. Tieto chyby
mézu byt (pri lepsich podmienkach experimentu) odstrdnené pouzitim smerového
mikrofénu a zdroju zvuku a izolaciou od okolitych zvukov.

Jak muzeme vidét v tabulce EI, pro frekvenci 660 Hz se hlasitost snizila maxi-
malné o jednotky decibeli. Miuzeme z toho usuzovat, ze zvuk se velmi i¢inné ohnul
kolem papirové prekazky a snadno dorazil do mikrofonu, ktery byl navic vyrazné
dél od papirta nez v prvni ¢asti méfeni. Podle grafu se navic zd4, ze jsme ne-
namérili jen ndhodné fluktuace kolem nuly, ale Ze je v datech néjaké pravidelnost.
Pravdépodobné je to zptsobeno néjakou netrividlni interferenci zvukovych vin,
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Tab. 11: Naméfené hodnoty rozdilu hlasitosti zvuku vici referenéni hladiné pro
ruzné pocty listu papiru.

660Hz 8500 Hz

AL AL

" @B dB.
1 1,8 11,2
2 0,6 -9,2
3 0,1 4,9
5 -1 —4,2
7 =35 ~14,6
10 -24  —134
5 —10 ~175
20 —0,7  —18,1
30 —03 —-20,9
50 1,2 —27,9
70 1,6 —32,7
100 11 —39,9
500 0,3 —53,9

které se ohnuly kolem bloku papiri. Bohuzel, vypocet difrakce vlnéni na prekaz-
ce neni Uplné snadnou zalezitosti, takze naméfenou zéavislost nemuzeme podporit
teoretickym modelem.

Pro frekvenci 8 500 Hz uz je situace o néco zajimavéjsi. Vinova délka zvuku
vychéazi priblizné 4 cm, coz je vyrazné mensi hodnota, nez jsou rozméry papiru.
Difrakce proto nehraje takovou roli a miazeme tak pozorovat skutec¢ny utlum hla-
sitosti zvuku. Nameérené hodnoty sice nesedi zcela presné na pirimce, ale vSechny
hodnoty kromé posledni maji zfejmy linedrné klesajici trend, coz je v souladu
s predpovédi naseho modelu. To je dobfe vidét v grafu R9.

Rozdil hlasitosti pro 500 listd papiru se napadné vymyka predchozi zavislosti,
takzZe se zfejmé projevil néjaky jev, ktery jsme neuvazovali. Opét se nabizi vy-
svétleni pomoci difrakce vinéni. Ta sice méla vyrazné mensi vliv, nez v pripadé
pro 660 Hz, ale jelikoZ se propustnost bloku papiri neustédle snizuje, musi prosla
intenzita diive ¢i pozdéji klesnout pod hodnotu intenzity zptisobené difrakci. Po-
tom uz nebude pocet papiru hrat zddnou vyraznou roli, protoze pokazdé namérime
podobnou miniméalni hodnotu difrakéniho pozadi.

Vzhledem k tomu, Ze vlnova délka byla mensi nez vyska péti set listu papiru, se
také mohly projevit jesté zajimavéjsi jevy typu interference vlnéni na jednotlivych
rozhranich papira.

Zaver

Experimentélne sme overili teoretické predpoklady tienenia zvuku papierom, ktoré
zavisi na niekolkych parametroch. Hribka papiera — hrubsi papier tlmi zvuk lepsie,
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vrstvenie papiera — viac vrstiev pohlcuje zvuk lepsie, material papiera — rézne druhy
papiera tlmia zvuk rézne. Obsah papiera ovplyviuje tienenie zvuku, avSak az pri
vacsom zmenseni obsahu je rozdiel badatelny.

Déle jsme zjistili, ze pri zanedbani difrakce a interference je utlum hlasitosti
zvuku pfiblizné pfimo imérny poctu listi papiru, které k tomu pouzijeme. Pokud
difrakci a interferenci nelze zanedbat, vysledky mohou byt jesté daleko zajimavéjsi.

Uloha V.E ... t¥iceticentimetrovy tén

Kazdy nékdy z nudy zkusil brnkat na dlouhé pravitko vystrcené pres okraj la-
vice. Zvolte vhodny model zavislosti frekvence na délce vysunuti za okraj lavice
a experimentalné jej ovérte. Popiste i dalsi parametry pravitka.

Pozndmka Pravitko ke stolu pritlacte tak, aby kmitala jen jeho vysunutd cast.

Tedria

Po kratkom zmysleni sa nad problémom si mézeme uvedomit, ze rovnaky vztah
akE pre kmitajice pravitko plati aj pre ladicku ¢i konzolovy nosnik. Naprﬂglad
na¥ moézeme najst hladany vztah zavislosti uhlovej frekvencie w kmitov na dlzke

vysunutia L pravitka
2 EI
Wn = Qp TAT4
0AL4

kde E je Youngov modul pruznosti a ¢ hustota materidlu, z ktorého je pravitko
zhotovené, A je plocha kolmého prierezu pravitka, I je moment zotrvac¢nosti priere-
zu pravitka a o, = {1,875; 4,694; 7,885; ...} je ¢iselnd konstanta zodpovedajica
médu kmitov. Pre I podla ¢lanku méme

3
b
12

kde b je sirka a d je hriabka pravitka. Pre frekvenciu kmitov potom méme

f_ﬁ_oil Ed?
T2 4An\ 30L47

Frekvencia by teda na dizke vysunutia mala zavisiet ako f oc L™2.

Meranie

Pri meran{ bolo pouzité pravitko s ,dizkou* 30 cm sirky s = (3,6 £0,1) cm, hrib-
ky d = (1,9+0,1) mm a hmotnosti m = (23 £ 1) g. Pri meran{ sme ho polozili na
stol tak, aby sa hrana stola nachadzala na dizke I stupnice, kde nula stupnice bola
mimo stola. Vzdialenost nuly stupnice od konca pravitka bola uréend ako Al =
= (1,1£0,1) cm. Na stol sme ndsledne polozili zavazie (knihy), ktorého hrana

5 http://vlab.amrita.edu/?sub=3&brch=175&sim=1080&cnt=1
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koincidovala s hranou stola, ¢im sme pravitku v oblasti nad stolom zamedzili po-
hybu. Celkovo odhadujeme chybu merania dizky volne kmitajiicej vysunutej casti
pravitka na [ =+ Al na o; = 1,5 mm.

Meranie samotné sme vykonali pomocou programu Audacity a mikrofénu na
pocitaci, ktory sme umiestnili tesne pod pravitko k hrane stola. Zaznamenévali sme
teda zvuk dderov kmitajiceho pravitka do stola. Zo ziskaného zdznamu intenzity
na case sme odcitali ¢as t medzi n po sebe idiicimi narazmi, z ¢oho sme urcili peri-
6du kmitov ako T = ¢/n. Pre kazdu dizku vysunutia boli vykonané $tyri merania.
Namerané hodnoty st zanesené do tabulky [L19 spolu s vypocitanymi priemernymi
hodnotami periédy T a jej standardnou odchylkou o

?.
200 — \ \
: Vo Namerané data —————
o y=az? ———
L1 Y= cx?
\ \ = _———
150 : L y=dz 15 . B
Vo y=ex "
f 100 -
Hz
50 -
0
0
l
cm

Obr. 30: Zavislost frekvencie f kmitov pravitka na dizke vysunutia [.

Z periéd kmitov bola urcend ich frekvencia ako

1
f_?7
ar
Uf:ﬁ’

ktorej zavislost bola vynesend do grafu @ Tymito bodmi boli pomocou metédy
najmensich stvorcov prelozené nasledujiice zavislosti

Y1 = aa:b,
Y2 = CI72 )
ys = de— 18 ’
Yq = ex !

)
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Tab. 12: Namerané periédy kmitov pravitka.

R . L T T oz
cm Ccm ms ms ms ms
9 1157 1286
7 898 1283
250 261 | o jga 1asg | 1234 04
9 1151 1279
5 517 1034
7 708 101,1
20 B1| 5 g o1 | 1015 13
9 905 100,6
4 301 753
4 299 748
190 20,1 | 74 Tao | 40T
3 221 73,7
5 273 546
16 849 53,1
160 170 | 73 o3 53y | 038 08
5 272 544
14 526 37,57
14 527 37,64
13,0 41| T Dor arss | 37T 015
9 341 37,89
21 504 24,00
17 411 24,18
100 1L1 | Jg yas o406 | 2404 011
25 598 23,92
18 246 13,67
18 244 13,56
7O 81|19 57 1353 | 1362 009
14 192 13,71
24 143 5,96
11 68 6,18
40 51100 199 56 59 0,2
22 124 5,64

kde za z bola brand di¥ka v centimetroch a y frekvencia v kilohertzoch. Prvy fit
vyjadruje vSeobecny tvar hladanej zavislosti, druha zéavislost je zavislost nésho
modelu, tretia a Stvrtd si pre porovnanie zavislosti, ktoré sa objavovali v prislych
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rieSeniach. Hodnoty parametrov boli urcené nasledovne

a=4,44+ 0,36,
b=—1,9440,03,
c=528+0,06,
d=1,22+0,07,

e = 0,275+ 0,04.

Vhodnost fitu sa d& popisat napriklad pomocou RM S, strednej hodnoty kvadratu
rezidui, tj. odchylok nameranych hodnot od fitu. Pre prvi zavislost RM .S = 1,392,
pre druhtt RM S = 1,56, tretiu RM S = 10,7 a stvrtd RM .S = 33.

Diskusia

Z hodnot RM S, ale aj z grafu samotného, vidime, Ze za spravne sa daju pokladat
prvé dve zavislosti. Exponent b prvej zavislosti je ale znacne nefyzikalny, preto
ako spravnu volime druhu zévislost. Pre koeficient ¢ mame po prevode do zdklad-
nych jednotiek ¢ = (0,528 + 0,006) m?-Hz. Po porovnani so vztahom z teoretického

uvodu by malo platit
P 1,875° |Ed?
teor — An 3@ .

PVC, z ktorého je pravitko zhotovené, ma modul pruznosti £ = 2,2 — 3,3 GPa
a hustotuf o = 1,15 — 1,64kg-m 3. Z rozmerov pravitka a jeho hmotnosti vyché-
dza hustota ako ¢ = (1280 £ 90) kg-m™3. Po dosadeni krajnych hodnét dostéva-
me Cgeor = 0,36 — 0,53 mQ-Hz, teda namerana hodnota zodpovedd PVC s vysokym
Youngovym modulom, nizkou hustotou a hrubsiemu pravitku.

Nami namerand zavislost je teda celkom dobre popisand teoretickym modelom,
no ako si z grafu mozeme viimnit, pre malé dizky vysunutia teoretickd zavislost
neprechiadza nameranymi hodnotami. Toto moéze byt spésobené javmi odohravaj-
tcimi sa na hrane stola a pod zavazim, ktoré by sa dali odstranit pevnejsim uchy-
tenim, co by ale zamedzilo vzniku zvuku, pomocou ktorého sme zavislost merali.
Lepsie uchytenenie by znizilo aj chybu urcenia I. Frekvencia kmitov sa dala merat
s pomerne vyssou presnostou. Pri urceni teoretickej hodnoty konstanty ¢ spdsobuje
velky problém znac¢ny rozptyl hustét a Youngovych modulov PVC. Tento problém
by sa dal vyriesit zmeranim tychto veli¢in priamo pre pravitko.

Zaver
Zévislost frekvencie kmitov pravitka f na dizke jeho vysunutia ! sme uréili ako

C

f = ﬁ?
¢ = (0,528 £ 0,006) m*-Hz,

SWolframAlpha
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¢o sa zhoduje s teoretickou zavislostou

Feo 1,875° | Ed?
T 4rn 3oL4’

pre zakladny mod kmitov.

Uloha VLE ... kluzka

Najdéte dvé rovné plochy ze stejného materidlu a zmérte, jaky je mezi nimi koe-
ficient treni. Nasledné zjistéte, jak se tento koeficient zmeéni, kdyz mezi plochy
ddte néjakou sypkou nebo kapalnou latku. MiizZete pouzit vse od vody a oleje, pres
med a roztavenou c¢okoladu az po mouku a pisek. Mérte pro alespon 4 riizné lat-
ky. Hodné pozornosti vénujte diskuzi vysledkii a predevsim toho, které vlastnosti
pouzitych latek mély na vysledek nejvétsi vliv.

Teorie

Jako smykové tieni oznacujeme vznik tecné sily na rozhrani dvou téles, pisobi-
ci proti sméru jejich vzdjemného pohybu. Rozlisujeme tieni statické, které brani
télesim v uvedeni do pohybu, a tieni kinematické, plisobici na jiz se pohybujici
télesa. Je podstatné tyto dva piipady rozlisSovat, protoze velikost kinematické treci
sily je obecné jind nez u tfeni statického, obvykle je cca o 20-25% nizsi. Ve vétsiné
pripadu lze predpoklddat platnost Amontonsovych zakont, které fikaji, ze velikost
tfeci sily je pfimo timérnéd normélové slozce sily pusobici na téleso a nezdvisi na
velikosti sty¢né plochy obou téles. Tedy plati

Ft = /,LFD,

kde Fi znaci velikost tieci sily, F, velikost normaloveé sily a koeficient imérnosti p
se nazyva soucinitel smykového tieni. Pokud uvaitajeme statické tfeni, oznacuje se
koeficient po a nazyva se soucinitel klidového treni¥ Tyto koeficienty zavisi obecné
na obou sty¢nych materidlech i na povrsich obou materidli. Mame-li téleso na
naklonéné roviné, existuje néjaky mezni thel naklonéni «, pri kterém jej jiz treci
sila neudrzi a téleso se za¢ne pohybovat. Jednoduchou geometrickou tvahou lze
dojit ke vztahu
Fyuo cos(a) = Fgsin(a),

kde Fy je celkova tihova sila puisobici na téleso. Z néj pak mizeme vyjadrit po
po = tg(a).

Vyhoda méreni mezniho dhlu je, Zze pfimo nezdvisi na normélové sile, coz nam
vyrazné zjednodussi postup.

TV &eské literature se viak obvykle setkate se znac¢enim f resp. fo.
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Tab. 13: Vysledné koeficienty tfeni, plusova znaminka znaci zatéz navic danou

upravu.

Uprava o

Bez tpravy  0.56 = 0.03
+ 0.56 + 0.04
++ 0.56 £+ 0.02
Pisek 0.43 £0.05
+ 0.45+0.11
Sal 0.43 +0.05
Mouka 0.43 £0.04
Voda 0.70 £ 0.10
Mydlo 0.65 £ 0.06
Olej 0.45+0.04

Postup méreni

Jako zkoumany vzorek jsme zvolili dvé stejné cihly. Jednu jsme pevné pripevnili
na kus prkna, druhou jsme pak volné polozili na ni. Postupné jsme pak prkno
naklanéli, dokud se cihla nedala do pohybu. Pak jsme odecetli vé/éku konce prkna
nad vodorovnou podlozkou, kterd byla tvofena druhym prknem® Ze znalosti této
vysky a délky prkna jsme jiz dokézali urcit sklon prkna, ze kterého jsme pak
urcili i soucinitel po. Pro kazdy povrch jsme méfeni opakovali minimalné pétkrat
a z nich jsme uréili primérnou hodnotu i smérodatnou odchylku. Pro samotné
tfeni cihly o cihlu jsme zkusili pfidat na cihlu dvé ruzné zatéze a zkoumat, jestli
se méni hodnota o, a tim ovéfit platnost Amontonsovych zikonu. Pak jsme jesté
pro pisek zkusili pridat zatéz, ale pro dalsi ipravy jsme jiz zatéz nepridavali. Dalsi
pouzité upravy byly posypani soli, moukou, namoceni, namydleni a naolejovani.

Vysledky a diskuze

Ziskané vysledky jsou v tabulce @ Vidime, ze vysledky jsou zatizeny velkou chy-
bou, protoze dosti zalezi na tom, jak si na sebe obé cihly ,sednou®. Na druhou
stranu, vysledné koeficienty pro rtzné zatizeni se prilis nelisi, dokonce jejich rozdily
jsou vyrazné mensi, nez statistickd chyba. To ale mize byt zpusobeno netimyslnym
zkreslenim vysledkt osobou experimentatora. Déle vidime, Ze pro vSechny pridané
sypké materidly je vysledny koeficient velmi podobny. To bude ddno tim, ze tyto
materidly maji tendenci pusobit jako ,lozisko“ a prevadét smykové tfeni na vali-
vy odpor. Tim zptsobuji presné opacny efekt na vysledny koeficient, nez bychom
intuitivné ocekavali. Naopak po namoceni se koeficient vyrazné zvysil, coz opét
neodpovidd nasemu ocekdvani. Zde mohlo dojit k odmyti cihelného prachu, ¢imz
doslo ke zvysSeni vysledného koeficientu. Navic cihla je relativné porézni a tedy

8To ze je vodorovné, jsme ovéfili vodovahou.
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savy materidl, takze se na ni tolik nevytvari vodni film, ktery je zodpovédny za
snizeni treci sily u jinych materiala. Namydleni téz nesnizilo treci silu. To je pre-
kvapivé, ale pravdépodobné doslo k tomu, ze jsme pouzili tvrdou vodu k namoceni
mydla, navic jsme si prilis nedavali pozor na to, abychom nekontaminovali vodu
soli z predchoziho méreni. To by vedlo k vysoleni® mydla, které by pak ztracelo
efekt, a celkovy efekt by se blizil efektu vody samotné. Nakonec ale kuchynsky olej
koeficient podle oc¢ekavani snizil. Jeden z pravdépodobnych duvodi, pro¢ se jeho
efekt lisi od vody je, ze narozdil od vody je nepolarni, ¢imz se vyrazné méné vaze
na materidl, ze kterého se cihla skldda™ Navic, a¢ jsme se snazili aby cihla byla
pred naolejovanim suchd, néjakd vlhkost v ni zlistat mohla, coz by téz ovlivnilo
silu vazby na olej.

Pti samotném méteni se cihla postupné obrusovala, takze mohlo dojit ke zméné
jejtho povrchu, coz mohlo mit i vliv na hodnotu po. Zaroven byl problém obcas pres
veskerou snahu z cihﬁ/ odstranit zbytek néjaké latky, coz téz mohlo mit neptiznivy
vliv na dalsi mérenit

Zavér

Zmeérili jsme soucinitel klidového treni po mezi dvéma cihlami a jeho zmény pri né-
kolika riznych tpravach povrchu. Mnohé provedené tpravy mély opacny vysledek
na zmeény (o, nez bychom ocekavali.

9Vysoleni mydla je proces, kdy pridanim ionti do vody dosdhneme roztrhani micel, éimz se
rozpusténé mydlo vysrazi. Tohoto se vyuziva naptiklad pti jeho vyrobé.

10vypaleny jil, tedy kombinace oxidu k¥emicitého a hlinitého.

HProto jsme si taky méfeni naolejované cihly nechali az nakonec.
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Serial o teoretické mechanice

Kapitola 1: Uvod, Newtonovsk3 mechanika
Uvod

Tento rok bude seridl o mechanike. Mechanika je jedna z najstarsich casti fyzi-
ky a zaroven je prvou fyzikdlnou disciplinou, ktord bola uspokojivo matematicky
popisand. Kedze mechanika ako taka sa zaoberd vo vSeobecnosti pohybmi hmot-
nych telies a pricinami tychto pohybov, od chvile, ked sa zacali ludia zamyslat nad
fungovanim prirody a hladat v nom nejaké zakonitosti ¢i pravidla, bolo pre nich
prirodzené studovat pohyby ako také.

V tohtoro¢nom seriali sa budeme zaoberat ale prevazne takou formuléciou me-
chaniky, ktord bola vymyslend koncom 18. storocia a v 19. storoc¢i. V stc¢asnosti sa
nazyva teoretickou alebo analytickou mechanikou. Na rozdiel od klasickej - new-
tonowskej mechaniky - dplne vypusti pracu s komplikovanymi objektmi ako st
vektory (bavime sa len o mechanike hmotného bodu) a vsetky vypocty sa deji
v skaldrnych rovniciach, respektive ststavach rovnic. Riesenie tloh v tomto serili
sa spravidla skondi diferencidlnou rovnicou, ktorej rieSenie ale ponechdme na elek-
tronickych pomocnikov, ako napriklad Wolfram Alpha. Napriek tomu je ale pre
dobré pochopenie seridlu takmer nutné ovlddat diferencidlny a integralny pocet.
Pod tym rozumieme najméa vediet, aky je vyznam operacii derivacia a integrél,
a to nielen matematicky (sklon funckie, primitivna funkcia), ale aj fyzikalny (na-
priklad, Ze derivacia polohy podla ¢asu je rychlost). Samotné zru¢nosti v derivovani
¢i integrovani nie st také potrebné, nakolko si znovu moézete pomoct s Wolfram
Alpha, ale urcite vam to zlepsi alebo aspon zrychli porozumenie textu.

Na uvod prvého dielu seridlu, ktory bude predpripravou pred analytickou me-
chanikou, vyuzijeme opakovanie klasickej mechaniky na to, aby sme zaviedli znace-
nie, ktoré budeme pouzivat v celom seridli. Este predtym si ale v skratke povieme,
ako sa mechanika vyvijala pred prichodom Lagrangea (¢itaj Lagranza). Citatel mi
snad odpusti, ze nebudem postupovat rigorézne historicky, ale zmienim najméa par
pre mna zaujimavych faktov.

Historicky tvod

Antika

V 4. storo¢i pred Kristom Aristoteles v jednom zo svojich spisov skiimal napriklad
ako sa pohybuje kamen, ktory hodime smerom nahor. Pri pohybe kolmo nahor
pozorujeme, Ze kamen sa pohybuje, az v jednom okamihu zastane. Aristotelovymi
slovami po preklade a miernej parafraze moézme povedat, ze strati svoju ,,prudkost*
a potom zacne padat kolmo k zemi. Kedze vtedajsia veda vsak nebola zalozend na
experimentoch, ale na tivahach, Aristoteles nespravne zovSeobecnil tento spravny
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popis situdcie pri vrhu kolmo nahor, na situaciu vseobecného sikmého vrhu. Pocas
celého stredoveku Eurdpa pokladala Aristotelove diela za nieco absolutne pravidvé,
takze ho opravil az v 17. storoc¢i Galileo Galilei. To znamend, ze mnoho rokov medzi
tym sa predmety ,pohybovali“ ako v rozpravke Tom a Jerry.

Mechanika, ako aj zvysok fyziky v podobe takej, ako ju pozndme dnes, sa teda
zacal vyvijat az v obdobi renesancie. Aby sme ale uviedli veci na pravd mieru, sta-
roveki Gréci mali s nebeskou mechanikou velké skisenosti, avsak vSetky vypocty
boli geometrického charakteru. Ptolemaiov model slne¢nej sistavy bol mechanicky
tak naro¢ny systém, ze pre Cloveka je dnes az nepredstavitelné, ako presne dokazali
spocitat Gréci polomery jednotlivych do seba zapadajicich kolies, napriek obmed-
zenosti ich matematiky oproti terajSej. Ked Mikulds Kopernik prisiel so svojou
heliocentrickou stistavou, v ktorej ale stale figurovali obezné dréhy v tvare kruz-
nic, dévala jeho stustava v principe rovnako dobré, ak nie horsie predpovede poloh
planét. To bol mimochodom jeden z dévodov, preco Tycho Brahe neprijal Koper-
nikovu ststavu za svoju, ale nahradil ju vlastnou semiheliocentrickou. Tychova
sustava bola dokonca taka dobré, ze davala predpovede, ktoré boli v ramci vtedaj-
Sej presnosti rovnako dobré ako pri pouziti sic¢asnych modelov.

Vsetci tyto myslitelia ale pohyby nebeskych telies len popisovali a vobec sa ne-
snazili prist na dévod, preco sa pohybuju, ako sa pohybuju. V skutocnosti si vsetci
predstavovali (s mensimi obmenami), ze za hranicou Zemskej atmosféry sa nacha-
dzjt dalsie sféry zlozené z éteru, ktoré sa nazyvali podla svojich ,,obyvatelov*: sféra
Mesiaca, sféra Slnka, sféra hviezd... Dalsi si predstavovali, Zze napriklad sa Slnko
pohybuje v okrihlej pistale v ktorej st otvory a ked Slnko prechadza popred otvor,
je den, inokedy je noc. Niekedy sa otvor upché a vtedy nastane zatmenie Slnka. ..
To, preco sa vesmirne telesd pohybuju tak ako sa pohybuji, ako aj zistenie, ze sa
riadia rovnakymi zdkonmi ako veci pozemské, zistilo Iudstvo az v novoveku.

Novovek

Ako som uz vysie spomenul, prvy, kto zacal k tak intelektudlnej discipline ako je
sktimanie prirody pristupovat aj experimantalne, bol na prelome 16. a 17. storo-
¢ia Galileo Galilei. Galileo pomocou svojich experimentov na naklonenej rovine,
¢i slavnych pokusov s volnym padom guli roéznych velkosti a hmotnosti na vezi
v Padove ukéazal, ze teleso pri pohybe smerom kolmo k Zemi pada so zrychlenim,
ktoré nezavisi od toho, z akého je materidlu, alebo z akej vysky padd, ba dokonca
ani od toho akd je jeho hmotnost. Toto zistenie je blizko k uvedomeniu si, ze to
musi suvisiet len s nasou Zemou. KedZe sa ukazuje, ze zrychlenie nezavisi od tele-
sa urychlovaného, da sa velmi rychlo prist nato, ze mechanizmus urychlovania je
rovnaky, a to nas privadza k uvahdm o stvise so silovym polom Zeme. Odtial je uz
len na krok k teorii gravitacie, napriek comu s nou Isaac Newton prisiel az o viac
ako 50 rokov neskér. Dévodom mohlo byt aj to, ze Galileo bol jednym z malého
mnozstva fudi s podobnym uvazovanim.

To, ze ked vyhodime kamen do vzduchu, tak spadne spat na zem, sa v tej dobe
vysvetlovalo pomocou ,teérie Styroch (piatich) zivlov“. Podla klasickej antickej
filozofie totizto v strede vesmiru je zem (kamene, hlina), lebo st najtazsie. Toto
je velmi elegantny priklad filozoficky vytvorenej tautoldgie: to najtazsie klesd do
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stredu, najviac klesd zem (voéi vzduchu, ohtiu aj vode, zem vzdy klesd), teda zem
je v strede vesmiru ¢o vieme z toho, ze je fazsia ako ohen vzduch aj voda. Ak sa
vratime k myslienke, ktorti som zacal par riadkov vyssie, tak si eSte spomenieme,
ze dokoncend bude ak dodam, zZe voda je lahSia ako zem, ale fazsia ako vzduch,
preto na zemi st moria a rieky, a dazd pada zo vzduchu dole. Nad vzduchom bola
sféra ohna, kedze plamene vo vzduchu stipaji nahor. Nadtym je nebesky éter,
ktorym je tvorené Slnko, hviezdy, planéty. ..

Dalsfm z dévodov mohlo byt aj to, ze ludom, ktori mali podobné myslienky ako
Galileo a Kopernik, cirkev nebola vobec naklonend a ich diela sa dostavali castokrat
na zoznamy zakdzanych knih. Dolezité je este spomentf, ze takmer simultanne
s Galileiho pozorovaniami, v Prahe a v Linze Johanes Kepler publikuje préce,
v ktorych na zaklade niekolkoro¢nych pozorovani planéty Mars formuluje svoje 3
zakony pohybu planét. Tie boli az do prichodu vSeobecnej relativity najpresnejSim
modelom slne¢nej ststavy (z mechanického hladiska). Az 69 rokov potom, ako
Kepler sformuloval svoj posledny zdkon pohybu planét, prisiel Sir Isaac Newton
s fyzikdlnym vysvetlenim pohybu planét a dokdzal, Ze z jeho teérii (mechanickych
aj gravitaénych) priamo vyplyvaji Keplerove zékony.

Newtonove zdkony mechaniky ale okrem vysvetlenia, preco sa planéty hybu
ako sa hybu, poskytli aj vysvetlenie réznych situdcii kazdodenného zivota a ved-
ci dokédzali pomocou nich robit vypocty, ktoré dostali Iudstvo na Mesiac. Tieto
zédkony totizto naozaj az na velmi extrémne pripady, kedy je potrebné zapocitat
relativistické efekty, predpovedaja a vysvetluja vsetok pohyb, ktory pozorujeme.

Newtonovska mechanika

Znacenie

V tvode kazdého vicsieho textu vedeckého charakteru je potrebné sa dohodn-
ut, aké znacCenie bude pouzité. Pre zaciatok je potrebné povedat, ze pri ratani
prikladov v klasickej mechanike budeme uvazovat, ze vSetky deje sa odohréavaju
v trojrozmernom euklidovskom priestore. V tomto priestore mame 3 na seba kolmé
kartézske osi: x, y a z. Vektory znac¢ime hrubym pismom. Ak budeme mat nejaky
vSeobecny polohovy vektor r, tak jeho tri kartézske zlozky budu: 75, ry a r,. Ak
je r polohovy vektor nejakého hmotného bodu, potom je jeho rychlost v priamo

z definicie
dr

V= —=1rF
dt
Potom samozrejme pre zlozky tejto rychlosti plati

Vg =To, Uy ="y, Vz=7"z.
Analogicky pre zrychlenie a plati

d?r

=37 =
Potom zlozky zrychlenia st

Ap = To, Gy =Ty, a.=7,.
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Ako sa dé Tahko vydedukovat z predoslych riadkov, ¢asovi derivaciu nejakej funk-
cie, ¢i uz vektorovej alebo skaldrnej, znac¢ime bodkou nad danou funkciou. Ak bu-
deme potrebovat zderivovat nejaki funkciu f(z,y, z) podla lubovolnej kartézskej
osi (budeme chciet zistit, ako sa dand priestorovd funkcia meni, ak sa pohybuje-
me v priestore v smere osi), zapiSeme to pomocou parcidlnych derivécii. Derivacia
podla osi = by teda vyzerala takto

Of(x,y,2)
Oz ’

Toto znacenie je presnejsie ako

df(z,y,2)
dx ’

pretoze samotnd siradnica x (nejakého konkrétneho objektu) méze byt funkciou
Casu. Parcidlne derivovanie pouzivame, aby sme zdéraznili, ze chceme vediet len
to, ako sa meni dand funkcia na okoli daného bodu.

V neskorsich dieloch seridlu sa stretneme s popisom euklidovského priestoru
v inych ako kartézskych stradniciach. Takyto popis je vyhodny najmé ak dané
stradnice vystihuju symetriu daného problému. Samotna analytickd mechanika je
ale umenim zvolenia spravnych suradnic, ktoré vystihuji symetriu daného pro-
blému. To znamena najst taky transformacny vztah medzi nasimi siradnicami
a suradnicami kartézskymi, ktory ndm dovoli ilohu Sikovne vyriesit. Teraz sa ne-
budeme venovat vztahom rdéznych siradnicovych systémov medzi sebou, pretoze
to je vlastne hlavnou tlohou seridlu pocas celého roka.

Newtonove zakony

Predtym ako sa dostaneme k analytickej mechanike, zopakujeme si zdkladné princi-
py mechaniky newtonovskej. Ako bolo naznac¢ené na zaciatku seridlu, newtonovskd
(klasickd) mechanika sa pozerd na svet klasickym spésobom. Skima rézne silové
posobenia vyjadrené vektormi. Na rieSenie problémov ,newtonovsky“ je potrebny
spravny rozbor toho, aké sily ako pbsobia, spravne pouzivanie zdkona akcie a reak-
cie a roznych dalsich pravidiel odvoditelnych z Newtonovych zakonov, impulzovych
viet a podobne. Obcas sa pouzije trik, v ktorom sa vyuzije nejaky zdkon zachova-
nia, ktorého platnost musime ale castokrat len uhadnut. Nehovoriac o prechadzani
medzi inercidlnymi a neinercidlnymi systémami tak, ze ¢asto nie je vObec jasné,
ktoré sily sa fyzikdlneho charakteru a ktoré si nepravé (napriklad odstrediva sila).

Ako som ale spomenul, vSetko toto je postavené na troch Newtonovych zako-
noch, z ktorych budeme vychddzat aj pri formuldcii mechaniky inym spésobom.
Tieto tri zdkony sformuloval Isaac Newton v kratkom case publikujic ich v diele
Matematické principy prirodnej filozofie. Pohybové zikony, ako aj zdkon gravita-
cie, boli formulované v prvom dieli tohto trojzvazkového diela O pohybe telies (De
motu corporum). Tieto zdkony tykajice sa mechaniky postupne popisuji ako sa
spravaju volné objekty, ¢o sa stane pri poésobeni sily na nejaky objekt (kde Newton
implicitne definuje hmotnost) a na zdver, ako sa spravaju telesd, ktoré na seba
posobia silami navzajom. Takto postupne teda zakony zneji:
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1. Kazdé teleso zotrvava v pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe,
pokial nie je donitené svoj stav zmenit v dosledku sil na neho posobiacich.

2. Zmena hybnosti je imerna posobiacej sile a mé rovnaky smer ako tato sila.

3. Proti kazdej akci vzdy posobi rovnako velka reakcia, alebo: vzadjomné pdso-
benie dvoch telies je vzdy rovnako velké a ma opacny smer.

Zakony je ale mozné preformulovat do inej podoby, a to takej, aby sme lepsie
vystihli ich fundamentélny obsah. Prvy zdkon bude potom zniet:

Existuje vztazny systém (nazyvame ho inercidlny), voéi ktorému sa kazdy izo-
lovany hmotny bod pohybuje rovnomerne priamocdiaro.

Ako vidime, jedné sa o akusi definiciu inercidlneho systému. Najprv si ale musi-
me povedat Co je to ten izolovany hmotny bod. Tak si sem uvedme dalsiu definiciu:
Izolovany hmotny bod, je taky, na ktory neposobia ziadne sily. Pripadne je celkové
silové posobenie nan nulové.

Majme teda hmotné body vo vakuu, ktoré sa voci sebe pohybuji, avsak gravi-
tacnu interakciu medzi nimi mézeme zanedbat. Potom ak spojime vztaznua sustavu
s ktorymkolvek z nich. Predstavit si to m6zeme tak, ze do jedného z tychto pohy-
bujtcich sa bodov postavime tri na seba kolmé kartézske osy a z tohto hmotného
bodu pozorujeme ostatné a popisujeme ich pohyb v tejto stradnicovej ststave.
V inercidlnej sustave nadobida druhy Newtonov zakon pre hmotny bod, ktorého
hmotnost je v ¢ase nepremenné, jednoduchy tvar:

Pre kazdy hmotny bod existuje konstanta m a vektorova funkcia F' taka, ze
jeho pohyb voéi inercidlnemu systému je urceny diferencidlnou rovnicou

m¥F=F,

kde ¥ je druhy diferencial polohy, teda zrychlenie. Ako sme uz povedali, pomocou
tohto zdkona vieme definovat hmotnost ako:

_IFl
|#|

Musime ale poznamenat, ze ratame s tym, ze sila F méa rovnaky smer ako zrych-
lenie ¥. Z tohto vztahu vidime, aky je vyznam hmotnosti® Jedna sa o schopnost
telesa klast odpor sile F pri jeho urychlovani. Cim je hmotnost vacsia, tym véc-
Sia sila musi byt pouzitd, aby bolo telesu udelené potrebné zrychlenie, pripadne
naopak. Ak na teleso posobi nejakd sila, tak ¢im je tazsie, tym mensie zrychlenie
mu bude touto silou udelené. Podstatné je podotknit, ze mechanika nerozlisuje, ¢o
sposobuje silu posobiacu na teleso, vo vseobecnsoti méze ist o silu nejakého pdso-
benia na dialku (gravitdcia, elektromagnetickd sila) alebo o silu, ktord robi pevné
predmety pevnymi (td, ktord sposobuje, Ze sa neprepadnete do vnitra Zeme, ale
ostanete stat pevne na Zemi). Budeme ju oznacovat ako vazbova sila.

Priklad na vdzbovi silu mézeme néjst v situdcii telesa pohybujiceho sa v kruho-
vej trubici bez trenia konstantnou rychlostou. V takom pripade vieme néjst silu F,
ktora ak by posobila na izolovany hmotny bod, ten by sa pohyboval po rovnakej

1Takto definovani hmotnost nazyvame niekedy aj zotrvaénou hmotnostou.
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drédhe ako ten v trubici. Takouto silou moéze byt napriklad gravitacna sila Slnka,
ktora pdsobi na teleso obiehajice po kruhovej drahe.

Vidime, Ze existuje takato analégia medzi pohybmi, niekedy je pre nas jednodu-
chsie pri ratani prikladu uvazovat, Ze sa teleso pohybuje ako Zem okolo Slnka, teda
ratat priklad z klasickej fyziky. Inokedy, Ze sa pohybuje v trubici, teda vyuzit pri
ratani vhodne zavedené viazbové sily? No a prave v dalsom dieli seridlu si ukazeme,
ako mozeme nami vymyslené vazbové sily pouzit na ratanie skuto¢nych prikladov
(podobne tomu, ako to spravili stari Gréci, ked chceli predpovedat polohy planét).
Mate sa naco tesit.

Uloha L.S ... rozjezd 10 bodi

Predtim, nez se zacneme vénovat uméni analytické mechaniky, je vhodné si zopa-

kovat klasickou mechaniku na nésledujici sérii prikladu.

a) Na vrcholu kiistdlové koule diepi homogenn{ kulicka s velmi malym polomérem.
Kuli¢ce udélime libovolné malou rychlost a ta tak za¢ne padat po povrchu koule.
Kde se kulicka odpoji od kristalové koule? Uvazujte, ze kulicka neprokluzuje.

b) Misto koule z predchozi tlohy mame kfistdlovy paraboloid, dany rovnici y =
= ¢ — ax®. Opét nis zajima, kde se kuli¢ka od paraboloidu odpoji.

¢) Cyklista odbocuje rychlosti v na cestu kolmou k té, po které préaveé jede. Zatéacku
projede po céasti kruznice s polomérem r. Jak moc se musi cyklista do zatacky
naklonit? Moment setrvacnosti kol bicyklu muzete zanedbat, cyklistu nahradte
hmotnym bodem.

Bonus Moment setrvac¢nosti kol nemizete zanedbat.

(Tesent str. )

Kapitola 2: Lagrangeovy rovnice I. druhu
Uvod

Na tvod véas vitam pri ¢itani druhej ¢asti seridlu FYKOSu. Zaciatkom druhej série
sa este raz vratime k znaceniu, kde si rychlo ukdzeme ako funguji indexy, ktoré
nam umoznia pisat jednu rovnicu namiesto troch. Potom sa dostaneme k pojmu
wazba“, ktory bol uz parkrat spomenuty v predchadzajicej Casti. Zadefinujeme
si ho a ukdzeme si rozne druhy vézieb a priklady na ne. Potom bude nasledovat
jadro tejto cCasti seridlu, kde zavedieme Lagrangeove rovnice 1. druhu, ktorych
pouzitie budeme demonstrovat aj na priklade z predchadzajiceho seridlu. Nakoniec
mam pre vas pripraveni ukdzku zaujimavého prepojenia medzi Lagrangeovymi
rovnicami a zdkonom zachovania energie.

Znacenie po druhykrat
V mechanike (alebo vo v8eobecnosti vo fyzike) vyzerd problém v nejakej siradnico-
vej sustave velmi podobne. Napriklad pohybové rovnice hmotného bodu vo vdkuu,

2Toto spravili aj stari grécki filozofi, avsak oni si stotoznili vypocetni matematickd metddu,
ktorou pohyby planét popisovali, s realitou, ¢o ako vieme, nie je spravne
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na ktory posobi nejakd vonkajsia sila F', vyzeraji

mi = Fy,
my = Fy,
mz = F, .

Pripadne, ak je tento bod v homogénnom gravitacnom poli v zadpornom smere
osy z, a navyse nan posobi sila F', budu vyzerat takto

mi = F, ,
my =F,,

mz=F, —mg.

Castokrat chceme tento zapis zjednodusit, lebo na vyjadrenie jednoduchej fyzikél-
nej skutoc¢nosti sme pouzili vela miesta a zabralo ndm to vela ¢asu. Mame v zdsade
dve moznosti. Prva je, ze pouzijeme vektorovy zapis

mx =F,

respektive
mx =F + Fg,

kde F, je vektor tiazovej sily, ktorého prvé dve zlozky si nulové a tretia je —mg.

7 réznych dovodov sa ale pouziva aj iny zapis, indexovy. M4 ta vyhodu, Ze sa
v nom daju po troche cviku jednoduchsie vidiet rovnice. Zaroven si ¢lovek nemusi
dévat pozor na to, ¢o je vektor a ¢o nie je. (Co je vyhodou najmé ak sa maji nejaké
dva vektory nésobit.) Totizto kazdy symbol v takto zapisanej rovnici chdpeme ako
skalar. Rovnica pre hmotny bod vo vikuu bez vonkajsieho gravitacného pola by
v tomto zapise vyzerala
V niektorych textoch sa mozete stretnit s tym, ze pozicia indexu hore a dole
sa rozliSuje a znamend nieco iné. Pre naSe potreby to ale rozliSovat nebudeme
a budeme indexy pisat vzdy dole. V tomto pripade nie je fazké prist na to, Co
presne znamend index ¢. Ak index i bude nadobtidat hodnoty od 1 do 3 (alebo
ak chcete z, y, z), dostaneme postupne pre tri rozne hodnoty indexu tri pohybové
rovnice.

Hlavna vyhodu tohto formalizmu uvidime vo chvili, ked pomocou neho zapi-
Seme napriklad vektorovy siacin. Vezmime si ako priklad moment hybnosti. Podla
definicie je moment hybnosti

L=rxp,

kde r je polohovy vektor a p je hybnost. Po zlozkich (ak z-ova zlozka bude ozna-
¢end indexom 1 atd.) zapiSeme potom tito rovnicu

L1 = rops —r3p2,

Ly =rsp1 —rips,

Ls =Tip2 —T2p1.
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7 ¢oho sa da s trochou cviku uvidiet, ako by sa to zapisalo indexovo
Li = ’l“jpk — pka .

Odportucam, aby ste si sami vyskusali, ze ak za (3, j, k) dosadite postupne (1,2, 3),
(2,3,1) a (3,2,1) dostanete pdvodné rovnice.

Ti, ktori si to overili, snad uz vidia, ako funguje indexovy zapis. My sa s nim
stretneme v pripadoch jednoduchsich, ako je vektorovy sicin, tak sa vam snad ¢im
skor dostane pod kozu a bude pre vas zjednodusenim.

Vazby

V predchadzajicom dieli seridlu ako aj v tivode tohto sme viackrat spomenuli po-
jem vézba. Vazbou budeme mysliet nejakii podmienku, ktora, okrem pohybovych
rovnic, obmedzuje pohyb nejakého telesa (v nasom pripade hmotného bodu). Véz-
bou méze byt napriklad nejaka plocha, po ktorej sa hmotny bod pohybuje. Takyto
bod sa teda bude riadit pohybovymi rovnicami, okrem toho sa ale musi pri po-
hybe vzdy nachadzat na danej ploche. Vo vSeobecnosti vieme vizbu matematicky
zapisat. Obvykle zapisujeme vazbu pomocou jednej rovnice. Vo vSeobecnosti moze
vizba vyzerat takto

U(CIZ’i,CIfi,t) =0.

Teda nejaké rovnica plochy, pripadne krivky zavisla od rychlosti hmotného bodu na
nej a taktiez ¢asovo premennd. (VSimnite si index ¢ pri polohe a jej ¢asovej derivécii.
To znadi, Ze rovnica vizby moéze zavisiet od vSetkych zloziek polohy aj rychlosti.)
V nasich pripadoch budeme ale uvazovat ¢asovo nepremenné plochy alebo krivky
nezavislé od rychlosti hmotného bodu. Takéto plochy a krivky budeme zapisovat

U(.’EZ):O

Typickym prikladom na vizbu moéze byt napriklad auto pohybujtice sa po
kruhovej pretekarskej drdhe. Ak je auto v porovnani s velkostou driahy zanedba-
telne malé, mozeme sa bavit o hmotnom bode pohybujiicom sa po kruznici. Pohyb
takéhoto auta ovplyviiuju vonkajsie vtisnuté sily (¢o moze posobit zavddzajico, na-
kolko sa v tomto pripade jedn o silu motora, ktory pdsobi zvnitra auta) a zdroven
aj vazbova sila, ktord ho drzi na pretekarskej drahe v tvare kruhu. Nds momen-
talne zaujima, ako napisat podmienku pre siradnice auta, teda vizbovi rovnicu
pre pohyb auta. Bude sa evidentne jednat o rovnicu kruznice. Pre dcely prikladu
je irelevantné, aké bude mat stred kruznice suradnice. Ak predpokladdme, ze jej
polomer je r, je rovnica tejto kruznice v tvare, ktory odpovedd nami uvedenému
tvaru vazby

x% + x% —r?=0.

Ukéazeme si este jeden velmi casty priklad. Majme rovinu naklonend pod uhlom «,
po ktorej sa pohybuje hmotny bod. Zo zdkladnej intuicie je vidiet, Ze tlohu mé-
Zeme riesit ako dvojrozmerny problém. Dalej mézeme bez ujmy na veobecnosti
polozit zaciatok sturadnicovej sustavy do bodu (0, 0) tak, aby prechddzal cez nasu
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nakloneni rovinu, po ktorej sa pohybuje hmotny bod, a zaroven aby rovina zvie-
rala s osou x uhol a. Rovina je teraz popisatelna ako linedrna funkcia premennej
x, so smernicou rovnou tg (a). Vézbovd podmienka bude teda

y—tg(a)x=0.

Na dalsie precvicenie tvorenia vizieb moézete vyuzif napriklad prepocitanie si pri-
kladov k seridlu, kde budete musiet napisat vizbovt rovnicu pre ststavu dvoch
hmotnych bodov.

Lagrangeove rovnice prvého druhu

Kombinaciou Newtonovych pohybovych rovnic pre hmotny bod podrobeny vézbe
s rovnicou tejto vizby dokazeme dostat ststavu pohybovych rovnic, ktorych riese-
nie budi pohybové rovnice pre hmotny bod. Ako ale zostavit zo znalosti Newtono-
vych rovnic a vazbovej (vizbovych) rovnic nami hladani stistavu? To si ukdzeme
v tejto Casti.

Majme trojicu pohybovych rovnic

mi; = F; + R; .

Lava strana znac¢i druht ¢asovi deriviciu postupne troch zloziek vektorovej funk-
cie polohy a prava strana znaci sucet zlozky sily F, ktord zodpovedd vsSetkym
vtisnutym sildm (napr. gravitacnej, elektromagnetickej, etc.), a zlozky sily R zod-
povedajtcej vizbovej sile. Nas bude prave zaujimat, ako vyzeraju zlozky sily R.

Pre zaciatok néds bude zaujimaf smer tejto sily. Tato sila je sila, ktorou na
hmotny bod posobi plocha/priamka po ktorej sa pohybuje. V kazdom bode si
vieme teda tuto silu rozlozif na zlozku kolmiu a zlozku dotycnicovi k rovine. Vo
vSeobecnosti musime ratat s oboma zlozkami, ale obyc¢ajne ratame v prikladoch so
zjednodusenim, ze trecia sila medzi vazbovou plochou a hmotnym bodom je nulova.
(Castokrét je to aj preto, lebo viizba nie je ni¢ fyzické, ale vystihuje len vlasnosti
nejakého fyzikdlneho posobenia.) Trecia sila je vzdy rovnobeznd s rovinou pohybu.
Ale kedZe predpokladdme, ze trecia sila je nulova, ma sila R vzdy len norméalovi
(kolmti) zlozku.

Z predchadzajicej tvahy teda vieme, ze smer vézbovej sily je kolmy na vézbovi
plochu (pripadne krivku). Nastastie ndm teraz poslizi matematika, vdaka ktorej je
zndme, ze ak mdme zadand nejaki viazbu (je jedno ¢ v dvoch, troch alebo pokojne
aj viacerych rozmeroch), tak po aplikovani operdtora gradient dostaneme vektor,
ktory je normdlou — kolmicou k danej krivke/rovine v danom bode.

Jediné, ¢o o gradiente budeme potrebovat vediet, je to, Ze sa jednd o ope-
rator (nieo ako ,nositel matematickej operédcie”), ktory skaldrnej funkcii prirad{
vektorovi funkciu. T4 hovori o tom, v ktorom smere dand skalarna funkcia ras-
tie najviac.E Napriklad gradient teploty je smer, pri pohybe v ktorom sa teplota
meni najviac. Gradient vysky terénu pri pohybe v horich je smer, v ktorom je

3 Na naSej matematickej irovni sa budeme tvarit, Ze operdtor gradient aplikujeme vZdy len
na skaldrnu funkciu a nasledne dostaneme vektorova funkciu.
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z daného miesta najstrmsie do kopca. Ako sme ale uviedli, gradient je zaroven aj
normalovym vektorom. Gradient funckie f(x;) sa pocita a znad¢i

of
Kazd4 priestorova zlozka gradientu nejakej funkcie je teda derivéicia danej funkcie
podla zodpovedajicej priestorovej siradnice.

Teraz musime doriesit otdzku velkosti sily. Prendsobime gradient vazby funk-
ciou A tak, aby mal velkost prave taki, akii ma normaélova zlozka sily. A moze byt
samozrejme funkciou polohy a sama o sebe nema ziadny fyzikdlny vyznam. Kedze
méame ale tri nezndme funkcie pre siradnice, tri pohybové rovnice a jednu rovnicu
vazby, teda dokopy Styri rovnice, potrebujeme este jednu nezndmu funkciu, aby
bola ststava jednoznacne rieSitelnd. Prave funkcia A je nasou Stvrtou nezndmou
funkciou.

Ked uz vieme, ako by mala viazbova sila vyzerat, mo6zeme do rovnice

dosadit za R; gradient vézby prendsobeny neznamou skaldrnou funkciou A, ¢im
dostaneme ststavu rovnic of

axi ’

Tato ststavu rovnic spolu s vdzbovou rovnicou budeme oznacovat Lagrangeove
rovnice prvého druhu. Pocet nezndmych je teraz rovnaky ako pocet rovnic, teda
ststava je riesitelna. Ak nie analyticky, tak aspon numericky. Riesenie tychto rovnic
ale nie je ni¢ priamociare, ¢o by ste spravili bez zavdhania a na nicom sa nezasekli.
Existuje ale navod, ktory funguje pre riesenie tejto sustavy rovnic. Na priklade
gulicky kizajflcej sa po guli z predchadzajicej série si ukazeme, ako sa takéto
rovnice riesia.

mz; = F; + A

Gulicka na guli

Sformulujme si teda odznova zadanie. Na vrchole gule sa nachddza gulicka velmi
malych rozmerov (mozeme ju teda povazovat za hmotny bod). Po udelen{ lubovolne
malého impulzu sa guli¢ka zacne zoSmykovat smerom nadol bez trenia (gulicka sa
teda nekottula). Otézka znie, v akej vyske nad povrchom, na ktorom je velkd gula
umiestnend, sa mald gulicka od velkej gule oddeli.

Znova nam zékladné fyzikalna intuicia povie, Ze nezavisi na tom, po ktorom
»poludniku“ sa gulicka bude pohybovat, ¢o ndm umozni tlohu riesit v dvoch roz-
meroch, teda ako bod zosmykujtci sa po kruhu. Nasa vézba bude teda kruznica.
Mézeme si v8imnat, Ze nastane ¢as, ked sa gulicka od gule oddeli. Co mézeme
povedat o védzbovej sile v tomto okamihu? Kedze sa jednd o bod, kedy sa gulicka
od svojej vazby oddeli, zrejme na nu viazbova sila v tom okamihu prestane posobit.
Tento poznatok si zapamétame, pretoze sa nam bude hodit.

Nech méa gula polomer 7. Teraz vieme jednoducho zostavit rovnicu vizby

f=2"+y" —r*=0.
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Nésledne spocitame postupne obe parcidlne derivicie tejto rovnice a zostavime
Lagrangeove rovnice prvého druhu. Musime ale pamétat aj na to, ze v smere osy y
posobi na gulicku aj gravitacnd sila. Ak ma gulicka hmotnost m, budd rovnice
vyzerat takto

mi = )\g =2z,
oz
mij = —mg—i—)\g = —mg+ 2y\.
Oy

Teraz prichddza cast, ked musime pouzit prvy trik. Je uzitocné si ho zapamétat,
lebo sa pouziva vzdy pri podobnych prikladoch. Trikom je pouzif druht ¢asovi de-
rivaciu rovnice vizby. V tomto okamihu odporicam vsetkym ,,Studentom Pilnym*,
aby si to, ako aj dalsie kroky, sami skusili niekde na papieri vedla. Ja uvediem pre
vasu kontrolu prva derivaciu

f=2zxx+2yy=0,

ako aj pre nas potrebnii druht derivaciu

f=2i%+2xi + 297 + 25 =0.

Do tejto dvakrat zderivovanej rovnice viazby dosadime za & a § vyjadrenie tychto
veli¢in z Lagrangeovych rovnic. Dalej za stcet kvadratov prvych derivacif siradnic
dosadime kvadrat rychlosti
v? = &2 4 2.

Potom s vyuzitim vézbovej podmienky z? + y*> = r? vyjadrime z rovnic vyssie
vazbov silu

o mlgy—2?)

2r2 '

Druhy trik, ktory pouzijeme, je zdkon zachovania mechanickej energie. Teda stcet
kinetickej a polohovej energie gulicky polozime rovny pociatoc¢nej energii.

1 9
mgr = gmv + mgy .

Z tohto vyjadrime v?, dosadenim do predchidzajtcej rovnice pre A dostdvame

mg (3y — 2r)
2r2 ’

A=

Naésledne vidime, ze vizbova sila bude nulovd a gulicka sa oddeli vo vyske (nad
stredom gule)
2
Yy = g"' .

Co je presne ten isty vysledok, ktory by ste dostali pri pouzit{ klasického rozkladu
sil.
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Zakon zachovania energie
Na zéaver som si eSte pripravil pre citatelov seridlu mald ukdzku, ako tento mate-
maticky konstrukt vézieb vystihuje, ba dokonca az implikuje tak fundamentdlnu
fyzikalnu skutocnost, akou je zdkon zachovania energie. Ukdzeme si to v dvoch
rozmeroch, postup v trojrozmernom priestore je iplne analogicky.

Vezmime Lagrangeove rovnice prvého druhu pre jeden hmotny bod v gravitac-
nom poli podrobeny vézbe U.

. ou
mx = )\% s
ou
mij = —mg+ A—.
oy

Znova si pomdzeme tak, ze pouzijeme trik. A to taky, ze prendsobime prvia rov-
nicu & a druht g. Nésledne rovnice s¢itame, ¢im dostaneme rovnicu

m (2 + ¥j) = —mgy + A <8Ui’+ 8Uy> .
or y
Dalej spravime trik, ktory spoéiva v tom, Ze celd Tavi stranu zapiSeme ako ¢asovi
derivéciu nejakej inej funkcie (schvalne si skiste spoéitat derivdciu podla ¢asu, tak
ako je to v rovnici (E) na lavej strane, a uvidite, ze dostanete to, ¢o mame na lavej
strane v predchddzajicej rovnici). Pravy ¢len pravej strany zapiSeme ako dplni
Casovu derivdciu U prendsobend A, pre funkciu dvoch premennych f(z(t),y(t))

totiz plati
df(t) _ 0f(@.y) de(t)  0f(w.y) dy(t)

dt ox dt Jdy dt
Clen —mgy sa tiez lahko zapi$e ako ¢asova derivicia, dostaneme teda
d m .2 .2 ) d dU
= (= = —— A— . 1
dt (2 (& +47) ai 9 A (16)

My ale vieme, ze rovnica vazby je U = 0. Potom derivacia takejto vazby musi
mat tiez hodnotu nula. Ak na zvysné dva ¢leny aplikujeme obratene pravidlo pre
derivaciu stuctu funkcii, dostaneme

d

G (%m (1’:2 +1)2> +mgy) =0.

Po preintegrovani rovnice podla casu

1

§m (3'32 + y2) + mgy = konst ,
1 4
5™mv + mgy = konst .

Co je samozrejme zékon zachovania energie ako ho pozname.
Dufam, ze tato séria seridlu vAm po minulej opakovacej sérii dala nieco nové,
¢o jedného dna vyhodnotite ako uzito¢né. Ak si prerdtate priklady k seridlu, mali
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by ste si vdaka nim upevnif dnes nadobudnuté vedomosti. Chcel by som vas ale
poprosit, aby ste do vypracovanych tloh napisali spatni viazbu na serial, a to najméa
v pripade, ak nieco nebolo vysvetlené dostatocne, pripadne sa vam zda byt nieco
nespravne.

Uloha IL.S ... zviizujica 10 bodt

1. Majme ¢inku tvorent dvoma hmotnymi bodmi s hmotnostami m a M, ktoré
st spojené nehmotnou, ale velmi pevnou tyc¢ou. Tato Cinka padd volnym
padom. Napiste vdzbovi podmienku a zaroven aj Lagrangeove rovnice prvého
druhu pre tento objekt.

2. Majme vodorovnu polozku, na ktorej je umiestneny pravouhly trojboky hra-
nol s hmotnostou M ako na obrizku BJ. Po strane tohto hranolu, ktord
s podlozkou zviera uhol «, sa skizava hmotny bod s hmotnostou m. V celom
priklade neuvazujte trenie.

o Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito situaciu.

o Ukazte, ze celkova hybnost sistavy v smere osi x je pri nulovej pocia-
to¢nej rychlosti hmotného bodu nulova.

e Postupnym riesenim ststavy rovnic urcte velkosti rychlosti hmotného
bodu a hranolu v zavislosti od casu.

o Urcte pomer velkosti tychto rychlosti.

3. Majme kyvadlo zavesené na zavese. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého
druhu pre tato situdciu a ukazte, ze pre nu plati zdkon zachovania energie.

(Tesent str. )

Kapitola 3: Lagrangeovy rovnice Il. druhu
Uvod

V tejto Casti zacneme s novou témou, ktora nas bude spreviadzat az do konca seridlu.
Po troch dieloch seridlu sa na konci tohto dostaneme k Lagrangeovym rovniciam 2.
druhu. Tieto rovnice predstavuji novi, pokrocilejsiu formuldciu mechaniky, kde na
popis fyzikdlneho problému budeme potrebovat iba jednu jedinu skaldrnu funkciu,
z ktorej sa nasledne nauc¢ime jednoducho urc¢it pohybové rovnice.

Zovseobecnené siradnice
Pri rieseni nejakého fyzikélneho problému musime na tvod vzdy, aj ke spravidla
to robime mimovolne, ucinit rozhodnutie, v akych siradniciach budeme danu tlo-
hu riesit. V pripade pokrocilejsej stredoskolskej trovne fyziky je to obvykle tak,
ze volime za tieto suradnice suradnice kartézske. Dokonca castokrat prirodzeni
trojrozmernu trojicu suradnic x, y, z zredukujeme len na dvojicu x, y a problém
rieSime v jednej rovine. Mnohokrat je ale aj v tomto pripade tloha riesitelnd velmi
obtiazne.

Pri konstrukcii Lagrangeovych rovnic je problém obtiaznosti systému elimino-
vany do maximalnej moznej podoby hned od zaciatku, a to pouzitim zovseobec-
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nenych suradnic. Jednd sa o stustavu stradnic, ktoré vystihuji symetriu daného
problému tak, ze beru ohlad na vézby, ktorym st objekty podrobené.

Toto sa potom odraza na pocte zovseobecnenych stradnic. Napriklad poloha
planéty pohybujicej sa okolo Slnka moéze byt popisand tromi kartézskymi strad-
nicami. Alebo, nakolko na planétu posobia 2 viazby® moze byt jej poloha popisané
jedinou stradnicou, a to napriklad uhlom (od 0° do 360°), ktory zviera spojnica
Slnka a planéty s hlavnou poloosou jej drahy.

Podobne napriklad ¢inku z tlohy k predchiadzajicemu dielu seridlu, ktord sa
pohybuje v 2D priestore, m6zme namiesto dvoch kartézskych stradnic pre kazdy
bod popisat dvoma kartézskymi stradnicami faziska cinky a stradnicou, ktord
zodpoved4 uhlu natocenia ¢inky vocéi osi x.

Nie je tak tazké z tychto dvoch prikladov odpozorovat, kolko zovseobecnenych
suradnic potrebujeme na popis systému. Ak N je pocet kartézskych sturadnic po-
trebnych na popis vSetkych hmotnych bodov (obvykle troj- alebo dvojndsobok
po¢tu hmotnych bodov, podla toho ¢i riesime troj- alebo dvojrozmerni tlohu) a v
je pocet vézieb, tak potom

n=N—-v

je pocet zovseobecnenych siradnic potrebnych pre popis systému. Tento pocet je
zaroven aj pocet stupriov volnosti telesa, ¢o je vlastne neprekvapujice, nakolko
kazdej moznosti pohybu telesa vieme prisudit jednu suradnicu, v ktorej mieru
tohto pohybu, ako aj polohu, vieme odmerat.

Pre néds bude dalej doélezité, ze vzdy vieme néjst transformacény vztah medzi
kartézskymi a zovSeobecnenymi stiradnicami. Pre nase potreby bude dolezité vedief
najmé vyjadrit kaztézske siradnice pomocou zovSeobecnenych. Ako a aj preco je
to doblezité si ukdzeme na nasledujicom priklade.

Priklad: Aka je kineticka energia kyvadla?
Poktsme sa najst vztah pre kinetickd energiu matematického kyvadla s hmotnostou
m a dlzkou zavesu [. Vieme, ze kinetickd energia je definovana ako

1
Ey = imv2.

Co po rozdeleni rychlosti do dvoch kaztézskych zloziek a s vedomostou, ze zlozka
rychlosti v nejakom smere je (v kartézskych stiradniciach) ¢asova derivicia danej
sturadnice vieme napisat ako

By = %m (#* +9°) .

Dalo by sa argumentovat, ze tiloha je splnend, ¢o je samozrejme ¢iastocne pravda,
avSak z nasho vzfahu nie je vidiet, ze sa jednd o kyvadlo, nakolko tento vztah
plati pre kazdy hmotny bod v 2D priestore. Na to, aby slo o kineticki energiu
kyvadla, by sme museli este pridat vézbu v tvare z? + y? = [2 a nejako ju do

4Planéta sa pohybuje v rovine, a zaroven po elipse. Obe tieto tvrdenia si v ramci seridlu
dokéazeme.
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vztahu pre Fi zakomponovat. Preto zavedieme zovSeobecnent suradnicu ¢, ktord
bude vyjadrovat uhol ndklonu kyvadla od osi y merany proti smeru hodinovych
ruciciek. Povazujme bod zavesu kyvadla za pociatok kartézskej sistavy stradnic.
Ak je dizka zévesu I, potom je prevod medzi kartézskymi stradnicami zévazia na
kyvadle z, y a nasou zovseobecnenou sdiradnicou ¢

y=Ilcosyp,
z=Isingp.

Z tychto vztahov vieme derivovanim podla ¢asu ziskat vztahy pre jednotlivé kartéz-
ske zlozky rychlosti hmotného bodu vyjadrené pomocou zovSeobecnenej suradnice.

j= ~lsin(p)3,
z=1lcos(p)p.

Po dosadeni do rovnice pre kinetickt energiu dostavame

Bi = gm ((1sin(g)9)* + (1cos(9)9)) -

Kedze vieme, ze sicet kvadratu sinusu a kosinusu rovnakého argumentu je rovny
jednej, dostavame

1 2.2
Erx = -ml .
k 2m "2
Kedze ¢ je vlastne uhlova rychlost, vidime, ze to ¢o sme dostali, je vlastne tuplne
ocakéavatelné, nakolko ak do tohto vztahu dosadime

Y=

v
7 )
dostaneme povodny vztah.

Vidime teda, ze zavedenie zovSeobecnenych stradnic ma svoju vyhodu uz aj na
prvy pohlad, a to v tom, ze dolezité fyzikalne vztahy vyzeraji jednoduchsie a pri-
rodzenejsie. Podme si teraz pomocou nich ukazat, ako sa dajua zaviest Lagrangeove
pohybové rovnice.

Lagrangeove rovnice Il. druhu

Lagrangeove rovnice si odvodime v jednorozmernom priestore a pre jeden hmotny
bod. Tento postup sme zvolili, aj ked je mozno mierne nestandardny, preto, ze je
jednoduchsi na uchopenie, a pritom je Gplne rovnaky, ako kedy sme to robili pre n
hmotnych bodov a v 3D priestore. Cely postup postupne rozlozime do niekolkych
krokov a posnazime sa ich popisat ¢o najviac zrozumitelne. Tak si drzme palce.
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Diferencial polohy a kineticka energia

Majme v 1D priestore popisovanom suradnicou z zovSeobecnenu sturadnicu ¢q. Vo
vSeobecnosti je potom z nejakou funkciou nasej siradnice ¢ a éasu ¢, piSeme z(q, t).
Ak predpokladdme, ze z(q,t) je funkciou uddvajicou polohu nejakej konkrétnej
Castice, je pre nas velmi cennd informécia vediet urcit kinetickd energiu tejto cas-
tice, ktorej hmotnost si mézme pre nase potreby oznacift m. Nato potrebujeme
ur¢it rychlost danej Castice, teda tplnd Casovi deriviciou funkcie z(q(t),t). To
znamend derivovat najprv podla jednej a potom podla druhej premennej, pricom
ak je jedna z premennych funkciou Casu, samozrejme musime derivovat aj ti ako
zlozenud funkciu. V nasom pripade to vyzera nasledovne

dxz(q,t)  Oxdq , Oz

dt ~ 9gdt = Ot

Preco je pri derivacii g znak obyc¢ajnej, a nie parcidlnej derivacie? V tomto pripade
sa jednd skutocne o Uplnu ¢asovi derivaciu tejto suradnice. Pravdou je ale aj to, ze
stradnica ¢ nem4, tak ako sme si ju zadefinovali, ziadne iné zavislosti ako ¢asovi
(¢o vyplyva priamo z toho Ze je to stiradnica pohybujiceho sa bodu), a teda pre

tento konkrétny pripad plati

dg 0q .

a o 1!
Napriek tomu je ale formalne spravnejsie pisat to ako ozajstnd, a nie parcidlnu
derivaciu.

Teraz m6zme napisat vztah pre kinetickt energiu nasho hmotného bodu. Zvolim

znacenie, na ktoré nie ste pravdepodobne zvyknuti, no budeme sa ho odteraz drzat,
nakolko sa v analytickej mechanike pouziva vzdy. Kinetickd energiu budeme znacit

od tohto okamihu 7'. Potom plati

1 drdgq Oz 2 1 oxr . Ox 2
T =gm <ath + at) =3m (aqq+ 815) :
Zastavenie casu
Teraz nas hmotny bod v c¢ase stoji. Inymi slovami, pozerdme sa nan v jednom
konkrétnom case, v ktorom skiimame jeho vlastnosti. Jeho poloha a rychlost s
teda v konkrétnom casovom okamihu na sebe nezavislé. Ked budeme skiimat, ako
by vyzerala energia tohto bodu v pripade, ze trochu zmenime jeho polohu alebo
rychlost budeme predpokladaf, ze pri malej zmene polohy sa nezmeni jeho rych-
lost a obratene. V matematickej reci, ked budeme derivovat podla polohy alebo
rychlosti, tak bude platit
dg dq
dg dg
¢o je vlastne len matematicky zapis toho ¢o sme povedali, teda Ze rychlost a poloha
st v konkrétnom ¢asovom okamihu vnimané ako na sebe nezavislé.
To ndm dovoli spocitat parcidlne derivacie kinetickej energie podla polohy
a podla rychlosti. Znova vam odportcam, aby ste si to skusili sami a vysledok
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si iba skontrolovali. Pamétajte pri tom ale na to, ze parcidlne derivacie x podla
¢asu aj podla zovSeobecnenej siradnice ¢ su stale funkcie aj zovSeobecnenej stirad-
nice q. Vysledok by vAm mal vyjst nasledovne:

or _ (9. dxz) 0
g "\ 9¢? " 9t ) g

or_  (0x, 0x\ 0 (0x.  0Ox
g "\ag? " 8t ) ag \ g ot )

Teraz vsetky rovnice, ktorymi disponujeme, mozme znova chapat ako casovo za-
vislé. Dovolim si pre prehladnost este jednu dpravu, namiesto

Rozmrazenie ¢asu

oudg | O
Oqdt Ot
budeme pisat kratsiu verziu
dz
dt -’
Aplikujme na rovnicu pre %—5 operaciu uplnej derivacie podla ¢asu. Druhd rovnicu

nechame nepozmenent, ¢im dostaneme

dor <d2x Oor dx d 8m)

aaq "\ o T wtatag
or _ | dwo
dq dt Oq

Teraz spravime trik — od prvej rovnice odc¢itame druhd. Vo vsetkych pripadoch,
ktoré su pre fyziku uzitoéné, moézme dalej predpokladat, Ze plati

odf dof
dydr dz oy’
Téato vlastnost sa nazyva zdmennost derivdcii. Az na malé vynimky je operacia
derivacie sama zo sebou komutativna.
Po uz spominanom od¢itani za pouzitia komutativity derivicii dostaneme

dor or _ d?z Oz
dtag  9q "\ A2 ag)

Téato rovnica by sa uz dala povaZovat za formuldciu Lagrangeovych rovnic,
avSak najmi jej prava strana nie je velmi dobre zrozumitelnd. Podme sa teda
pozriet, aky vyznam mé pravé strana tejto rovnice. Uz na prvy pohlad je zrejmé
ze Cast

d*z
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je nejaka vonkajsia sila posobiaca na nas hmotny bod. K tomu, aky vyznam mé
Cast ‘2—2, si pripomenieme nieco z druhej série seridlu, a sice, aky tvar ma gradient.
V tomto pripade totizto, kedze sme len v jednorozmernom priestore, je gradient
k danej krivke z(¢) iba ¢islo — jedna derivacia g—z. Celéd prava strana m&a potom
vyznam zov$eobecnenej sily (prendsobenej konstantou zévislou len na volbe zovse-

becnenych stiradnic), ktord si mézme oznadit Q). Dostdvame

dor _or _,
dto¢ 0q
To ale este nie je podoba Lagrangeovych rovnic tak, ako ju pozndme. Vieme ale, ze
so silami sa vo vSeobecnosti spaja skaldrna veli¢ina nazyvand potencidl. Ak mame
konzervativne polet v ktorom posobi na teleso sila F, potom je potenciadl V' tohto
pola implicitne definovany ako
ov

F,=— P = .
VV; oz

Pre nas pripad bude maft sila len jednu zlozku

Fla) = -V

a pouzitim pravidla pre derivovanie zlozenej funkcie mame

dz 0q — dq
Dosadenim tejto rovnice do Lagrangeovych rovnic za predpokladu, zZe riesime po-
hyb v konzervativhom poli, a naslednym presunutim vsetkych ¢lenov na jednu

stranu dostdvame
dor ot ov _
dt 9q dq dq
Kedze potencidl V nie je zavisly na rychlosti telesa,E plati

v oo oL dov_
dq dt 9¢

0.

0.

Teraz mézme tento nulovy vyraz pripocitat k Lagrangeovej rovnici a po uprave

dostaneme
g@(T—V) B o(Tr-V)

at~ o¢ dq

=0,

5Pole, v ktorom objekt nestrdca mechanicki energiu, teda ked sa objekt v tomto poli bude
pohybovat je celkovd zmena jeho kinetickej energie nezavisld na trajektérii pohybu, ale len
na pociato¢nom a koncovom bode. Ak sa takyto objekt v konzervativnom poli pohybuje po
uzavretej krivke, nestraca ani neziskava ziadnu energiu. Prikladom takéhoto pola je napriklad
pole gravitacné.

SAk by bol, méze existovat tzv. zovieobecneny potencial, pre ktory stdle platia Lagrange-
ove rovnice v nasledujicom tvare. Napriklad pri elektromagnetickej sile to plati len pri istej
Specidlnej volbe potencidlu, nazvanej Lorentzova kalibra¢nd podmienka.
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kde funkcia T'— V predstavuje rozdiel kinetickej a potencidlnej energie. Nazyvame
ju Lagrangidn a zna¢ime L. Rovnicu teda mézme zapisat aj takto

doL oL

dt 8¢ 0q

Co by sa ale stalo vo viacerych rozmeroch? Pri pohlade na rovnicu vidime, ze
jediné ¢o nejako zavisi na pocte rozmerov je suradnica g. Preto rozsirenie tejto
rovnice na viacrozmerny pripad je velmi trividlne, a sice len také, ze pre viacero
suradnic dostaneme viacero rovnic tak, ze vzdy budeme tymto spésobom derivovat
Lagrangian podla prislusnej siradnice a rychlosti. Preto pocet rovnic zodpoveda
poctu zovSeobecnenych siradnic¥ Tim dostaneme najznamejsi tvar Lagrangeovych
rovnic, s ktorym sa v tomto seridli budeme stretavat este velmi dlho

doL OL

dt 8g;  Oqi

Celad tato kapitola bola venovand odvodeniu Lagrangeovych rovnic. Berte ju
skor informativne, rozhodne od vés nikto nebude vyzadovat, aby ste toto odvo-
denie ovlddali® Dévod preco som to tu ukazoval je, aby ste mali predstavu, ze
k velkym fyzikdlnym zdkonom sa da prist hranim sa s deriviciami réznych veci
a scitavanim a odc¢itavanim zdanlivo nestvisiacich veci od seba, az nakoniec vznik-
ne nieco tak zésadné ako Lagrangeove rovnice. Z vdsho pohladu sme ale esSte len na
zaciatku. Prave ste docitali odvodenie niecoho, ¢oho vyuzitelnost pravdepodobne
vbbec nevidite. Ze je to na niefo vébec dobré mi zatial musite verit. V serili sa
dalej postupne prepracujeme cez zostavenie a rieSenie Lagrangeovych rovnic pre
rozne pripady. V dnesnej sérii si este ukazeme prvy krok k rieseniu fyzikalneho
problému.

Ndjdenie Lagrangeovej funkcie

Priamo z definicie Lagrangeovej funkcie vyplyva, ako ju treba hladat. Musime
najst vztah pre kinetickt a potencidlnu energiu systému. KedZe cely problém chce-
me riesit v zovSeobecnenych stradniciach, je azda najklicovejsim krokom néjst
vhodné zovsSeobecnené stradnice. To znamend popisat ich a najst vztah medzi
nimi a kartézskymi stradnicami. Potom derivaciou tohto vztahu urcime, ako vy-
zeraju jednotlivé zlozky rychlosti, teda funkcii ¢(g,t). Tieto vztahy dosadime do
vztahov pre potencidlnu a kinetickt energiu, aby sme dostali Lagrangian, z ktorého
uz nie je problém urcit pohybové rovnice. Podme sa na toto pozriet krok po kroku
a simultdnne s tym hladat Lagrangidn pre matematické kyvadlo.

1. Zavedenie zovseobecnengch suradnic
V nasom pripade, ako sme uz spominali skor, bude zovseobecnenou sturadni-
cou uhol vychylenia ¢. To, Ze nam staci jedna sdradnica, je vidiet z toho, ze

"Délezitou poznamkou je, aj ked je to mozno zjavné, ze zovieobecnené stradnice mézu sa-
mozrjeme byt stradnice viacerych hmotnych bodov, ktorych pohyb vysSetrujeme.
8Samozrejme len pokial nepojdete studovat vseobecni fyziku.
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kyvadlo riesime ako dvojrozmerny problém, pricom je v nom jedna vézba —
hmotny bod musi byt vzdy v rovnakej vzdialenosti [ od bodu zavesu.

2. Vyjadrenie kartézskych suradnic pomocou zovseobecnenych
Ako sme uviedli skér, vztah medzi zov§eobecnenou siradnicou a kartézskymi
stradnicami x, y je

y=Ilcosyp,

x=Isingp.

3. Spocitanie kartézskych rychlosti
V nasom pripade musime len usilovne derivovat, ¢o dopadne presne tak ako
na zaciatku serialu

y =-l Sin((p)@,
T =1lcos(p)p.

4. Dosadenim do definicie T a V vypocitame kineticki energiu a potencidl v zo-
vseobecnenych suradniciach

= %m ((l sin(p)@)” + (I cos(¢)¢)2) _ %ml2 )2

V = —mgy = —mgl cos(p) .

5. Zostavime Lagrangeovu funkciu
L= %legbz + mgl cos (¢) .

6. Postupnym ustlovngm derivovanim zostavime Lagrangeove rovnice
Toto je cast, ku ktorej sa dostaneme v dalsom diele serialu. Zostavenie rovnic
totizto suvisi s ich rieSenim, preto je konzistentnejsie urobif to spolu v jed-
nom diele seridlu.

Dufam, Ze ste si z tohto dielu odniesli nie¢o nové. Zaroven diufam, Ze vis to more
vysokoskolskej matematiky neodradilo a pri rieSeni tloh k seridlu pouzijete svoj
dovtip, a najdete tie spravne zovseobecnené suradnice, a nésledne sa doderivujete
aspesne az k spravnej Lagrangeovej funkcii.

Uloha IIL.S ... zobecnéna 10 bod

1. Méjme vodorovnou desku, ve které je mala dirka. Ptes tuto dirku je provlece-
ny provazek o délce [, na jehoz spodnim konci je zavéseno zavazi o hmotnos-
ti M. Toto zévazi lze povazovat za hmotny bod. Na druhém konci provizku
na rovné desce je druhy hmotny bod (kulicka) o hmotnosti m. Provazek mezi
nimi je napnuty diky zévazi o hmotnosti M. Celou soustavu drzime v kli-
du tak, ze cast provazku pod deskou je ve svislém sméru. Poté druhému
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hmotnému bodu, kuli¢ce, udélime rychlost v ve vodorovném sméru kolmém
na provazek ve chvili, kdy soustavu uvolnime. V tomto prikladu neuvazuj-
te zadné treni. Zvolte vhodné souradnice a sestavte Lagrangeovu funkci pro
tuto soustavu.

2. Méjme zeleznou ty¢ ohnutou do tvaru paraboly tak, ze pokud v kartézské
soustavé pusobi tthové zrychleni v zdporném sméru osy y, pak ty¢ ma stejny
tvar jako funkce y = 2. Po ty& se muZe volné pohybovat hmotny bod
o hmotnosti M, ke kterému je pevnou nehmotnou tyckou o délce I ptipevnéno
zévazi o hmotnosti m. Takto jsme vytvorili kyvadlo se zdvésem klouzajicim
podél ohnuté tyce. Konstrukce dovoluje pohyb celé soustavy pouze v roviné
paraboly. Urcete vhodné zobecnéné souradnice a najdéte Lagrangeovu funkci
této soustavy.

3. Méjme primku naklonénou pod thlem a vzhledem k vodorovné roviné, po
které se pohybuje bez tfeni hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte vhodné
zobecnéné souradnice této soustavy a sestavte Lagrangeovu funkci. Poté se-
stavte i Lagrangeovy rovnice, dvakrat je zintegrujte, a tak najdéte feseni.
Zkontrolujte si, zda vase feseni vychazi stejné, jako feseni, které byste ziskali
strfedoskolskou metodou vypoctu. Pri integraci nezapomente na integracni
konstanty a vysvétlete jejich vyznam. Jaké budou jejich hodnoty, pokud se

bod spusti z klidu z vysky h?
(Tesend str. )

Kapitola 4: Integraly pohybu

V tejto Casti seridlu dokonc¢ime priklad, ktory sme minule zacali — vypocet matema-
tického kyvadla. K tomu ale budeme potrebovat vediet, ¢o je to Taylorov rozvoj.
Dalej si ukdzeme, ako sa daji s pomocou Taylorovho rozvoja vyriesit dlohy, ktoré
analyticky rieSitelné nie si. Potom sa pozrieme na to, aké nenumerické metédy
rieSenia Lagrangeovych rovnic existuji, a zacneme sa venovat pouzitiu teoretickej
mechaniky v nebeskej mechanike, ¢o bola historicky hlavna motivacia, kvoli ktorej
bol Lagrangeov formalizmus vyvijany.

Taylorov rozvoj

Toto bude trochu matematickd vsuvka do seridlu, kde sa Citatelom, ¢o vedia deri-
vovat, pokisim intuitivne vysvetlit, co to je Taylorov rozvoj. Tiez ukazem, ako sa
pocita, ale najmé uvediem zdkladné vztahy pre Taylorov rozvoj, ktoré sa v teore-
tickej mechanike zidu pri pocitani prikladov.

Asi najintuitivnejsi sposob, ako chipat a predstavovat si funkcie, je predstavit
si ich graf. Z grafu ¢lovek jasne vidi, ako sa funkcia sprava, kde klesa alebo stipa,
ako velmi klesd alebo stipa, aké mé korene a podobne. Mnohé funkcie st ale velmi
naro¢né na analyzu a vypocet ich presnych hodndt, pripadne sa velmi naroc¢ne
integruju (¢o ndm znemoznuje, ¢i vyrazne stazuje rieSenie diferencidlnych rovnic,
ktoré obsahuju takéto funkcie). Na druhej strane, existuje trieda funkcii, ktoré sa
daji velmi trividlne integrovat a derivovat - polynémy (mnohocleny). S tymito
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funkciami ste sa uz vsetci stretli na konci zédkladnej alebo zaciatku strednej skoly.
Vlastnosti a roézne manipuldcie s linedrnymi a kvadratickymi funkciami st vam
teda urcite velmi dobre znadme a netreba vas presviedc¢at, ze vypocitat hodnotu
Iubovolného polynému v danom bode bez kalkulacky vie s Tubovolnou presnostou
kazdy z vas. Keby som vam dal ale za tilohu zritat na papieri sin(0,82), nikto (kto
nepoznd Taylorov rozvoj) by to nijako nedokazal.

Mozno ste sa niekedy hrali s nejakym programom na vykreslovanie grafov
funkcii a vSimli si, Ze mnohé funkcie maji podobny tvar. Exponencidla je na-
priklad funkcia, ktord velmi rychlo rastie. Aj 2, 2 alebo iné vyssie stupne poly-
némov rychlo rasti. Ak si napriklad exponencidlu v takomto programe (napriklad
Wolfram Alpha) vykreslite a vo vedlajsom okne sa budete hraf so s¢itavanim po-
lynémov réznych stupnov, s trochou sikovnosti a investovaného casu sa dostanete
k polynému, ktorého graf sa bude velmi podobat na graf exponencidly (aspon vo
vykreslenej oblasti, pre velké z exponencidla zacne rast ovela rychlejsie ako aky-
kolvek polyném).

Tento fakt si Iudia v§imli uz ovela skér. Na takejto podobnosti spréavne zvole-
nych polynémov a danej funkcie je postaveny Taylorov rozvoj. V skratke sa jedné
o to, ze lubovolni (dostatoéne slusni) funkciu vieme na nejakom intervale Iubo-
volne dobre aproximovat urcitym polynémom. Tato vlasnost je velmi uzitocni,
pretoze Castokrat nas funkcie zaujimaja len na nejakych kratkych intervaloch. Na-
priklad sinus. Sinus mé peridédu, takze pre lubovolne velké ¢islo ho vieme spocitat,
ak dokazeme spocitat sinus vsetkych cisel na intervale o dizke periédy sinu 2w
(napr. (—m,7)). Sinus by ndm teda teoreticky stacilo dobre aproximovat len na
tomto kratkom intervale. V pripade sinusu, ktory chceme aproximovat v okoli nu-
ly, m6zeme pouzif polyndém pozostavajici napriklad z piatich ¢lenov

2 25 2 a2

sin(x)wmnyryf?Jra

Nie je tazké si vSimnuf vzor v spravani tohto polynému. Ak by sme chce-
li aproximovat tito funkciu na celom intervale presne, mohli by sme pokracovat
v pridavani ¢lenov polynému az do nekonecna. Ukazuje sa, ze takyto nekonec-
ny polyném sa naozaj bude rovnat funkcii sinus dokonca na celom jej definiénom
obore, teda vsSetkych realnych ¢islach. V ”"modernej matematike” je prave takyto
nekoneény polyném (rad, sicet postupnosti) definiciou funkcie sinus (spolu s iny-
mi definiciami, ktoré su tejto ekvivalentné). Sinus vieme potom zapisat pomocou
nekonecného Taylorovho radu nasledovne

> 22+l
sin(z Z et

Pre usilovného citatela zadavam tlohu rozmysliet si, najlepsie rozpisat na pa-
pier, ze prvych 5 ¢lenov radu je naozaj rovnakych ako s ¢leny v polynéme apro-
ximujticom sinus uvedenom skér. Dalej mozem taktieZ odporudit usilovnému ¢ita-
telovi, aby si vy¢islil hore uvedeny polyném v bode n a zaroven si vy¢islil v bode n
aj sinus. Budete mat lepsiu predstavu, ako dobre Taylorov rad aproximuje sinus.
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Usilovni ¢itatelia mi urcite mozu potvrdit, ze vysledok bol v oboch pripadoch
velmi podobny. Pre sinus to bola nula, pre polyném to neprezradim, ale prezradim,
ze koren tohto polynému je ~ 3,1487, ¢o sa k ¢islu n blizi velmi pdsobivo.

Castokrat nie je jednoduché zistit Taylorov rad trikom alebo pozorovanim (aj
v tych malo pripadoch, ked sa to da, to chce velmi velkd sktisenost a vela napoci-
tanych prikladov). Existuje ale metéda, ako vieme postupne dopocitavat jeden za
druhym ¢leny Taylovovho radu. Uvedieme rovno jeho vzorec a jednym dychom do-
davame, ze si mozete vS§imnut, ze dany rad je zvoleny tak, aby mal vSetky derivacie
v danom bode rovnaké ako pévodnd funkcia.

Zoberme Tubovolnt funkciu f(z) v bode (z = a), ktord ma v tomto bode vsetky
derivécie a vSetky st kone¢né (dovod je jasny zo samotného vztahu - ak by derivacie
neexistovali, nemal by zmysel). Na intervale obsahujicom bod a je potom Taylorov

rad tejto funkcie
Zf(n) SC - a) ’

kde £ (a) je n-ta derivicia nasej funkcie v bode a.

Kazdd normdlnu (tzv. analytickd) funkciu f vieme potom zapisat ako f(x) =
= Ty(x). Existuju aj funkcie, pre ktoré to neplati, ale s nimi sa nestretneme.
Overte si, prosim, ze ak tento vzorec aplikujeme na sinus v bode a = 0, dostaneme
postupne polyném, ktory sme uviedli ako aproximéciu sinu. Pouzime tento vzorec
este pre odvodenie Taylorovho radu pre exponencidlu e v bode a = 0. Derivacia
eponencialy je exponencidla. Exponenciala v bode 0 je rovnd jednej. Taylorov rad
exponencidly bude teda vyzerat nasledovne

oo
Z"”
n!

Ako cvicenie odporuc¢am odvodit si zo vzoréeka Taylorov rad pre cos(x) a In(1+x)
so stredom v bode a = 0.

Matematické kyvadlo — In medias res

V minulej casti sme si ukazovali, ako postupne najst zovSeobecnené suradnice,
z nich ¢isto mechanicky zostavif Lagrangeovu funkciu a z nej postupnym deri-
vovanim zostavit Lagrangeove rovnice. To sme si ale neukdzali na nasom priklade
matematického kyvadla. Dokonc¢ime to teraz. Pre pripomenutie, Lagrangeova funk-
cia kyvadla mala tvar

1
L= §m12({')2 + mgl cos(p)
a Lagrangeove rovnice zostavujeme nasledovne

d oL 0L

dt oG dq
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Dosadime za L Lagrangeovu funkciu matematického kyvadla a po prederivovani

dostaneme
ml®@ + mglsin(p) = 0.

Vidime, Ze sa jednéd o obycajnu diferencidlnu rovnicu druhého radu, pretoze naj-
vysSia derivéicia naSej hladanej funkcie ¢(t) je druhé derivicia. Co je ale ovela
vacsi problém, rovnica je zaroven aj nelinedrna, a to prave jej druhy ¢len, ktory
je tvoreny sinusom nami hladanej funkcie. Standardne sa nedaji podobné diferen-
cidlne rovnice riesit analyticky, tj. pomocou zndmych dobre definovanych funkcii.
Riesit ich mézme napriklad numericky s presnostou, aki uzname za vhodni. Inou
moznostou je riesit rovnicu analyticky tak, ze pred tym, ako sa pustime do riese-
nia, dani nelinednu® funkciu aproximujeme. Toto je okamih, ked prvykrat v praxi
pouzijeme Taylorov rozvoj. Rozvinieme nasu funkciu do Taylorovho radu. Vieme,
ze ¢im sa od bodu, v ktorom funkciu rozvijame, nachddzame dalej, tym viac cle-
nov jej rozvoja potrebujeme pre dosiahnutie pozadovanej presnosti. Naopak, ked
sme blizko stredu tohto rozvoja, stac¢i nam ¢lenov menej. V istej malej vzdialenos-
ti ndm dava dostatoéni presnost (¢im vysSiu presnost pozadujeme, tym mensie
je okolie bodu, kde je aproximdicia presnd) aj prvy ¢len Taylorovho rozvoja. Ten
je obvykle linedrny, pripadne konstantny (v pripade konstantného ¢lena vezmeme
prvé dva ¢leny). V tomto pripade vezmeme z rozvoja sinusu len prvy linedrny ¢len.
Dostéavame linearizovani diferencidlnu rovnicu

2 ..
ml“p +mglp =0.
Tato rovnica sa d4 jednoducho riesit. Na riesenie diferencidlnych rovnic sa vsak
v tomto seridli nebudeme sustredit, ale nechdme ich riesenie na pocita¢. Osobne

preferujem, ako ste si uz mohli vS§imnit, na rieSenie rovnic WolframAlpha, ktory
nam v tomto pripade da vysledok

o(t) = cosin (ﬁt) + ¢1 cos (ﬁt) .

Kde c1 a ¢z st integracné konstanty. Ich hodnoty si vieme jednoducho dopocitaf.
Napriklad tak, ze budeme pozadovat, aby na zaciatku malo kyvalo vychylku ¢q
a uhlovi (a teda aj klasicku) rychlost ¢ = 0. Z prvej podmienky vidime, ze ¢1 = o,
¢o dostaneme po dosadeni ¢t = 0 do nasej pohybovej rovnice.

Rychlost dopocitame tak, ze prederivujeme rovnicu pre polohu kyvadla, aby
sme dostali rovnicu pre uhlovi rychlost kyvadla

o(t) = cz\/gcos (ﬁt) — \/gnpo sin (\/?t) .

7 tejto rovnice a podmienky, ze rychlost ma byt na pociatku nulova, dopocitame
druhi konstantu. Cely druhy ¢len rovnice bude po dosadeni ¢t = 0 rovny nule, zati-
al¢o prvy bude nulovy len ak co = 0. Nage riesenie pre dané pociatoéné podmienky

bude teda vyzerat
o(t) = @o cos (ﬁt) .

9Medzi nelinedrne funkcie samozrejme patria aj kvadratické, kubické a iné mocninné funkcie.
Nemoznost analyticky riesit rovnice je vSak najmé pri nelinedrnych rovniciach, kde nelinearita
je spdsobend inou ako polynomiélnou funkciou.
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Prave sme si podrobne ukézali jeden zo spdsobov riesenia Lagrangeovych rov-
nic. Jedna sa o to najjednoduchsie, ¢o ndm moéze napadnut. Hlavnou nevyhodou je
ale to, zZe riesenie, ktoré takto najdeme, nie je presnym riesenim, a spravne vysled-
ky déva len pre body blizke nule (pretoze spravidla linearizujeme funkciu v nule).
Existuje ale dalsi trik pouzitelny pri niektorych prikladoch, ktory nam vyrazne
ulahcuje ich analytické riesenie.

Integraly pohybu
Jeden z trikov, ktoré mézeme pri rieseni Lagrangeovych rovnic pouzit, je ziskat do-
datoc¢né rovnice, ktoré nam zjednodusia riesSenie samotnych Lagrangeovych rovnic.
Zo strednej skoly viete, ze pri rieseni tlloh z mechaniky ste castokrat vyuzivali za-
kony zachovania. Univerzalny sa moze zdat zakon zachovania mechanickej energie,
ktory ale neplati vzdy. Dalej st uZitoéné aj zékony zachovania hybnosti a momentu
hybnosti. Castokrat nebolo jednoduché zistit, najmé pri velmi komplexnych pro-
blémoch, ktorad zlozka hybnosti sa zachovdva a preco. Pripadne ¢i sa zachovava
alebo nezachovava energia. V Lagrangeovom formalizme je tento problém nalezite
oSetreny a z matematickych vlastnosti Lagrangianu (Lagrangeovej funkcie) vieme
jednoducho urcit, ktoré veli¢iny sa zachovavaji pocas celého deja. Tieto veliciny
nazyvame integrdly pohybu. Matematickejsie povedané, integrdl pohybu hladdme
ako funkciu f(gj, ;) zovSeobecnenych siradnic a zovSeobecnenych rychlosti, pri-
¢om od tejto funkcie pozadujeme, Ze na skutocnej trajektérii riesiacej Lagrangeove
rovnice bude nadobtudaft po cely ¢as jednu konstantnii hodnotu. Povedali sme si,
ze v praxi sa jednd napriklad o hybnost telesa. Z Lagrangeovych rovnic vidime,
kedy sa nieco ako ,zovSeobecnena hybnost“ zachovava, celkom rychlo.
Predpokladajme, ze Lagrangeova funkcia zavisi na vsetkych zovseobecnenych
suradniciach okrem nejakej jednej ¢;. Potom ¢-tu Lagrangeovu rovnicu ziskame

doL oL _
dt aql 8qi -

Derivacia Lagrangidnu podla tejto siradnice bude teda 0 (pretoZe pri zmene tejto
suradnice sa Lagrangidn nezmen{). Z toho dostdvame

dor _
dt 0g;

Na zaver preintegrujeme podla ¢asu

oL

= konst .
ads "

Vidime, ze tento vyraz sa bude stile zachovavat, nakolko je po celej trajektérii
konstantny. Na zaver mozno este poznamka k nazvu ,zovSeobecnend hybnost“.
Kedze Lagrangidn ma fyzikdlny rozmer energie (jedna sa o rozdiel dvoch energif),
ked zderivujeme ,energiu“ podla ,rychlosti“, dostaneme nieCo, ¢o méa fyzikalny
rozmer hybnosti.

142



Seridl o teoretické mechanice

Okrem toho existuje este jeden integral pohybuiE a ten sa nazyva ,zovSeobec-
nend energia“. Zaujimavejsie nez jeho konstrukcia je, ze k Lagrangidnu existuje
zachovavajica sa zovSeobecnend energia prave vtedy, ked Lagrangian explicitne
nezavisi na Case (teda na case zavisi len prostrednictvom zovSeobecnenych sirad-
nic a rychlosti). Jej definicia je

n
h(q“(h) - a4, gi— L.
Znova si vS§imnene, ze tato veli¢ina mé fyzikdlny rozmer energie, takze jej nézov
déava dobry zmysel.
Este predtym, ako realne za¢neme riesit priklady, je podla mna doélezité ukazat
(pre niektorych zopakovat) novy spdsob hladania zovSeobecnenych stiradnic.

Najcastejsie krivociare siradnice
V mnohych tlohéch sa stretdvame s pohybom po povrchu sféry alebo po kruznici,
alebo s problémom, ktory ma rotacni symetriu. Hlboko v podstate prirody je
totizto zakorenend jedna vlastnost, ktorej sa snad budeme venovaf v poslednom
diele seridlu a z ktorej sa da odvodit celd fyzika. Zjednodusene by sa dalo povedat,
ze priroda je ,leniva“, a preto nechd planéty obiehat okolo Slnka po elipsiach a nie
po napriklad stvorcoch. Vdaka tejto podivuhodnej vlastnosti sa zakriveny pohyb
najcastejsie odohrdva po elipsidch velmi blizkych kruzniciam (mimo mechaniky na
Zemskom povrchu, kde uvazujeme homogénne gravitacné pole). Preto je Castokrat
vyhodnejsie pocitat v siradniciach, ktoré dobre vystihuji symetriu danej sféry
alebo kruznice. Zavadzaju sa preto polarne a sférické stradnice.

Polarne sturadnice definujeme

x =rcos(p),
y = rsin(p) .

Ak si v rovine nakreslime kartézsku mriezku, potom bod s kartézskymi siradnicami
[z, y] mbzeme popisat aj pomocou uhlu ¢ zovretého medzi kladnym smerom osy x
a polpriamkou z pociatku do ndsho bodu; uhol meriame proti smeru hodinovych
rudiciek (smerom od osi z k osi y). Stradnica r je potom vzdialenost tohto bodu
od nuly merand po ich spojnici.

Druhé, o Cosi tazsie na predstavu, si sférické suradnice. Prevod medzi sféric-
kymi a kartézskymi siradnicami je nasledovny

z =7 cos(p) sin(9),
y = rsin(p) sin(d) ,

z =rcos(9).

10V skutoénosti moézu existovat aj iné integraly pohybu, spomenuté sa viak daji najst pomerne
jednoducho.
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Mozeme si vsimnut, ze je to podobné ako pri polarnych stradniciach, len este
prenasobené sinusom a kosinusom dalsieho uhla, ktory sme si oznacili ¥. To, ze
vzdialenost bodu od pociatku je r je zrejme zjavné. Ostatné dva uhly si vieme
jednoducho predstavit, ked si predstavime, ako to vyzerd v planetiriu (tam sa
nad nami nachddza sféra). V tomto pripade je polomer sféry pevny a nemeni sa.
Ak stojime v strede, tak spojnica nas a nejakého vyznacného bodu (v planetariu
sa pouziva juh) je nasa kartézska os x. Sdradnice nejakej hviezdy vieme ur¢it
pomocou sférickych siradnic: hviezdu spojime najkratSou moznou Ciarou po sfére
s horizontom. Teda spravime jej priemet na ,horizont“. Potom od¢itame uhol medzi
tymto jej priemetom a nami zavedenou osou x proti smeru hodinovych ruciciek,
¢o bude naSa stiradnica . Na ziver uréime stiradnicu 9 tak, ze od 90° odé¢itame
uhol medzi horizontom a hviezdou po nami najdenej najkratsej spojnici.

Snazil som sa to vysvetlit zrozumitelne a ndzorne, na internete sa ale nachadza
mnozstvo obrazkov pre tych z vas, ktori veci potrebuji vidiet, a nesta¢i im vizu-
alizovat si ich. A mozno este jedna poznamocka k zavedeniu sférickych sturadnic.
Mozno vam prislo neintuitivne, ako som v poslednom kroku odc¢ital uhol medzi
hviezdou a obzorom od 90°. Samozrejme, dostaneme rovnako dobre pouzitelné
suradnice, ak ¥ definujeme priamo ako uhol medzi (pre nés pripad) horizontom
a hviezdou. Prevodné vztahy sa potom trochu pozmenia. Ak ste zvyknuti na tito
definiciu sférickych sturadnic, pokojne ich pouzivajte, no pamétajte, ze nemusi byt
na prvy pohlad jasné, ze vztahy ziskané pri tychto réznych zavedeniach stradnic
st totozné.

Na zéver tejto Casti si spomenieme esSte jeden priklad, z ktorého vysledkov
budeme intenzivne tazif nabudtce.

Pohyb hmotnej Castice v gravitacnom poli

V roku 1889 Nérsko-Svédsky kral Oskar II. vyhlésil k prilezitosti svojich 60-tych
narodenin sutaz o nijdenie analytického riesenia problému troch telies vo forme
konvergujiceho mocninného radu, ktort sdm oznacil za (vo volnom preklade):
»outaz o dblezity objav v risi vysokej matematickej analyzy“. Uz nasledujtci rok
Henry Poincaré publikoval ¢ldnok v ¢asopise Acta Mathematica, v ktorom dokézal,
7e neexistuje dostatok integralov pohybu na analytické vyriesenie problému troch
telies, ¢o krala uspokojilo a odmena za "vyhru” v sifazi mu bola udelena.

Az v roku 1912 sa Finskemu matematikovi Karlovi Sundmanovi podarilo vyrie-
§it tento problém, avSak formou radu s exponentmi, ktoré st celo¢iselnym nasob-
kom % Tento rad vSak konverguje velmi pomaly, a aby dosahoval presnost porov-
natelnd s numerickymi vypoétami, je nutné vziat priblizne jeho prvych 108000000
Clenov. Problém troch telies je tak prakticky riesitelny iba numericky. Existuja
vSak zjednodusené pripady, ktorych rieSenia s rozumnou presnostou mézeme zis-
kat aj analyticky. Takym je napriklad systém Slnko-Zem-Mesiac.

Nez sa ale dostaneme k tomuto problému, musime si prejst cez problém dvoch
telies. A predtym ako sa dostaneme k tomu, je potrebné si ukazat, ako vyzerd
Lagrangian hmotného bodu, ktory sa pohybuje v nejakom potencidlovom poli.
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Budeme predpokladat, ze nase skimané teleso svojim pohybom toto potencidlové
pole nijako neovplyviiuje.

Nase teleso sa bude pohybovat v centrdlnom poli s potencidlom V(r) a zo
sktisenosti vieme, ze sa bude pohybovat v jednej rovine (tdto skusenost si v tlo-
héch k seridlu budete mat moznost overit). Na jeho popis preto pouZijeme poldrne
stradnice. V nich bude jeho Lagrangian

1
L=om(i*+r°¢%) = V(r).

Teraz uvidime silu integralov pohybu. Vo vSeobecnosti by boli Lagrangeove
rovnice v tomto pripade 2 rovnice druhého rddu, kdezto ak uré¢ime integraly po-
hybu, dokdzeme z nich po upravach zostavit jedini diferencidlnu rovnicu prvého
rddu. Pre premennt r bude nasa vysledna diferencidlna rovnica

2o 2 (p v - L
T m " o2 )

kde F je mechanickd energia a [ moment hybnosti telesa - dva integraly pohybu.

K rieseniu tejto rovnice sa dostaneme v seridlovej tilohe a dalSsom diele seria-
lu. Nésledne plynule prejdeme k problému dvoch telies, rieseniu Keplerovej tlohy
a mozno aj odvodeniu Keplerovych zdkonov.

Mnohym z vis dakujem za reakcie na vyzvu k spétnej vizbe, dojmy boli zatial
celkom pozitivne, za ¢o som rad, pretoze je to pre mna povzbudzujice. Samozrejme
nadalej plati, ze budem rad za vaSe ndvrhy, pripomienky a komentéare k seridlu.
Som optimista a dufam, Ze pocet riesitelov seridlu sa nebude znizovat, tak si vSetci
navzajom drzme palce.

Uloha IV.S ... lagrangeovska 10 boda

V zévere seridlu ste si uréite vSimli Lagrangidn a diferencidlnu rovnicu, ktoré akoby
»spadli z neba“. To nie je voObec ndhoda, velkou ¢astou tejto seridlovej tlohy bude
tieto dve rovnice odvodit.

1. Ukazte, ze ak mame pohyb castice v Tubovolnom centralnom poli, teda v poli,

kde potencidl zavisi len na vzdialenosti, bude sa Castica zarucene pohybovat
len v rovine.
Ndvod Zostavte Lagrangeove rovnice II. druhu pre tuto situiciu, pouzite
pri tom vhodné zovSeobecnené stranice. Nasledne bez ujmy na vseobecnosti
polozte stradnicu ¥ = ©/2 a poéiatoéni rychlost v smere tejto suradnice nu-
lova. Zamyslite sa a vysvetlite, preco je takato volba v poriadku a nestratime
pri nej ziadne riesenie.

2. Zostavte Lagrangian pre hmotny bod pohybujici sa v rovine v centralnom
poli. Mali by ste dostat ten isty, ako je uvedeny v zavere seridlu. Pre tento
Lagrangidn nasledne najdite vsetky intergaly pohybu a pomocou nich najdite
diferencidlnu rovnicu prvého radu pre premennt r. Pre vasu kontrolu, mala
by vdm vyjst rovnako ako na konci seridlu.
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3. Zamyslite sa, ako urcit uhlovd vzdialenost medzi dvoma bodmi na sfére, ak
mate zadané ich sférické stradnice. Ukézte to napriklad pre hviezdy Betel-
geuze a Sirius, ktorych stradnice si najdite.

Pomécka Téato tloha sa da jednoducho vyriesit aj bez znalosti sférickej tri-

gonometrie.
(Tesend str. )

Kapitola 5: Keplerovy zakony

Ked na zaciatku 17. storocia Johannes Kepler sformuloval svoje zdkony o obehoch
planét okolo Slnka, dal svetu doposial najlepsi model Slnec¢nej sustavy. Popisal
v nom nielen to, po akych drahach sa jednotlivé planéty pohybuju, ale aj ako rych-
lo sa pohybuju v konkrétnom case, teda v konkrétnej polohe voc¢i Slnku. Kepler
ale nepodal ziadne kvalitativne vysvetlenie, preco je to tak. Jeho zakony vychad-
zali ¢isto z napozorovanych dat. Pri¢inu tohto pohybu, gravita¢nu silu, ,objavil®
a fyzikdlne popisal az o polstorocie neskor Isaac Newton. Ten nasledne pouzitim ra-
finovanej starogréckej geometrie dokazal, ze Keplerove zédkony priamo plynu z jeho
vlastnych pohybovych zdkonov a zdkona gravitacie.

Pouzitim silnejSieho matematického aparatu a niektorych vysledkov teoretic-
kej mechaniky (ku ktorym sme sa uz stihli dopracovat v tomto seridli) sa daji
Keplerove zékony odvodit pomerne rychlym spésobom, navyse dva z nich vo vse-
obecnejSom a uzitocnejSom tvare. Pustime sa teda do toho!

Keplerove zakony

Na zaciatok si pripomenme zavery z minulej Casti seridlu, ktoré ste si mali moz-
nost overit a dokladne sa s nimi zozndmit v minulej seridlovej tlohe. Majme teda
lagrangian telesa pohybujiceho sa v rovine v sféricky symetrickom silovom poli
s potencidlom V (r).

1
L=om(i*+r°¢%) = V(r),

kde kvoli symetrii tlohy je rozumné pouzitie radidlne symetrickych poldrnych
sturadnic.

Dalej sme z integralov pohybu tohto lagrangianu nasli diferencidlnu rovnicu pre
suradnicu r v zavislosti na celkovej energii £ a momente hybnosti telesa .

2_2(p v
7 m<E V(r) 2m7“2)’

Riesenie takejto rovnice analyticky je mozné, avsak len v pripade ,,jednoduchého*
potencidlu a len ako funkcia ¢(r), ktorej invertovanie je ndroéné, pripadne nemozné.
Dokéazeme ale najst tvar trajektorie nasho telesa a to za pouzitia triku — takzvaného
Binetovho vzorca. To, preco u(p) vyhovujice Binetovmu vzorcu riesi nasu rovnicu,
si mézte za bodovi odmenu rozmysliet (vid zadanie seridlovej tlohy). Trik spociva
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v tom, ze vieme néjst rieSenie nie pre funkciu r(p), ale pre funkciu u(y), kde u =
= 7~ 1. Postup spoéiva jednoducho v tom, #e do Binetovho vzorca, ktory je

d®u _ mdV

Eri N i T

dosadime potenciél a dostaneme diferencidlnu rovnicu pre u, ktord vyrieSime a ur-
¢ime funkciu (). V nasom pripade sa jedné o Standardny potencidl gravitacného
pola V(r) = —GMm/r, kde G je gravita¢nd konstanta, M hmotnost centrdlneho
telesa a m hmotnost testovacieho telesa pohybujiceho sa v tomto potenciali. Tento
technicky krok nechdme na vés, niektori z vas si precvicia pocitanie diferencidlnych
rovnic, inf pracu s Wolframom. Kazdy si sndd z toho nieco odnesie. Vysledkom je

=P
1+ ecos(p)’

kde e je integracnd konstanta a p je prevratend hodnota pravej strany Binetovho
vzorca 2

T GMm?2’

Tento vysledok ma fundamentalny obsah, nakolko sme dostali vSeobecni rovnicu
pre kuzelosecky v poldrnom tvare s pociatkom v ohnisku. Pre rézne hodnoty pa-
rametra e (o ktorom ste uz urcite mnohokrat poculi, jednd sa o numericki ex-
centricitu) dostaneme rozne typy kuzeloseciek. Rychlo si vieme overit aspon jednu
z nich. Ak je e = 0, potom je r(¢) = konst, z ¢oho vyplyva, Ze sa jednd o mnozinu
bodov s rovnakou vzdialenostou od pociatku, ¢o je presne definicia kruznice.

Pre e € (0,1) ide o elipsu. To si predstavit iplne nevieme, ale d4 sa vidiet, Ze
v tomto pripade zavisi r na . Extrémny pripad nastane, ked e = 1. Vtedy pre
isty uhol ¢ dostaneme v menovateli nulu, a funkcia bude divergovat - rastie do
nekonecna. To je presne pripad, kedy sa jedna o parabolu, tj. ked teleso, ktoré ma
v nekonecne nulovi rychlost, prileti k Slnku a znova odleti do ,nekonecna“, kde
»zastane“. Pre vicsie hodnoty excentricity sa bude jednat o hyperbolickt drahu.

Tymto sa ndm podarilo dokézat prvy Keplerov zdkon tak, ako bol formulovany:
»Planéty sa pohybuja po elipsach, v ktorych ohnisku sa nachddza Slnko. Zaroven
sme ale ukézali, Ze vieme sformulovat ovela vSeobecnejsie tvrdenie o pohyboch
hmotnych telies v centralnom gravitacnom poli, a ze pripad, ktorym st planéty
v naSej SlneCnej sustave, je len jedna z moznosti, ako sa nebeské telesd mozu
pohybovat. (Dobrym prikladom pohybu po napriklad hyperbolickych drahach st
kométy, ktoré sa k Slnku dostant len raz, pripadne telesd mimo slnec¢nej ststavy,
ktoré sa ndhodou jednordzovo ,zatilaju k ndm“).

Urcite nepocujete prvykrat, ze druhy zakon je len geometrickou interpreticiou
zédkonu zachovania momentu hybnosti. Pripomenme si pévodni Keplerovu formu-
laciu: ,Spojnica Slnka a planéty opiSe za rovnaké casové intervaly rovnako velké
plochy.

Chceme vlastne ukdzat, ze plocha opfsand za nejaky ¢as (nazvime si tito ve-
li¢inu plosnd rychlost) je konstantnd. Nech za nejaky kratky Casovy usek d¢ opiSe

p
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spojnica planéty a Slnka plochu dS. Ked je tento cas kratky, planéta vo vzdiale-
nosti r sa posunie o uhol d¢p, ktory bude maly. KedZe bude uhol maly, mo6zeme
predpokladat, ze sindy = dp a r(t) = r(t + dt), preto plochu trojuholnika, ktort
za Cas dt opiSe spojnica planéty a Slnka vieme vyjadrit ako polovicu stéinu dizok
dvoch jeho stran a sinusu uhla nimi zovretého

ds = %Tngo.

Po predeleni vyrazu casovym tsekom dt a za predpokladu, ze dany casovy tsek
a nasledne aj uhol, o ktory sa posunula planéta, a plocha, ktort opisala spojnica,
si velmi malé (formélne by sme pocitali limitu, kde tieto premenné idd do nuly),
moézeme zlomky % a ‘é—f vnimat ako cCasové derivacie S a ¢. Dostali sme teda
vztah medzi plosnou rychlostou a uhlovou rychlostou.

Dalej si sta¢i spomeniit, ze jeden z integralov pohybu néasho lagrangidnu bol

vlastne zakon zachovania momentu hybnosti [ v tvare
mrng = konst =1.

Vyjadrenim uhlovej rychlosti z tohto vztahu a dosadenim do vztahu pre plosni
rychlost dostaneme

s 1

dt — 2m’
Vidime, ze plosna rychlost je konstantou, ¢im sme dokézali platnost druhého Keple-
rovho zdkona. Ak si spomenieme, aké je definicia momentu hybnosti, zistime, ze
plosna rychlost vobec nezavisi na hmotnosti planéty, ale len na jej polohe a rych-
losti.

Teraz sme uz len na skok od odvodenia (dékazu) tretieho Keplerovho zdkona.
Dostaneme ho jednoducho tak, ze preintegrujeme rovnicu pre plosnu rychlost cez
celt periédu obehu planéty

ds = ! dt
= 5,4t
S = ! T
=57
kde T je periéda obehu planéty okolo Slnka. Dosadime za S = mab, ¢o je vzorec
pre vypocet plochy elipsy. Nasledne dosadime zndmy vztah pre mald poloos elipsy

za znalosti excentricity
b=a\1—¢e2.

Celt rovnicu umocnime, aby sme ju zbavili odmocnin, a dostaneme
22 4
2 4*m~a 2
e A )
2
Vyraz je uz skoro v tvare, ktory mozno poznite z internetu alebo inej literatury.

Staci len vhodne nahradit niektoré konstanty. Ak vyraz pre konstantu p skombi-
nujeme so vztahom

p:a(l—ez),
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ktory vieme vypozorovat z vlastnosti elipsy, dostaneme

47’[2 3

T? = :
o

Z ¢oho je zrejmé Keplerovo presne 400 rokov staré tvrdenie: ,Pomer druhej moc-
niny periédy a tretej mocniny jej velkej polosy je pre vsetky planéty konstanta.
Nam sa ale podarilo zistif aj to, ze tato konstanta je nejakym nasobkom hmotnosti
ndsho Slnka, pripadne iného telesa (telies) v ktorého/ych gravitatnom poli sa po-
hybujeme. Tato verzia tretiecho Keplerovho zdkona sa da pouzit na vypocty, ktoré
by bez neho boli omnoho narocnejsie a vyuziva nenarocny stredoskolsky matema-
ticky aparédt. UkdzZeme si to na nasledujicom priklade. Ak by sa zrazu Mesiac voci
Zemi zastavil (prestal by okolo nej obiehat), ako dlho by trvalo, kym by Mesiac
spadol na Zem, alebo, lepsie povedané, sa zrazil zo Zemou?

Priklad: Armageddon

Chceme teda urcit ¢as, za ktory sa zrazia dva telesa o ,porovnatelnych“ hmotnos-
tiach (Zem je priblizne 81-krat tazsia ako Mesiac). Riesenie absolventa matfyzu
by vyzeralo asi tak, ze by si zostavil diferencidlnu rovnicu, ktora by tento pohyb
popisovala, a nasledne by ju numericky vyriesil, pretoze by zistil, ze analyticky to
nejde.

My sa ale pozrieme na iny postup, a to pouzitie treticho Keplerovho zédkona. Ak
si predstavime, ze Mesiac a Zem by boli hmotné body a Mesiac by nepadal tplne
priamo na Zem, ale mal by nejakt infinitezimdlne mali pociato¢nd rychlost kolmu
na spojnicu zo Zemou, tak by sa pri svojom najvic¢som priblizeni telesa nezrazili, ale
jedno by obiehalo okolo druhého po elipse, ktora by mala velmi podlhovasty tvar.
(V tomto myslienkovom experimente mézeme pohyb Zeme zanedbat a predpokla-
dat, ze je takd tazkd, ze sa vobec nebude hybat). Pre takiito elipsu samozrejme
bude platit treti Keplerov zdkon. Pri nulovej poc¢iato¢nej rychlosti sa bude Mesiac
pohybovat po priamke. Jeho ,,periéda obehu“ je potom dvojnasobok casu, za ktory
sa zrazi zo Zemou.

Dalej je dblezité si uvedomit, o je ,velkéd poloos“ jeho trajektérie. Vieme, ze
velka poloos je vlastne polovica najdlhsej tetivy, ktori dokazeme v elipse zostrojit.
V nasom pripade ,elipsy extrémne splostenej az na tsecku® je dizkou najdlhsej
tetivy prave dizka tejto tsecky. Velka poloos je teda rovn4 jej polovici, to v nasom
pripade znamend polovici vzdialenosti Zem-Mesiac.

Posledné dolezité co si treba uvedomit je, ¢o budeme dosadzovat za hmot-
nost M. Tato formu tretieho Keplerovho zdkona sme formulovali pre potencidlové
pole budené jednym velmi hmotnym telesom, ktorého rozmery si vzhladom na
rozmery v ulohe zanedbatelné. V ststave Zem-Mesiac (jednd sa o jednorozmer-
ny problém) je toto pole generované hmotnostou Zeme a Mesiaca. Oba objekty
sa budiu pohybovat, akoby ich hmotnost bola zanedbatelnd a v ich tazisku sedel
hmotny bod s hmotnostou rovnou stctu ich hmotnosti.

Teraz ostava len dosadif hmotnosti Mesiaca a Zeme a vzdialenost Zeme od
Mesiaca (vezmeme strednil) a dostaneme, ze Mesiacu by spadnif na Zem trvalo
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priblizne 4,9 dna. V priklade sme samozrejme pocitali s nulovymi rozmermi telies,
v skutocnosti by sa ale samozrejme zrazili trochu skér. D4 sa ale vidiet, ze to, ze
trasa bola o priblizne 10 000 km kratsia, ndm nevadi, nakolko v poslednych chvilach
pred zrazkou sa pohybovali telesd velmi rychlo a vac¢sinu ¢asu trvalo Mesiacu (ale
trochu aj Zemi) prejst prvé Casti trajektérie.

Aj ked sa serial ako celok blizi ku koncu, stdle mdme pred sebou dve dolezité
kapitoly. Prvi z nich stihneme este dnes.

Problém dvoch telies

Doteraz sme riesili, ¢o sa deje, ked sa teleso hybe v gravitacnom poli toho druhého,
nehybného. Na zdver sme si spocitali velmi $pecificky pripad dvoch telies, ktoré
sice mali ,porovnatelnii hmotnost“, ale hybali sa po jednej priamke s nulovou poci-
atocnou rychlostou. Zaroven sme k rieseniu pouzili kanén vo forme 3. Keplerovho
zakona, ktory z inak naro¢ného prikladu spravil priklad stredoskolsky. Teraz sa
ale podme pozriet na to, ako popisat pohyb dvoch telies pre ITubovolné pociatoéné
hodnoty rychlosti a lubovolny pomer rychlosti.

Cely trik rieSenia problému dvoch telies tak, aby to bolo pre nds pohodlné,
spociva ako pri vSetkych prikladoch v analytickej mechanike v spravnom zavedeni
suradnic. Nasim ciefom bude vyuzit najpouzivanejsi postup matematiky, a sice
previest nas problém na uz zndmy pripad. Mame vyriesené, ako sa sprava jedno
teleso popisané polohovym vektorom r v silovom poli so sféricky symetrickym
potencidlom (zdvislym len na r a nie na priestorovych uhloch).

Taziskova stistava sa vyznacuje vlasnostou, ze celkova hybnost (v nasom pripa-
de oboch) telies v tejto ststave je nulovd. Ak pozndme pohybové rovnice jedného
z dvoch telies v ich taziskovej stistave a hmotnost druhého telesa, vieme urcit pohy-
bové rovnice druhého telesa. Toto je velmi zaujimava vlasnost, a preto sa pozrieme,
ako by vyzeral lagrangian dvoch hmotnych bodov v ich taziskovej stustave.

Nech maju na zaciatku body polohové vektory r a r». Zavedieme si teda polo-
hovy vektor r ako vektor ich vzajomnej polohy (polohy druhého telesa voéi prvému)
a vektor R ako polohovy vektor ich taziska

r=nr—nrn,
_mairn +mar
 omy +me
kde prvy vztah je zrejmy a druhy vyplyva z definicie faziska, pricom usilovnému
citatelovi, ktory to hned nevidi, odportcam si to overit.

Lagrangian si vyjadrime najprv v premennych 1 a r2, pod ktorymi rozumieme
velkosti vektorov r a r.. Postupovat staci intuitivne, bude sa jednat o kineticka
energiu prvého hmotného bodu v stucte s kinetickou energiou druhého hmotného
bodu a vzdjomnou potencidlnou energiou tychto bodov, ktord je z Newtonovho
gravitacného zakona rovna

Gm1m2

Vin,r)=- lro — |’
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Lagrangian bude potom vyzerat

1 1 . Gmim
L= —miit + —mail + ——2 .
2 2 lr2 —

Teraz si vyjadrime nové premenné ako funkcie tych starych. Po par tpravach do-
stavame

ma
n=R— ———r,
m1 + ma2
mi
rn=R+ ——
mi + me

Po dosadeni nasich novych premennych, vziajomnej polohy objektov a polohového
vektoru taziska dostdvame lagrangidn v tvare
1 mims 2 Gmima

1 Ly
L=< R?. 2
2(m1+m2) +2m1+m2 |r\

Na zaciatku sme sa rozhodli pouzit vyjadrenie v faziskovom systéme, lebo sme
dufali v nejaké zjednodusenie lagrangianu. Nase zelania sa opierali o to, Ze taziskova
sustava ma isté Specidlne vlasnosti a preto by mohol lagrangidn v nej vyzeraf
jednoduchsie. Jednou z tychto vlasnosti v tomto pripade bude rychlost taziska R
nulova a cely tento ¢len z lagrangidnu zmizne. Dostdvame teda

1 mim2 .o Gmima
2mi1 + mo |r|

I

¢o sa napadne podoba na pohyb jedného hmotného bodu v centralnom poli. Uz vie-
me, zZe tento pohyb sa odohréva v jednej rovine. Preto polohovy vektor r nahradime
jeho suradnicovou reprezenticiou v polarnych siradniciach. Zaroven zavedieme pre
zjednodusenie zapisu premennt s nazvom redukovand hmotnost

mi1mesa

Comi+me]
ktord moézeme chapat ako ,hmotnost voci tazisku“ ¢o znie mierne zavadzajico. Zo
skisenosti viem, ze niektorym Iudom pride tato interpreticia uzito¢nd a inym nie
(ak patrite medzi nich, tak nato hned teraz zabudnite). Potom dostane lagrangian
tvar
L= l,u(fQ —‘,—7"24,2;2) n G (ma +m2),u7
2 r

¢o uz je standardny tvar lagrangidnu az na konsStanty, ktory vieme riesit z cas-
ti o pohybu hmotnej Castice v gravitacnom poli. Podarilo sa ndm teda previest
problém dvoch telies na uz predtym vyrieseny problém, ¢im ho moézeme taktiez
povazovat za vyrieseny.

Problémom dvoch telies sme zakoncili hlavni cCast teoretickej mechaniky. Ak
ste to vydrzali az sem, ste dobri. Ak ste to vydrzali az sem a méte pocit, ze tomu, ¢o
ste doteraz a aj dnes ¢itali, celkom rozumiete, tak ste velmi dobri a vase vedomosti
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vzhladom na vase oficidlne dosiahnuté vzdelanie st vysoko nadpriemerné, statistic-
ky povedané neobvyklé. Toto vim tu teraz pisem, pretoze si ti pochvalu zasluzite
a zaroven dufam, ze vds tym mozno trochu motivujem neprestat v mimoskolskych
aktivitach, ktoré robite.

Rovnako ako vzdy v pripade otdzok k seridlovym tloham alebo textu seridlu
nam nevahajte napisat mail, zdiroven budeme radi za spéatnt vazbu. Doteraz vzdy
prisla s riesenim tlohy, tak v tom pokojne pokracujte dalej touto cestou.

Zaroven vas chceme v zavere znova trochu navnadit k dalsiemu pokracovaniu
seridlu, v ktorom si vSetko ¢o sme si doteraz povedali zopakujeme a zaroven si
ukézeme takzvany variacny princip, ¢o je nieco, o mnohi [udia oznacuji za naje-
legantnejsiu formulaciu celej fyziky.

Uloha V.S ... nebesko-mechanicka 10 bodt

1. Méjme néjaké kosmické téleso s hmotnosti péti Slunci, okolo kterého se na-
chézi sféricky symetricky homogenni oblak plynu a prachu s hmotnosti dvou
Slunci a s prumérem 1ly. Oblak zacne kolabovat do centralniho kosmického
télesa. Zanedbejte vzajemnou interakci ¢astic oblaku (kromé gravitace). Ur-
Cete, jak dlouho bude trvat, nez cely oblak zkolabuje do centralniho télesa.
Ulohu nefeste numericky.

2. V tvodu seridlu jsme resili diferencialni rovnici pro pohyb ¢astic v centralnim
poli, pri jejimz Feseni jsme pouzili takzvany Binetiav vzorec. Ukazte, ze tento
vzorec skutecné resi zadanou diferencidlni rovnici.

3. Sestavte lagrangian pro soustavu Slunce-Zemé-Mésic. Predpokladejte, ze Slun-
ce je nehybné. Zemé i Mésic se pohybuji jak pod vlivem Slunce, tak pod vli-
vem sebe navzajem. Pii sestavovani lagrangianu se zamyslete nad tim, jestli
pouzivate spravny pocet zobecnénych souradnic.

(Tesent str. )

Kapitola 6: Variacni pocet

Okrem Lagrangeovho formalizmu je dalsim pilierom, na ktorom stoji teoreticka
mechanika Hamiltonov formalizmus. V tomto seridli sa nebudeme venovat Hamil-
tonovmu formalizmu. Dévod, preco ho ale vdébec spominam, je ten, ze sa budeme
venovat nieComu, ¢o je akymsi medzistupniom medzi Lagrangeovym a Hamiltono-
vym formalizmom. Tym je Hamiltonov varia¢ny princip. K pochopeniu Hamilto-
novho varia¢ného principu ale budete potrebovat vediet, ¢o je to Varia¢ny pocet
a ako sa s nim pracuje. Pustime sa teda do toho.

Variacny pocet

V roku 1696 Johann Bernoulli v ¢asopise Acta FEruditorum sformuloval matematic-
kt vyzvu o ndjdenie krivky spajajicej dva body (neleziace v jednej horizontélnej
ani vertikdlnej rovine) tak, aby sa po nej pohybujici hmoty bod v homogénnom
tiazovom poli bez trenia dostal z jedného bodu do druhého za najkratsi cas. Z toho
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je odvodeny aj ndzov ulohy Brachystochrona, ¢o je z gréckych slov brachystos =
najkratsi a chronos = Cas.

Vyzvu Johanna Bernoulliho prijalo mnoho matematikov, medzi inymi aj New-
ton, Huygens ¢i Leibnitz, a vsetci, ktory na vyzvu odpovedali, ju vyriesili spravne.
Jednym z mnohych rieseni je aj moznost vyuzit varia¢ny pocet, ktory vznikol prave
popri hladani riesenia tejto tlohy vdaka Leonardovi Eulerovi. Variaény pocet je
(vtedy eSte neexistujica) ¢ast matematiky, ktord sa zaoberd hladanim takzvanych
extremal funkciondlov. M6zme si vSimniit, ze nédzvoslovie nie je pouzité velmi krea-
tivne. Medzi pojmami funkcia — funkciondl a extrém — extremadla existuje analdgia,
ktord je zdroven analdgiou medzi klasickou analyzou funkcii (derivacie, hladanie
extrémov) a novou disciplinou, uz viackrat spominanym variaénym poc¢tom, ktory
skiima funkciondly, teda zobrazenia, ktoré funkciam priradzuju cisla.

Funkciondlom je teda (vo vSeobecnej rovine) kazdé zobrazenie, ktoré funkcidm
prirazduje cislo. Teda napriklad, ak vezmete tabulku a do jedného stipca budete
vpisovat rozne funkcie a do druhého rézne cisla priradené tymto funkcidm, defi-
nujete tak touto tabulkou funkcional. V praxi sa ale pouzivaji funkciondly, ktoré
maju nejaky lepsi zmysel, a preto typickym prikladom funkciondlu je urcity inte-
gral. Urcity integral zrejme poznate ako sposob, akym spocitat plochu pod neja-
kou krivkou. Poéita sa tak, ze krivku vyjadrenti pomocou funkcie y = f(z) najprv
zintegrujeme v zmysle neurcitého integralu. Nésledne od seba od¢itame funként
hodnotu neurcitého integralu odpovedajicu hornej hranici intervalu od funkcnej
hodnoty odpovedajicej dolnej hranici intervalu, ¢im dosteneme ¢islo, ktoré sa rov-
na ploche pod danou krivkou na danom intervale.

Predstavme si ale, ze mdme nejaky interval, v ktorého krajnych bodoch mame
definované hodnoty, napriklad interval (0,1), v nule hodnotu 0 a v jedni¢ne hodno-
tu 1. Tieto dva body moézme spojit Tubovolne vela krivkami. Zadajme si teda tlohu
najst spomedzi tychto kriviek taki, ktord je zo vSetkych moznych kriviek najkrat-
Sia. VSetci z vas samozrejme viete, ze rieSsenim tejto tlohy je priamka, v tomto
pripade priamka y = z. Tato tloha je ale typickou tlohou varia¢ného poctu, to
znamend tlohou, kde hladdme, kedy je nejaky funkcional extremalny. Jednoduchsie
povedané, vieme zostavit funkciondl, ktory zadanej krivke popisanej funkciou y(z)
na nejakom intervale (v nasom pripade na (0, 1)) prirad{ dizku tejto krivky. Takyto
funkciondl vie spoéitat dizku Iubovolnej krivky, je teda dobrou analégiou funkcie.
Lisi sa akurdat v tom, zZe funkcia je zobrazenie zobrazujice z mnoziny redlnych
Cisel, kdezto tento funkciondl zobrazuje z mnoziny vsetkych funkcii, ktoré maju
na danom intervale pevne zadané hodnoty v krajnych bodoch. Uz vSetci pozndme
metddu, ako ndjst extrém funkcie - staci polozit derivaciu tejto funkcie rovni nule.
Velmi podobnej logiky vyuziva aj varia¢ny pocet. Vieme v nom definovat takzvani
Gateauxovu (Gateaux ¢itaj ,,Gaté®) derivaciu (ndzov je podla mena matematika,
nie je za tym ni¢ hlbsie), ktord je nulovd pre funkciu ktord maximalizuje/minima-
lizuje dany funkciondl.
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Derivicia Gateaux

Definujeme si deriviciu Gateaux podobne ako klasicku derivaciu funkcie. Ked S
je nejaky funkciondl, v nasom pripade reprezentovany vzdy urcitym intergdlom
nejakej funkcie y(z), a ¢ je nejaké redlne ¢islo, potom limitu

L Sly(@) b)) - Sly@)] [7 fy(z) +t- @) de — [ f(y(z)) dz

t—0 t t—0 t

nazveme derivdciou Gateaux v smere h(x). Ddlezité je, ako si takito deriviciu
predstavit. Predstavme si to nasledovne. Mame dva pevné body, ktoré moze spa-
jat Tubovolné mnozstvo funkcii. Chceme najst napriklad takd, ktord by spiﬁala
zadanie tlohy o brachistochrone. Vezmeme teda nejakua krivku spajajiacu tieto dva
body (reprezentovanii nejakou funkciou) a skisame k nej pri¢itat rézne iné funkcie.
Sledujeme, ako sa meni (v tomto pripade) Cas, za ktory prejde nasa gulicka po tejto
krivke z jedného bodu do druhého. Pri¢itavanie funkcii je v limite reprezentované
pri¢itanim malého ndsobku nejakej redlnej funkcie h(x), ¢o moze byt pre povod-
nui predstavu zradné. Jednoduchsie je si to predstavit tak, ze mame nejaka krivku
spajajucu tieto dva body. Pustime po nej gulicku a odmeriame cas, po ktory pohyb
tejto gulicky trval. Potom krivku maélicko upravime (niektoré jej body pusunieme
o trochu vyssie, iné trochu nizsie v zmysle osy y). Znova spustime po krivke gulicku
a znova odmeriame ¢as. Ak bol druhy namerany cas kratsi, znamend to, ze nase
,modifikdcie drahy“ boli Gspesné a sposob, ktorym sme ich realizovali, bol sprav-
ny. Teda sa pokusime znova realizovat tpravy podobnym smerom, ¢o robime az
dovtedy, kym sa cas pohybu gulicky skracuje. Potom sa mo6zeme nadalej pokusat
modifikovat drahu gulicky inym sposobom, az nakoniec dospejeme do Stadia, ze
akakolvek dal$ia modifikdcia dréhy by znamenala prediienie doby putovania gu-
licky. Vtedy mo6zme prehlésit, ze sme nasli trajektoriu, ktord riesi zadanie tlohy
brachistochrony.

Podme sa teraz na to pozriet z matematickejsieho hladiska a vysvetlit si, ako
nam matematika pomoze tito nekoneéni postupnost natahovani spagatiku medzi
dvoma bodmi zjednodusit. Drobné zmeny v tvare dréhy gulicky sa daja vyjadrit,
ako uz bolo spomenuté, tak, ze k stiCasnému tvaru Spagatiku (reprezentovanému
nejakou funkciou y(z)) prirdtame nejakd ,mala“ funkciu A(z). Mald v zmysle,
ze sa na skoro celom nami uvazovanom intervale velmi malo lisi od nuly. Potom
séitanim h(z) a y(x) dostenem funkciu, ktord sa bude len velmi mélo 1isit od y(z).
Tieto drobné zmeny funkcie nazyvame varidcie funkcie, z ¢oho aj pochadza nazov
variacny pocet.

Ak sa dalej pozrieme na vysledni funkciu, ktord v nasom priklade minimalizo-
vala dobu pohybu gulicky, zistime, Ze ak k nej pri¢itame akikolvek mali funkciu,
doba pohybu gulicky sa predizi. To si vieme predstavit aj tak, ze zo vSetkych
okolitych kriviek je tato najoptimélnejsia pre rieSenie nasej tlohy. Nejakym sposo-
bom je ,najminiméalnejsia® alebo ,najextremalnejsia“. A prave na takomto principe
funguje variacny pocet. Fyzikalne problémy sui castokrat formulované podmienkou
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extrern;ily?EI My tato extremélu najdeme podobne ako pri hladani extrémov funk-
cii. Polozime Gateaux derivaciu funkciondlu rovni nule a ndjdeme taka funkciu,
ktora tento zderivovany funkciondl nuluje. Preco je to tak si hovorit nebudeme,
ale da sa to povsimnut z analégie, ktort som nacrtol vyssie. Minimum funkcie je
taky bod, Ze ak sa pohnem Iubovolnym smerom, hodnota tejto funkcie bude stéle
vysSia. Minimizér funkciondlu je takéd funkcia, ze akdkolvek jej mald zmena (kde
znova opakujem, ze tiito zmenu si vieme najlepsie predstavit ako natiahnutie danej
krivky nejakym smerom) sposobi to, ze nas funkciondl jej priradi vyssiu hodnotu
ako tej nezmenenej/nevariovanej funkeii.

Dufam, ze teraz méte lepsiu predstavu o tom, ako variany pocet funguje.
Vrhneme sa teda k dalsej casti. Vieme uz, Ze ak je nejakd funkcia minimizér,
prip. maximizér (vyznam tohoto slova asi nie je potrebné vysvetlovat) funkcionalu,
tak je pre tito funkciu Gateaux derivacia nasho funkciondlu nulova. Teraz si eSte
ukézeme, ako sa tato derivacia pocita jednoducho, len pomocou znalosti derivacii
funkcii jednej premennej.

Ako sme uz povedali mnohokrat, funkcional je zobrazenie z mnoziny funkcii
do redlnych cisel. Zadefinujem si pomocné zobrazenie pre konkrétny funkcional
S, ktoré bude funkcia ¢(t) z redlnych ¢isel do redlnych ¢isel, a to Cisto pre ucely
vypoctu derivacie Gateaux tohto konkrétneho funkcionalu S

g9(t) = S(y(x) +t-h(z)).

Vidime, ze sa skutocne jedna o funkciu redlnej premennej ¢, ktord ndm na vystupe
vrati redlne ¢islo. Poprosim usilovnych citatelov seridlu, aby si za dlohu vyskusali,
ze derivacia tejto funkcie v nule

49 0) — Jim g(t) — 9(0)

dt t—0 t

je rovna Gateaux derivacii funkciondlu v smereE h(z). Podme si toto vSetko ukazat
na nejakom konkrétnom priklade.

Priklad: Hladanie najkratsej spojnice dvoch bodov
Vyuzijeme priklad z tivodu seridlu: Najdite najkratsiu moznu krivku spédjajicu bod
[0,0] a bod [1,1].

KTIucové pre rieSenie tohto prikladu je poznat funkcional, ktory nam uréi dizku
nejakej krivky vyjadrenej pomocou funkcie y(z). Odvodit tvar tohto funkciondlu

M Minimalizujeme energiu, svetlo sa pohybuje tak, aby mu drdha v priestore trvala ¢o naj-
kratsi ¢as (tzv. Fermatov princip), kvapka vody mé gulovy tvar, pretoze pri nom ma najnizsiu
energiu. Na druhej strane, termodynamické deje sa deju tak, aby sa maximalizovala entropia.
To uddvam ako velmi délezity priklad, pretoze mnoho Iudi to zjednodusuje tak, Ze priroda sa
snazi veci minimalizovat. Toto ale nie je pravda, ako vidime na priklade entropie. Pravdivy je
teda skuto¢ne princip extremalizédcie prirodnych dejov, ¢o si ukdzeme onedlho v tomto seridli.

2Pojem v smere h(xz) si mozete predstavit tak, ze ak Gateaux derivacia nejakého funckiondlu
nadobtuda istd hodnotu, napriklad nulu, tak extremala je to vtedy, ak nadobdda nulu pre vset-
ky funkcie h(z). Jednoduchsie povedané, ak je nejakd derivdcia nulovd, znamend to, ze dany
zderivovany funkciondl je nula bez ohladu na to, ako zvolim funkciu h(z). To je nieCo, ¢o si
o chvilku ukadzeme na funkcionale v praxi.
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je jednoduché. D4 sa to pri spravne nakreslenom obrazku za pouzitia Pythagorovej
vety.
Bonus Na tomto mieste vyhlasujeme bonusovi ilohu, a tou je odvodit tvar na-

sledujiceho funkcionalu
b 2
dy
L= /1 (—) de,
v /a + dz v

kde [, je dizka krivky vyjadrenej pomocou funkcie y(x) leziacej v intervale [a, b]
na osi x.
Potom vieme dlzku krivky, ktord hladame, zapisat ako

1 2
_ [ dy
ly—/o 1+(dx) dx

Teraz chceme spocitat jej Gateaux derivaciu a polozit ju rovna nule, aby sme nasli
extremdlne hodnoty dlzky kriviek spajajice body [0,0] a [1,1]. ZapiSeme si nasu
funkciu g(t) a vypocitame jej derivaciu

dt dt/ \/ y+t h)>2dx

Pre zjednodusenie zdpisu si oznad¢ime pre Tubovolnt funkciu a(z) jej derivdciu
podla z ako a(x) = a. Potom sa ndm vyraz vizudlne zjednodusi. Zdroven rozpise-
me dvoj¢len umocneny na druhi, ¢im dostaneme

t=0

dg d
&9 1+ 92 + 2thy + t2h?
i (0) = dt/ \/ 42 + 2thy + t2h2 dx

t=0

Teraz zamenime integral a derivaciu podl’:anE t. Derivovanim vyrazu pod integralom
dostaneme

t=0

2
:/ hy—i—tilz 4y
o 1492+ 2thy + t2h?

Teraz nam staci dosadit za t = 0 a dostaneme

1 .
y .
) = / ————hdz
o V1+9y?
Extremadla je takd funkcia, ze pre lubovolnu funkciu h(z) spliajicu podmienky,
ktoré sme spominali vyssie, nuluje dany integrdl. My mame pod funkciondlom ale
nieCo vyndsobené deriviciou funkcie h(z). Tejto derivicie sa zbavime pomocou

137 matematického hladiska nie je jasné, ¢i ak zamenime poradie derivécie a integralu, tak
dostaneme ten isty vysledok. Rozhodne totizto existuju funkcie, pre ktoré to neplati. Jednd
sa vSak skor o vynimky a z fyzikdlneho hladiska, kde uvazujeme spojité a diferencovatelné
(derivovateIné) funkcie, méZeme vymenit poradie tychto dvoch operacii. Rovnako tak aj poradie
limity a derivacie alebo limity a integrdlu a podobne.
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per-partes. Citatelovi, ktorému nebude nasledujiici krok hned jasny, odportcam si
to vedla na papieri spocitat pomalsie

/ ' i |t y
—Zhdr = |h——— —/ — | —= | hdx.
2 2 dz 2

o V1+y v3Ii+y ], 0 V1ty

My vieme, ze funkcia h(x) — varidcia funkcie y(z) — meni tvar funkcie y(x)
ale tak, aby krivka popisand sictom tychto funkcii spajala tie isté body ako spaja
samotnd krivka y(x). Z toho vieme, ze funkcia h(z) musi vzdy spliat podmienku,
ze v kranych bodoch intervalu je nulovd. Ak budeme vy¢islovat ,preintegrovany*
¢len v per-partes, ktoré sme prave urobili, tak hodnoty v krajnych bodoch budu
nulové, pretoze je tam nejakad funkcia prendsobend funkciou hA(z). Chceme teda
riesit rovnicu

1
d Y
— | —=——= | hdz =0.
/0 dx /1 + yQ
Hladdme funkciu, pre ktori je Gateaux derivacia funkciondlu nulovd. Ako sme uz

naznacili vyssie, kedZe tato rovnost mé platit pre Iubovolni funkciu h(z), musi
platit, ze zvySok pod integrdlom je nulovy (pre kazdé z). Potom mame

d({_9 \_
dz /1 + 42
L = konst = c.

Vg

Riesit tato rovnicu je mozné metédou separacie premennych. Mézeme si tiez vsim-
nit, ze ju mozno upravit do tvaru y = —= teda ¢ je konstantné. Pre tych, ktor{

\/17027

nevedia riesit diferencidlne rovnice, pomoéze univerzilny néstroj Wolfram Alpha.
Ako riesenie dostanete rovnicu vseobecnej priamky

y=axr+b.

Kedze v naSom pripade sme chceli najkratsiu cestu z bodu [0,0] do [1,1], te-
da y(0) = 0 a y(1) = 1, vieme rychlo dopocitat, ze nami hladand extremala je
y =z

Hamiltonov variacny princip

V predchadzajtcej Casti sme si ukdzali, ako funguje variacny pocet. V tejto cCasti
sa vratime naspéat k fyzike. Bude to ale skor rozpravacia cast o samotnej podstate
toho, ako funguje svet (alebo ako sa ndm na zdklade doterajsich pozorovani zd4,
ze funguje). Celé toto rozpravanie bude ale zaloZzené na pochopeni toho, ¢o to je
a aky vyznam ma variacny pocet. Preto ak si nie ste isti, ¢i ste predchadzajicu
cast pochopili dostatocne spriavne, tak odporicam si ju este raz prejst predtym,
ako sa vrhneme k fyzike.
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Hamiltonov varia¢ny princip ndm, zjednodusene, vravi o tom, ze vsetko, ¢o pri-
roda robi, robi tak, aby pritom musela vynalozit ¢o najmenej ,ndmahy“ V poten-
cidlovom poli sa rozmiestnia hmotné objekty tak, aby mali ¢o najmensi potencidl.
Svetlo sa medzi dvoma bodmi §iri vzdy tak, aby mu to trvalo najkratsi (alebo
najdlhsi) mozny ¢as. Telesd si pri vzdjomnom kontakte za¢nd vymienat teplo, az
kym nedosiahnu tepelnt rovnovdhu, a to preto, aby dosiahli najvyssiu moznu ent-
ropiu. Najvyssia entropia potom zaroven ale bude zodpovedat aj najnizsej moznej
celkovej vnutornej energii telies, ktoré si vymienali teplo. Vsetky tieto fyzikdlne
zakonitosti ma vacsina Iudi odpozorované a my si to teraz matematicky popiSeme.
Ako sa da vobec vyjadrit ,usilie“ prirody veci minimalizovat?

Vo fyzike je definovand veli¢ina akcia. Ako uz z ndzvu vyplyva, jedné sa akoby
o mnozstvo ,akcie“, ktoré bolo pri nejakom deji vykonané. Akcia S je definovana
ako

t2
s= [ Law.aa,
t1
kde L je naSa stard zndma Lagrangeova funkcia. Pripomenme si znacenie - ¢(t)
je zovsSeobecnend siradnica lagrangidnu a jej derivacia je zovSeobecnena rychlost
v smere tejto suradnice. Lagrangian méze samozrejme zavisiet od viacerych siarad-
nic.

Hamiltonov varia¢ny princip, alebo aj princip najmensej akcie, hovori o tom,
ze kazdy fyzikdlny dej medzi ¢asovymi bodmi ¢1 a t2 sa deje tak, aby bola akcia
minimélna. Ked formulujeme zékon o nejakej funkcii f(z), ktory spociva v tom, ze
tato funkcia nadobida za istych podmienok svojho minima, znamen4 to, Ze za tych
danych podmienok je derivacia tejto funkcie nulova. Rovnako, ak chceme o funkcii
definovanej pomocou integralu (napriklad naSej akcii) povedat, ze nadobuda svoje
minimum, povieme, ze je to vtedy, ked je jej Gateaux derivacia nulova. Spomi-
nali sme si, ze o Gateaux derivacii sa hovori aj ako o varidcii nejakej funkcie pod
integrdlom, z ¢oho pochadza asi najzndmejsia slovnd formulédcia tohto principu,
a sice: Varidcia akcie je nula. (Znovu rozumej Gateaux derivdcia funkciondlu na-
zvaného ,akcia“ je nulovd.) Z tejto formuldcie je samozrejme odvodeny aj ndzov
,2Hamiltonov varia¢ny princip®

Variacné principy su vo fyzike velmi oblibené, lebo skiisenému fyzikovi dévaja
pri znalosti lagrangidanu nejakého systému castokrat rychly nastroj, ako odvodit
isté vSeobecné zavery. D4 sa napriklad jednoducho ukézat, ze Lagrangeove rovnice
druhého druhu plynd z principu najmensej akcie, o si my na uplny zaver celého
seridlu ukazeme.

Odvodenie Lagrangeovych rovnic z Hamiltonovho variacného principu

Ako z ndzvu a odseku predtym vyplyva, budeme chciet z nejakého vSeobecného
lagrangianu odvodit Lagrangeove pohybové rovnice. Ako uvidime, bude sa jednat
o matematicky omnoho korektnejsie a aj prirodzenejsie odvodenie Lagrangeovych
rovnic. Majme teda nés funkcional, ktorého Gateaux deriviaciu chceme mat nulovi

5= / " L(d(), q(8)) dt

t1
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Parameter ¢ pri Gateaux derivacii si preznac¢ime na s

t2
0 d L(d

TG ), 21 (a®) + 5 b)), q(t) + - h(t)) dt—=0.

Prederivujeme podla s (Lagrangeovu funkciu L derivujeme ako zloZend funkciu
podla retiazkového pravidla) a dosadime za s =0

2 (oL oL .
o:/tl (aq-h(a;)+aq,-h(x)> dt .

Prvy ¢len je presne v tvare, v akom ho potrebujeme. Teda v tvare nejakej funk-
cie ¢(t) a q(t) krat nejakd nasa funkcia h(z), ktord je nulovd na hranici ndsho
uvazovaného intervalu. Druhy ¢len ale neobsahuje funkciu h(zx), ale jej derivaciu.
Spravime preto znova per-partes, pricom preintegrovany ¢len znova zmizne, nakol-
ko bude obsahovat aj funkciu h(x), ktord je nulovd na okrajoch intervalu, v ktorych
sa cely clen vycisluje. Usilovnym citatelom, tentokrat uz naposledy, odporicam si
to prepisat a celé spocitat vedla na papieri. Potom dostaneme

/oL d (oL
o:/h (w_ﬁ(aq,)).h@dt.

My uz ale vieme, ze ak ma byt pre vSetky nami uvazované funkcie h(z) integral
nulovy, musi byt nulovy zvysok pod integralom. Z toho hned plynu Lagrangeove
rovnice v tvare, ako ich pozndme

o oL d (oL
T 9g dt \9q )"

Zaver

Po tom, ako sme v minulom seriali ukoncili kapitolu Lagrangeovych rovnic, sme
v tomto diele predstavili este mierne odlisny pohlad na mechaniku a na odvode-
nie Lagrangeovych rovnic. Tento pohlad si vyzadoval hlbsie matematické znalosti,
ktoré sme sa pokusili ¢itatelovi sprostredkovat v natolko stravitelnej podobe, aby
dokézal pochopit zaverecné odvodenie v seridli. Toto odvodenie mé totizto hlbo-
ky vyznam, nakolko ndm ukazuje, ze t4 ,najelegantnejsia formuldcia mechaniky*
vlastne nie je vysledkom nejakého vymysleného formalizmu, ktory nemé redlny
vyznam, ale je vysledkom principu extremalizacie akcie, ¢o je... jednoducho po-
vedané. Autor seridlu pevne difa, Ze to na vés spravilo rovnaky dojem ako nanho,
ked sa to dozvedel.

Seridlové tlohy, ako zrejme mnohi z vas uz vedia, st zamerané na opakovanie
toho, ¢o bolo spomenuté v predchadzajucich castiach seridlu. To dédva moznost
precvicenia vsetkého doteraz spomenutého. Zaroven sa vim chcem podakovat za
vas zdujem a za vase spiatné vizby k seridlu a rad prijmem aj dalsie, zadverecné, aj
ked tie uz vyvoj seridlu neovplyvnia. Samozrejme, nezabudnite riesit FYKOS aj
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dalsi rok a s mnohymi z vas sa urcite uvidime na ststredeni, kde mdézeme nieco,
ak by to z doterajsieho vykladu nebolo jasné, prekonzultovat.

Zaroven by som chcel nazaver podakovat profesorovi Jitrimu Podolskému, nielen
za vynikajuce skriptd ktoré ma inspirovali pri vytvoreni seridlu a z ktorych som
cerpal mnoho odvodeni v tomto seridly, ale aj za to, ze odpredndasal tento pred-
met z mojho pohladu tak kvalitne, ze ma oslovil a rozhodol som sa o casti tohto
predmetu napisat seridl, ktory ste prave docitali.

Dalsie podakovanie patr{ technickému tymu FYKOSu za vietky korekttry,
najma jazykové korektury, ktoré trpezlivo aj ked s frflanim robili.

Na tplny zaver dakujem vam, riesitelom, za riesenie seridlovych tloh, za tych
par pozitivnych ohlasov a pochvil, ktoré ¢loveka velmi potesia. Sice len malé mnoz-
stvo z vas odovzdalo aj poslednd sériu, to sa ale da pochopit, nakolko to bolo naroc-
né najma z matematického hladiska. Tym ¢o to celé zvladli iprimne gratulujem.
Rieste dalej FYKOS a studujte fyziku, lebo to mé zmysel!

Jakub Jambrich

Uloha VI.S ... opakovacia 10 bodi

1. Majme klasické matematické kyvadlo, ktoré vychylime zo stabilnej polohy
0 120°. Dizka zdvesu kyvadla je po cely ¢as konstanté, zaves je nehmotny
a na jeho konci je upevneny hmotny bod s hmotnostou m. Zostavte Lagran-
geove rovnice prvého druhu pre kyvadlo a pomocou nich urcte, kedy je sila
posobiaca na vlakno kyvadla najvécsia.

2. Vezmime klasické kyvadlo, rovnaké ako v prvej ¢asti tlohy. K jeho hmotnému
bodu pripevnime dalsie kyvadlo s rovnakou zavesenou hmotnostou ako aj
rovnakou dizkou zdvesu. Zostavte lagrangidn pre tito situdciu a urte aj
Lagrangeove pohybové rovnice (2. druhu).

3. Majme hmotny bod, ktory je schopny sa volne pohybovat v smere osy .
Dalej majme matematické kyvadlo, ktorého zaves je upevneny v tomto bode.
Néjdite lagrangidn tejto sustavy a pomocou Hamiltonovej variacnej meté-
dy ndajdite prislusné pohybové rovnice tak, ze postupne budete Gateauxove
derivacie podla vsetkych zovseobecnenych premennych pokladat rovné nule.
Celkovo tak kazdéd nulova Gateauxova derivicia dd jednu pohybovi rovnicu.
Porovnajte, ¢i ste touto metédou dostali rovnaké pohybové rovnice ako pri
pouziti Standardného odvodenia Lagrangeovych rovnic z lagrangianu.

(Tesend str. )
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Reseni tloh ze serialu

Uloha IS ... rozjezd

Predtim, nez se zacneme vénovat uméni analytické mechaniky, je vhodné si zopa-
kovat klasickou mechaniku na nasledujici sérii priklad.

a)

b)

Na vrcholu kristalové koule diepi homogenni kulicka s velmi malym polomérem.
Kulicce udélime libovolné malou rychlost a ta tak zacne padat po povrchu koule.
Kde se kulicka odpoji od kristalové koule? Uvazujte, ze kulicka neprokluzuje.
Misto koule z predchozi tilohy mame kristalovy paraboloid, dany rovnici y =
=c — az?. Opét nds zajim4, kde se kulicka od paraboloidu odpoji.

Cyklista odbocuje rychlosti v na cestu kolmou k té, po které pravé jede. Zatacku
projede po casti kruznice s polomérem r. Jak moc se musi cyklista do zatacky
naklonit? Moment setrvacnosti kol bicyklu miiZete zanedbat, cyklistu nahradte
hmotnym bodem.

Bonus Moment setrvacnosti kol nemiizete zanedbat.

Kulicka o hmotnosti m se nejdiive kutali po povrchu kristalové koule, potom
se odpoji a zacne padat volnym padem. Necht ¢ je thel, o ktery se kulicka po
kouli odvalila. Zaméime se na normalové sily, které pusobi na kulicku hmot-
nosti m v prvni ¢asti pohybu. Jednak je to normalova slozka tihové sily, kterou
spocitame jako

F,, =mgcosyp,

jednak je to reakéni sila od velké koule. Dokud se kulicka neodlepi, plati, ze
vyslednice téchto sil je rovna dostredivé sile

mv2

R )

kde v je rychlost kulicky a R je polomér kristdlové koule. Zde jsme zanedbali
polomér kulicky r, v pripadé pfesnéjstho vypoctu by ve jmenovateli byl sa-
mozrejmé vyraz R + r. Rychlost kulicky v hloubce h pod puvodni polohou
spocitdme ze zdkona zachovani energie

Fy =

1 5 1 22
- —J— =mgh
M Tl T
kde J je moment setrvacnosti kulicky vic¢i ose prochazejici tézistém. Opét jsme
vyuzili faktu, Ze r < R, a proto pro thlovou rychlost kulicky plati w = v/r.
Jelikoz je kulicka homogenni, mizeme pouzit vzorec

2

J:gmr.
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Pro rychlost kulicky tak dostavame

U_\/lOgh_\/lOgR(lcosnp)
B T 7 ’

kde jsme si h vyjadiili z geometrie situace jako h = R (1 — cos¢) (v pocdteéni
poloze plati ¢ = 0).

Mala kulicka se odpoji ve chvili, kdy bude reakéni sila od velké koule nulova,
neboli kdyz bude platit Fyy, = F4. Po dosazeni ze vztahtu vyse dostaneme rovnici

cosp = 10
=17

Kulicka se tedy od ktistdlové koule odpoji v hloubce

7
h=R(1—cosyp) = 17R
pod puvodni polohou. Vidime, ze vysledek nezavisi na poloméru kulicky r.
Budeme postupovat obdobné jako v predchozi tiloze. Kulicka se ale nepohybuje
po kruznici, takze nemuzeme dostredivou silu vyjadrit tak snadno. Muzeme
si ale v kazdém bodé parabolu lokalné nahradit kruznici. Vezmeme obecnou
rovnici kruznice (z — x0)® + (y — yo0)® = R? a zkusime ji napasovat na zadanou
rovnici paraboly y = ¢ — az?. Pfitom v8ak budeme chtit, aby se v daném bodé&
shodovaly nejen hodnoty obou funkci, ale i jejich prvni a druhé derivace. Pro
kruznici mdme (v prvn{ rovnici jsme vhodné zvolili znaménko odmocniny)

y=1yo+1/ R~ (z —x0)°,

@:—(R2—(az—mo)2)7% (w_xo):_ac—mo

dx y—yo '
Py W-w)—(@-z0)§  (z—x0)+(y— )’
da? (y — o) (y —u0)°

Pro parabolu mame o néco snazsi praci a dostavame
2

y=c—azr",
d
£:f2ax,
d3y
q2 - 2

Mame tak soustavu tii rovnic pro tii neznamé R, xo, yo, ze kterych vyjadiime

3/2 P .
(14402 (U da(e—y)? (14 dah)*?

2a 2a 2a ’

kde jsme zavedli hloubku pod ptavodni polohou A = ¢ — y. Pro dostfedivou silu
plati

muv
Ra

Fq =
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kde rychlost opét spocitame ze zékona zachovani energie jako

_ [10gh
v=1/ -

Daéle musime spocitat norméalovou slozku tihové sily. Plati pro ni
Fy, =Fgcosp,
kde —tg ¢ je smérnice tecny k parabole. Odtud dostaneme
tg o = 2azx .

Po par jednoduchych tpravach dospé&jeme k rovnici

1

1 _1
cosp = (1+tg2 cp) ® = (1 +4a2x2) =01 +4a(c—y))_% = (14 4ah)”

[NE

Danou silu tedy mizeme vyjadrit jako

1
2

Fy,, = mg (1 + 4ah)
Z rovnosti Fq = Fy,,, po dosazeni ze vztahu vyse, plyne
8ah+T7=0,

coz nema pro a, h > 0 feseni.

To znamen4, ze se kulicka od paraboloidu nikdy neodlepi. K tomuto vysledku
jsme mohli dojit i jednodussi ivahou: Pro vodorovny vrh urcitou rychlosti se
kulicka bude pohybovat pravé po dané parabole. V nasem pripadé je ale poca-
tecni energie nulova a navic se ¢ast energie ,ztraci“ do valivého pohybu. Proto
kulicka nikdy béhem valeni nebude mit dostatecnou energii na to, aby se od
paraboloidu odlepila. Zadand tloha tedy uz od zacdtku neméla zadny fyzikalni
smysl.

Popisme situaci z pohledu cyklisty. Plisobi na néj tii sily — tihova, odstiediva
a reakce podlozky. Jejich velikosti jsou

Fg:mg7
2
FO:m’U
r

Tihova sila ptisobi svisle, odstirediva vodorovné. Cyklista se musi naklonit tak,
aby jeho spojnice s mistem, ve kterém se kolo dotyka zemé, byla rovnobézna
s vyslednici prvnich dvou sil. Potom bude moment sil, co které na néj ptsobi,
nulovy. Pro odklon cyklisty od svislého sméru tak plati
tgp = =,
Fy
02
@ = arctg — .
gr
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Bonus

moment setrvacnosti, takze pti pohybu vykazuji moment hybnosti L. Jeho smér
je samozrejmé kolmy na rovinu otaceni kol, takze je od zemé naklonén o thel ¢.
Vektor momentu hybnosti musi rotovat spolecné s otdcejicim se kolem. Svisla
slozka je stéle stejné velka, zajima nas tedy vodorovnd slozka, pro kterou plati
L, = Lcosyp.
Za cas dt se cyklista pootoc¢i o thel da = wdt, kde pro tthlovou rychlost plati
v
w=—.
r
Tomu odpovida pricteni vektoru zmény momentu hybnosti o velikosti
|dL| = Lyda = Lywdt.
Z toho uz muzeme spocitat velikost momentu sily, kterym na bicykl musime
pusobit, jako
dL Lv
M :‘—‘:L W= —cCosy.
M| dt “ r v
Necht se hmotny bod, kterym jsme nahradili cyklistu, nachazi ve vysce h nad
zemi (kdyz cyklista jede rovné a tudiz neni naklonény). Potom tihova a odstte-

divé sila vytvaii moment (vzhledem k bodu dotyku kola a podlozky ve sméru
jizdy)

2
M = Mg + M, = Fghsinp — Fohcos p = mghsin g — mo cos¢.
Proti témto sildm samozrejmé pusobi reakce podlozky, kterd mé stejnou veli-
kost a opacny smér. Tato sila vsak pisobi v bodé dotyku kola a silnice, vuci
kterému moment pocitdme. Moment sily, kterym na kolo pusobi, tak bude nu-
lovy. Vyslednice vSech sil, pusobicih na kolo, je tak stejné jako v pfedchozim
pripadé nulova, ale vysledny moment nulovy neni. Mdme tak rovnici

Lv .
7cos<p:mghs1n<p— cos g,

ze které si uz snadno vyjadrime hledany thel ndklonu cyklisty v zatécce
(v2 Lv )
@ =arctg | — + .
gr  mghr

Vidime, zZe dosazenim L = 0 dostaneme stejny vysledek jako v zdkladni ¢asti
dlohy.
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Obr. 31: Nékres situace z pohledu cyklisty.

Uloha I1.S ... zvizujica

1. Majme ¢inku tvorent dvoma hmotnymi bodmi s hmotnostami m a M, ktoré
sd spojené nehmotnou, ale velmi pevnou tycou. Tato cinka pada volnym
padom. Napiste vazbovi podmienku a zaroven aj Lagrangeove rovnice prvého
druhu pre tento objekt.

2. Majme vodorovnu polozku, na ktorej je umiestneny pravouhly trojboky hra-
nol s hmotnostou M ako na obrazku [B]. Po strane tohto hranolu, ktora
s podlozkou zviera uhol a, sa skizava hmotny bod s hmotnostou m. V celom
priklade neuvazujte trenie.

e Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito situdciu.

o Ukazte, ze celkova hybnost sistavy v smere osi x je pri nulovej pocia-
tocnej rychlosti hmotného bodu nulova.

e Postupnym riesenim ststavy rovnic urcte velkosti rychlosti hmotného
bodu a hranolu v zavislosti od casu.

e Urcte pomer velkosti tychto rychlosti.

3. Majme kyvadlo zavesené na zavese. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého
druhu pre tuto situdciu a ukazte, Ze pre 1u plati zakon zachovania energie.

1. Cinka pozostédva z dvoch hmotnych bodov. Ak uvazujeme, ze sa pohybuje
v trojrozmernom priestore, bude sada Lagrangeovych rovnic obsahovat do-
hromady 6 rovnic — tri rovnice pre oba konce ¢inky. Nech stiradnice hmotného
bodu s hmotnostou M su X, Y, Z a suradnice hmotného bodu s hmotnos-
tou m st z, y, z. Dalej mame jednu vizbovii podmienku, ktora vravi o tom,
ze vzdialenost koncov ¢inky je vzdy rovnaka. Vzdialenost [ bodov m a M
spocitame ako

L= e - X+ -+ (-2
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Kedze ale vieme, zZe vizbovi podmeinku budeme derivovat, zapiSseme si ju

Obr. 32: Naklonena rovina

jednoduchsie
(- X +W-Y)V+(E-2)°-1"=0.

Bez ujmy na vseobecnosti mézme zvolit smer gravitacnej sily v smere osy z.
Potom budi Lagrangeove rovnice pre tato sustavu vyzeraf

mz =2\ (z — X) ,

mz=2\(z—Z)+mg,

MX =-2\(z - X),
MY = -2X(y-Y),
MZ = —-2X\(z—Z)+ Mg.

2. V tomto priklade je najdolezitejsie si spravne predstavif celt situaciu, potom
uz za nas vsetku tazku pracu spravia pravidla zavedené v tomto formalizme.
¢ Prezaciatok chceme zostavit Lagrangeove rovnice prvého druhu. Kedze
tlohu budeme riesit dvojrozmerne, budeme mat 4 rovnice. Uz na prvy
pohlad ale vidime, Ze kvader sa nebude pohybovat v smere osy y, takze
sistava pohybovych rovnic sa ndm zredukuje na 3 rovnice. Ako prvé
musime najst spravnu vidzbu. Hmotny bod sa vzhladom ku kvidru bude
pohybovat po priamke so sklonom «. Bude sa teda jednat o linedrnu
funkciu so smernicou tga. Za premennu tejto funkcie musime ale po-
lozit nie z-ovi sdradnicu hmotného bodu, ale ttato stradnicu musime
posuntut este o siradnicu bodu, kde sa hrana kvidra dotyka podlozky.
Kedze kviader bude vykonavat len posuvny pohyb, mézme bez ujmy na
vSeobecnosti umiestnit vsetku jeho hmotnost prave do tohto bodu, ¢o
bude maft pre nas velki vyhodu. Potom budem moct tito stiradnicu sto-
toznit s x-ovou suradnicou kvadra ako celku. Vazbova podmienka bude
teda vyzerat
Y1 — (z1—x2)tga =0,
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kde stradnice s indexom 1 sd suradnice hmotného bodu a stradnice
s indexom 2 sii stradnice kvidra. Dalej predpokladajme, 7e smer gravi-
tacnej sily je totozny so smerom osy —y. Potom dostaneme Lagrangeove
rovnice v tvare

mi; = —-Atga,
miyi = A —mg,
Mz, = )\tga.

Toto je tloha, ktord vyzaduje trochu zamyslenia. Dolezité je uvedomit
si, ze sila je Casovd zmena hybnosti. Z Lagrangeovych rovnic je rychlo
vidiet, akd je vyslednd sila posobiaca v smere osi x. Séitanim prvej
a tretej rovnice dostaneme

mi1 + Mio =0.

Ak je sila posobiaca v smere osi x nulovd, znamena to, Ze Casova zmena
hybnosti v tomto smere je nulovd, teda ze hybnost v smere x je kon-
stantnd. Ak je konstantnd, je teda rovnaka ako na zaciatku. Na zaciatku
bola ale cela stustava v pokoji, kedze zo zadania vieme, Ze pociatocné
rychlost je nulova. A teda aj celkovd hybnost v smere x je po cely cas
nulova.

Pri rieseni Lagrangeovych rovnic pouzijeme prvy trik so seridlu, a dva-
krat zderivujeme vézbu

1 —F1tga+d2tga=0.

Dalej vyjadrime postupne vSetky druhé derivicie z Lagrangeovych rov-
nic a dosadime ich do dvakrat zderivovanej vizbovej podmienky. Z tejto
rovnice vyjadrime

B mMg
T M4+ Mtg2a+mtg2a

A

Nés az tak nezaujima tvar A, podstatné je skor to, ze je to konstanta.
Lagrangeove pohybové rovnice teda nadobidaji jednoduchy tvar typu
hmotnost krat zrychlenie je nejaka konstanta. Preintegrovat takéto rov-
nice nebude preto vobec problém. Dostaneme

At
G = 28y
m
. A
yl:(i_g)iﬂ
m
. Aga
T2 = ]\i t.

Integracné konstanty nie st uvedené, nakolko maji vyznam pociatoc-
nych rychlosti a my vieme, Ze tie boli pre oba predmety nulové. Rychlost
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3.
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hmotného bodu bude preto odmocnina zo stctu kvadratov zloziek jeho
rychlosti, ¢o je po dosadeni

|V1|=?f\/7;\12 (1+tg? a)—g(%—g)

Rychlost hranola méa len jednu zlozku, teda jej velkost sa rovna tejto
zlozke.

¢ Pomer velkosti rychlosti (napriklad rychlost hmotného bodu ku rychlosti
hranola) je potom

V1 1+t Ot) (2)\ )
Vg )\tga m2 & 9)>

¢o po dosadeni za A\ a upravach dava

v M m\?2
— ="=4/1 1+ — | tg?a.
V2 m\/+(+M) g a

Ulohu budeme riedit v dvoch rozmeroch. Pre kyvadlo plati vizbové rovnica

P4y -1?=0,

kde z,y st siradnice zavazia kyvadla s hmotnostou m a [ je dizka zdvesu
kyvadla. Gravitacné sila nech mé opéat smer —y. Potom budd Lagrangeove
rovnice

mi = 2\x,
miy =2 \y —mg.

Najjednoduchsie ako ukazat, ze kyvadlo splna zédkon zachovania energie, je
pouzit rovnaky trik ako v seridli. Prenasobime teda prvi rovnicu & a druha g.
Nasledne rovnice s¢itame

Toto si m6zeme upravit ako

1mi (m + 9 )—i—mgit —)\i (a:2+y2) .

2 dt
7 viizbovej podmienky vieme, ze z2 4+ y* = 12, &o je vidy konstanta. Casovd
derivacia konstanty je nula. Rovnica potom vyzera
1

d /.o .2 dy_
3" (a: +9 )—&-mga_o.

Po preintegrovani dostaneme

1 .2 .2 o
§m(m +y )—l—mgy—konst,

¢o je presne formulédcia zakona zachovania energie.
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Uloha Ill.S ... zobecnéna

1. Méjme vodorovnou desku, ve které je mala dirka. Pres tuto dirku je provlece-
ny provazek o délce l, na jehoz spodnim konci je zavéseno zavazi o hmotnos-
ti M. Toto zavazi Ize povazovat za hmotny bod. Na druhém konci provazku
na rovné desce je druhy hmotny bod (kulicka) o hmotnosti m. Provdzek mezi
nimi je napnuty diky zdvazi o hmotnosti M. Celou soustavu drzime v kli-
du tak, ze cast provazku pod deskou je ve svislém sméru. Poté druhému
hmotnému bodu, kuli¢ce, udélime rychlost v ve vodorovném sméru kolmém
na provazek ve chvili, kdy soustavu uvolnime. V tomto prikladu neuvazuj-
te zadné treni. Zvolte vhodné souradnice a sestavte Lagrangeovu funkci pro
tuto soustavu.

2. Méjme zeleznou ty¢ ohnutou do tvaru paraboly tak, ze pokud v kartézské
soustavé piisobi tihové zrychleni v zaporném sméru osy y, pak ty¢ md stejny
tvar jako funkce y = x®. Po tydi se miize volné pohybovat hmotny bod
o hmotnosti M, ke kterému je pevnou nehmotnou tyckou o délce | pripevnéno
zavazi o hmotnosti m. Takto jsme vytvorili kyvadlo se zavésem klouzajicim
podél ohnuté tyce. Konstrukce dovoluje pohyb celé soustavy pouze v roviné
paraboly. Urcete vhodné zobecnéné souradnice a najdéte Lagrangeovu funkci
této soustavy.

3. Méjme primku naklonénou pod thlem « vzhledem k vodorovné roviné, po
které se pohybuje bez treni hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte vhodné
zobecnéné souradnice této soustavy a sestavte Lagrangeovu funkci. Poté se-
stavte i Lagrangeovy rovnice, dvakrat je zintegrujte, a tak najdéte reseni.
Zkontrolujte si, zda vase reseni vychazi stejné, jako reseni, které byste ziskali
stredoskolskou metodou vypoctu. Pri integraci nezapomerite na integracni
konstanty a vysvétlete jejich vyznam. Jaké budou jejich hodnoty, pokud se
bod spusti z klidu z vysky h?

1. Nazaciatok je dolezité urcif, kolko stupnov volnosti ma dané tloha, teda kolko

zovseobecnenych stradnic budeme potrebovat na jej popis. VSimneme si, ze
gulicka, pohybujtca sa po doske, mé dva stupne volnosti. M&ze rotovat okolo
dierky, cez ktor1 je prevlecena nif, zaroven sa méze pohybovat v smere priamo
dalej alebo blizsie od dierky, nakolko Spagat sa cez dierku tiez pohybuje bez
trenia.
Potom je tu zdvazie, ktoré tiez moézme reprezentovat ako hmotny bod. Ten
ma4 ale len jeden stupen volnosti. Mo6ze sa hybat hore a dole, inak povedané,
ak zvolime osy z, y leziace v rovine, tak sa zévazie moze hybat iba pozdiz osi z
(merané smerom nahor). Dalej ale méme v tejto tlohe este jednu vizbu, tou
je povrézok, ktory spaja hmotné body, a jeho dizka je nemenn4. Stradnica r,
ktora udéva vzdialenost gulicky od dierky, a stradnica z, ktord udava vysku
zavazia, budu zviazané pomocou vztahu

l=r—=z.

Na konstruovanie Lagrangeovej funkcie ndm teda ostdvaji uz len dve ne-
zavislé suradnice, a to z a stradnica vyjadrujica uhol, ktory zviera Spagat
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medzi dierkou a guli¢kou s osou x (volba osi = je Tubovolnd vdaka symetrii
problému).

Teraz nasleduje druhy krok konstrukcie Lagrangeovych rovnic, vyjadrenie
kartézskych stradnic pomocou zovseobecnenych siradnic

Tm = (I + 2)cosgp,
ym = (I 4+ 2)sing,
ZM = Z.

Casovym derivovanim jednotlivych siradnic ndjdeme vztahy pre jednotlivé
zlozky rychlosti v zovseobecnenych stradniciach. Nasledne urc¢ime vztah pre
kineticku energiu T’

1 2 2 .2 1, .9
T:§m(z +({+2)¢ )JriMz .
Naésledne urcime potencial. V tomto pripade sa jednd o potencidlnu ener-
giu zdvazia (gulicka ma pocas celého pohybu rovnaki potencidlnu energiu,
nemusime ju preto uvazovat)

V =Mgz.

Lagrangeova funkcia pre tento problém bude potom vyzerat

L= %m (2'2+(l+z)2<,b2) + éMz"2 — Mgz.
Znova si najprv uré¢ime zovSeobecnené siradnice. Kedze tlohu riesime ako
rovinny problém a vieme, ze trajektéria bodu M je zadand ako explicitna
funkcia (konkrétne y = az?, kde a je nejakd konstanta, aby ndm sedeli jed-
notky), budi jeho obe stiradnice vyjadrené pomocou jedinej stiradnice z. Co
sa tyka zovSeobecnenych sturadnic pre druhy bod spravajuici sa ako kyvadlo,
moézeme pouzit siradnice, ktoré sme si ukazali v seridli. Musime vsak ale
pamétat, ze jeho kartézske stradnice budu nielen stradnice kyvajiceho sa
kyvadla, ale je nutné k nim pripocitat aj siradnice zévesu kyvadla o hmot-
nosti M.

Vztah medzi kartézskymi a zovseobecnenymi stiradnicami je teda

TM =T,

2
Ym = ax
Tm =x +Isingp,

Ym = az? —lcosyp.

ITento ako aj nasledujice kroky nebudem zvlast komentovat, nakolko sa jedna o mechanické
poéitanie. Budem len uvddzat, ¢o robime a ako vyzerd vysledok. Pre¢o to robime (keby niekto
nevedel), je uvedené v seridli.
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Casovym derivovanim a dosadenim do vzfahu pre kinetickt energiu dostane-
me

T= % (M +m) i? (1 + 4a2x2) + %m (2[ (cos ¢ + 2ax sin @) T + 12¢2) .
Potencial bude potom stucet potencidlnych energii oboch telies, teda
V = Mgaz® + mg (ax2 - lcosga) .
Lagrangeova funkce bude jednoducho
L= % (M +m) i? (1 + 4a2x2) + %m (21 (cos ¢ + 2az sin @) T + 12<,b2)
— Mgaz® — mg (aa:2 —lcos <p) .

. Z hladiska toho, ako zvolit zovSeobecnené siradnice, je tento problém tri-
vidlny. Hmotny bod totizto kopiruje svojou trajektoriou linedarnu funkciu zo
sklonom «. Prevod medzi kartézskymi a zovSebecnenymi siradnicami bude
preto

Ty =T,

Ym =T tg .
Co ném déva analogickym sp6sobom ako v prvych dvoch tilohich vztah pre
kineticki energiu

1 .5 2

T = §mx (1+tg oz) .

A takisto aj pre potencidlnu energiu

V=mgztga.

Lagrangeova funkcia bude potom samozrejme
1
L= gma'c2 (1 + tg2 a) —mgxtgo.

Napriek tomu, ze sme to v seridli explicitne nepreriesili na priklade, bolo
v nom odvodené, ako maji Lagrangeove rovnice vyzerat, co nam dava navod,
ako ich zostavit, ked mame Lagrangeovu funkciu. V nasom pripade najprv
parcidlne derivujeme L podla & a vysledok néasledne podla ¢asu. Od toho este
odcitame derivaciu L podla x a celé to polozime rovné nule. Lagrangeova
rovnica (bude samozrejme len jedna) méa teda tvar

mi (1 + tg? a) +mgtga=0.
Rovnicu upravime

t
T = —% = —gsinacosa.

171



FYKOS, XXXII. roénik
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Tento vztah staci dvakrat preintegrovat, ¢im dostanem
1 5.
T = figt sinacosa + Cit + Co

kde C1 mé vyznam pociatoc¢nej rychlosti a C2 ma vyznam pociatocnej polohy.
Ak pociato¢né rychlost bola nulova a pociatoéna vyska nad zemou h, pricom
sme pociatok suradnicovej ststavy polozili do bodu, kde sa pretina naklonend
rovina s podlozkou, potom v kartézskych stradniciach pre ¢t = 0 z rovnice
pre y mame

h=ztga,
h
T=—".
tga

Kompletné riesenie tejto ulohy je

1 5. h
r=——gl sinacosax + — .
2 tg o
Teraz to v rychlosti skontrolujeme so stredoskolskym riesenim. RozloZzime
tiazovi silu v smere rovnobeznom a kolmom so Sikmou rovinou. Vidime, ze
na teleso posobi len sinusova zlozka gravitacného zrychlenia

a=gsina,

z ¢oho je drdha prejdend z pokoja za Cas t pri tomto konstantnom zrychleni
1 2 .
a= —gt sina.

Aby sme to ale mohli porovnat s nasim vysledkom vypocitanym cez Lagran-
geove rovnice, musime to trochu upravit. Nasou zvolenou zovseobecnenou
stradnicou bola z-ova stradnica telesa. Chceme teda vedief posun telesa
v x-ovom smere. Ten ziskame tak, ze ziskand drahu prendsobime kosinusom
uhlu «a. Teleso sa zaroven pohybuje v opacnom smere ako je smer osy =,
preto bude tento ¢len zadporny. Nazdver musime eSte pripocitat z-ova sirad-
nicu vychodzieho bodu. Vychodzi bod je charakterizovany vyskou (y-novou
sturadnicou) h. Musi preto platit

h=xotga.

Z toho jednoducho vyjadrime pociato¢ni stiradnicu xo a dosadime do stre-
doskolsky ziskaného tvaru rovnice, ¢im dostaneme rovnaky vyraz, ako pri
vypocte skrz Lagrangeove rovnice.
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Uloha IV.S ... lagrangeovska

V zdvere seridlu ste si urcite vsimli Lagrangian a diferencidlnu rovnicu, ktoré akoby
»Spadli z neba“. To nie je vbbec nahoda, velkou castou tejto seridlovej ilohy bude
tieto dve rovnice odvodit.

1. Ukazte, ze ak mame pohyb castice v lubovolnom centrdlnom poli, teda v poli,

kde potencial zavisi len na vzdialenosti, bude sa Castica zarucene pohybovat
len v rovine.
Ndvod Zostavte Lagrangeove rovnice II. druhu pre tito situdciu, pouZite
pri tom vhodné zovseobecnené stiranice. Nasledne bez ujmy na vseobecnosti
polozte stradnicu ¥ = ©/2 a pociatoc¢nii rychlost v smere tejto stradnice nu-
lovi. Zamyslite sa a vysvetlite, preco je takato volba v poriadku a nestratime
pri nej ziadne riesenie.

2. Zostavte Lagrangian pre hmotny bod pohybujiici sa v rovine v centralnom
poli. Mali by ste dostat ten isty, ako je uvedeny v zavere seridlu. Pre tento
Lagrangian nédsledne najdite vSetky intergaly pohybu a pomocou nich néjdite
diferencialnu rovnicu prvého radu pre premennu r. Pre vasu kontrolu, mala
by vam vyjst rovnako ako na konci seridlu.

3. Zamyslite sa, ako urcit uhlovi vzdialenost medzi dvoma bodmi na sfére, ak
mate zadané ich sférické siradnice. Ukazte to napriklad pre hviezdy Betel-
geuze a Sirius, ktorych siradnice si najdite.

Pomécka Tato uloha sa da jednoducho vyriesit aj bez znalosti sférickej tri-
gonometrie.

1. V prvej Casti mame navod, ako mame postupovat, je teda rozumné sa ho
drzat. Najskor si zostavime lagrangian pre tato tlohu. KedZe sa jedna o cen-
tralne pole, teda pole so stredovou symetriou, vyuzijeme ju a zavedieme zo-
vSeobecnené sférické siradnice. Vyjadrenie kartézskych siradnic potom bude

xr=rsindcosp,
y =rsindsinyp,

z=rcost.

Oznacenie a vyznam suradnic je ako v seridli. Nédsledne uréime jednotlivé
kartézske zlozky rychlosti postupnym casovym derivovanim transformac¢nych
vztahov pre kartézske siradnice. Dosadime do vztahu pre kinetickd ener-
giu T, ktory bude

T = ém (7’"2 + 7292 + r?sin? 19gb2) .

KedZe potencidl V zdvisi len na vzdialenosti, bude funkciou len zovseobec-
nenej suradnice r. Lagrangidn bude potom vyzerat

1 .
L= om (7*2 + 29?4 1% sin” ﬂth) —-V(r).
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Teraz zostavime sistavu Lagrangeovych rovnic. Kedze lagrangidn nezavisi
explicitne na ¢, zapiSseme poslednii rovnicu rovno v preintegrovanom tvare
dVv

mi — mrd® — mrsin® 9% + O =0,
r

2mrid + mr*d — ma® sind cos 9 =0,
mr? sin? Yo =C1.

Chceme ukazat ze pohyb bude rovinny, potrebujeme preto, aby uhlova sirad-
nica ¥ ostala konstantnd pocas celého deja. V ndpovede je povedané, ze ju
méame na pociatku polozif rovni vhodnej konstante, rovnako ako aj rych-
lost v tomto smere. Ak zvolime 9(0) = /2 a 9(0) = 0, z druhej rovnice
dostaneme .

J = sin ¥ cos 9> — @ =0.
Pretoze je ¥ nulovd, nebude sa v dalSom okamziku ¢ menit. A pretoze je
nulové i 19, nebude sa menit ani . Obe veli¢iny zostanu rovnaké, a preto sa
ani J nezmen.
Teraz si podme v kratkosti odévodnit, preco bola vporiadku volba 9 = n/2
a ¢ = 0. Vyplyva to jednoducho z Iubovdle zavedenia kartézskych stradnic.
Ak méam dand pocdiatoéni polohu a rychlost nasej Castice, ni¢ mi nebréani
v tom zvolit kartézske suradnice tak, aby Castica aj vektor jej rychlosti lezali
v rovine zy. Pociatok kartézskych sturadnic bude teda v strede ndsho central-
neho pola a polohovy vektor castice ako aj vektor rychlosti Castice budu lezat
v rovine zy, preto bude pociato¢nd rychlost v smere z nula, a teda nulova aj
v smere 1. Ukdzali sme teda, Ze pohyb bude nutne rovinny.

. Teraz zostavime lagrangian uz len pre pohyb castice v rovine. Postaci nam

pouzit polarne suradnice
T =Trcosyp,
y=rsing.

Lagrangidn bude potom pre centralne pole vyzerat

L= %m(f’z +r26%) = V(r).

Vidime, ze tento lagrangidn nezavisi na siradnici . To ndm vygeneruje jeden
integral pohybu. Dald{ integral pohybu bude zovSeobecnen4 energia. Pouzi-
tim vzorcov na vypocty tychto integralov pohybu zo seridlu dostaneme prvy
integral pohybu akusi ,,zovseobecnent hybnost“

mr2gb = konst =1

a druhy integral pohybu ,zovSeobecnent energiu“

1 2 2.2 _
im(r +r np)—|—V(r)fE.
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Z prvého integralu pohybu vyjadrime ¢ a dosadime do druhého, ¢im dosta-
neme diferencidlnu rovnicu prvého radu pre r

=2 E—-V(r)— e
T m omr2 )’

¢o je presne rovnica, ktora bola uvedend v texte seridlu.

3. Treti priklad bol trochu na zamyslenie a aj ked mnohy z vas jednoducho

pouzili sférickti kosinovi vetu, nezdoraznili sme, ze vyzadujeme iny postup
(aj ked sme iny postup odporuéili), nebudi sa samozrejme za tento postup
body strhavat.
Je potrebné si uvedomit, ze aj ked hviezdy st od néds v réznej vzdialenosti,
pri uréovani ich uhlovych vzdialenosti uvazujeme, akoby boli vsetky na sfére
s polomerom r. Dva body na sfére, ktorych poloha je zadand v sférickych
sdiradniciach nech si od seba vzdialené na sfére o uhol . Ak by sme poznali
ich kartézske suradnice, tak by sme vedeli ich uhlovi vzdialenost jednoducho
urcit zo skalarneho sicinu ich polohovych vektorov

x-y=|x||y|cosa.

My ale vieme spravit jednoducho prevod medzi sférickymi a kartézskymi
suradnicami. Ak budeme uvazovat body na sfére (hviezdy) vo vzdialenosti r,
potom vyuzijic vyssie uvedenych vztahov na prevod stradnic a dosadenim
do vzorca pre skalarny stcin dostaneme po vykrateni vzdialenosti r vztah

cos a = sin Y1 cos 1 sin ¥z cos @2 + sin Y sin p; sin Y2 sin w2 + cos Y1 cos V2,

ktory je vlastne kosinusové veta pre sféricky trojuholnik. Ak to chceme vypo-
¢itat pre hviezdy Betelgeuze a Sirius, musime si spravne premenit jednotky
rektaztenzie a deklindcie napriklad na stupne (pri rektastenzii je 1 hodina
15°, minita a sekunda s prisluiné zlomky ako standardne). Dalej musime
maf na pamaéti, ze stradnica 9 tak, ako je definovana v nasej verzii sférickych
stradnic, sa meria od pélu sféry, kdezto deklinicia sa meria od nebeského
rovnika, teda ak m4 Sirius deklindciu —16,7° jeho stradnica je 9 = 106,7°. Po
dosadeni takto upravenych a premenenych siradnic do vztahu odvodeného
vysSie vypocitame, Ze uhol medzi tymito hviezdami je priblizne 27,1°.

Uloha V.S ... nebesko-mechanicka

1. Mé&jme néjaké kosmické téleso s hmotnosti péti Slunci, okolo kterého se na-
chazi stéricky symetricky homogenni oblak plynu a prachu s hmotnosti dvou
Slunci a s priimérem 11ly. Oblak zacne kolabovat do centralniho kosmického
télesa. Zanedbejte vzdjemnou interakci ¢dstic oblaku (kromé gravitace). Ur-
Cete, jak dlouho bude trvat, nez cely oblak zkolabuje do centralniho télesa.
Ulohu nefeste numericky.
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2. V dvodu seridlu jsme resili diferencidlni rovnici pro pohyb ¢éastic v centralnim
poli, pri jejimz reseni jsme pouzili takzvany Binetiv vzorec. Ukazte, ze tento
vzorec skutecné resi zadanou diferencidlni rovnici.

3. Sestavte lagrangian pro soustavu Slunce-Zemé-Meésic. Predpokladejte, ze Slun-
ce je nehybné. Zemé i Mésic se pohybuji jak pod vlivem Slunce, tak pod vli-
vem sebe navzajem. Pri sestavovani lagrangianu se zamyslete nad tim, jestli
pouzivate spravny pocet zobecnénych souradnic.

1. Predstavovat si celu situdciu budeme tak, ze mame nejaky maly kiasok hmoty

na okraji oblaku. Tento kiisok hmoty je pritahovany gravitdciou centralneho
telesa, ako aj gravitaciou zvysku mraku. Kedze mrak je sféricky symetricky
a homogénny, mé fazisko vo svojom strede, teda v centrdlnom hmotnom
telese. Cely oblak vieme teda nahradif hmotnym bodom umiestnenym v jeho
tazisku. (K tomuto predpokladu stadi sférickd symetria, teda aj ak sa pocas
pohybu bude homogenita menit, nasa Gvaha plati.) Z hladiska malého kiisku
hmoty na okraji oblaku je teda problém rovnaky ako keby sa pohyboval
v centralnom poli jedného hmotného bodu o hmotnosti 7 hmotnosti Slnka.
V tomto pripade mo6zme preto pouzit 3. Keplerov zdkon.
Kisok hmoty sa teda bude podla prvého keplerovho zédkona pohybovat po
elipse s ohniskom v centralnom telese. Kedze méa ale nulovi pociato¢ni rych-
lost a pOsobi nan sila smerom do stredu, elipsa sa ndm zredukuje na usecku,
ktorej ohniskd budd na jej koncoch. Peridda ,obehu“ nasho kiska hmoty
bude podla tretieho Keplerovho zdkona

T /472 (0,251y)?
B TGMs

kde Mg je hmotnost Slnka. Nesmieme samozrejme zabudnut, ze kedze prie-
mer oblaku je jeden svetelny rok a tato elipsa (zredukovana na tsecku) mé
pol svetelného roka, tak potom je jej velka poloos len Stvrtina svetelného
roka.

Polovica takto vypocitanej peridody je potom cas, ktory zaberie kisku hmo-
ty dostat sa k centrdlnemu telesu. Pre zadané hodnoty tento cas vyjde
376 000 rokov.

Pozndmka

Vzhladom na to, ze cely oblak mé na pociatku obrovsky priemer by sa mohlo
zdaf, ze bude hrat rolu konec¢na rychlost Sirenia svetla, kedze sa gravitacné
Géinky $fria préve touto rychlostou. Castica na okraji oblaku teda zisti az
o rok, zZe sa Castica na druhej strane pohla. Kedze z vypoctu vychadza cel-
kovy ¢as pozorovaného deja v stotisicoch rokov, mézeme oproti tomu 1 rok
bezpecne zanedbat a pri rieSeni neuvazovat. Taktiez netreba uvazovat rela-
tivistické javy sposobené velkou rychlostou pohybu, ktoré budi mat vplyv
v poslednych fazach kolapsu, ktoré ale tvoria zanedbatelni cast celého pro-
cesu. Z toho istého dévodu sme pri vypocte zanedbali aj rozmer centralneho
objektu.
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2. Pri dékaze budeme postupovat vcelku priamociaro. Vezmeme zelani diferen-

cidlnu rovnicu
22 (g vy - L
T m 2mr2

a miesto premennej () dosadime premennti u(yp), kde » = u™"' ako bolo
uvedené v texte seridlu. Dosadenim vyjadrime diferencidlnu rovnicu pomocou

novej premennej
d 1\ 2 ? o,
(7) —m<E‘V(“>‘2m“ :

Prederivujeme lava stranu podla ¢asu. Nesmieme zabudmit, Zze u je funkci-
ou ¢ a to je funkciou ¢, tj. u(p(t)). Dostaneme

2
10u,.\ 2 ?
(mﬂ) —m<EV<“>2m“) :

Za ¢ dosadime vztah zdkonu zachovania momentu hybnosti ¢mr? = I (toto
bola prvé trikova ¢ast tlohy), vdaka ¢omu sa ndm pokrati u? v menovateli
a uz po umocneni lavej strany dostaneme

2
6’11 l2 2 12 2
<a¢> T m (E‘V(“>‘m“> :

Po vykrateni konstant a preusporiadani ¢lenov dostaneme

ou 2 s 2m
(8@) +u :lT(E—V(u)).

Teraz prichddza druhd trikova cast. Vieme, Ze na pravej strane chceme do-
stat derivaciu V' a na lavo chceme mat druht derivaciu u. Preto nas moze
rychlo napadnif skisit prederivovat celt rovnicu podla ¢. Po prederivovani
dostaneme

JOudu , ou om0V ou
O Op2 Op 12 \Ouodp)’

Vsimneme si, ze derivicie u podla ¢ sa vyskytuje v kazdom clene, preto
mozme tento ¢len z rovnice spolu s dvojkami vykratit, vdaka ¢omu dostaneme
nami hladany Binetov vzorec

0%u . moV
3. Urcite existuje mnoho spdsobov, ako zvolit siradnice tak, aby sme dosta-
li spravny lagrangidn. Doélezité je, aby vo vyslednom lagrangidne vystupoval
minimalny potrebny pocet zovSeobecnenych siradnic. V tomto vzorovom rie-
Seni zvolime také zovseobecnené sturadnice, ktoré sme pouzili aj pri rieseni
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problému dvoch telies. Tentokrat vlastne riesime takisto len pohyb dvoch
telies, ale v nejakom potencidlovom poli budenom tretim telesom (Slnkom),
ktoré je nehybné v dosledku toho, ze ma radovo vyssiu hmotnost, a teda
sa vplyvom ostatnych dvoch telies zdanlivo nepohybuje. Prvymi stradnica-
mi budd R a k nemu prislichajica uhlova siradnica ¢r vyjadrujica polohu
taziska ststavy Zem-Mesiac voci Slnku. Druhou bude r a k nemu prislichaj-
GUca uhlova stradnica ¢, udavajica polohu Zeme, respektive Mesiaca voci
tazisku sastavy Zem-Mesiac, pricom samotnd siradnica r udéva vzdialenost
Zeme a Mesiaca. Kineticka energia takejto sustavy bude potom mat rovnaky
tvar ako kinetickd energia pri probléme dvoch telies po zavedeni obdobnych
suradnic. (Zmysel tohto prikladu bolo aj to, aby ste vyuzili uz predpocitané
vztahy pre problém dvoch telies. Samozrejme sa na to dalo st aj in4¢.) Preto
T = Sp (74 7%62) + 5 (mz + man) (R + B26R)
kde p = % je redukovand hmotnost. Pridanou hodnotou tohto prikladu
je spocitat, ako bude vyzerat potencidl. Ten sa bude skladat z dvoch casti.
Prvou je potencidlna energia Mesiaca a Zeme, ktord je rovnako ako v prvom

priklade

Gmzmm
V="
r

kde mum a mz st hmotnosti Mesiaca a Zeme. Jedna sa o klasicky stredoskol-
sky potencidl dvoch hmotnych bodov vo vzdialenosti . Co sa tyka potencidlu
Zemi a Mesiaca voci Slnku, vieme si to predstavit tak, ze ich spolo¢ny po-
tencial bude rovny potencidlu ich taziska. Analogicky postupujeme napriklad
ked poéitame potencidlnu energiu napriklad ¢loveka voéi Zemi. Cloveka ako
subor hmotnych bodov si predstavime ako jediny hmotny bod umiestneny
v jeho tazisku. Preto bude potencidl Zeme a Mesiaca

G (mz + mar) Ms

7 .

Je zdsadné si ale uvedomit, ze tato analégia nie je celkom spravna. Teleso na
Zemi moézeme nahtadit hmotnym bodom ¢isto z dévodu (takmer) homogén-
neho gravitacného pola. V tomto pripade je tazisko ako vysledné posobisko
gravitaénych sil zhodné s hmotnym stredom telesa. V nehomogénnom gra-
vitaénom poli (napriklad v nasom centrdlnom poli Slnka) st vSak tazisko
a hmotny stred v réznych bodoch. Ak ale uvazime, ze vzdialenost R je o vela
vacsia ako vzdialenost r, mozeme pole v okoli Zeme aproximovat homogén-
nym polom. To ndm déva hladany lagrangian sistavy

V=-—

L= %u (7 +r°¢") + % (mz +mar) (RB* + B*¢k) +

Gmzmm G (mz + mm) Ms
+ .
r R
V pripade bez tejto aproximacie by sme dostali tri potencidlové Cleny pre tri
dvojice objektov. Tento presny lagrangian by nam poskytol napriklad vplyv
slapovych sil Slnka na ststavu Zem-Mesiac.

+



Resent iloh ze seridlu

Uloha VLS ... opakovacia

1. Majme klasické matematické kyvadlo, ktoré vychylime zo stabilnej polohy
0 120°. Dizka zévesu kyvadla je po cely ¢as konstantd, zdves je nehmotny
a na jeho konci je upevneny hmotny bod s hmotnostou m. Zostavte Lagran-
geove rovnice prvého druhu pre kyvadlo a pomocou nich urcte, kedy je sila
posobiaca na viakno kyvadla najvicsia.

2. Vezmime klasické kyvadlo, rovnaké ako v prvej casti tilohy. K jeho hmotnému
bodu pripevnime dalsie kyvadlo s rovnakou zavesenou hmotnostou ako aj
rovnakou dlzkou zdvesu. Zostavte lagrangian pre tito situdciu a urcte aj
Lagrangeove pohybové rovnice (2. druhu).

3. Majme hmotny bod, ktory je schopny sa volne pohybovat v smere osy x.
Dalej majme matematické kyvadlo, ktorého zéves je upevneny v tomto bode.
Najdite lagrangian tejto siistavy a pomocou Hamiltonovej variacnej meto-
dy najdite prislusné pohybové rovnice tak, Zze postupne budete Gateauxove
derivacie podla vsetkych zovseobecnenych premennych pokladat rovné nule.
Celkovo tak kazda nulovd Gateauxova derivacia da jednu pohybovi rovnicu.
Porovnajte, ¢i ste touto metédou dostali rovnaké pohybové rovnice ako pri
pouziti Standardného odvodenia Lagrangeovych rovnic z lagrangianu.

1. Zostavime Lagrangeove rovnice prvého druhu. Vieme, ze vizba bude mat tvar
d=a’+y*—1>=0,

pretoze sa jedna o pohyb po kruznici a [ predstavuje v nasom pripade polomer
tejto kruznice (dlzku zdvesu). Lagrangeove rovnice prvého druhu budi mat
potom tvar

mi = 2\x,

my = 2y —mg,

kde A je nejaka funkcia polohy gulicky udavajica velkost viazbovej sily.
Dalej je délezité si uvedomit, Ze velkost vizbovej sily nezavisi len od velkos-
ti A ale aj od velkosti gradientu vézby v danom mieste. Velkost gradientu
je ale v kazdom bode trajektérie kruznice konstantna. Z vypoctu dostane-
me hodnotu rovnu 2I, ¢o nie je prekvapivé, nakolko to vyjadruje to, ze dand
krivka mé vSade rovnaku ,krivost“ Stac¢i ndm preto zistit kde nadobida |A|
najvéacsiu hodnotu.

Dalej postupujeme standardnym postupom — dvakrat zderivujeme vizbu
podla casu a dosadime za druhé derivicie kartézskych sturadnic ich vyja-
drenia z Lagrangeovych rovnic. S vyuzitim rovnice vizby a toho, zZe stucet
kvadritov prvych derivicif stiradnic si oznaéime ako v? (predstavujic si pod
tym kvadréat rychlosti hmotného bodu) dostaneme rovnicu

2
—AZQ—gy—i—vQ:O.
m
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Toto jednoducho upravime na tvar

1 1
N? = imgy — imv2,
Vyuzijuc standardny trik pri tomto type prikladov, a sice zdkon zachovania

energie v tvare

1
mgy + Emv2 = E(0),

kde E(0) je celkové pociatocnd energia, ktori neskédr v pripade potreby vieme
urcit z pociatocnych podmienok. Dosadenim za %mv2 zo zakonu zachovania
energie dostaneme

1
A = omay = E(0) +mgy,

2= %mgy — E(0).

Predelenim ¢lenom 12 dosteneme A ako linedrnu funkciu jedinej stiradnice y.
Nasou ulohou bude teda najst extrémy tejto funkcie. Spomenieme si, Ze funk-
cia mdze nadobuida extrémy bud na okrajoch svojho defini¢ného oboru, alebo
vo vnutri definicného oboru vo vsetkych miestach, kde je derivacia funkcie
rovna nule. Derivacia A je

d\  3mg

dy — 212’
¢o ako vidime, nebude rovné nule. Extrémy sa budi nachddzat na okraji de-
finiéného oboru a nie je tazké si uvedomit, ze najvacsia hodnota |A| bude
pre y = —I, éo odpoveds kyvadlu smerujicemu kolmo nadol. Dalej vidime,
ze miesto kde posobi na zaves najvicsia sila bude vzdy v tomto bode a od
pociatocnych podmienok bude zévisiet len jej velkost, ¢o sa da rychlo vidief
z rovnice pre .

Druhy priklad je velmi priamociary. Je potrebné iba zvolit spravne zovseo-
becnené suradnice a potom sa len nepomylit pri prederivovani. Autor vzoro-
vého riesSenia zvolil ako sdradnice uhlové polohy jedného a druhého zdvesu
voci osy z (zvolenej Standardne v horizontdlnom smere). Takéto natocenie
sturadnic nie je sice velmi prirodzené, ale technicky je rovnako dobré ako aké-
kolvek iné, naviac nam dovoluje vyuzif nasledne vztahy medzi kartézskymi
stradnicami a polarnymi siradnicami a nemusime si tieto vztahy odvodzovat.
Pre identické diiky zavesov [ dostaneme prevody medzi siradnicami prvého
a druhého zavazia

x1 =lcosp1,
y1 = Isinpq,
xo2 =1lcospi +1lcospa,

y2 = Isinp1 + Isin s .
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Znamym postupom dostanem tvar lagrangianu
2.2, 1 9 o 2 . . . .
L=ml"¢1" + iml B2” + ml” P12 cos (p1 — w2) — mgl (2sin 1 + sinp2) .

Jeho prederivovanim postupne podla stradnic ziskame dvojicu Lagrangeovy-
ch rovnic
0= 2m1230"1 + ml290"2 cos (¢1 — @2) — mlzgo'g sin (o1 — ¢2) (Y1 — P2)
+ ml*@1pa sin (g1 — @2) + 2mgl cos p1
0 = mi*@z +mi® @1 cos (p1 — p2) — ml®Grsin (p1 — 2) (61 — G2)
— ml*@1 6 sin (1 — @2) + mglcos g .

3. V tejto tlohe riesime takzvané eliptické kyvadlo (ndzov vyplyva z toho, Ze
hmotny bod umiestneny na zévese sa bude pohybovat po Casti elipsy). Tento
fakt je sice zaujimavy, ale nie je potrebny k vyrieseniu tlohy, preto sa od neho
odprostime a za¢neme zostavenim Lagrangidnu. Vztah medzi zovseobecneny-
mi siradnicami a kartézskymi bude trividlny nakolko pre prvy hmotny bod
upevneny k osy x budt zovseobecnené suradnice

r1 =,
Yy = 0.
Pre druhy hmotny bod dostaneme vztahy ako pre matematické kyvadlo, s tym
rozdielom, ze x -ova suradnica bude modifikovana
z2 =2+ lcosy,

y2 = lsinep.

Z tohto prederivovanim jednoducho dostaneme Lagrangian

L= % (m1j72 + m212¢2 + mgi*Q) — meldpsinp — maglsinp.

Podla Hamiltonovho varia¢ného principu vieme, ze akcia sa musi extremali-
zovat. Akcia S je definovand ako

t2
S:/ Ldt.
t1

Ak ma mat v nejakej funkcii extreméalu, musi byt na tejto funkcii gateaux
derivécia tohto funkciondlu nulovi. Spocitame preto postupne gateaux de-
rivicie podla oboch zovseobecnenych siradnic. Gateaux derivacie budeme
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znacit v tomto vzorovom rieSeni ako standardné derivacie. Gateuax derivicie
v smere h(x) st

ds 2 ,

— = / (m1& 4+ mad — malpsinp) hdt,

dx "

ds 2 :

s = / ((mglng — meld sin 4,0) h — (malzp cos o + magl cos ) h) dt.
t1

Na prvom funcionéle spravime per partes aby sme presunuli derivaciu z funk-
cie h(z), to isté aj v prvom ¢lene druhého integralu. To ndm po prederivovani
dava

ds 2 2

g / — (mld}—l—mgi’—mglgbsin(p—mzlgb cosgp) hdt,

dz £y

ds 2

o :/ ma (fl2gb+l:’tsinap+l9bgbcosgofl:'vgbcosgofglcosgo)hdt.
Y t1

Z c¢oho vidime hned, ze aby funkcionély boli nulové, musi byt nulovy vyraz
v zatvorke, ¢o ndm déva dve hladané Lagrangeove rovnice

0 =mi1@& + ma& — meolpsinp — m2l¢2 cos ¢,
0 = —mal®@ + malising — maglcosp.

Co st rovnaké rovnice ako by sme dostali pouzitim Standardného postupu
pre zostavenie Lagrangeovych rovnic.
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Podzimni soustredéni v Karlovicich

Ve dnech 22.-30. 9. 2018 probéhlo tradi¢ni podzimni soustfedéni, které se konalo
v rekreac¢nim stredisku Karlovice u Vrbna pod Pradédem. Soustifedéni se zucastnilo
31 stfedoskolaku, pro které byla ticast odmeénou za pulro¢ni vysledky ve FYKOSu.

Organizatori

Filip Ayazi, Jachym Bértik, Vit Beran, Markéta Caldbkové, Katarina Castuliko-
vé4, Michal Cervendk — kipo a jednorozec, Tomés Cerven, Jakub Dolejsi, Daniel
Dupkala — ¢lovék s ndzorem, Karel Kolaf — fidi¢, senior manager, Jozef Lipték,
Mikulds Matousek, Matéj Mezera, Vaclav Mikeska, Daniela Pittnerovd — objekt
a bi¢, Stépan Stenchldk, Jan Stieledek, Jakub Safin, Luk4s Timko.

Uéastnici

Karel Balej, Jan Benda, Marko Bermell, Jiff Blaha, Sara Byskova, Lubor Cech,
Martina Dankova, Robert Gemrot, Marie Grunova, Adam Grunt, Ivan Hudak, So-
na Husdkovd, Adam Hustava, Marek Jankola, Jindfich Jelinek, Patrik Kasparek,
Vojtéch Klimes, Jifi Kohl, Adam Krska, Radka Kiizova, Karolina Letochové, Vik-
tor Materna, Matej Mosko, Ales Opl, Katerina Rosickd, Pavla Rudolfova, Jakub
Ruzicka, Marco Souza de Joode, Sarka Stépankové, Martin Vaviik, Eva Vochozko-
va, Jifi Zelenka.

Ucastnici pfi dalsf netradiéni pohybové aktivité.
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Legenda

Stéat se poslickem zasilkové spolecnosti FYKORAMA? Hned ze zacdtku si pro nas
Fry pfipravil nelehkou zkousku, dorucit balitk do minulosti za pomoci stroje casu,
a tak se ucastnici najednou probudili v rannich hodinach 21. 8. 1968 v prubéhu
okupace vojsky Varsavské smlouvy. Zbytek legendy pokracoval pfipominanim nasi
minulosti v obdobi normalizace, pricemz zavér soustredéni se nesl v duchu Same-
tové revoluce. Uastnici si tak mohli alespoii na tyden vyzkouset, jak se Zilo jejich
rodi¢tim za dob komunismu, vCetné narocnosti ziskdni povoleni k vycestovani do
Jugosldvie ¢i vyslechu StB.

™

Kostymy se najdou vzdycky.

Jarni soustredéni v Domasové

Podzimni soustiedéni probéhlo v Domasové nad Bystrici ve dnech 4. 5.-12. 5. 2019.

Organizatori

Jéchym Bartik, Stépan Stenchldk, Mat&j Mezera, Daniela Pittnerova, Vit Beran,
Markéta Caldbkova, Daniel Dupkala, Jakub Jambrich, Karel Kolar, Jozef Lipték,
Mikulas Matousek, Vaclav Mikeska, Simon Pajger, Jan Stieledek, Jakub Safin, JiFi
Vala

Ucastnici

Jan Benda, Lubor Cech, Barbora Cemanova, Martina Daifikové, Robert Gemrot,
Veronika Hendrychova, Jaroslav Herman, Ivan Hudék, Sona Husdkova, Elena Cho-
cholakovd, Jindfich Jelinek, Patrik Kasparek, Jan Klivan, David Komének, Adam
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Krska, Viktor Materna, Adam Mendl, Ales Opl, Katefina Rosicka, Pavla Rudolfo-
va, Jaroslav Scheinpflug, Marco Souza de Joode, Vojtéch Stransky, Jakub Strnad,
Toméas Tuleja, Martin Vanék, Martin Vaviik, Eva Vochozkova, Vojtéch Votruba

Ucastnici v akci.

Necht je vidét, kdo tu veli.

Legenda

Déj soustfedéni se odehraval ve tficatych letech dvacdtého stoleti. Do Spojenych
statu pravé dorazilo 29 italskych pristéhovalcu, kteri se po nesnazich s opatrovanim
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povoleni k pobytu rozhodli vyhledat pomoc u mistnich mafidnckych bossta. Zahy
se staly ¢leny ¢tyt velkych rodin, které dohromady ovlddaly celé vychodni pobrezi.
At uz si rikali Pescilenza, Cartesia, Mortiolli ¢i Guerrero, ucastnici délali pro své
bossy $pinavou praci vseho druhu. Pasovali drogy, alkohol a zbrané, stavéli mosty
a pevnosti, bojovali s ostatnimi rodinami nebo soutézili v poéitdni fyzikdlnich
priklada.

Toto soustredéni vsak bylo néé¢im specialni. Protoze zlociny je snazsi pachat
v noci, museli si G¢astnici zvyknout na novy rezim — budicek byl posunut na
poledne a program koncil ve tfi v noci. Bylo tak vice prostoru pro no¢ni hry
(celkem osm), od celonoénich bojovek po kratké akéni hry s lightsticky.

Fyziklani 2019

I tento rok se konalo FYKOSi Fyzikldni, a to pod novym propaga¢nim jménem
Fyziklani 2019. Jednalo se jiz o 13. ro¢nik a navzdory povéram o kauzalité tohoto
Cisla soutéz probéhla hladce. Tento ro¢nik pfinesl nékolik novinek. Prvnim rokem
se celd soutéz konala na jediném misté, a to v prostordch Top Hotelu Praha. Dalsi
novinkou byl odhleh¢eny nazev soutéze. Zaroven byl letosni ro¢nik rekordni, a to
nejen v celkovém poctu soutézicich, ale i v mnozstvi zahrani¢nich tymu. Celkem
se zicastnilo 151 tyma a 724 soutézicich z Ceska, Slovenska, ale i Srbska, Spa-
nélska, Bosny a Hercegoviny, Anglie a LotySska, ktefi se 15. 2. mezi sebou utkali
v napinavém fyzikdlnim souboji. Absolutnim vitézem se stal tym Jaderny reaktor
IV. generace slozeny ze studenti gymnézii Olomouc - Hej¢in a Budéjovicka. V ka-
tegorii B byl nejlepsi tym Teorie VSeho z Gymnéazia Brno, tfida Kapitdna Jarose
a kategorii C ovladlo Gymnazium Jana Keplera s tymem Josephsontv Jev.

I letos byl o soutéz velky zdjem.

186



Akce FYKOSu

K soutézi Fyziklani se ptridala doprovodna vikendova akce. Pro tcastniky byl
v patek vecer pripraven raut v prostorach fakulty. V sobotu je ¢ekalo nékolik
prednasek jak v ceském, tak v anglickém jazyce, odpoledne zase prohlidku Prahou,
Nérodni technické muzeum ¢i Planetarium. Nedélnimu dopoledni patrily exkurze
na pracovisté a do laboratori Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Pravidla

Soutéze se Gcastni druzstva s nejvyse péti ¢leny. Na zacatku soutéze dostane kaz-
dé druzstvo sedm prikladu. Za uspésné vyreseny priklad si druzstvo pripiSe pocet
bodu, ktery zavisi na poc¢tu pokust potrebnych k jeho vyreseni. Déle si od orga-
nizdtoru vyzvedne novy priklad. Samotna soutéz probihd 3 hodiny a jejim cilem
je samozrejmé ziskat co nejvétsi pocet bodu. Presnd pravidla jsou k dispozici na
webovych strankach seminare.

Vysledky
Stredoskolaci A
1.  Gymnéazium Olomouc-Hejéin a Gymnazium Budéjovicka, Praha 186 b.

2. Gymnézium G F. M. Pelcla, Rychnov n. Kn. 165 b.
3.  Gymnéazium SpMNDaG, Bratislava 156 b.
Stredoskolaci B

1.  Gymnéazium Brno, tf. Kpt. Jarose 179 b.
2. Gymnézium Postova, Kosice 169 b.
3.  Gymnazium Ludovita Stira, Trenéin 149 b.
Stredoskolaci C

1.  Gymnéazium Jana Keplera, Praha 145 b.
2. Slovanské Gymnézium, Olomouc 123 b.
3. Gymnézium Grosslingova, Bratislava 118 b.

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina vcetné
bodovdni jednotlivych tloh je na nasich webovijch strankdch (https://fyziklani.
cz/).
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Hlavni organizator pred predavanim cen.

Fyziklani online

Letos probéhl jiz osmy roc¢nik internetové soutéze Fyzikldni online. Konal se ve
stfedu 28. 11. 2018. Do soutéze se aktivné zapojilo celkem 297 tymu sestdvajicich
z 1347 tcastniki ze 34 ruznych zemi. Tim se prekonal lonsky rekord v po¢tu ziacast-
nénych o 38 tymiu. Narozdil od pfedchozich ro¢nik méli letos ceské a slovenské
tymy moznost pfimo porovnat své sily se zahrani¢nimi stredoskolaky, kteri byli
nové zafazeny do kategorii A, B a C. Ucastnici se také setkali s novym formatem
hurry-up série iloh.

Celkovym vitézem se stal ¢esko-S§vycarsky tym NOFY066 z kategorie open se
ziskem 212 bodt. Na druhé pricce se umistil slovensky tym FtdKopySk-fks.sk z ka-
tegorie open se 198 body a tfeti pozici obsadil estonsky tym e = pi = sqrt(g) =
3 se 195 body, ktery soucasné vyhrél kategorii A. Ziskem 159 bodu se tym Ste-
venson z USA dostal na prvni misto v kategorii B a celkové 15. misto. Z tymi
kategorie C na prvni pricku dosdhl ¢esky tym Holub pitomy, ktery ziskal 107 bodu
a celkové tedy skoncil na 47. misté. Vitézem kategorie A z Ceskych a slovenskych
stredoskolaki se stal tym Fanatickd pétka se 151 body, ¢imz se umistil na celkovém
devatendctém misté a dosdhl nejlepsiho vysledku mezi ¢eskymi a slovenskymi stie-
doskolskymi tymy. Mezi ¢eskymi a slovenskymi tymi v kategorii B vyhral cesky
tym Teorie vseho se 144 body.

Nejlepsi Ceské i zahrani¢ni tymi byli oceneni vécnymi cenami podle svého vy-
béru.
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Ukastnily se tymy doméci. . .

Pravidla

Na zacatku soutéze kazdy, maximéalné péti¢lenny, tym obdrzel sedm tloh s jedno-
znacnym c¢iselnym vysledkem. Po zadani spravného vysledku do naseho webové-
ho systému ziskal tym zadéni nésledujici dlohy. Soutéz trvala 3 hodiny, pricemz
v prubéhu soutéze probéhla také hurry up ¢ast, v niz byly tlohy rozdéleny do tii
fyzikédlnich témat a vyfeseni kazdé ilohy bylo hodnoceno bonusovymi body. Jeli-
koz se soutéz konala online, byly vSechny pomiicky povoleny. Zakazana vsak byla
komunikace s lidmi mimo soutézni tym.

Vysledky
Stredoskolaci A
1. e=pi=sqrt(g) =3 195 b.
2. Senioritis 179 b.
3. WWP South 166 b.
Stredoskolaci B
1. Stevenson 159 b.
2. Teorie vSeho 144 b.
3.  Monta Vista High School 140 b.
Stredoskolaci C
1. Holub pitomy 107 b.
2. WIGYM 100 b.
3. Neutrina 88 b.
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Stfedoskolaci A - CZ/SK

1. Fanatickd pétka 151 b.
2.  Linedrné Nezavisli 147 b.
3. Viliaikainen 131 b.
Stredoskolaci B - CZ/SK

1. Teorie vseho 144 b.
2. Asymptotische Freiheit 127 b.
3. Spit 117 b.
Strfedoskolaci C - CZ/SK

1. Holub pitomy 107 b.
2. WIGYM 100 b.
3. Neutrina 88 b.
Open

1. NOFY066 212 b.
2.  FtaKopySk-fks.sk 198 b.
3. Challenge accepted 194 b.
4.  Veterani 183 b.
5. Five Ugly Faces 181 b.

...1 zahraniéni.

Ve vysledkové listiné jsou uvedeny pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovad listina
véetné bodovdni jednotlivijch tloh je k nalezeni ma webovych strankdch soutéze
https://online. fyziklant.cz/cs/default/last-years.
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Fyzikalni N3boj

Tradi¢né (¢ti po¢tvrté) i v tomto Skolnim roce FYKOS organizoval ve spoluprici
se slovenskym FKS soutéz Fyzikalni Néboj. Letos se konal v patek 16. listopadu
jiz 21. ro¢nik. Néaboj je soutéz, ktera probihd podobné jako FYKOSi Fyziklani —
5¢lenné tymy béhem dvou hodin fesi fyzikalni dlohy, pricemz se snazi ziskat co
nejvice bodu za spravna reseni. Kromé kratsiho ¢asu na feseni uloh se Ndboj od
Fyziklani lisi i poétem bodu za spravny vysledek — za ten soutézici ziskaji vzdy
jen jeden bod a za Spatnou odpovéd nedostévaji zddnou penalizaci. Soutéz probiha
soucasné na vice mistech, tento rok se konala v Praze, Ostraveé, Bratislavé, Kosicich,
madarské Budapesti, polském Gdansku a poprvé v Moskvé. V Praze jsme i tento
rok soutéz organizovali na Gymnéziu Christiana Dopplera. Organizovali jsme také
soutéz v Ostravé, a to na Gymnéziu Ostrava-Zabreh.

Za Ceskou republiku soutéZilo celkem 63 (28 juniorskych a 35 seniornich) tymd.

Vitézné tymy, kat. Seniori

1. (3.) Gymnézium, tiida Kapitdna Jarose 14, Brno, B

2. (6.) Gymnézium M. Kopernika, 17. listopadu 526, Bilovec

3. (8.) Gymnézium Fr. M. Pelcla, Hrdini odboje 36, Rychnov nad
Knéznou

Vitézné tymy, kat. Juniofi

1. (4.) Gymnéazium, Mikuldsské ndm. 23, Plzen

2. (5.) Gymnézium Christiana Dopplera, Zborovské 45, Praha 5 - Smi-

chov
3. (6.) Wichterlovo gymnazium, Cs. exilu 669, Ostrava - Poruba

V zdvorkdch je uvedeno poradi v ramci mezindrodniho Zebricku. Kompletni vysled-
kovou listinu najdete na webu soutéZe (https://physics.naboj.org).

Den s experimentalini fyzikou

Den s experimentéln{ fyzikou (DSEF) je kazdoroén{ akce FYKOSu, kterd umoziuje
stfedoskoldkim nahlédnout do fyzikalnich laboratofi. Letosni Den s experimental-
ni fyzikou probéhl v péatek 09. 11. 2018 v Praze, a to v rdmci akce School Day
organizované Mezinarodni asociaci studentu fyziky TAPS.

Akce zacala tivodnim slovem, a pak si Gcastnici mohli vybrat, zda si poslechnou
prednasku s ndzvem Od ¢éstic ke kosmologii nebo predndsku o diskrétni symetrii
fyzikalnich zdkonii. V dopolednich hodindch studenti navstivili laboratore v budo-
vach MFF UK v Troji (V Holesovickéch 2). Mohli se tak dozvédét mnohé, naptiklad
o nukledrni magnetické rezonanci, kiemikovych detektorech ¢astic v urychlovacich,
méficich pristrojich, které letély do vesmiru, Mdéssbauerové spektroskopii, rent-
genové fotoelektronové spektroskopii, skenovacim elektronovém mikroskopu nebo
navstivili interaktivni fyzikalni laborator.
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Odpoledni program si icastnici mohli vybrat z nabidky 3 exkurzi. Prvni moz-
nost byla urychlovage &astic v Rezi u Prahy pod zastitou Ustavu jaderné fyziky -
AVCR. Daldf exkurzia byla v Laboratofi vysokych napéti v Dejvicich (CVUT).
Poslednd exkurze byla do Laserového centra Eli Beamlines v Dolnich Brezanech.

Exkurze do ELI Beamlines.

Cyklus prednasek pro stredoskolaky

Letosni cyklus s1;rean[1ov:aunychEI prednasek se realizoval pouze v zimnim semestru,
a to v celkem péti predndskach. S obdobnym rozvrZzenim se mohli posluchadi se-
tkat naposledy v roce 2013. Témata byla letos vice populdrni, pokryvajici velmi
ruznorodé odvétvi fyziky.

Prednasek samotnych se ujali novi, soucasni i zaslouzili organizatori semina-
fe. Peter Ondac predstavil zéklady fyziky plazmatu jako opomijeného 4. skupen-
stvi hmoty. Jozef Liptdk prehledné ukézal struénou historii méreni vzdalenosti
ve vesmiru spolu s fadou autentickych pozorovani. Vaclav Mikeska priblizil, jak
vznika duha a na fotografiich predvedl tento jev v mnoha variacich. Ctvrta pfed-
naska ukazovala, jak fyziku a jeji spravnost pojimaji filmari; filmové ukazky a jejich
vysvétleni prinesl Jan Stfelecek. Semestr uzaviel Ivo Vinklarek s podrobnou i na-
zornou prednaskou o fyzice fotosyntézy.

V tomto roce doslo k vyraznému zvyseni navstévnosti oproti minulym dvé-
ma rokim. V letnim semestru byly na vybér také vyjezdni prednédsky jakozto
moznost motivace studentd pfimo na stfednich skolach. Archiv probéhlych pied-
nasek a dalsi informace o chystanych akcich naleznete na nasem webu: http:
//prednasky . fykos.cz/

Lhttps://www.youtube.com/user/fykosak
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Vaclav Mikeska prednasejici o duze.
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v /7 Vv Vv o
Poradi resiteli

Kategorie prvnich rocniki
jméno skola P
Student Pilny MFF UK 396
1. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Trebic 233
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 219
3. Adam Krska G, Mikulov 194
4. Adam Hustava European School Luxembourg II 123
5. Vojtéch Stransky G Brno, tr. Kpt. Jarose 115
6. Benedikt Bares G Dobruska 91
7. Ales Opl Gymnézium Praha 3 84
8.—9. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 82
8.—9. Vojtech Votruba G Jana Keplera, Praha 82
10. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. 71
11. Matéj Charousek G Na Vitézné plani, Praha 56
12. Kristyna Jencikovd G nam. E. Benese, Kladno 46
13. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 45
14. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha 33
15. Adéla Kolembusovd European School Luxembourg II 31
16. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek 24
17.—18. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Tésin 18
17.—18. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha 18
19. Meshkat KM RUMC, Dhaka, Bangladesh 17
20. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. 15
21. Jan Ptdcek G, Spitslska, Praha 11
22. Adam Korbel G, Strakonice 9
23.—24. Adam Seidl Novy PORG, Praha 8
23.—24. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha 8
25.—26. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce 7
25.—26. Bianka Tomascikovd G Varsavska, Zilina 7
27.-32. Jir{ Antorid G, Spitélské, Praha 6
27.—32. Tereza Preclikovd G Dobruska 6
27.—832. Radim Skdla G, Horovice 6
27.-32. Matyds Svoboda G, Mikulov 6
27.-32. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen 6
27.-32. Jan Surdn G, Spitélska, Praha, 6
33. Tomads Nevrlka G Brno, tr. Kpt. Jarose 2
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Kategorie druhych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola 3

Student Pilnyg MFF UK 396

1. Robert Gemrot G Komenského, Havirov 297

2. Patrik Kasparek Katolické gymnézium Trebic¢ 220

3. Sona Husdkovd G, Ceskolipsk4, Praha 216

4. Martina Darnkovd Klasické a spanélské G, Brno 210

5. Adam Mendl G P. de Coubertina, Tabor 204

6. Lubor Cech G Brno, tf. Kpt. Jarose 176

7. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné 134

8. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 122

9. Tomas Tuleja G L. Svobodu, Humenné 114

10. Jan Klivan G, Dacice 70

11. Radek Lacko G Komenského, Havifov 47

12. Daniel Perout G Brno, tf. Kpt. Jarose 45

13. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 43
14.-15. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina 40
14.—15. Duong Phan Cumberland Valley HS, USA 40
16. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavic¢in 37

17. Jarmila Terpdkovd G L. Svobodu, Humenné 28

18. Karolina Letochovd G, Sternberk 26

19. Jan Vavrin PORG, Praha 20
20.—21. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica 19
20.—21. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim 19
22. Matej Dvorak G Jana Keplera, Praha 18
23.—24. Laura Hanouskovd G J. Wolkera, Prostéjov 16
23.—24. Kristyna Chlupdcovd G J. Ressela, Chrudim 16
25. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava 10

26. Daniel Czinege SPS chemické, Ostrava 9

27. Vojtéch Janota G, Strakonice 7

28. Frantisek Krus Masarykovo G, Plzen 6
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 3

Student Pilny MFF UK 360

1. Viktor Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose 281

2. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 265
3.—4. Jaroslav Herman G Brno, tf. Kpt. Jarose 263
3.—4. Martin Schmied G, Jihlava 263
5. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjovice 237

6. David Komdnek G, Spitalska, Praha 215

7. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 203

8. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 196

9. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 154

10. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 138

11. Veronika Hendrychovd G, Turnov 98

12. Martin Vavrik G, Sumperk 95

13. Samuel Jankovich G Hubeného, Bratislava 72

14. Lukds Hronek G, Pisek 64

15. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin 52
16.—17. Ronald Dobos G Postova, Kosice 51
16.—17. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 51
18. Matéj Holubicka Zemeédélskd akademie a Gymnézium 45

19. Jana Vecerkovd G, Sumperk 44

20. Jan Oboril Klasické a spanélské G, Brno 37

21. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 34

22. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejé¢in 28

23. Matej Krdtky PORG, Praha 27

24. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 26
25.—26. Petra Pdlkovdcsovd G, Nové Zamky 23
25.—-26. Viaclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 23
27. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha 22

28. Rachel Johnson Richardson High School, USA 21

29. Milan Tichavsky Slezské G, Opava 20

30. Krystof Jasensky G, Lesni ctvrt, Zlin 19

31. Dipankar Mitra RUMC, Dhaka, Bangladesh 18
32.—33. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, Vietnam 16
32.—-33. Filip Zukal G, Blansko 16
34. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno 13

35. Dominika Kodlovd PORG, Praha 11

36. Daniel Krdatky G, Trutnov 10
37.—38. Katerina Roupovd G, Blansko 9
37.-38. Zuzana Simdckovd NLCS, London, UK 9
39. Erika Zitniakovd Evanjelické G, Banska Bystrica 5
40.—41. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava 4
40.—41. Martina Pivkovd Evanjelické G, Banska Bystrica 4
42. Katerina Vokdlovd G, Kolin 2
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Kategorie Ctvrtych rocniki

Poradi resiteli

jméno skola 3

Student Pilny MFF UK 360

1. Martin Vanék G, Vysoké Myto 211

2. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 157

3. Michal Jiza G, Benesov 133

4. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 130

5. Kristian Matustik G, Benesov 88

6. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 84
7.—8. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha 80
7.—8. Leonardo Wimmer Colégio pH, Tijuca, Brazil 80
9. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov 78

10. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 72

11. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejéin 65

12. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 59

13. Vojtéch Klimes G, Trebon 40

14. YUQING XU ARIA Dulles High School, USA 38

15. Tomds Drobil G, Dacice 36

16. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 35

17. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 34

18. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin 32
19.—20. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend 27
19.—20. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 27
21.—22. Andrej Rendek G, Dubnica n. Vahom 24
21.—22. Jakub Ruzicka G, Nymburk 24
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany 17

24. Miroslav Horsky G, Ceskolipsk4, Praha 16

25. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha 13

26. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha 12

27. Bibiana Hroncovd G Postova, Kosice 11
28.—30. Bernadeta Marikovd G, Cesky Krumlov 9
28.-30. Stépdn Tichy G, Jateéni, Ust{ nad Labem 9
28.-30. Marie Vandkovd G Boticska, Praha 9
31.—-32. Vratislav Besta G, Olomouc-Hej¢in 6
31.—-32. Marek Talir G, Cesky Krumlov 6
33. Marek Bozom G, Karving 3
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DANIELA PITTNEROVA A KOLEKTIV

Fyzikalni korespondenc¢ni seminar
XXXII. ro¢nik — 2018/19

Predmluva: Daniela Pittnerova

Ndmeéty loh:
Karel Kolar (1.5, 1.P, I1.2, IL.P, IIL.3, IV.2, V.2, V.4, VI.1, VL.P), Jachym
Bartik (1.2, LE, LS, ILE, IIL.2, IIL5, IILP, IV.5, VL3), Matéj Mezera (L3,
1.4, IL.1, IV.3, V.1, V.5, V1.4, VL5), Jakub Jambrich (L.S, IIL.S, IV.S, V.S,
VLS), Michal Koutny (IL.3, IL.4, IV.P, V.E), Vit Beran (IIL4, VI1.2), Jozef
Liptak (IL.4, III.E), Mikulds Matousek (III.1, VI.E), Michal Nozi¢ka (IV.E,
V.3), Daniela Pittnerova (I.1, IV.1), Ivo Vinklarek (IV.4, V.4), Filip Ayazi
(V.P), Michal Cervetidk (V.P), Jakub Dolejsi (V.3), Lubomir Grund (V.P),
Miroslav Hanzelka (I1.5)

Autori resent iloh:
Jachym Bartik (1.2, 1.S, IL.5, 1I1.2, I11.5, IV.5, IV.E, V.3, V.P, VL3, VL.P),
Matéj Mezera (1.3, 1.4, II.1, IV.3, V.1, V.5, VL4, VL5), Jozef Liptak (L.P,
II.1, 114, IV.2, V.P, V.E), Jakub Jambrich (IL.S, IIL.S, IV.S, V.S, VL.S), Vit
Beran (II.3, II1.4, V1.2), Karel Kolaf (1.5, V.2, VI.1), Vaclav Mikeska (IL.2,
I111.3, V.4), Daniela Pittnerova (1.1, ILE, IV.1), Katarina Castulikovs (III.1,
IV.E), Mikulas Matousek (IV.P, VI.E), Daniel Dupkala (I.E), Matts Kopunec
(V.P), Simon Pajger (I1L.E), Katefina Rosicks (II.P), Jan Stieleéek (IIL.P),
Ivo Vinklarek (IV.4)

Seridl o teoretické mechanice: Jakub Jambrich

Legenda podzimniho soustredéni: Michal Cervenak, Daniel Dupkala, Daniela Pitt-
nerova

Legenda jarniho soustiedéni: Jachym Bartik, Mat&j Mezera, Stépan Stenchlik

Sazba: Markéta Calabkova, Matéj Rzehulka
Obrazky a grafy: Matéj Mezera, Mikulas Matousek, Karel Kolar

Jazykové korektury: Matéj Rzehulka, Katefina Smitalova, Jozef Liptdk, Daniela
Pittnerové, Markéta Calibkové, Katarina Castulikova

Odborné korektury: Jozef Liptak, Jachym Bértik, Matéj Mezera, Vit Beran, Jakub
Safin, Matéj Rzehulka, Viclav Mikeska, Simon Pajger, Jan Stfeledek, Katefina
Smitalova

Fyzikaln{ koresponden¢n{ semindf je organizovin studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medialni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziku.



DANIELA PITTNEROVA A KOLEKTIV

Fyzikalni korespondencni seminar
XXXII. ro¢nik — 2018/19

Vydal MatfyzPress

nakladatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy

Sokolovska 83, 186 75 Praha 8

jako svou 599. publikaci.

Vytiskl Reprostredisko MFF UK

Publikace neprosla recenznim ani lektorskym fizenim.
Nakladatelstvi neodpovida za kvalitu a obsah textu.
Vydéano pro interni potfebu MFF UK.

Neprodejna publikace

Bod stran, 32 obrazki

Sazba pismem Latin Modern v programu XHgIATEX
Vydani prvni

Néklad 400 vytiska

Praha 2020

ISBN 978-80-7378-405-8



	Předmluva
	Zadání teoretických úloh
	Úlohy
	1: balónky
	2: ohňostroj
	3: nestabilní
	4: pád z okna
	5: zpropadený obvod
	P: strašná zima
	1: moonmen
	2: finská sauna
	3: fyzikální trofej
	4: lunar lander
	5: kladka a pták
	P: počasí na Matfyzu
	1: zlevněné banány
	2: efektivní kafe
	3: teplíčko v Dysonově sféře
	4: destrukce smyčky
	5: bodová
	P: osobní powerbanka
	1: kostka se vzduchem
	2: utrhne se
	3: levitující
	4: trampolína
	5: frisbee
	P: V-1 ve vesmíru
	1: procházka u silnice
	2: hloubka vniku do koule
	3: přepážka
	4: rozstřik
	5: odskakující hopík
	P: problémy 1 sekundy
	1: sebeosvícení
	2: knihomol
	3: dostřik
	4: lano
	5: gumová houpačka
	P: dálničně-bezpečnostní problém


	Řešení teoretických úloh
	Úlohy
	1: balónky
	2: ohňostroj
	3: nestabilní
	4: pád z okna
	5: zpropadený obvod
	P: strašná zima
	1: moonmen
	Skrytý bonus
	2: finská sauna
	3: fyzikální trofej
	4: lunar lander
	Bonus
	5: kladka a pták
	P: počasí na Matfyzu
	Teorie
	Model atmosféry
	Předpověď počasí
	Závěr
	1: zlevněné banány
	2: efektivní kafe
	3: teplíčko v Dysonově sféře
	4: destrukce smyčky
	5: bodová
	P: osobní powerbanka
	1: kostka se vzduchem
	2: utrhne se
	3: levitující
	4: trampolína
	5: frisbee
	P: V-1 ve vesmíru
	1: procházka u silnice
	2: hloubka vniku do koule
	3: přepážka
	4: rozstřik
	5: odskakující hopík
	P: problémy 1 sekundy
	1: sebeosvícení
	2: knihomol
	3: dostřik
	4: lano
	5: gumová houpačka
	P: dálničně-bezpečnostní problém


	Zadání experimentálních úloh
	Úlohy
	E: hodinová
	E: listopad
	E: indexovaný kondenzátor
	E: papírová izolační
	E: třiceticentimetrový tón
	E: kluzká


	Řešení experimentálních úloh
	Úlohy
	E: hodinová
	E: listopad
	E: indexovaný kondenzátor
	Diskusia
	E: papírová izolační
	E: třiceticentimetrový tón
	Teória
	Meranie
	Diskusia
	Záver
	E: kluzká


	Seriál o teoretické mechanice
	Kapitola 1: Úvod, Newtonovská mechanika
	Úvod
	Historický úvod
	Newtonovská mechanika
	S: rozjezd

	Kapitola 2: Lagrangeovy rovnice I. druhu
	Úvod
	Značenie po druhýkrát
	Väzby
	Lagrangeove rovnice prvého druhu
	Gulička na guli
	Zákon zachovania energie
	S: zväzujúca

	Kapitola 3: Lagrangeovy rovnice II. druhu
	Úvod
	Zovšeobecnené súradnice
	Lagrangeove rovnice II. druhu
	Nájdenie Lagrangeovej funkcie
	S: zobecněná

	Kapitola 4: Integrály pohybu
	Taylorov rozvoj
	Matematické kyvadlo – In medias res
	Integrály pohybu
	Najčastejšie krivočiare súradnice
	Pohyb hmotnej častice v gravitačnom poli
	S: lagrangeovská

	Kapitola 5: Keplerovy zákony
	Keplerove zákony
	Príklad: Armageddon
	Problém dvoch telies
	S: nebesko-mechanická

	Kapitola 6: Variační počet
	Variačný počet
	Derivácia Gateaux
	Príklad: Hľadanie najkratšej spojnice dvoch bodov
	Hamiltonov variačný princíp
	Odvodenie Lagrangeových rovníc z Hamiltonovho variačného princípu
	Záver
	S: opakovacia


	Řešení úloh ze seriálu
	Úlohy
	S: rozjezd
	S: zväzujúca
	S: zobecněná
	S: lagrangeovská
	S: nebesko-mechanická
	S: opakovacia


	Akce FYKOSu
	Podzimní soustředění v Karlovicích
	Organizátoři
	Účastníci
	Legenda

	Jarní soustředění v Domašově
	Organizátoři
	Účastníci
	Legenda

	Fyziklání 2019
	Pravidla
	Výsledky

	Fyziklání online
	Pravidla
	Výsledky

	Fyzikální Náboj
	Den s experimentální fyzikou
	Cyklus přednášek pro středoškoláky

	Pořadí řešitelů
	Výsledky
	Kategorie prvních ročníků
	Kategorie druhých ročníků
	Kategorie třetích ročníků
	Kategorie čtvrtých ročníků



