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1. Méjme néjaké kosmické téleso s hmotnosti péti Slunci, okolo kterého se nachazi stéricky
symetricky homogenni oblak plynu a prachu s hmotnosti dvou Slunci a s priimérem 1ly.
Oblak zacne kolabovat do centralniho kosmického télesa. Zanedbejte vzajemnou interakci
¢dstic oblaku (kromé gravitace). Urcete, jak dlouho bude trvat, nez cely oblak zkolabuje
do centralniho télesa. Ulohu nefeste numericky.

2. V tdvodu serialu jsme resili diferencidlni rovnici pro pohyb ¢astic v centralnim poli, pri
jejimz reseni jsme pouzili takzvany Binetiv vzorec. Ukazte, ze tento vzorec skutecné resi
zadanou diferencidlni rovnici.

3. Sestavte lagrangian pro soustavu Slunce-Zemé-Mésic. Predpokladejte, ze Slunce je nehyb-
né. Zemé i Mésic se pohybuji jak pod vlivem Slunce, tak pod vlivem sebe navzajem. Pri
sestavovani lagrangianu se zamyslete nad tim, jestli pouzivate spravny pocet zobecnénych
souradnic.

1. Predstavovat si celd situdciu budeme tak, ze mame nejaky maly kiasok hmoty na okraji ob-

laku. Tento kiisok hmoty je pritahovany gravitaciou centrilneho telesa, ako aj gravitaciou
zvysku mraku. Kedze mrak je sféricky symetricky a homogénny, mé tazisko vo svojom
strede, teda v centrdlnom hmotnom telese. Cely oblak vieme teda nahradit hmotnym bo-
dom umiestnenym v jeho tazisku. (K tomuto predpokladu staci sférickd symetria, teda aj
ak sa pocas pohybu bude homogenita menit, nasa dvaha plati.) Z hladiska malého kasku
hmoty na okraji oblaku je teda problém rovnaky ako keby sa pohyboval v centralnom poli
jedného hmotného bodu o hmotnosti 7 hmotnosti Slnka. V tomto pripade mézme preto
pouzit 3. Keplerov zakon.
Kiusok hmoty sa teda bude podla prvého keplerovho zdkona pohybovat po elipse s oh-
niskom v centralnom telese. Kedze ma ale nulovt pociatoc¢nt rychlost a pésobi nan sila
smerom do stredu, elipsa sa ndm zredukuje na tsecku, ktorej ohniskd budi na jej koncoch.
Periéda ,,obehu“ nasho kiska hmoty bude podla tretiecho Keplerovho zakona
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kde Mg je hmotnost Slnka. Nesmieme samozrejme zabudnut, Ze kedZze priemer oblaku
je jeden svetelny rok a tato elipsa (zredukovand na tisecku) mé pol svetelného roka, tak
potom je jej velka poloos len stvrtina svetelného roka.

Polovica takto vypocitanej periédy je potom cas, ktory zaberie kiisku hmoty dostat sa
k centrdlnemu telesu. Pre zadané hodnoty tento ¢as vyjde 376 000 rokov.

Pozndmka.

Vzhladom na to, Ze cely oblak ma na pociatku obrovsky priemer by sa mohlo zdat, ze
bude hrat rolu konec¢né rychlost sirenia svetla, kedze sa gravitacné uicinky siria prave touto
rychlostou. Castica na okraji oblaku teda zisti aZ o rok, Ze sa Gastica na druhej strane
pohla. Kedze z vypoctu vychadza celkovy cas pozorovaného deja v stotisicoch rokov,
moézeme oproti tomu 1 rok bezpecne zanedbat a pri rieSeni neuvazovat. Taktiez netreba
uvazovat relativistické javy sposobené velkou rychlostou pohybu, ktoré budi mat vplyv
v poslednych fazach kolapsu, ktoré ale tvoria zanedbatelni cast celého procesu. Z toho
istého dévodu sme pri vypocte zanedbali aj rozmer centralneho objektu.
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2. Pri dékaze budeme postupovat vcelku priamociaro. Vezmeme zelantu diferencidlnu rovnicu
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a miesto premennej r(y) dosadime premennti u(yp), kde r = u~' ako bolo uvedené v texte
seridlu. Dosadenim vyjadrime diferencidlnu rovnicu pomocou novej premennej
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Prederivujeme Tavi stranu podla ¢asu. Nesmieme zabudnit, Zze u je funkciou ¢ a to je
funkciou ¢, tj. u(¢(t)). Dostaneme
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Za ¢ dosadime vztah zdkonu zachovania momentu hybnosti ¢pmr? = I (toto bola prvé
trikové ¢ast tlohy), vdaka ¢omu sa nam pokrati u?> v menovateli a uz po umocneni lavej
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Po vykrateni konstant a preusporiadani ¢lenov dostaneme
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Teraz prichadza druhé trikova cast. Vieme, Ze na pravej strane chceme dostat derivaciu V' a
na lavo chceme mat druht derivaciu u. Preto nas moze rychlo napadnit skusit prederivovat
celt rovnicu podla . Po prederivovani dostaneme
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Vsimneme si, ze derivacie u podla ¢ sa vyskytuje v kazdom ¢lene, preto mézme tento ¢len
z rovnice spolu s dvojkami vykratit, vdaka comu dostaneme nami hladany Binetov vzorec
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3. Urcite existuje mnoho sposobov, ako zvolit siradnice tak, aby sme dostali spravny lagran-
gian. Dolezité je, aby vo vyslednom lagrangidne vystupoval minimalny potrebny pocet zo-
vSeobecnenych stradnic. V tomto vzorovom rieseni zvolime také zovseobecnené siradnice,
ktoré sme pouzili aj pri rieseni problému dvoch telies. Tentokrat vlastne riesime takisto
len pohyb dvoch telies, ale v nejakom potencidlovom poli budenom tretim telesom (Sln-
kom), ktoré je nehybné v dosledku toho, ze méd rddovo vyssiu hmotnost, a teda sa vplyvom
ostatnych dvoch telies zdanlivo nepohybuje. Prvymi siradnicami budd R a k nemu prisl-
tchajtca uhlové stradnica ¢ r vyjadrujica polohu faziska sistavy Zem-Mesiac voci Slnku.
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Druhou bude 7 a k nemu prislichajica uhlovéa stradnica ¢, uddvajica polohu Zeme, re-
spektive Mesiaca voci fazisku ststavy Zem-Mesiac, pricom samotné stradnica r udava
vzdialenost Zeme a Mesiaca. Kineticka energia takejto sustavy bude potom mat rovnaky
tvar ako kinetickd energia pri probléme dvoch telies po zavedeni obdobnych siradnic.
(Zmysel tohto prikladu bolo aj to, aby ste vyuzili uz predpoéitané vztahy pre problém
dvoch telies. Samozrejme sa na to dalo {st aj in4¢.) Preto
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kde p = % je redukovand hmotnost. Pridanou hodnotou tohto prikladu je spocitat,
ako bude vyzerat potencidl. Ten sa bude skladat z dvoch casti. Prvou je potencidlna
energia Mesiaca a Zeme, ktord je rovnako ako v prvom priklade
V=_ GmZmM ’
r

kde ma a myz st hmotnosti Mesiaca a Zeme. Jedna sa o klasicky stredoskolsky potencidl
dvoch hmotnych bodov vo vzdialenosti 7. Co sa tyka potencidlu Zemi a Mesiaca voéi
Slnku, vieme si to predstavit tak, ze ich spolo¢ny potencidl bude rovny potencidlu ich
taziska. Analogicky postupujeme napriklad ked pocitame potencidlnu energiu napriklad
&loveka vo& Zemi. Cloveka ako stibor hmotnjch bodov si predstavime ako jeding hmotny
bod umiestneny v jeho tazisku. Preto bude potencidl Zeme a Mesiaca
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Je zasadné si ale uvedomit, ze tato analégia nie je celkom spravna. Teleso na Zemi mdze-
me nahtadit hmotnym bodom ¢isto z dévodu (takmer) homogénneho gravitaéného pola.
V tomto pripade je fazisko ako vysledné posobisko gravitacnych sil zhodné s hmotnym
stredom telesa. V nehomogénnom gravitacnom poli (napriklad v nasom centrdlnom poli
Slnka) su vSak tazisko a hmotny stred v réznych bodoch. Ak ale uvdzime, ze vzdialenost R
je o vela vicsia ako vzdialenost r, mézeme pole v okoli Zeme aproximovat homogénnym
polom. To ndm déva hladany lagrangian sistavy
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V pripade bez tejto aproximéicie by sme dostali tri potencidlové cCleny pre tri dvojice
objektov. Tento presny lagrangian by ndm poskytol napriklad vplyv slapovych sil Sinka
na sustavu Zem-Mesiac.
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